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Abstrakt

Pojzl, Viktor: Rozdelenia s tazkymi chvostami vo financiach [Bakalarska pracal.

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-

tedra aplikovanej matematiky a Statistiky.

Skolitel: Mgr. Darina Graczova, Bratislava, 2013, 42 s.

V nasej praci sa zaoberame modelovanim vyvoja cien aktiv pomocou ich rozde-
leni. Cielom tejto prace je popisat zakladné rozdelenia, ale aj rozdelenia s tfazkymi
chvostami, ktoré si velmi vhodné na modelovanie takychto nahodnych premennych.
PopiSeme postup pri hladani vhodnych rozdeleni modelujtcich logaritmické vynosy

dvoch konkrétnych aktiv.

Klagové slova: rozdelenia s tazkymi chvostami, Cauchyho rozdelenie, Studentovo t -

rozdelenie, Kolmogorovov - Smirnovov test, logaritmické vynosy.



Abstract

Pojzl, Viktor: Heavy - tailed distributions in finance [Bachelor Thesis|.

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,

Department of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: Mgr. Darina Graczova, Bratislava, 2013, 42 s.

In our thesis we deal with modeling the evolution of asset prices through their divi-
sion. The aim of this thesis is to describe the basic distributions, but also the
heavy - tailed distributions, which are very useful for modeling these random variab-
les. We describe a procedure for finding suitable distributions which are simulating

logarithmic returns of two specific assets.

Keywords: heavy - tailed distributions, Cauchy distribution, Student’s t -

distribution, Kolmogorov - Smirnov test, logarithmic returns.
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UVOD UVOD

Uvod

Pri roznych meraniach a v roznych situiciach st data z iného rozdelenia. Najzaklad-
nej$im rozdelenim je normaélne rozdelenie. Ale vo svete financii sa vyskytuji omnoho
zlozitejSie rozdelenia. Vacsina vypoc¢tov a zistovani sa nepochybne vykonavaja préave
pre zisk alebo cenotvorbu, ¢i uz v poistovnicvte, pri ocefiovani opcif alebo inych. Nielen
vo financidch sa vyskytuju rozdelenia ako st rozdelenia s tazkymi chvostami, dlhymi

chvostami a iné.

Jedna z moznosti bank, ale aj firiem, ktoré svoje finan¢né zdroje chcit zhodnoco-
vat je investovat do portfolia aktiv. Pri rozhodovani je pre nich dolezité predpovedat

s akym vynosom budt investovat. Toto sa d&4 odhadovat aj napriklad z historickych dat.

V rozdeleniach s tazkymi chvostami sa extrémne hodnoty nadobidaju castejsie.
Tieto rozdelenia mozu mat jeden alebo oba chvosty fazké. Popisuju ich napriklad prace

4], [10] a [12].

Cielom tejto bakalarskej prace bolo popisat zakladné Statistické rozdelenia a roz-
delenia s tazkymi chvostami. Nasledne sme testovali redlne data z oblasti financii, v
ktorych sme zistovali, z akého rozdelenia pochadzaju a aké maju momenty. Popisali

sme tieto testy a vysvetlili ich interpretaciu a vyznam.



1 ZAKLADNE POJMY

1 Zakladné pojmy

Tato kapitola je venovana vstupu do problematiky teérie pravdepodobnosti. Definu-
jeme zékladné pojmy, s ktorymi sa v praci stretneme. Cerpali sme najma z [9], [10]. K

tejto téme je aj mnozstvo inej literatiry.

1.1 Distribué¢na funkcia

Definicia 1.1. Nech X je ndhodnd premennd z nejakého rozdelenia. Potom pre lubo-

volné x € R pre distribucni funkciu plati:
F(r) = P[X < ] (1)

Ak je X spojitd ndhodnd premennd s hustotou f(x), potom jej distribucnd funkcia

md tvar:

Fz) = / f(z)dz 2)

Distribu¢na funkcia kazdému x prideli pravdepodobnost s akou ndhodna premenna

nadobudne hodnotu mensiu nez ¢islo x, ¢o je slovne popisany vztah (1).

Pozndmka: Evidentne plati f(x) = F'(z).
+oo
A tiez plati [ f(x)dz =1, a to préave preto, ze F(z) je funkcia z R — (0,1) a taktiez

—0o0
z vlastnosti hustoty.

1.2 Zaciato¢ny moment

Definicia 1.2. Nech X je ndhodnd premennd, potom jej zaciatocny moment k-teho

radu md tvar:

v = E(X*), pre k=1,2,.. (3)

Ak je X spojitd ndhodnd premennd s hustotou f(x), potom plati:

—+00

v = /a:k - f(x)dx. (4)

—00

Ak je X diskrétna ndhodnd premennd plati:
+oo
i=1

10



1.3 Centralny moment 1 ZAKLADNE POJMY

kde s pravdepodobnostou p; ndhodnd premennd X nadobudne hodnotu x;, 1 = 1,2, ... .

Pozndmka: Stredna hodnota E(X) ndhodnej premennej X je jej prvy zadiato¢ny mo-

ment.

1.3 Centralny moment

Definicia 1.3. Nech X je ndhodnd premennd, potom jej centdlny moment k-teho rdadu

md tvar:

e =E(X —E(X)*), pre k=12, ... (6)

Ak je X spojitd ndhodnd premennd s hustotou f(x), potom plati:

+oo

m= [ =BV f(o)de ™)

— 0o
Ak je X diskrétna ndhodnd premennd plati:

+o0

e = Z (Iz - ]E(X))k " Pis (8)

=1

kde s pravdepodobnostou p; ndhodnd premennd X nadobudne hodnotu x;, 1 = 1,2, ... .

1.4 Charakteristickad funkcia

Charakteristicka funkcia existuje pre kazdi ndhodnt premennt s danym rozdelenim.
Pre kazdé rozdelenie existuje prave jedna charakteristickd funkcia, ktora toto rozdelenie

jednoznacne urcuje.

Definicia 1.4. Nech X je ndhodnd premennd, potom jej charakteristickd funkcia md

tvar:

ox(t) = E(e"™) = E(costX) + iE(sintX), (9)
t € R ai je imagindrna jednotka.

Ak je X spojitd ndhodnd premennd s hustotou f(x), potom plati:

—+00

ex(t) = /em - f(x)dx. (10)

—0o0

11



1.5 Momentova vytvérajica funkcia 1 ZAKLADNE POJMY

Ak je X diskrétna ndhodnd premennd plati:

px(t) =Y ™. py, (11)

k
kde s pravdepodobnostou p, ndhodnd premennd X nadobudne hodnotu xy, k=1,2,... .

1.5 Momentova vytvarajica funkcia

Derivovanim momentovej vytvarajucej funkcie v bode 0 dostavame momenty na-
hodnych veli¢in. Nemusi vSak existovat pre vSetky rozdelenia, existuje pre rozdelenia s
I'ahkymi chvostami naopak pre rozdelenia s tazkymi chvostami neexistuje. Ak je znama,

vieme urcit z akého rozdelenia pochédza nahodna veli¢ina.

Definicia 1.5. Nech X je ndhodnd premennd, potom jej momentovd vytvdrajica fun-
kcia funkcia md tvar:

Mx (t) = E(e"), (12)
teR.

Ak je X spojitd ndhodnd premennd s hustotou f(x), potom plati:
+o00

— 00

Ak je X diskrétna ndhodnd premennd plati:
Mx(t) =) ™ p;, (14)
i
kde s pravdepodobnostou p; ndhodnd premennd X nadobudne hodnotu x;, 1 = 1,2, ... .
Momenty ziskame pomocou derivécii podla t v bode t = 0. Potom plati, Ze prva
derivacia my(t) v bode t = 0 je strednd hodnota E(X). Druha derivacia sa rovna
disperzii D(X). Tretia derivacia sa rovna koeficientu Sikmosti a Stvrtad derivicia sa

rovna koeficientu Spicatosti.

1.6 Stredna hodnota

Definicia 1.6. Ak je X spojitd ndhodnd premennd s hustotou f(x), potom pre stredni

hodnotu plati:
+oo

E(X) = /x-f(a:)dx, (15)

—0o0

12



1.7 Disperzia 1 ZAKLADNE POJMY

+00
ak existuje [ |x|- f(x)dx.
e N
Ak je X diskrétna ndhodnd premennd a rad ) |x;| - p; konverguje potom plati:
i=1
+00
E(X) = sz " Pi (16)
i=1

kde s pravdepodobnostou p; ndhodnd premennd X nadobudne hodnotu x;, 1 = 1,2, ... .

Stredntt hodnotu vieme dostat aj ako prvi deriviaciu momentovej vytvarajiacej fun-
kcie v bode 0. Ak si vS§imneme vztahy (3) a (4), tak stredna hodnota je aj prvy zadia-

to¢ny moment ndhodnej premenne;j.

1.7 Disperzia

Definicia 1.7. Nech X je ndhodnd premennd, potom jej disperzia md tvar:
D(X) =E((X —E(X))%. (17)

Ak je X spojitd integrovatelnd ndhodnd premennd s hustotou f(x), potom plati:

400

DY) = [ (&~ BV - fa)da, (18)

ak tento integrdl existuje.
Ak je X diskrétna ndhodnd premennd plati:

—+00

D(X) = Z (: —E(X))?- pi, (19)

i=1
kde s pravdepodobnostou p; ndhodnd premennd X nadobudne hodnotu x;, 1 = 1,2, ... .
Na vypocet disperzie sa vyuZziva vzfah D(X) = E(X?) — E*(X). Vieme ju dostat a]
ako druht derivaciu momentovej vytvarajicej funkcie v bode 0. Zo vztahu (6) vidime,

ze disperzia je druhy centrilny moment nahodnej premenne;j.

1.8 Koeficienty Sikmosti a Spicatosti

Koeficienty §ikmosti a $picatosti st definované cez treti centralny moment ug a Stvrty

centralny moment 4.

13



1.8 Koeficienty sikmosti a 3picatosti 1 ZAKLADNE POJMY

Definicia 1.8. Nech X je ndhodnd premennd, potom jej koeficient Sikmosti md tvar:

3(X)
"= (]D)M(XW (20)

Nech X je ndhodnd premennd, potom jej koeficient $picatosti md tvar:

_ 1a(X) .
%_—(]D) X))? 3. (21)

Pozndmka: Rovnica (21) je rovnica pre vypocet excess kurtosis (z angli¢tiny), ktory

udava, ¢i je rozdelenie viac alebo menej Spicaté ako normalne rozdelenie, ktoré ma

koeficient Spicatosti rovny 0.

14



2 VLASTNOSTI STATISTICKYCH ROZDELENI

2 Vlastnosti Statistickych rozdeleni

V tejto ¢asti sa budeme venovat konkrétnym rozdeleniam. Uvedieme tu ich zakladné
vlastnosti a obrazkom ilustrujeme, ako vyzeraju ich funkcie hustoty s meniacimi sa

parametrami, [5], [9], [10].

2.1 Normalne rozdelenie

Normalne rozdelenie je jedno z najpouzivanejsich rozdeleni nazyvané aj Gaussovo.
Mnohé nahodné veli¢iny, s ktorymi sa v praxi stretdvame, napriklad chyby merania,

maji normalne rozdelenie, alebo sa normalnym rozdelenim daju aproximovat.

Definicia 2.1. Ndhodnd premennd X md normdlne rozdelenie s parametrami p a o>

prave vtedy, ak jej funkcia hustoty md tvar:

1 T— 2
flz) = e , xeR. (22)
2ro

Zipis: X ~ N(u,oc?).

Veta 2.2. Ndhodnd premennd X s normdlnym rozdelenim N(u,0?) md charakteris-

tickd funkciu:

o(t) = e(#=F) (23)

Veta 2.3. Ndhodnd premennd X s normdlnym rozdelenim N (p,0?) md momentovi

vytvdrajicu funkciu:

t t20'2
My(t) = ) (24
a teda pre ndhodni premenni X ~ N(u,02):
Strednd hodnota je E(X) = p.
Disperzia je D(X) = o2
Koeficient sikmosti je v; = 0.
Koeficient spicatosti je v, = 0.

15



2.2 Logistické rozdelenie 2 VLASTNOSTI STATISTICKYCH ROZDELENI

Obr. 1: Normalne rozdelenie

0.4

Hustota
0.2 0.3

0.1

0.0

Na obrazku 1 je graf hustoty normalneho rozdelenia so strednou hodnotou p = 0.
Tento parameter urcuje umiestnenie najviacsej hodnoty rozdelenia. Preto zmenou p by
sa graf postuval po osi x. Ked o = 1, vidime zakladné N(0,1), ¢m je disperzia vicsia,

tym sa graf hustoty splosti, tzv. hodnoty maju vacsi rozptyl (graf sa roztiahne).

2.2 Logistické rozdelenie

Logistické rozdelenie sa pouziva najma v logistickych regresiach, pri umelych neuro-
novych sietach a inych. Je podobné normélnemu rozdeleniu, 1isi sa vSak chvostami,

ktoré su tazSie, teda hodnota koeficientu $picatosti je vyssia.

Definicia 2.4. Ndhodnd premennd X md logistické rozdelenie s parametrami i, o, ak

jej funkcia hustoty md tvar:

f(z) = ,pre x € R. (25)

Zapis: X ~ Logistic(p, o).

16



2.2 Logistické rozdelenie 2 VLASTNOSTI STATISTICKYCH ROZDELENI

Veta 2.5. Ndhodnd premennd X s logistickym rozdelenim Logistic(u, o) md momen-

tovi vytvdrajicu funkciu:
ut
My (t) = mot—o (26)

sin(rot)’

a teda pre ndhodni premennid X ~ Logistic(u, o) plati:

Strednd hodnota je E(X)

2.2

Disperzia je D(X) = =5~.

L4

Koeficient sikmosti je v1 = 0.

Koeficient Spicatosti je yo = g.

Obr. 2: Logistické rozdelenie

0.25
|

Logistic(0 ; 1)
Logistic(0 ; 2)
° Logistic(2 ; 5)
S —— Logistic(4 ; 2)
Logistic(6 ; 3)

0.15
|

Hustota

L
f

Podobne ako normadlne rozdelenie aj logistické rozdelenie ma strednd hodnotu p,
ktora urcuje umiestnenie najviacsej hodnoty. Logistické rozdelenie je taktiez symetrické
o ¢om nam hovori koeficient sikmosti rovny 0. o je skalovaci parameter zodpovedajuci
Standardnej odchylke. Vplyv parametrov na tvar funkcie hustoty je znazorneny na

obrazku 2.
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2.3 Poissonovo rozdelenie 2 VLASTNOSTI STATISTICKYCH ROZDELENI

2.3 Poissonovo rozdelenie

Poissonovo rozdelenie je rozdelenim, ktoré modeluje vyskyt zriedkavych javov v sérii
velkého poc¢tu n nezavislych pokusov. Pouziva sa napriklad pri modelovani prichodu

zakaznikov, objednévok a telekomunikaciach.

Definicia 2.6. Poissonovo rozdelenie s parametrom \ > 0 je diskrétne rozdelenie na

mnozine celyjch nezdpornijch ¢isel. Pravdepodobnostnd funkcia md tvar:

e ANF
P(X=k)=— k=012 (27)

Zapis: X ~ Po(\).

Veta 2.7. Ndhodnd premennd X s poissonovgym rozdelenim Po(\) md charakteristicki

funkciu:

plt) = MY (28)

Veta 2.8. Ndhodnd premennd X s poissonovym rozdelenim Po(\) md momentovi
vytvdrajicu funkciu:

M (t) = XY (29)
a teda pre ndhodni premenni X ~ Po(\):

Strednd hodnota je E(X) = A.
Disperzia je D(X) = .
Koeficient sikmosti je v; = \La

Koeficient Spicatosti je vy, = %

Poissonovo rozdelenie mé& parameter A, ktory urc¢uje umiestnenie najviac¢sej hodnoty
rozdelenia ale aj rozptyl. Cim je )\ vii¢Sia tym sa koeficienty Sikmosti a §picatosti zmen-
Suji, ¢o znamena, ze pre A —> oo sa rozdelenie stava symetrickym so $picatostou

rovnakou norméalnemu.

18



2.4 Exponencidlne rozdelenie 2 VLASTNOSTI STATISTICKYCH ROZDELENI

Obr. 3: Poissonovo rozdelenie
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2.4 Exponencialne rozdelenie

Exponencialne rozdelenie je rozdelenim, ktoré dobre popisuje rozdelenie doby Zivot-
nosti zariadeni, u ktorych dochadza k poruche vzhladom na vnutorné pric¢iny, ale nie
v dosledku opotrebovania.

Niekedy sa oznacuje ako rozdelenie “bez pamite”. Informécia o tom, Ze udalost

nenastala &£ hodin, nemeni pravdepodobnost, Zze nastane v budtcich z hodinach.

Definicia 2.9. Ndhodnd premennd X md exponencidlne rozdelenie s parametrom \ >

0, ak jej funkcia hustoty md tvar:

Zapis: X ~ E()).

19



2.4 Exponencidlne rozdelenie 2 VLASTNOSTI STATISTICKYCH ROZDELENI

Veta 2.10. Ndhodnd premennd X s exponencidlnym rozdelenim E(\) md charakteris-

ticku funkciu:

A
A—1t

p(t) = (32)

Veta 2.11. Ndhodnd premennd X s exponencidlnym rozdelenim E(\) md momentovi
vytvdrajicu funkciu:

Mx(t)=——, t<A\ (33)
a teda pre ndhodni premenni X ~ E(\):
Strednd hodnota je E(X) = 5.
Disperzia je D(X) = +5.
Koeficient sikmosti je v, = 2.
Koeficient Spicatosti je v, = 6.

Obr. 4: Exponencilne rozdelenie

2.0

> > >
nonon
N RO

1.0 15

Hustota

0.5
|

0.0

Na obrazku 4 je graf hustoty exponencidlneho rozdelenia s parametrom A. Tento
parameter urcuje najvyssiu hodnotu rozdelenia. Z disperzie, ktora je rovna % a tiez z

obrazka vidime, Ze zvic¢Sovanim parametra A sa rozptyl zmensuje.

20



2.5 Beta rozdelenie 2 VLASTNOSTI STATISTICKYCH ROZDELENI

2.5 Beta rozdelenie

Beta rozdelenie je vhodné pre modelovanie veli¢in, ktorych hodnoty st ohranic¢ené
zhora aj zdola a da sa predpokladat existencia jediného modusu patriaceho do intervalu

moznych hodnot.

Definicia 2.12. Ndhodnd premennd X md beta rozdelenie s parametrami o > 0, 8 > 0,

ak jej funkcia hustoty md tvar:

flz) = mxa—l (1-— x)ﬁ—l , pre x€(0,1) )

0, inde,

1
kde B (a, B) = FIS?ogi,(b’ﬁ)) = E]f:cﬁ_l(l — x)* tdx je tzv. beta funkcia s parametrami o, 3

a T je gamma funkcia definovand vztahom T'(a) = [ t*~te~dt.

0
Zapis: X ~ B(a, ().

Veta 2.13. Ndhodnd premennd X s beta rozdelenim B(«, 5) md zaciatocné momenty:

o1 i _B(oz+j,ﬁ)_F(a+j)F(oz+B)
i = o T T T BB Tt ) (35)

a teda pre ndhodni premenni X ~ B(«, B) plati:

Strednd hodnota je E(X) = &

atB’
Disperzia je D(X) = m
Koeficient sikmosti je v1 = %

6[a’+a?(1-28)+62(1+5)—20(2+8)]

Koeficient Spicatosti je vy = aB(atBt2)(athE3)

Beta rozdelenie je velmi zaujimavé, je definované iba na intervale (0,1). Ma dva

parametre o a (3, ktoré st parametre tvaru.

21



2.6 x? - rozdelenie 2 VLASTNOSTI STATISTICKYCH ROZDELENI

Obr. 5: Beta rozdelenie
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2.6 x? - rozdelenie

Nahodné premenné, ktoré maji x? - rozdelenie, sa pouZivaji pri testovani statistic-

kych hypotéz a pri intervalovych odhadoch nezndmych parametrov zakladného stiboru.

Definicia 2.14. Ndhodnd premennd X md x? - rozdelenie s k stupiiami volnosti (k €

N), ak jej funkcia hustoty md tvar:

0, ak <0
f@ =4 (36)

k/2-1,—/2
2,“/21,(%)3: e "<, ak x>0.

o

kde T je gamma funkcia definovand vafahom T'(a) = [ t*~te~dt.
0
Zipis: X ~ x*(k).

Veta 2.15. Ndhodnd premennd X s x? - rozdelenim x*(k) md zaciatoéné momenty:

Hj = 2jFF<€E—; g)

2

(37)

a teda pre ndhodni premenni X ~ x2(k) plati:

Strednd hodnota je E(X) = k.
Disperzia je D(X) = 2k.
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Koeficient sikmosti je v, = %

Koeficient Spicatosti je o = %

Obr. 6: \? - rozdelenie

0.5
|

XXX XX
[ e B |
~NOTWwWN e

0.3
|

Hustota

0.2

0.1

0.0
|

o
N
EN
o
©

Na obrazku 6 je graf hustoty x? - rozdelenia s k stupiiami volnosti. Vidime, Ze ¢im
iac stuph Inosti x* - rozdelenie ma, tym vicsie st stredna hodnota a di i
viac stupiiov volnosti x* - rozdelenie mé, tym vécsie st strednd hodnota a disperzia a

mensie st koeficienty Sikmosti a $picatosti.
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3 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTAMI

3 Rozdelenia s tazkymi chvostami

V predchadzajicej kapitole sme sa venovali zdkladnejsim Statistickym rozdeleniam.
V tejto kapitole popiSeme rozdelenia s fazkymi chvostami, ktoré sa stale ¢astejsie po-
uzivané. Rozdelenia s tazkymi chvostami maji nekone¢ni momentovi vytvarajicu
funkciu.

Rozdelenia s fazkymi chvostami sa rozoberaju napriklad v [4], [12], [15], kde ndjdeme
aj definiciu tazkého chvostu a iné charakteristiky.

V tejto kapitole sme Cerpali hlavne z [1], |5], [6], |10], [16].

3.1 Studentovo t-rozdelenie

Studentovo t-rozdelenie sa pouziva pri analyze vysledkov regresnej analyzy. Vyuziva

sa aj k testovaniu hypotéz a urcovani intervalovych odhadov.

Definicia 3.1. Ndhodnd premennd X md studentovo t-rozdelenie s k stupfiami vol-

nosti, ak jej funkcia hustoty md tvar:

k+1

_ F(%) :13_2 7 re x — 00, 00
0= (14 F) e et (59

kde T je gamma funkcia definovand vafahom T'(a) = [ t*~te~dt.
0

Zipis: X ~ t(k).

Veta 3.2. Ndhodnd premennd X so studentovym t-rozdelenim t(k) md zaciatocné mo-

menty:

0 prejnepdirne, 0<j <k
INEER R : .
(5 \>FH§(§)) pre j parne, 0<7j <k

I (39)

nie je definované pre j nepirne, 0 <k <j

oo prejpdarne, 0<k<y,

\

a teda pre ndhodni premenni X ~ t(k) plati:

Ak k> 1, strednd hodnota je E(X) = 0.
Ak k > 2, disperzia je D(X) = 5.
Koeficient sikmosti je v = 0.

Ak k > 4, koeficient Spicatosti je v = &.
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3.2 Lognormélne rozdelenie 3 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTAMI

Obr. 7: Studentovo t-rozdelenie
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Studentovo t-rozdelenie je symetrické. Cim viac stupiiov volnosti ma, tym je menej

$picaté a priblizuje sa norméalnemu rozdeleniu pre velké k, vid obrazok 7.

3.2 Lognormalne rozdelenie

Lognormalne rozdelenie sa najcastejSie pouziva pre jednostranne ohranicené tdaje.

2

Néhodna premennd X ma lognormélne rozdelenie s parametrami p a 0, ak ndhodnéa

premennd In X ma normalne rozdelenie N(u,c?).

Definicia 3.3. Ndhodnd premennd X md lognormdlne rozdelenie s parametrami i, o2,

ak jej funkcia hustoty md tvar:

1 _(nz—p?

flz) = e 22 pre x>0. (40)

Zdpis: X ~ LogN (u,c?).

Veta 3.4. Ndhodnd premennd X s lognormdlnym rozdelenim LogN (u, %) md zacia-

tocné momenty:

n2s2

py = e (41)
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3.3 Cauchyho rozdelenie 3 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTAMI

a teda pre ndhodni premenni X ~ B(«, 3) plati:
Strednd hodnota je E(X) = ett7°/2,
Disperzia je D(X) = 2+ (e"Q — 1).
Substiticia: w = e
Koeficient ikmosti je v, = (w + 2) vVw — 1.
Koeficient Spicatosti je o = w* + 2w3 + 3w? — 6.

Obr. 8: Lognormalne rozdelenie
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Na obrazku 8 si hustoty lognormélneho rozdelenia s rovnakou hodnotou p a rozdiel-

nou hodnotou parametra o.

3.3 Cauchyho rozdelenie

Cauchyho rozdelenie sa pouziva najmi vo fyzike.

Definicia 3.5. Ndhodnd premennd X md cauchyho rozdelenie s parametrami 0, X\, ak

jej funkcia hustoty md tvar:

flz) = ! ,pre  x € R. (42)

NIENCON
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3.3 Cauchyho rozdelenie 3 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTAMI

Zipis: X ~ Cauchy(0,\).

Veta 3.6. gtandardny’m cauchyho rozdelenim sa rozumie cauchyho rozdelenie s para-
metrami Cauchy(0,1) a je to pripad studentovho t-rozdelenia s jednym stupriom vol-

nosti t(1). Funkcia hustoty v tomto pripade md tvar:

1
flz) = ) ,pre = €R. (43)

Veta 3.7. Ndhodnd premennd X s Cauchyho rozdelenim Cauchy(0, \) nemd konecné

momenty ¢iZe strednd hodnota ani disperzia niesu definované a rovnako niesu defino-

vané ani Sikmost a Spicatost.

Obr. 9: Cauchyho rozdelenie
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Cauchyho rozdelenie ma dva parametre, 6 je parameter umiestnenia najvacsej hodnoty
rozdelenia \ je parameter $kaly (urcuje rozsah). Je to rozdelenie s oboma fazkymi

chvostami.
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3.4 Gamma rozdelenie 3 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTAMI

3.4 Gamma rozdelenie

Gamma rozdelenie sa pouziva napriklad v poistnej matematike pri modelovani vysky
poistnych plneni. Vyuziva sa aj na modelovanie pravdepodobnosti doby ¢akania alebo

poruchovosti.

Definicia 3.8. Ndhodnd premennd X md gamma rozdelenie, ak jej funkcia hustoty md

tvar:
ol 6—,890601

0 44
o e T (34)

fla) =z

kde T je gamma funkcia definovand vztahom T'(«) = [t e 'dt,
0
pre [ubovolné komplexné ¢islo k s kladnou redlnou castou.

Zapis: X ~ Gamma(a, 5).

Veta 3.9. Ndhodnd premennd X s gamma rozdelenim Gammal(c, B) md charakteris-

o= (1-5) (15)

Veta 3.10. Ndhodnd premennd X s gamma rozdelenim Gamma(a, 5) md momentovi

ticku funkciu:

funkciu:

My (t) = (1 _ %) U e t<p (46)

a teda pre ndhodni premenni X ~ E(\):

Strednd hodnota je E(X) =

Disperzia je D(X) = 7

Koeficient sikmosti je v1 = %

«

&
B

Koeficient Spicatosti je vy, = g.

épeciélne ak a € Z, potom sucet nezavislych ndhodnych premennych s exponencial-
nym rozdelenim, ktoré maji parameter [, reprezentuje gamma rozdelenie. Potom ak

a = 1, gama rozdelenie Gamma(1, 8) je rovnaké ako rozdelenie FE(/3).

Na obrazku 10 je graf hustoty gamma rozdelenia s parametrami o a 8. « je parameter
tvaru, ¢im je vACSi, tym je menej zoSikmeny a Spicaty graf (vid koeficient $ikmosti a

Spicatosti). 1/ je parameter 8kaly (rozsahu), ¢im je vA¢Si, tym je rozptyl vacsi.
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3.5 Weibullovo rozdelenie 3 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTAMI

Obr. 10: Gamma rozdelenie
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3.5 Weibullovo rozdelenie

Weibullovo rozdelenie sa vyuziva ako teoreticky model pre Statistické modelovanie
zivotnosti a bezporuchovosti elektronickych systémov alebo komponentov. Vyuziva sa

aj pri modelovani réznych javov, ako napriklad starnuti populacie.

Definicia 3.11. Ndhodnd premennd X md weibullove rozdelenie s parametrami k, X,

ak jej funkcia hustoty md tvar:

k (f)k_l e~ @V gk 2 >0
flz) = 0w . pre k>0,A>0. (47)
, ak x <

Zapis: X ~ W(\ k).

Veta 3.12. Ndhodnd premennd X s weibullovim rozdelenim W (X, k) md charakteris-

ticku funkciu:

o(t) = i ()" A" (1 + %) . (48)

n!
n=0

kde T je gamma funkcia definovand vafahom T'(a) = [ t* te™dt.
0
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3.5 Weibullovo rozdelenie 3 ROZDELENIA S TAZKYMI CHVOSTAMI

Veta 3.13. Ndhodnd premennd X s weibullovim rozdelenim W (A, k) md momentovi

vytvdrajicu funkciu:

Mx(t) =3 W?; Ay (1 + ﬁ) , (49)

a teda pre ndhodni premenni X ~ W (A k) plati:
Strednd hodnota je E(X) = A’ (1 + %), pre k> 1.

Disperzia a koeficienty Sikmosti a $picatosti si popisané napriklad v [15].

Obr. 11: Weibullovo rozdelenie
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Weibullovo rozdelenie mé dva parametre(existuje aj troj-parametrové). A je parame-

ter skaly a k je parameter tvaru.
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4 Testovanie Statistickych rodeleni

4.1 Testy zhody

V tejto kapitole popiSeme dva testy zhody, pomocou ktorych vieme zistit, ako "dobré*

je nase namodelované rozdelenie z dat, [10].

4.1.1 x? - test dobrej zhody

x? - test dobrej zhody inak nazyvany aj Pearsonov test dobrej zhody, je najstarsi
neparametricky test. Tymto testom sa testuje zhoda empirického a teoretického rozde-

lenia.

Definicia 4.1. Nech testujeme nulovi hypotézu Hy, ktord ok plati, tak testovacia Sta-
tistika md asymptoticky x? - rozdelenie s k — 1 —m stupriami volnosti, kde m je pocet

odhadnutych parametrov a tdto Statistika md tvar:

k

L 2
XQZZ(fo—f‘M)’ (50)

i=1

kde fe1, fe2, ---sfer je k tried pocetnosti merani x,, x2, ...,x,. Pocetnosti f.; si
empirické. Predpokladajme, Ze tento subor md urcité teoretické rozdelenie. Pocetnosti
fo.i st teoretické pricom f,; = n-p;, kde p; je pravdepodobnost hodnoty x; a n je rozsah
vyberového suboru. Testovanou hypotézou bude hypotéza o zhode medzi empirickym a
teoretickym rozdelenim. Testovaciu hypotézu zamietame na hladine vyznamnosti o, ak
hodnota Statistiky prekroci kriticki hodnotu x%(k—1—m). Tie si tabelované, napriklad
v [10].

Teoretické pocetnosti f,; musia spliiat podmienku:
foi <5, prei=1,2,.... k. Niekedy sa dd zlicit dve alebo viac tried do jednej, aby tuto
podmienku spliiali.

Tento test je vhodné pouZivat len pri dostatoéne velkom rozsahu vijberového siboru,

pretoZe takto definovand testovacia Statistika md asymptoticky x* - rozdelenie.
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4.1 Testy zhody 4 TESTOVANIE STATISTICKYCH RODELENI

4.1.2 Kolmogorovov - Smirnovov jednovyberovy test

Tento test umoznuje testovat zhodu empirickej a teoretickej distribuc¢nej funkcie v
pripade spojitej teoretickej distribu¢nej funkcie so zndmymi parametrami. Je mozné ho

pouzit aj pri mensom rozsahu vyberového siboru.

Definicia 4.2. Nech testuyme nulovi hypotézu Hy, Ze empirické a teoretické pravdepo-
dobnostné rozdelenia sa Statisticky neliSia oproti alternativnej hypotéze Hy, Ze sa lisia.

Testovacia Statistika ma tvar:

D = sup |F, (x) — F(2), (51)

kde F,(x) je hodnota empirickej distribucnej funkcie v bode x a F(z) je hodnota
teoretickej distribucnej funkcie v bode x postupnosti realizdacii nahodného viyberu zo zd-
kladného siboru so spojitym rozdelenim. Nech tdto postupnost je usporiadand vzostupne
podla velkosti, tzv. ra) < ze) < ..o < x(p). Teoretickd distribucnd funkcia F' je urcend
nulovou hypotézou Hy a empirickd distribucnd funkcia F,, je funkciou vjberu, ktord mad

tvar:
0, ak x<zxq)

Fo(x)=q £ ak zgy <o <zp41, k=1,2,.,n-1 (52)

L, ak x>z
K zamietnutiu nulovej hypotézy Hy budi viest vysoké hodnoty testovacieho kritéria.
Nulovi hypotézu Hy zamietame na hladine vijznamnosti o, ak je hodnota testovacieho
kritéria D vicsia ako prislusnd kritickd hodnota D, () Kolmogorovovho-Smirnovovho
testu. Ako kritické hodnoty D,(«) Kolmogorovovho - Smirnovovho testu sa pouZivaji

kvantily tohto rozdelenia a tie si pre malé n (n < 35) tabelované v [10].
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5 Vyuzitie vo financiach

Pri analyzach, vyhodnocovani a predikovani rizika je doélezité modelovat redlne data,
na zaklade ktorych sa zostavuju ocakavania vynosov VaR. Dalej pri navrhoch skladby
portfolia a inych.

Pri modelovani cien sa vyuzivajai rozne metody. V préci sa zaoberame modelovanim
vyvoja cien aktiv pomocou ich rozdeleni. Konkrétne budeme rozoberat problematiku
dvoch ¢asovych radov a to Euro STOXX 50 Indexu a Austrian Traded Indexu.

Budeme modelovat logaritmické vynosy z historickych dat spominanych indexov.
Vypocty boli robené v programe R. Mame dva ¢asové rady, oba po dobu 10 rokov. Pri
indexe Euro STOXX 50 mame k dispozicii 2605 dat a pri indexe Austrian Traded je
to 2515 dat, [16].

Budeme teda pracovat s logaritmickymi vynosmi a teda:

¢o je vyhodné z viacerych dovodov. Napriklad k - periédovy logaritmicky vynos je
rovny suctu logaritmickych vynosov medzi prvou a k - tou peribdou a velmi dobre
aproximuje diskrétne vynosy pri kratkych peridédach.

Vypocitali sme zékladné popisné charakteristiky, ktoré su v tabulke 1.

Euro STOXX 50 Index Austrian Traded Index
Priemer 0,000021 0,0003
Smerodajné odchylka 0,00022 0,00027
Sikmost 0,0273 -0,2997
Spicatost 5,8150 6,1434
Minimum -0,0821 -0,1025
Maximum 0,1044 0,1202
1.kvantil -0,0066 -0,0066
3.kvantil 0,0072 0,0087

Tabulka 1: Zakladné popisné charakteristiky logaritmickych vynosov indexov
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5.1 Volba rozdeleni a odhad parametrov 5 VYUZITIE VO FINANCIACH

5.1 VolIba rozdeleni a odhad parametrov

Dolezité je vytvorit si predstavu o datach. V minulosti bola snaha logaritmické vy-
nosy modelovat normalnym rozdelenim, no kriza sposobuje prave vicssie vykyvy v
stratdch a vynosoch, preto sa ¢oraz CastejSie pouzivaji rozdelenia s tazkymi chvos-
tami. Z obrézku 12 vidime, 7e to budt rozdelenia s oboma tazkymi chvostami.

Rozhodli sme sa pre tieto rozdelenia: normalne, logistické, Studentovo a Cauchyho.

Obr. 12: Histogram Euro STOXX 50 Index
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Teraz potrebujeme odhadnut parametre tychto rozdeleni. Je viac metod, ktorymi
sa parametre daji odhadniat, my sa im vSak nebudeme v tejto praci venovat, teoria k

tymto metodam je napriklad v [8], [11], [14].
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5.1 Volba rozdeleni a odhad parametrov 5 VYUZITIE VO FINANCIACH

V R-ku sme pouzili funkciu na odhad parametrov, ktora vyuziva metédu maximélnej

vierohodnosti. Napriklad pre norméalne rozdelenie sme parametre odhadli takto:
fitdistr(data, "normal”),

kde data st nase logaritmické vynosy.

V tabulke 2 st odhadnuté parametre rozdeleni pre oba indexy.

Rozdelenie Odhady pre Euro STOXX 50 Odhady pre Austrian Traded
normélne f=0,000021 ; 6 = 0,0148 i =0,000296 ; & = 0,0166
logistické i =0,000234 ; & = 0,0075 i =0,000843 ; & = 0,0083
Studentovo m =0,00036 ; § =0,0094 ; ¢ = 3,012 m=0,0012; §=0,0101 ; { = 2,85
Cauchyho 6 = 0,00047 ; A = 0,0066 6 =0,0015; A\ =0,00732

Tabul'ka 2: Odhady parametrov

Teraz vykreslime histogram naSich dat a vlozime don grafy hustot rozdeleni s od-
hadnutymi parametrami. Na obrazkoch 13 a 14 je histogram Euro STOXX 50 Indexu
s hustotami nami vybranych rozdeleni. V obrézkoch 15 a 16 je histogram Austrian

Traded Index s hustotami rozdeleni, ktorych parametre sme odhadovali.
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Obr. 13: Histogram Euro STOXX 50 Index
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Obr. 14: Histogram Euro STOXX 50 Index
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Obr. 15: Histogram Austrian Traded Index
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5.2  Testy zhody rozdeleni 5 VYUZITIE VO FINANCIACH

Data z oboch indexov st po dobu 10 rokov od roku 2003 do roku 2013.

Normalne rozdelenie sa neukazuje ako vhodné, lebo nemé tazké chvosty. Logistické
rozdelenie je trochu lepsie, no aj tak nemé dostatocne tazké chvosty. Na druhej strane
Cauchyho rozdelenie a Studentovo t - rozdelenie vystihujti rozdelenie vynosov ovela

lepsie.

5.2 Testy zhody rozdeleni

Poslednym krokom je otestovat, ¢i naSe empirické rozdelenia sa zhoduju s teoretic-

kymi. Vyuzijeme na to Kolmogorovov - Smirnovov test, ktory v R-ku pouzijeme takto:
ks.test(data, "pnorm?", mean, sd),

kde data st nase logaritmické vynosy a mean a sd st odhadnuté parametre pre normalne

rozdelenie. Vysledky st v tabulke 3.

Rozdelenie Euro STOXX 50 Austrian Traded
normalne D =0,078 ; p—value = 3,7+ 10714 D =0,0943 ; p — value < 2,2 % 10716
logistické D =0,0395 ; p — value = 0,0006 D =0,043 ; p — value = 0,00019
Studentovo D =0,0166 ; p — value = 0, 4843 D =0,02261 ; p — value = 0,161
Cauchyho D = 0,052 ; p — value = 0,0000017 D =0,0562 ; p—value = 2,548 % 10797
Kritické hodnoty D(0,05) = 0,0267 D(0,05) = 0,027

Tabul'ka 3: Kolmogorovov - Smirnovov test

Vidime, ze v ani jednom pripade testovacia Statistika D nebola nizsia ako kriticka
hodnota Kolmogorovovho - Smirnovovho testu, alebo inak, p — hodnota nie je ani v
jednom pripade vicsia ako 5%, ¢o znamend, Ze hypotézu H, zamietame a teda ani

jedno rozdelenie dobre nepopisuje nase déta.

5.3 Vyhodnotenie vysledkov

Z vysledkov Kolmogorovovho - Smirnovovho testu vieme povedat, ze spomedzi tes-

tovanych rozdeleni je vhodné iba Studentovo t-rozdelenie v pripade Euro STOXX 50

38



5.3 Vyhodnotenie vysledkov 5 VYUZITIE VO FINANCIACH

Indexu, kde p - hodnota vysla 48,4%. Pre index Austrian Traded je vhodné taktiez
Studentovo t-rozdelenie s p - hodnotou 16%. Ostatné rozdelenia v oboch pripadoch nie

st vhodné.
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ZAVER ZAVER

Zaver

V tejto bakalarskej praci sme rozobrali Statistické rozdelenia a ich vyuzitie vo finan-
ciach. Uvod bol venovany zakladnym pojmom z oblasti pravdepodobnosti. Postupne
sme presli od zakladnych rozdeleni po zlozitejsie. Popisali sme ich a obrazkami ilus-
trovali ich funkcie hustoty. Vysvetlili sme aj testovanie tychto rozdeleni s empirickymi

rozdeleniami redlnych dat.

V poslednej kapitole sme vyuzili poznatky z predchadzajicich kapitol a na kon-
krétnych datach sme modelovali logaritmické vynosy a testovali z akého rozdelenia
pochadzaju. Doplnili grafmi a vysvetlili aka informéciu ndm poskytuja. Aj pri Euro
STOXX 50 Indexe aj pri Austrian Traded Indexe sa ako vhodné rozdelenie ukéizalo
Studentovo t-rozdelenie, aj ked pri Euro STOXX 50 bolo vhodnejsie. Pri analyze sme

vyuzivali Statisticky program R a program Matlab.

Praca by mala davat navod na modelovanie logaritmickych vynosov a poskytnat

zakladné znalosti v oblasti pravdepodobnosti a Statistiky.
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