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Abstrakt v statnom jazyku

PPROFANT, Radomir: Ndvrh a vypracovanie webového rozhrania pre interaktivnu
moznost rieSenia DEA uloh [Bakalarska praca], Univerzita Komenského v Bratislave,
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a $tatistiky;
Skolitel: prof. RNDr. Daniel Sevéovi¢, CSc., Bratislava, 2013, 49 s.

Bakalarska praca sa zaobera vytvorenim webového rozhrania pre interaktivinu moznost’
rieSenia DEA (Data Envelopment Analysis) uloh. V praci su zadefinované a vysvetlené
dolezité pojmy a tvrdenia, stru¢ny prehl'ad zakladnych modelov a sposob ich
implementéacie do webového rozhrania. Stcast'ou prace je vysvetlenie logickych schém,
ktoré st pouzité pri programovani webovej stranky a modelov. Hlbsie sa venujeme
programovaniu jednotlivych modelov v programovacom jazyku GNU Octave
a dolezitych Casti webovej stranky v programovacom jazyku HTML s vyuzitim jazyka
PHP. Vytvorena aplikacia je  pouzitd na rieSenie praktickej Ulohy hodnotenia
bankovych pobociek Slovenskej sporitelne. Na tomto priklade je zaroven

demonstrovana funk¢nost’ a vyuzitie webovej stranky.

KrPicové slova: DEA (Data Envelopment Analysis), webové rozhranie, GNU Octave,

PHP



Abstrakt v cudzom jazyku

PPROFANT, Radomir: Design and develop web interface for interacting possibility of
solving DEA task [Bachelor Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of
Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and
Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Daniel Sevéovi¢, CSc., Bratislava, 2011, 49p.

My Bachelor’s Thesis is dedicated to the development of a web interface for interacting
possibility of solving DEA (Data Envelopment Analysis) tasks. In this work are defined
and explained important concepts and statements, brief overview of the basic models
and their implementation in web interface. Part of the work is composed of the
explanation of logic schemes that are used in programming of the website and models.
More in detail are described programming of respective models in GNU Octave
programming language and relevant parts of the website in the programming language
HTML using PHP language. The developed application is used to solve practical task of
evaluation of bank branches of Slovak Savings Bank. The functionality and use of the

website is also demonstrated on this example.

Keywords: DEA (Data Envelopment Analysis), web interface, GNU Octave, PHP
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Uvod

Stcasna doba, v ktorej zijeme, je vel'mi poznacena ekonomickou krizou. Kriza sa
dotkla vd&siny ekonomickych a vyrobnych sfér. Casto sklonovanym slovom v tomto
obdobi je efektivita. Staty st nutené efektivnejsie hospodarit’ s verejnymi financiami,
firmy optimalizuji a zefektiviiuji vyrobné procesy. Efektivitu by sme mohli chapat’ ako
prakticki  u¢innost’ nejakej Cinnosti. Postupne sa stava hlavaym kritériom pri

posudzovani resp. hodnoteni.

Hodnoteniu efektivity sa venuje rozsiahla teoéria multikriteridlneho manaZmentu:
Data Envelopment Analysis (d’alej DEA). Tato teoria vznikla v sedemdesiatych rokoch
minulého storocia. Zakladom bol vel'mi znamy ¢lanok od Farrella z roku 1957. DEA sa
zameriava na vypocet technickej efektivity roznych organizacnych jednotiek napriklad
firiem, bank, 8kol, zdravotnickych zariadeni a mnohych inych. Su to v podstate modely
matematického programovania aplikované na rozne vstupné a vystupné data s cielom

zistit” efektivitu konkrétnych jednotiek.

V sucasnej dobe je uz znamych vel'a modelov a ¢lankov, ktoré boli prezentované
a citované v roznych vedeckych pracach. Existuji aj rozli¢né softvéry na rieSenie DEA
uloh. Niektoré su v§ak drahé, alebo su zlozité pre pouzivatel'ov, ktori nie su dostatocne

matematicky zdatni.

Cielom tejto bakalarskej prace bolo priblizit' niektoré zo zékladnych modelov
DEA a vypracovat’ interaktivne webové rozhranie na riesSenie DEA 1tloh so zameranim
na jednoduché zadavanie vstupov a zrozumitelni, prehladni prezentaciu vystupov
uzivatel'ovi. Cielom bolo ¢o mozno najjednoduchsie a najpohodlnejSie zobrazit’ vystup

ako efektivitu zo vstupnych dat.

Bakalarska praca je rozdelend na dve hlavné kapitoly: teoreticki a prakticka.
Ciel'om teoretickej Casti bolo korektnym spdsobom prezentovat’ zakladné matematické
modely DEA s poukazanim na dblezitost odhalovania neefektivnosti jednotlivych
utvarov. Kapitola je rozdelena na tri podkapitoly. V prvej sa venujeme uvodu do DEA
problematiky, kde si vysvetlime pojem efektivnosti. Druha kapitola je venovana
prikladom, na ktorych si vysvetlime pojmy pouzivané v DEA analyze. V tretej sa
budeme venovat zakladnym DEA modelom. Pri prezenticii tedrie a skimani
jednotlivych modelov sa budeme volne opierat’ o knihu Coopera, Seiforda, Toneho

[1], knihu Zhua [10], ¢&lanok Sevdovica, Halickej a Brunovského [8] a poznamky
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Halickej [4]. V praktickej Casti sme sa sustredili na implementovanie jednotlivych
modelov do webovej stranky tak, aby vysledky boli jasné a zrozumitel'né pre
pouzivatel'ov. Této Cast’ je rozdelend na tri podkapitoly. V prvej si vysvetlime logicky
model webovej stranky. V d’alSej kapitole sa budeme venovat’ jednotlivym modelom
naprogramovanym v programovacom jazyku GNU Octave. V tretej kapitole si ukazeme

samotné programovanie webovej stranky.
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1 Teoreticka cast’

1.1 Uvod do DEA modelov

DEA metéda, tak ako sme spomenuli vuvode, je vyznamny prostriedok
multikriteridlneho manazmentu. Umoziiuje porovnavat a vyhodnocovat homogénne
utvary (jednotky) v ramci danej skupiny. Jednotlivé utvary sa oznacuju ako DMU
z anglického Decision making units. Ako priklad mozu sluzit' filialky bank, pobocky
supermarketov, nemocni¢né zariadenia alebo Skoly. Vel'mi vyznamnym predpokladom
pre jednotlivé DMU je homogenita, teda ze su z nejakej rovnorodej skupiny, maju
identické alebo ekvivalentné vlastnosti, zaoberaji sa rovnakou ¢innost'ou. Tieto utvary
st charakterizované vstupmi a vystupmi. Vstupmi moézu byt napr. material, pocet
zamestnancov, pociato¢né naklady alebo predajna plocha. Vo vSeobecnosti je to nieco,
Co sa spotrebuva alebo predstavuje naklady. Vystupom moze byt napr. celkovy zisk
alebo pocet spokojnych zakaznikov. Vo vSeobecnosti nieo, ¢o predstavuje uzitok alebo
kvalitu. D4 sa usudit, Ze sa snazime pri minimalnych vstupoch dosahovat’ maximalne

vystupy, a teda mat’ ¢o najvacsiu efektivitu.

1.1.1 Pojem efektivnosti

Cielom DEA metody je rozdelit' jednotlivé ttvary na efektivne a neefektivne
podl’a toho, ako dokazu jednotlivé vstupy premenit’ na vystupy. Velkou vyhodou DEA
modelov je, Ze dokazu odhalit’ zdroj neefektivnosti a v podstate navrhnit’ rieSenie ako
dosiahnut” hranicu efektivnosti.

Najskor si vysvetlime pojem produktivity, pretoze vel’'mi uzko suvisi s efektivitou.

V najjednoduchSom pripade, teda pre jeden vstup ajeden vystup sa produktivita

vyjadruje vSeobecne ako pomer:

vystu
produktivita = y p. Q)
vstup
Efektivita je potom vyjadrend podl'a vzorca:
roduktivita jednotk
efektivita = P J 4 (2)

maximalna produktivita’
Zo vztahu (1) a (2) je vel'mi jednoduché vypocitat’ efektivitu pre pripad jedného vstupu
a jedného vystupu. Ako by sme vSak pocitali efektivitu pre viac vstupov alebo

vystupov? Riesenim je do vzorca (1) dosadit’ za vstup vazeny sucet vstupov a za vystup
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vazeny sucet vystupov, teda nasobit’ vstupy a vystupy uritymi kladnymi ¢islami
(vahami). Do popredia sa dostava otazka volby vah pre jednotlivé vstupy a vystupy.
Tomu sa budeme podrobnejsie venovat’ v kapitole 1.2.4.1.

Kvoli prezentacii vysledku ma zmysel uvazovat' efektivitu v hraniciach 0 a1,
vtedy moézeme l'ahko previest efektivitu na percentd. Takto definovanu efektivitu
dokazeme prezentovat’ tak, ze na kolko percent jednotka pracuje, resp. ako sa dana
jednotka  priblizuje k efektivnej jednotke. Pomocou DEA metdd nevieme urcit
maximalnu moZznu teoretickii efektivitu, vieme urcit' len jej odhad pomocou utvaru
S najvacSou produktivitou. DEA metédy odhaluji len relativnu efektivitu, teda

efektivitu vzhl'adom na dan¢ DMU.
Definicia 1 (Efektivita) [1 str.45]: Maximalna (100%) efektivita pre jednotlivé DMU je

dosiahnutd vtedy a len vtedy, ak Ziadny zo vstupov alebo vystupov nemozno zlepsit bez

zhorsenia inych vstupov alebo vystupov.

1.2 Tlustraéné priklady

V tejto Casti sa budeme sustreditt na nami vytvorené ilustracné priklady, na
ktorych si zadefinujeme a vysvetlime pojmy dolezité pri budovani tedrie. Vysledky
a pozorovania budeme zobrazovat graficky. Pri zobrazeni sa pre nazornost
a jednoduchost’ obmedzime na dva rozmery, kedze je zlozité zobrazovat viacero

rozmerov.

1.2.1 Pripad jedného vstupu a jedného vystupu

Priklad 1 (Siet’ supermarketov). Majme 7 pobociek supermarketu. Kazda pobocka je
charakterizovana poctom zamestnancov a priemernymi dennymi trzbami v tisickach
eur. Vypocitajme produktivitu a efektivitu pre dané jednotky. Potrebné udaje sii uvedené
v Tab. 1:

Tab. 1: Udaje k prikladu 1 — siet’ supermarketov

Supermarkety A B C D E F
Zamestnanci (x) 2 3 4 5 7 7
Trzby (y) 4 2 2 3 5 7
Produktivita (%) 2 0,67 0,5 0,6 0,7 1
Yy
Efektivita (—%5-) 1 0,335 0,25 0,3 0,35 0,5
max (;)
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V prvom riadku st jednotlivé DMU, teda pobocky supermarketu. Ako vstupy sme
si logicky zvolili pocet zamestnancoV, ako vystupy priemerné denné trzby. Produktivitu
sme potom pocitali podla vzorca (1) ako podiel trzieb a zamestnancov. Najvacsiu
produktivitu dosiahol supermarket A. Efektivitu sme pocitali podla vzorca (2) ako
podiel produktivity a maximalnej produktivity. Efektivny je teda supermarket A, ktory
ma efektivitu 1, ostatné su neefektivne, ¢islo v poslednom riadku vyjadruje relativnu
mieru efektivity.

Na nasledujiicom Obr. 1, si znazornené jednotlivé DMU aj s hranicou efektivity.
V nasom pripade konstantnych vynosov z rozsahu je to priamka prechadzajiuca bodom
[0,0] a bodom efektivnej jednotky A[2,4]. Ak by chceli byt ostatné jednotky efektivne,
museli by dosiahnut’ rovnaku produktivitu ako jednotka A. Museli by sa teda dostat’ na
hranicu efektivity.

Definicia 2 (Hranica efektivity): Hranicou efektivity alebo efektivnou hranicou

nazyvame mnozinu efektivnych DMU v ramci danej skupiny.

12 T T T T

Efektivna hranica

Denné triby
[a2]

*0

1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 B 7 8 9
Zamestnanci

Obr. 1: Graf jednotlivych DMU a efektivna hranica
Casto sa uvazuje, Ze organizaéné jednotky DMU sa snaZia dostat’ na efektivnu
hranicu. lde teda o akusi projekciu na efektivnu hranicu, resp. ako sa maji zmenit
vstupy alebo vystupy, aby sa jednotka, v nasom pripade supermarket, zefektivnili. Ako
priklad si zoberme supermarket B. Existuje rada moznosti ako danii jednotku
zefektivnit: Mdzeme znizit' vstupy pri zachovani vystupu. V nasom pripade by sme

museli znizit’ pocet zamestnancov z povodnych 3 na 1 (Obr. 2 bod B™) s tym, ze trzby
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by zostali rovnaké. Daliou moZnostou je zachovat’ podet zamestnancov a zvysit’ trzby
z pévodnej hodnoty 2 na hodnotu 6 (Obr. 2 bod B’). Ako posledna moznost” sa javi
znizit' vstupy a zvysit vystupy, tym sa dostaneme niekde medzi prva a druhi moznost’,

napr. do bodu A [2,4] (Obr. 2 bod A). Vsetky mozZnosti st znazornené na Obr. 2.

12 T T T T T T T

Efektivna hranica

Denné trzby

*0

®0
1

1 1 1 1 [}
4 5 B 7 g 9
Zamestnanci

Obr. 2: Projekcia na efektivnu hranicu
Poznamka 1 (Projekcia na efektivau hranicu): Nech vstupy su x, vystupy y, zmena
vstupov X', zmena vystupov y'. Vo vSeobecnosti projektovat na efektivnu hranicu
znamend, ze znizujeme vstupy alebo zvySujeme vystupy. Jednotku (x,y) teda

projektujeme na jednotku (x',y") tak, Ze plati x' < x,y' = y.
1.2.2 Mnozina produkénych moZnosti a vynosy z rozsahu

DEA metédy st zaloZzené na tom, ze pre dany problém existuje produkéna
mnozina (mnozina produkénych moznosti) tvorena vSetkymi pripustnymi kombinaciami
vstupov a vystupov. Produkénd mnozina je teda urcend efektivnou hranicou. Ma vsak
zmysel uvazovat’ o nejakych obmedzeniach produkénej mnoziny. Predstavme si, Ze by
sme do Tab. 1 v priklade 1 doplnili supermarket Z. Bol by v menSom meste,
zamestnaval by napr. 70 pracovnikov a jeho trzby by boli 100. Dostat’ ho na efektivnu
hranicu by bolo vel'mi tazké resp. nemozné. Keby zamestnal d’alSich l'udi, tak trzby by
sa nemuseli zmenit,, pretoze dopyt v malom meste je obmedzeny poc¢tom obyvatel'ov.

Vynara sa teda otazka, ¢o je, a €o nie je mozné vyrobit’.
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Definicia 2 (Axiomy produkcnej mnoziny) [5 str.7]: Nech x je vektor vstupov, y vektor
vystupov. Technologiou nazveme dvojicu (x,y), ktora oznacuje vystupy y, ktoré je
mozné vyrobit spotrebovanim vstupov x za nejaku jednotku casu. Potom p je produkcnd
mnozina (mnozina vSetkych technologii, mnozZina produkcnych moznosti) ak su splnené
axiomy:
Al: Pozorované technolégie (x7,y7) pre j=1,2,...n jednotlivych DMU patria do
produkcnej mnoziny P.
A2: Ak (x,y) P, takVx',y': x' <x,y' =y plati, Ze (x',y'") € P. Teda ak
neznizime vstupy alebo nezvysime vystupy, dostaneme realizovatelnu technologiu.
A3: P je konvexna, t.j. konvexné kombindcie technologii su tiez realizovatelnymi

technologiami.
Produkéna mnoZina ma konstantné vynosy z rozsahu, ak navyse plati:

A4: Nezdaporny skaldrny ndsobok (ax,ay) € P pre kaZdii technoldgiuV(x,y) €

P a pre lubovolné a € R,a = 0.

Z definicie a z predchadzajucich kapitol vyplyva, Ze hranica efektivity moze mat’
rozny tvar. Tento tvar zavisi na tom, ¢i v danom probléme uvazujeme konstantné alebo

variabilné vynosy z rozsahu.

V definicii 2 sme si zadefinovali pojem konsStantné vynosy z rozsahu. Volne by sa
tato definicia dala vysvetlit aj tak, ze pokial' je jednotka, ktord vznikla urcitou
kombinaciou vstupov a vystupov efektivna, tak bude efektivna aj jednotka, ktorej
vstupy a vystupy st a nasobkom vstupov a vystupov povodnej efektivnej jednotky. Pri
konsStantnych vynosoch je teda efektivna hranica priamka. Tento pripad je zobrazeny na

Obr. 1.

Pri variabilnych vynosoch zrozsahu neplati, Ze a nasobok vstupu musi byt
vyvazeny narastom vystupu o rovnaky nasobok. Jednotka teda méze byt efektivna,
i ked pomerny narast vystupu bude niz$i alebo vy$$i ako narast vstupu. Kvoli
nazornosti sme vytvorili priklad 2, kde si vypoctom aj graficky ukdZzeme moznost’

variabilnych vynosov z rozsahu a porovnanie s konstantnymi vynosmi z rozsahu.

Priklad 2 (Leteckd preprava): Predstavme si, Ze mame 8 leteckych prepravcov
oznacenych A az H v 8 mestich s rovnakym poctom obyvatelov. Ulohou je vypocitat

efektivitu a graficky zobrazit' efektivnu hranicu. Udaje k prikladu sii v Tab. 2.
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Tab. 2: Udaje k prikladu 2 - letecky prepravcovia

Lietadla A B C D E F G H
Pocet lietadiel 2 4 4 5 6 6 7 8
Pocet cestujucich 2 6 3 2 7 3 7 4
Produktivita 1 15 0,75 04 1,17 0,5 1 0,5
Efektivita (konstantné) | 0,67 1 05 027 078 034 067 0,34
Efektivita (variabilné) ano ano ano

V pripade leteckych prepravcov by sme mali uvaZzovat variabilné vynosy
z rozsahu, pretoze pocet prepravenych cestujucich je obmedzeny poctom obyvatelov.
To znamena, Ze aj keby prepravca nakupil nové lietadla, nemal by nimi kto cestovat.
Na Obr. 3 sme graficky zobrazili danych prepravcov a vyznacdili sme hranice efektivity
pre variabilné vynosy, a kvoli nazornosti aj pre konsStantné vynosy z rozsahu. V pripade
prepravcu B dosahujeme efektivitu pre oba typy vynosov. Tato jednotka ma teda
globalne najvacésiu efektivitu. Jednotky A a E dosahuju taktiez efektivnu hranicu, maja
lokalne najvySSiu produktivitu. Pre variabilné vynosy mame tri efektivne jednotky
A B,E. Efektivna hranica tvori teda obal dat, ktory je konvexny. VSeobecne plati, Ze
ked je jednotka efektivna pre konStantné vynosy z rozsahu, tak je efektivna aj pre
variabilné, naopak to vSak z povahy veci neplati. Vel'mi zaujimavou jednotkou je
jednotka G, ktoré sice lezi na hranici efektivnosti, ale v porovnani s jednotkou E ma pri
tom istom vystupe vicsie vstupy. Jednotka G by sa dala vyrdbat’ s menSim poctom

vstupov, nemdze byt’ teda efektivna. Takéto jednotky nazyvame pseudoefektivne.
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Obr. 3: Efektivna hranica, kon$tantné a variabilné vynosy z rozsahu
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1.2.3 Oznacdenie dat

Doteraz sme sa venovali jednoduchym ulohdm s jednym vstupom a vystupom. Ak

chceme prejst’ od jednoduchych uloh k zlozitej$im, musime zaviest’ niekol'’ko oznaceni.
Jednotlivé DMU budeme oznacovat spodnymi indexmi
DMU,,DMU,, ... ,DMU,. Poc¢et DMU bude teda n. Optimalizovant jednotku oznacime
ako DMU,. Udaje, ktoré sa tykaji jednotlivych DMU, budeme oznadovat’ takto:
vstupy : x° = (x2,x2, ..., x2)T (3)
vystupy : y° = (07,y5, ., ¥ (4)
Vstupov bude m, vystupov s a x;(y{) budeme niekedy oznacovat aj x, j(yo j).
x°(y°) budeme oznacovat’ ako vektor vstupov (vystupov) pre DMU,. Jeho technologiu

budeme oznacovat’ ako (x?,y?). Celt sadu dat teda mézeme oznacit’ do dvoch matic,

vstupnej X € R™™ a vystupnej ¥ € R™*%.

(X1 X3 X3 o Xy

Xz{xf xz x3 . x,zn} (5)
kx? Xy x¥ .. x,’}J
(Yi Y2 Y3 - V)

Yz{)ﬁz v; yi . ;v%}_ (6)
ST .Y

Vnutorné ocenenie vstupov a vystupov, resp. vahy jednotlivych vstupov
a vystupov budeme oznacovat’ pomocou vektorov:
vahy vstupov : u® = (ul,ug, ....,ug)’ (7
vahy vystupov : v° = (v, v3, ....,v2)T. (8)
Takto zadefinované oznacenia ndm pomoZzu pri rieSeni viacrozmernych tloh alebo
uloh s viacerymi vstupmi a vystupmi.
1.2.4 Pripad s viacerymi vstupmi a vystupmi
Predpokladajme, Ze mame n organizaénych jednotieck DMU,, pre o = {1, ...,n},
dalej predpokladajme, ze kazda organizacnéd jednotka je charakterizovand m vstupmi
zadefinovanymi v (3) asvystupmi zadefinovanymi v (4). Vstupy a vystupy su
homogénne, kladné (niekedy staci nezaporné) akazdé DMU, ma hodnotu asponi

jedného vstupu a vystupu. Kazdy zo vstupov a vystupov ma urcité kladné ocenenia resp.

vahy, ktoré su zadefinované podl'a (7) a (8). Na zaciatok si pevne zvol'me vahy u av,
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potom mdzeme dosadit’ vazeny sucet vstupov a vah, resp. vystupov a vah do vzorca

(1), vypocitat’ produktivitu a S pomocou vzorca (2) vypocitat’ efektivitu.

Definicia 3 (Produktivita) [5 str. 10]: Nech v € RY?, u € RS su dané kladné
ohodnotenia (vahy) vstupov a vystupov. Produktivitou utvaru DMU, (pre o €
{1,2, ...,n}) pri danych vahach u, v budeme rozumiet:

T

o S o

0 _wWy =14
P (u, 17) — . T~0 . \'M ]
vix i=1 ViX;

(9)

kde x° je vektor vstupov a y? je vektor vystupov jednotky o a u, vV su vahy pre konkrétne
vstupy a vystupy.

Definicia 4 (Efektivita) [5 str. 10]: Efektivitou jednotky pri danych vahach u, v budeme

rozumiet’ pomer jej produktivity a najvdcsej produktivity Vv skupine pri danych vahach,

teda:
uTyO
P°(u,v) T 0
E°(u,v) = ’ =X 10
(u,v) max P°(u, v) ulyk (10)
Vk maxT—k
vk vlx

kde Yk oznacuje celii skupinu n utvarov, takze k € {1,2, ...,n}.

Z definicii (9) a (10) vyplyva, ze E°(u, v) € (0,1), ¢o je ve'mi dobra vlastnost’ pri

prezentacii vysledkov. Trividlne z definicii plati aj: E°(u,v) =1 © P°(u,v) =
maxyy, P°(u,v), teda ked je utvar efektivny, jeho produktivita je v danej skupine
maximalna. Na priklade 3 si ukdzeme vypocet efektivity.
Priklad 3 (Pozicovia aut): Nech mame 6 pozicovni aut oznacenych A az F. K dispozicii
mdme mesacné udaje 0 dostupnom pocte dut, pocte zamestnancov, pocte pozZicanych
dut a pocte spokojnych zdkaznikov. Ulohou je vypocitat efektivitu jednotlivych
pozicovni. Potrebné data su v Tab. 3.

Tab. 3: Udaje k prikladu 3 — pozi¢oviia aut

PoZi¢oviia aut A B C D E F
Dostupny pocet aut 120 97 87 131 79 91
Pocet zamestnancov 14 19 12 23 9 15

Pocet pozi¢anych aut 40 35 56 37 12 62
Pocet spokojnjch 23 31 56 25 9 60
zakaznikov
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Predtym ako za¢neme riesit’ dany problém podl'a vzorcov (9) a (10), musime Si
ujasnit’, ¢o budu nase vstupy resp. vystupy a zvolit’ primerané vahy. Rozumné je zvolit’
si za vstupy pocet aut a pocet zamestnancov, pretoze je t0 nieco, ¢o sa do procesu
dodava a predstavuje nejaké naklady. Vahy teda budeme mat dve: vy, v,. Vystupom
bude pocet poziCanych aut a pocet spokojnych zakaznikov, pretoze to Sa Vv podstate
produkuje, vyraba alebo predstavuje kvalitu (spokojnost’). Vahy vystupu teda budu:
Uq, Uy.

Véhy si pre nazornost’ zvolime dvoma spdsobmi:
e Jednotkové vahy: vy = 1,v, = 1,u; =1,u, =1
e Vahy odréazajuce dolezitost: vi = 1,v, = 2,u; = 1,u, =2

Na nasledujtcej Tab. 4 sa nachadza vysledok vypoétu produktivity podl'a vzorca
(9) a efektivity podl'a vzorca (10) pre obe varianty vah. Dahko sa da vycitat’, Ze zmena
vah spdsobila zmenu efektivnej jednotky. Kym pri jednotkovych véhach bola efektivna
jednotka F, pri vahach odrdzajicich dolezitost’ bola efektivna jednotka C. Efektivne
jednotky teda nevieme spolahlivo uréit. Z tohto dovodu by sme mali venovat’ zvySenu
pozornost’ vol'be vah.

Tab. 4: Vysledky k prikladu 3 — pozi¢oviia aut

Pozi¢ovna aut A B C D E F
. Produktivita 04701 0,5690 11313 04026 0,2386  1,1509
(jednotkové vahy)

EfektiVita,(lJ;e‘)inotkOVé 0,4085 04943 09829 0,3498 0,2073  1,0000
vahy

Produktivita (vahy 05811 07185 15135 04915 03093 15041
odréazajice dolezitost)

Efektivita (vahy 0,3839 04747 10000 03248 0,2043  0,9938
odrazajuce dolezitost))

1.24.1  Volba vhodnych vah

Volba vhodnych vah je dolezitou otazkou. Ako zvolit’ vahy, aby sme pristupovali
k analyzovanym DMU spravodlivo? Néapadov by sme naSli hned niekolko: napr.
jednotkové véahy, vahy odrazajice dolezitost, prevratenu hodnotu priemeru alebo
prevrateni maximalnu hodnotu. O Ziadnej z tychto moznosti by sme vSak nemohli

povedat’, Ze je jedind alebo najlepSia. Pouzitim r6znych véh by sme dostali réznu mieru
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efektivity podobne ako v priklade 3. Dobrym napadom by bolo, aby si jednotlivé DMU
samé zvolili vahy, ktoré by spifiali ur¢ité podmienky. DéleZitou podmienkou je, aby
miera efektivity bola zhora ohrani¢ena nejakou kladnou konsStantou (ma zmysel
uvazovat’ ako konstantu ¢islo jedna). Efektivne jednotky by boli potom tie, ktorych
miera efektivity by sa rovnala danej konstante. Dalsou podmienkou by bola kladnost
vstupov a vystupov, pretoze vsetky nami zvolené vstupy a vystupy povazujeme za
dolezit¢ a musime ich brat’ do uvahy. Za tychto predpokladov si méze kazdé DMU,

zvolit’ vlastné vahy.

1.2.4.2  Priklad analyzy efektivnosti bankovych pobociek

V nasledujicom praktickom priklade sa budeme venovat analyze bankovych
pobociek Slovenskej sporite'ne vypracovanej podla [8]. Z poskytnutych dat si musime
najprv ujasnit’ po¢et DMU, vstupy a vystupy. Mame 106 pobocick, teda pocet DMU je
106.

Vstupy poskytnuté bankou:

e suma debetnych zostatkov na beznych u¢toch ku koncu mesiaca

pocet debetnych tctov

e suma zostatkov kontokorentnych uctov
e pocet kontokorentnych uctov

e uvery celkom

e uvery v Sk

e Uvery poskytnuté v cudzej mene

¢ ndklady na bankové ¢innosti v roku yy
e celkové naklady spojené s prevadzkou filialky
e o0sobné naklady

e vSeobecné prevadzkové naklady

e naklady na prendjom priestorov filidlky
e mimoriadne naklady

e ostatné prevadzkové ndklady
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Vstupy — hlavné ukazovatele:

celkové naklady spojené s prevadzkou filidlky
osobné naklady

ostatné prevadzkové naklady

Vystupy poskytnuté bankou:

suma kreditnych zostatkov na beznych t¢toch ku koncu mesiaca
pocet beznych uctov

suma vSetkych typov zostatkov

celkovy pocet vSetkych uctov

suma zostatkov vsetkych typov vkladov spolu ku koncu mesiaca
pocet vsetkych typov uctov agendy vkladov spolu ku koncu mesiaca
hospodarsky vysledok v roku

vynosy z bankovych ¢innosti v roku

Vystupy — hlavné ukazovatele:

Vybrali sme si z dat hlavné ukazovatele vstupov a vystupov, ktorych efektivitu budeme

merat’. Vysledky a rieSenie daného prikladu spolu s grafmi a vysvetleniami si ukazeme

suma vSetkych typov zostatkov
celkovy pocet vSetkych uctov
suma zostatkov vsetkych typov vkladov spolu ku koncu mesiaca

pocet vsetkych typov uctov agendy vkladov spolu ku koncu mesiaca

v praktickej ¢asti v kapitole 2.3.3.

1.3 DEA modely

neskor pozivali aj pri realizacii praktickej Casti. Pridizajuc sa [1] a [4] ukazeme

odvodenie CCR a BCC modelu z koncepéného modelu. Podl'a ¢lanku [8] si ukazeme

V nasledujicej kapitole sa budeme venovat’ zdkladnym modelom DEA, ktoré sme

modely s vahami.
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1.3.1 Koncepény model

V predchédzajucich kapitolach sme uviedli Givahy, ktoré ndm budu sluzit na
sformulovanie koncepéného modelu. Od tohto modelu sa v DEA tedrii odvija velké
mnozstvo modelov, preto je velmi dolezity. Chceme analyzovat efektivnost
jednotlivych DMU,, pre o = {1, ...,n} pomocou koncepéného modelu, to znamena

rieSit’ ulohu matematického programovania formulovanu takto:

uT o
(MPo)! max =2 (11)
ueRs,veR™ pl x©°
uly’
- 12
S LYi=12,..n (12)
v>0 (13)
u > 0. (14)

Ozna¢me dvojicu (u*,v*) ako optimilne rieSenie a E; = E,(u*,v*) ako
optimalnu hodnotu ucelovej funkcie tlohy (MP,). Ak hodnota E; = 1 hovorime, Ze
DMU, je efektivny, inak je neefektivny a E; udava mieru efektivnosti. Ostré nerovnosti
v (13) a (14) sposobuj, Ze uloha nemusi mat’ vzdy rieSenie. V sofistikovanejSich
modeloch sa kladnost’ u, v nahradza nezapornostou, pripadne sa vahy zdola ohrani¢uju
velmi malymi kladnymi c¢islami. VSimnime si, ze uloha (11) - (14) je tulohou
zlomkového programovania. VysSie modely st formulované v tlohe linedrneho

programovania, to podrobnejsie rozvedieme v d’alSich kapitolach.

1.3.2 CCR model

CCR model je najstarsim DEA modelom, bol vytvoreny Charnesom, Cooperom
a Rhodesom v roku 1978. V CCR modeli uvazujeme konStantné vynosy z rozsahu.
Najskor si treba v§imnut', Ze pre optimalne rieSenie (u*, v*) tlohy (MP,) trividlne plati,
ze aj (au*, av*),a > 0 je optimalnym rieSenim. Vzniknuti nejednoznacnost’ mozeme
odstranit’ podmienkou vTx° = 1. Normalizovali sme teda vstupy, ato nim umoZni
vynechat’ menovatel’ z (11):

uly?.

max
U€ERS,veR™
Ohrani¢enie (12) jednoducho prevedieme:
T

uyj<1‘v"—12 = ulyl —vTx/ <0,vj=1,2
Uij_,]—,,...,n u'yl —v'x) <0,vj =12, ..,n.

! Koncepény model

23



Ostré nerovnosti v (13), (14) nahradime neostrymi:
v=0,u=0,
¢o treba zohladnit, ked budeme interpretovat’ vysledky rieSenia uloh. Ked’ze sme

normalizovali vstupy, dostavame tvar vstupne orientovaného CCR modelu v primarnom

tvare ako ulohu linearneho programovania.

(CCR I P)% max u'y°

ueRS,veR™

uly/ —vTx) <0,vj=12,..,n (15)

v=0

u=0.
Definicia 5 (Efektivita primdrneho CCR modelu) [1 str. 24]: Nech (u*, v*) je optimdlne
rieSenie ulohy (15) a plati, Ze vahy su kladné (u* > 0,v* > 0) vo vSetkych zlozkdch.
Hovorime, zZe testovany utvar DMU,, je efektivny, ak hodnota ucelovej funkcie E; = 1,
inak je neefektivny (hovorime teda o miere efektivity).
Poznamka 2 (Pseudoefektivnost): Nech (u*,v*) je optimdlne rieSenie ilohy (15)
a plati, Ze aspon jedna z vah je nulova (u* = 0V v* = 0) V niektorej zlozke. Hovorime,
Ze testovany utvar DMU,, je pseudoefektivny, ak hodnota ucelovej funkcie E; = 1, inak
hovorime 0 miere pseudoefektivity. Tdto vlastnost sa nedd presne ekonomicky
interpretovat. Dolezité je, zZe existuju sposoby ako predist tomuto problému, napr.
metodou vnutorného bodu, vahami odrazenymi od nuly alebo pomocou dudlnej ulohy.

Dualna uloha k ulohe (15) ma tvar:

; .
(CCR I D)% ot 0 (16)
n
Z At < Ox° (17)
i=1
n
D dyizye (18)
i=1
A=0. (19)

2 Primarna tiloha ku vstupne orientovanému CCR modelu
¥ Dualna aloha ku vstupne orientovanému CCR modelu
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Duélna uloha mé uzky suvis s produkénou mnozinou, ktora sme definovali v
1.2.2. Prostrednictvom A; n-rozmerného vektora skladdme idedlny ttvar ako
kombindciu inych utvarov, pricom tento utvar tiez patri do mnoZziny produkénych

moznosti.

Definicia 6 (Efektivita dudlneho CCR modelu) [1 str. 24]: Nech 6* je optimdlne
riesenie ulohy (19), aohranicenia (17), (18) su aktivne (dosahuje sa rovnost) VO
vSetkych zlozkdach. Hovorime, Ze testovany utvar DMU,, je efektivny, ak hodnota 8* = 1,

inak je neefektivny (hovorime teda o miere efektivity).

Odvodili sme teda priméarnu a dudlnu tlohu pre CCR vstupne orientovany model.
Odvodenie vystupne orientovaného modelu by bolo symetrické, tak ako je to uvedené v
[7 str. 11]. Vo vystupnych modeloch si vSak treba dat’ pozor na prezentaciu vysledkov,

pretoze nesmieme zabudnut, Ze miera efektivity sa pocita ako prevratena hodnota.

1.3.21  Rezervy v CCR modely
V dualnej tlohe by sme mohli mierne pozmenit’ podmienky (17), (18), tym, ze by
sme pridali dve doplnkové premenné s* € R, s¥ € R]. Dostali by sme ohrani¢enia

v tvare rovnosti. Dualny CCR model by mal tvar:

) .
(CCR 1 DY, pin (20)
n
Z Axi + 5% = 9x° 1)
i=1
n
D hyt-sr =y (22)
i=1
1>0 (23)
s*=>0 (24)
s >0, (25)

Definicia 7 (Efektivita dudlneho CCR modelu podla doplnkovych premennych) [1 str.
45]: Nech 6 je optimalne riesenie ulohy (20) a pre doplnkové premenné plati, ze su
nulové (s* = 0,sY = 0) vo vsetkych zlozkdach. Hovorime, Ze testovany utvar DMU,, je

efektivny, ak hodnota 6* = 1, inak je neefektivny (hovorime teda o miere efektivity).

* Dualna aloha ku vstupne orientovanému CCR modelu s pouzitim rezerv
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Premenné s* € RT}, s¥ € RS sa nazyvaju aj rezervy (angl. slacks), s* vyjadruje
nadmerni spotrebu vstupov a s¥ vyjadruje strateni vyrobu, teda nedostatky pri
vystupoch. Keby sme chceli odhalovat’ neefektivnost, mohli by sme tieto premenné
pridat’ aj do tc¢elovej funkcie, a to tak, ze by sme ich nasobili malou vahou &. Tym by
sme odstranili pseudoefektivitu spominant v poznamke 2. Ugelovi funkciu (20) by sme

nahradili funkciou:

m N
min 0—¢ Zsix+Zsl¥ : (26)
OER,AER™, s*eRT sYERS.
=1 i=1

i
Treba si v§imnut, Ze € musi byt dostato¢ne malé, aby neprevazilo 8, pretoze

V tom pripade by sme dostali neohranic¢enost’.

1.3.3 BCC model

V kapitole 1.2.2 sme spomenuli problém variabilnych vynosov z rozsahu. Tomuto
problému sa venuje BBC model, ktory bol vytvoreny v roku 1984 Bankerom,
Charnesom a Cooperom. BCC model je odvodeny z CCR modelu, presnejSie z Glohy
(20) - (25), kde sme spomenuli akési skladanie (kombinaciu) idedlneho utvaru pomocou
A;. Ak chceme, aby tato kombinacia patrila do produkénej mnoziny definovanej v 1.2.2,
tak musi byt’ podl'a axidomy (A3) konvexna. Konvexnost’ zabezpe¢ime jednoducho, a to
tak, ze do podmienok (21) - (25) pridame: }.'; 4; =1. V pripade, Ze by sme o vynosoch
Z rozsahu vedeli, Ze su rastuce, klesajice alebo konStantné, mohli by sme podmienky

upravit’ nasledovne:
e rastice vynosy z rozsahu - 2L, A > 1
e klesajiice vynosy z rozsahu - YL, A; < 1

e konstantné vynosy z rozsahu - ;L A; =1
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Dualna uloha k BCC modelu teda vyzera nasledovne:

(BCC | D)% ppin. . 0
n
Zlix" + s* = 0x°
i=1

Ayl —s¥Y =y°
Z iy —Ss y @7)

s*>0
sY > 0.

v

Ako definiciu efektivity mozeme vyuZit’ definiciu 7 pre dudlnu tlohu a definiciu 5 pre

primérnu Glohu. Primarna tloha ma tvar:

6 T.,0
(BCC1P)% wers B8, g WY TV
vix° =1
. . (28)
uly/ —vTx) +v,<0,Vj=1.2,..,n
v=0
u=0.

Odvodili sme teda primarnu a dudlnu ulohu pre BCC vstupny model. Vystupny model
je bliz8ie popisany v [6 str. 23].
1.3.4 Modely s vahami

V tejto Casti si vysvetlime zékladné modely s vdhami, t.j. aditivny model
S vahami, vstupny a vystupny model s vahami. VSetky tieto modely sa odvijaju od
zakladného koncepéného modelu, ato v prvom rade tak, Zze podmienky (13) a (14)
nahradime takto:

v=>wru=>w. (29)

Vynara sa otazka, ako spravne zvolit' minimalne vahy w*, w”.

® Duélna tloha ku vstupne orientovanému CCR modelu s pouzitim rezerv
® Primarna tiloha ku vstupne orientovanému BCC modelu
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1.3.41  Volba vhodnych minimdlnych vdh

Poznamka 3 (Invariantnost vihladom na zmenu jednotiek): Invariantnost na zmenu
Jednotiek je velmi dolezita viastnost modelov (nie je vsak samozrejmostou u vsetkych
modelov). Tuto viastnost by sme mohli interpretovat tak, Ze hodnota ucelovej funkcie sa
nezmeni pri zmene jednotiek. (napr. kilogramov na gramy). Hodnota ucelovej funkcie sa

teda nezmeni, ak vynasobime vstupy resp. vystupy urcitou kladnou konstantou.

Pri voI'be vhodnych minimalnych vdh w*, wY musime mat’ na pamiti poznamku
3. Vahy sa snazime volit' ako nejakt Statistiku resp. funkciu dat. Najvhodnej$im
sposobom vol'by vah sa javi vol'ba vah ako prevratenej hodnoty standardnej odchylky

dat, ktoré mame k dispozicii:

w=—,vVi=1,..,m (30)
g
y_ 1 .
Wi Z?,Vlzl,..,s. (31)
i
Standardnii odchylku O'l-y I-teho vystupu vypocitame cez nevychyleny odhad podla
vzZorca.
1 n
of = =) T (32)
o=1

kde x; je aritmeticky priemer vypoc¢itany ako:

1
T = sz;’. (33)

Dalgie moznosti vol'by vah st popisané napr. v [7 str. 13].

1.3.42  Aditivny model s vahami

V tvode kapitoly 1.3.4 sme spomenuli, Ze modely z vdhami sa daji odvodit
Z koncepcného modelu. Prvym krokom bola vol'ba minimalnych véh, ktorti sme ukézali
v kapitole 1.3.4.1. Dalej upravime podmienku do tvaru rozdielu, podobne ako pri CCR
modeli. Ugelova funkciu zmenime z tvaru zlomku tak, e sa budeme zaroveii snazit
minimalizovat’ vaZeny vstup a maximalizovat vaZeny vystup prostrednictvom ich
rozdielu. V ekonomickej interpretacii budeme teda maximalizovat  zisk.
Nezameriavame sa preto len na vstupy alebo len na vystupy. Aditivny model ako tloha

linearneho programovania potom bude vyzerat’ nasledovne:
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7 x T,,0 Txo
(AD P, weRs el poer © Y Y
Tyl —vTx) <0,Vj =1,2
u vix) <0, 2, .,
y j (34)
v=>w*
u=>wY,

Kedze sa jedna o ulohu linearneho programovania, vieme k nej odvodit prislusni
dualnu ulohu. Na dualnu ulohu sa vSak da pozerat' aj ako na zlepsenie modelu (20) -
(25) tym, Ze vynechame 6 z ohraniCeni a Gcelovej funkcie (26). € v ucelovej funkcii

nahradime minimalnymi vahami w*, w”:

(AD D)%, remn JQ&% veRs —((W*)Ts* + (w)"'s¥)
n
Z Aixt + s* = x°
i=1
n
Zliyi —gY = yo (35)
i=1
A=>0
s¥*=>0
s¥ = 0.

Modely (34) a (35) popisuju situdciu konStantnych vynosov z rozsahu. Situaciu
pri variabilnych vynosoch zrozsahu budeme riesit podobne ako v kapitole 1.3.3
pridanim podmienky > ; 4; = 1 do dualneho modelu (35), resp. pridanim premenne;j

z € R do ohrani¢enia v primarnom modeli (34).

Definicia 8 (Efektivita AD modelu) [5 str. 21]: Nech E; je hodnota ucelovej funkcie.
Hovorime, Ze utvar je efektivny podla aditivneho modelu, ak E; =0, inak je
neefektivny, E; € (—,0).

Vidime, Ze v tomto pripade je miera efektivity vel'mi tazko interpretovatelnd. Nasou
snahou bude preskalovat’ tto mieru do intervalu E; € (0,1). Mame niekol’ko moZnosti
ako to mozeme urobit’. Ukazeme si moznost’, ktoru sme nasledne pouzili aj v praktickej

Casti, iné moznosti st popisané Vv [8]:

o podla[8str.7]: E' = — [Zy;l(xi‘psii>+2?;1( ¥ )]

m+s y;’+s?’

" Primarna tiloha k aditivaemu modelu (konstantné vynosy z rozsahu)
® Dualna tloha aditivnemu modelu (konitantné vynosy z rozsahu)
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1.3.43  Vstupny a vystupny model s vdhami

V tejto Casti si ukazeme vstupny a vystupny model tak, ako st definované v [8].
Tieto modely v principe vychadzaju z CCR a BBC modelov. Obmedzime sa na dualnu
ulohu a variabilné vynosy z rozsahu, pretoze v predchadzajucich kapitolach sme jasne

definovali prechod medzi primarnou a dualnou ulohou, a tak isto vynosy z rozsahu.

Vstupny model ma tvar:

9 P _ X\T ox YT oy
(1 D)% HER,AERnZl’}ErLRT,SyERiH s((w¥)Ts* + (WY)T'sY)
n
Z Aixt + s* = Gx°
i=1
n
A-yi —sY = yo
Z l (36)
n
Z}\i =1
i=1
A=0
s*=0
s¥ > 0.
Vystupny model ma tvar:
(0 D)%, max 0 + e(W¥)Ts* + (W¥)Ts¥)

OeR,AER" s¥eRT ,sYERS

n
Z Aixt 4+ s* = x°
i=1

n
Ayt —sY = 0y°
i=1
n
/L':].
i=1
A=>0
s¥*>0
sY >0

° Duélna tloha pre vstupny model (variabilné vynosy z rozsahu)
1% Dudlna tiloha pre vystupny model (variabilné vynosy z rozsahu)
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Efektivita vstupného modelu je definovana podobne ako pre vstupné modely
v predchadzajtcich kapitolach, t.j., ze utvar je efektivny, ak hodnota ticelovej funkcie
E; =1, inak je neefektivny a miera efektivity je z intervalu E; € (0,1). Efektivita pre
vystupny model je definovana tak, ze utvar je efektivny, ak hodnota ucelovej funkcie
E; =1, inak je neefektivny a miera efektivity je z intervalu E; € (1,00). Ak chceme

dostat’ efektivitu do intervalu E; € (0,1), musime vypoéitat’ prevrateni hodnotu.
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2 Prakticka ¢ast

V tejto kapitole si ukazeme, ako sme na zéklade teoretickych poznatkov vytvorili
webovu aplikaciu, ktord dokdze z nacitanych vstupov a vystupov vyhodnotit’ efektivitu

resp. neefektivitu a zobrazit’ prislusné vysledky v jednoduchej a zrozumiteI'nej forme.

2.1 Logicky model internetovej aplikacie

Na Obr. 4 je schematicky popisany logicky model, podla ktorého sme
programovali webova stranku. Na takyto druh aplikacie sa hodi pouzit’ systém
Klient/server. Tento systém sa skladda zo softvéru klienta asoftvéru servera.
Klient/server opisuje vztah medzi dvoma pocitaCovymi programami resp. pocitatmi v
sieti, z ktorych jeden, klient, odosle poziadavku na sluzbu druhému, serveru, ktory
poziadavku splni. V nasom pripade je klientom pocita¢, na ktorom si prostrednictvom
internetového prehliadaca zobrazime stranku, ktora je ulozena na serveri a zadame do
nej vstupné data (Obr. 4 1). Zpohladu DEA buda vstupné data predstavovat
vstupy, vystupy a model, ktory chceme pouzit. Server tieto tidaje zoberie, uloZi a posle
programu GNU Octave na spracovanie (Obr. 4 2). V tomto programe prebehne vypocet
spolu s vratenim vysledku (Obr. 4 3). Server vysledok ulozi a odoSle spat’ na stranu
Klienta (Obr. 4 4), kde sa vysledok zobrazi (Obr. 4 5). Komunikaciu klienta so serverom
sme zabezpecili prostrednictvom textovych stiborov, ktoré pri uloZeni na server dostan
jedinecné meno, aby nevznikali problémy pre viac pripojenych uzivatel'ov (klientov)
Vjednom cCase. Komunikidciu v ramci servera sme vyrieSili tak, Ze sme do
naprogramovanych modelov v programovacom jazyku GNU Octave posielali, ako
parameter, cestu Kk ulozenym udajom. Program potom ulozil vysledky do suboru na
serveri anasledne sa zobrazili pouzivatelovi. Webovl stanku sme programovali
Vv jazyku HTML svyuzitim CSS ' . Komunikiciu a dynamické Gasti stranky sme
programovali v jazyku PHP, jednotlivé modely v jazyku GNU Octave.

! Cascading Style Sheets" - dizajn stranky
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KLIENT

WEBOVA

5. Zobrazenia

vysledku

1. Naditanle Gdajov,
odoslanie serveru

SERVER

APLIKACIA —

ﬁ

4, UloZenle
vysledku, odoslanie
na WEB

2. UloZenle Udajov,
odoslanle Octavu

OCTAVE

{f——

3. Vypotet,
odoslanle vysledku

N B

2.2 Programovanie DEA modelov

2.2.1 GNU Octave

GNU Octave je volne Siritel'ny vyssi programovaci jazyk zamerany na numerické
operacie. Autorom jazyka je John W. Eaton. Jazyk poskytuje rozhranie prikazového
riadku na numerické rieSenie linearnych a nelinearnych problémov. GNU Octave ma
rozsiahle néstroje pre rieSenie spolo¢nych problémov numerickej linearnej algebry,
hladanie korenov nelinearnych rovnic, integrovanie beznych funkcii, manipuldciu s

polynémami a integraciu diferenciadlnych a diferencnych rovnic. Vo vicsine pripadov je

Obr. 4: Logicky model internetovej aplikacie

jeho syntax kompatibilna s programovacim jazykom Matlab.

V teoretickej Casti sme sformulovali jednotlivé modely ako tulohy linearneho

programovania, preto je nevyhnutné najst funkciu, ktora rieSi prisluSné linedrne

programy.
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2211

Funkcia glpk

Funkcia glpk dokaze riesit’ tlohy linearneho programovania, ktoré su zadané

nasledovne:

[ min |max | CTx
Ax ["="|">"|"<"|"S"|"2"]b
x> LB

x < UB.

Funkcia sa podl'a [2 str. 485] uvadza v tvare:

[xopt, fmin, status, extra] = glpk(c, a, b, lb, ub, ctype, vartype, sense, param).

Vstupné argumenty su:

c
a
b
lb

ub

ctype

vartype

sense

param

Vektor obsahujuci koeficienty ucelovej funkcie

Matica obsahujtca koeficienty ohraniceni

Vektor obsahujuci koeficienty pravej strany ohranic¢eni
Vektor obsahujuci dolné ohrani€enie kazdej premenne;
Vektor obsahujuci horné ohranicenie kazdej premennej

Vektor znakov vztahujicich sa na porovnanie matice A a pravej strany b
(“F volné, “U*“ nerovnost’ s hornou hranicou, “L* nerovnost’ s dolnou

hranicou, “S* rovnost))

Vektor znakov vztahujucich sa na typy premennych (“C* realne, “I*

prirodzen¢)
Ciselna hodnota minimalizacie (1) alebo maximalizacie (-1)

Struktura, ktorou sa definuje riesitelnost’ problému

Vystupné argumenty su:

xopt
fopt
status

extra

Vektor optimalnych hodnot premennych
Optimalna hodnota funkcie
Status optimalizacie

Extra vystup
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2.2.2 Postup programovania

Predtym, ako sme zacali programovat jednotlivé modely, sme si museli ujasnit’
niekol’ko veci. Vsetky modely sme programovali ako funkcie, preto bolo nevyhnutné
urcit’ si vstupné a vystupné parametre. Za vstupné parametre sme si zvolili nazvy
stiborov so vstupmi a vystupmi jednotlivej tlohy, d’al$im parametrom bol ndzov suboru,
kde sa maju ukladat’ vysledky, teda vystupy z funkcie. Dalej sme sa rozhodovali akt
ulohu linearneho programovania zvolit. Rozhodli sme sa programovat’ dualne Glohy pre
vSetky modely. Vysledky primarnej tlohy nam potom funkcia glpk poskytla pomocou
rozSiren¢ho vystupu (extra). Kazdy model sme programovali podla vyvojového
diagramu uvedeného na Obr. 5. Jednotlivé naprogramované modely sa v podstate liSia

len v Castiach oznacenych ako komentare 1, 2 modrou farbou.

[“Sttf“ funkei g.j

i S
¥
Macitanie vstupov a
vystupov zo
suborov do matic

:

T
ﬂCyklus (1: pocet DMU)  “— 1. Vaolba ucelovej funkcie,
ohraniéeni, podmienok
y e
Volba parametrov |, .- ] _ _
pre optimalizaciu | F/E_/‘Ejrlame funkcie glpk

UloZenie vysledkov
do matice

Wystup do siboru

oniec funkcie

Obr. 5: Vyvojovy diagram programovania modelov
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Na priklade aditivneho modelu s variabilnymi vynosmi z rozsahu, ktory je
popisany v kapitole 1.3.4.2 si ilustrujeme vol'bu parametrov do optimalizacie. Najskor si
musime uvedomit’, aké premenné optimalizujeme. Riadkovy vektor Z bude oznacovat’

optimalizované premenné:

Z = [Alxn s*1xm Sylxs]-
Po tom, ako sme zvolili vektor, ktory optimalizujeme, dokazeme zvolit’ ucelovi funkciu
F ako riadkovy vektor, maticu ohranic¢eni A, riadkovy vektor pravych stran b, riadkovy

vektor dolnych ohrani¢eni b a hornych ub. Tieto parametre teda maju nasledovny tvar:
F=—[01xn W 5m WVixsl

Xmxn  Imxm  Omxs
A=

Yo Osxm  Isxs

Lixn  Oxm  Oixs
b=[x{xm ¥ixs 1l
Ib=[01xn Oixm O1xsl
ub=1[].
Pre oznacenie vstupov a vystupov sme pouzili znacenie z kapitoly 1.2.3. Funkciu glpk
potom volame v tvare:
[X, fval, status, extra]l = glpk(f,Af,bf, b, ub, ctype).

Vsetky naprogramované modely sa daju spustat’ aj samostatne v prikazovom
riadku, takéto zadavanie moze vyzerat' napr.: ADvariabvr ('G:\vstup.txt' ,'G:\vystup.txt’
,'G:\vysledok.txt").

2.2.3 Zdrojovy kod

V nasledujicej cCasti je ukazka zdrojového koédu pre pripad aditivneho modelu
s variabilnymi vynosmi z rozsahu. Zdrojové kody pre ostatné modely sa nachadzaji

Vv prilohe na CD.

function [ efektivita ] = ADvariabvr( vstup,vystup,zobraz)

%funkcia na vypocet aditivneho modelu s vahami (variabilné vynosy z rozsahu)

Ynacitanie VStUPOV, vystupov x=load(vstup); y=load(vystup);
Yomaximum z jednotlivych vstupov, vystupov Xmax=max(X); ymax=max(y);
%opocet vstupov %opocet vystupov %opocet jednotiek

m=size(x,2); s=size(y,2); n=size(x,1) ;

36




Y%ominimalne vahy w+(wy) a w-(WXx) wplus=1./(std(y));  wminus=1./(std(x));
%matica minimdlnych vah maticaminvahy=ones(n,1)*[wminus wplus];
%rozlisenie rovnosti/nerovnosti v matici A

for i=1:(m+s+1) ctype(i)="S"; endfor;

%for cyklus pre jednotlivé DMU

for i=1:n
%DMUo, pre ktoré meriam efektivitu x0=x(i,:); yo=y(i,’);
%oucelova funkcia f=-[zeros(1,n),wminus,wplus]’;

Y%ohranicenia
Aeg=[x',eye(m,m),zeros(m,s);y',zeros(s,m),-eye(s,s);ones(1,n),zeros(1,s+m)];
Yprava strana ohraniceni

beq=[x0,y0,1];

%dolné ohranicenie lambda>0, splus>0, sminus>0 %horné ohranicenie
Ib=zeros(m+s+n,1); ub=[];

%zhotovenie matice A, ohranicenia b Af=Aeq; bf=beq;

%linedarny program [X,fval,status,extra] = glpk(f,Af,bf,Ib,ub,ctype);

Yoriesenie primarnej ulohy — maticaextra(:,i)=abs([extra.lambda]);

%efektivita bez skalovania  ucelova(i)=fval;

%vypocet s+(sy), s-(sx) a lambda

sminus=X([(n+1):(n+m)],1); splus=X([(n+m+1):(n+m+s)],1); lambda=X([(1):(n)],1);
%lambda, s+(sy) a s-(sx) v matici

maticasminus(:,i)=[sminus]; maticasplus(:,i)=[splus]; maticalambda(:,i)=[lambda];

%inicializacia a vypocet pomx, pomy pomx=0; pomy=0;
%pomx for k=1:m pomx=pomx+((x0(k)-sminus(k))/x0(k));  endfor
%pomy for k=1:s pomy=pomy+(y0(k)/(yo(k)+splus(k))); endfor

%opreskalovana efektivita na interval <0,1>
efekt(i)=(1/(m+s))*(pomx+pomy); efektivita=efekt;

end %koniec cyklu for
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Y%idedlne vstupy, vystupy

zmenavstupov=x"*maticalambda; = zmenavstupov=x'-zmenavstupov;
zmenavystupov=y*maticalambda; zmenavystupov=-y'+zmenavystupov;
%vahy u,v, v0 - rieSenie dualnej uilohy
maticaextrauv=maticaextra(1:(m+s),:);

vO=maticaextra((m+s+1),:);

Yovystupna matica

zapis=[efektivita;maticasminus;maticasplus;maticalambda;maticaextrauv;zmenavstupo;

zmenavystupov;ucelova;v0;maticaminvahy'];

%vystup do suboru

X=X Y=Y,

dimwrite(vstup,x, ' ); dimwrite(vstup,xmax, " *,"-append");
dimwrite(vystup,y, ' 9; dimwrite(vystup,ymax, ' ',"-append");
dimwrite(zobraz,m, ' ); dimwrite(zobraz,s, ' ',"-append");

dimwrite(zobraz,zapis, ' ',"-append™);
fclose(‘all');

end

2.3 Programovanie webovej stranky

Tak, ako bolo spomenuté v kapitole 2.1, webové rozhraniec sme programovali
v jazyku HTML. Za zaklad naSej stranky sme si zobrali predpripravenu Sablonu podla
[3], do ktorej sme potom postupne dotvarali celé prostredie stranky. Jazyk PHP nam
slazil na spracovanie zaddvanych udajov, vykreslenie tabuliek, grafov, ale hlavnym
prinosom bolo, Ze sme mohli z prostredia stranky spustat’ programy napisané v jazyku
GNU Octave. V tejto kapitole si uvedieme ukazky najddlezitejSich Casti kodu, ktoré

tvoria zaklad webovej stranky. Pri programovani sme si pomahali strankou [9].
2.3.1 Nacitanie vstupov a vystupov
Nacitanie vstupov a vystupov sa na stranke da realizovat’ dvomi sposobmi:
e Nacitanie zadavanim

e Nacitanie prostrednictvom stiboru
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2.3.1.1 Nacditanie zadavanim

Nacitanie vstupov a vystupov priamo na stranke zaddvanim sme programovali
prostrednictvom parového HTML tagu <textarea>. Nasledne sme potom nacitané data

ulozili do suboru s jedine¢nym menom. Nasledujuci kod vykonava zadévanie vstupu:

<textarea class="input" rows="10" cols="50" name="vstupy" wrap="soft"

placeholder="Matica so vstupmi" required autofocus>

<[textarea>

Na strane PHP potom ulozime nacitavané tidaje do textového suboru:

$f = FOpen("runserver/uploads/$vstupy", "w");
$maticavstup = $_POST['vstupy1;

FWrite($f, $maticavstup);

FClose ($f);

Na Obr. 6 je znazornené ako na stranke vyzera nacitanie zadavanim.
Vyberte DEA model:

CCR vstupny model (konstantné vr) E] <:Z:: 1. Vyber modelu

Zadajte vstupy:

(Maticu zadavajte v tvare: ¢islo medzera Cislo napr. 1 2 3, alebo Cislo tabuldtor Cislo napr. 1 2 3, pripadne skiste
pomoc. Kazdy riadok oznacuje jednu DMU, v stipcoch si data pre jednotlivé DMU. Desatiné ¢isla sa pisu s bodkou: napr.
1.23)

. )
BRI 8

}
s
|

20 < 2. Nacitanie v tvare: Eislo medzera Cislo

3
N W

Zadajte vystupy:

(Maticu zadavajte v tvare: ¢islo medzera cislo napr. 1 2 3, alebo &islo tabuldtor Cislo napr. 1 2 3, pripadne skiste
pomoc. KaZdy riadok oznacuje jednu DMU, v stipcoch sd data pre jednotlivé DMU. Desatiné &isla sa pidu s bodkou: napr.
1.23)

-,

<_—1 3. Natitanie v tvare: Cislo tabulator islo

15
m o N
w o W

Vyrétaj i:‘: 4. Vyratanie prislusného modelu

Obr. 6: Nacditanie zadavanim
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2.3.1.2  Nacitanie prostrednictvom stboru

Nacitanie prostrednictvom stuboru sa realizuje pomocou dvoch textovych suborov,
Vjednom su ulozené vstupy, Vdruhom vystupy. Na tento ucel sme si zvolili tag

<input>. Nasledujuci HTML koéd opisuje nacitanie:

Vyber stbor so vstupmi: <input class="button" name="vstupy"  type="file"

value="Nacitaj vstupy" required/>.

Na strane PHP potom spracujeme subor a ulozime ho na server:

$target_path = "runserver/uploads/";

$pom=date("F_j_Y_H_i s");

$_FILES['vstupyT['name']= "vstup".$pom.".txt" ;

$vstupy = "vstup".$pom.".txt" ;

$target_path = $target_path . basename( $_FILES['vstupy]['name’);.

Na Obr. 7 je znazornené ako v praxi vyzera nacitanie udajov prostrednictvom stiboru.

Vyberte DEA model:

CCR vstupny model (konstantné vr) E] [Cj;» 1. Vyber modelu
Viyber subor so vstupmi | Browse._ E(/ 2. Upload suboru so vstupmi
Viyber subor s vystupmi ] Browse._ E'L/ 3. Upload suboru s vystupmi

(Subory musia byt txt a v tvare: ¢islo medzera Cislo napr. 1 2 3, alebo &islo tabulator éislo napr. 1 2 3, pripadne skiste pomoc. KaZdy
riadok oznaduje jednu DMU, v stipcoch si data pre jednotliivé DMU. Desatiné ¢isla sa piSu s bodkou: napr. 1.23)

Vyrataj ECLZI-* 4. Vyratanie prislusného modelu
Obr. 7: Naditanie prostrednictvom suboru

2.3.2 Komunikacia s GNU Octave

NajdodlezitejSia Cast’ celej webovej stranky je prave komunikacia s GNU Octave.
Zabezpecili sme ju pomocou PHP funkcie exec, ktord nam umozni na pozadi spustat’
jednotlivé modely. V praxi to vyzera tak, ze v PHP sme vytvorili jeden textovy stibor so
vstupmi a druhy s vystupmi. Tieto subory st ulozené v zlozke na serveri a maju
jedine¢né meno. Mena tychto dvoch suborov potom posleme ako parameter do modelu.

Model sa vykona a vytvori v zloZke na serveri stbor s vysledkami. Kod funkcie vyzera

nasledovne:
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$command = S$octavefolder.” --eval \"addpath (™.$rootfolder." /runserver
/programoctave/');  ".$model.”  (".$intputDir.  "/".$vstupy. ™, ".S$intputDir.
"" $vystupy.™ , ".$outputDir." /".$filename.") \" --persist" ;

exec($command);.

Rozoberme si nasledovné c¢asti premennej $command. V premennej $octavefolder
mame ulozenti cestu k programu GNU Octave. Funkcia addpath (*.$rootfolder.”
[runserver /programoctave/') nam prida zdrojovy adresar, pre nase ulozené funkcie
(programy). 'V premennej $model je ulozeny model, ktory si zvolil pouzivatel’, meno
modelu je rovnaké ako meno funkcie. V nasledujucej zatvorke (".$intputDir.
"[".$vstupy. """ SintputDir. "/".$vystupy.™ , "".$outputDir." /".$filename.™) st uvedené
parametre jednotlivych funkcii. Po vykonani tejto Casti mame na serveri vytvoreny

subor s vysledkami.

2.3.3 Zobrazenie vysledkov

Zobrazenie vysledkov na stranke mame rozdelené na tri Casti. Kvoli nazornosti
budeme zobrazovat’ vysledky prikladu analyzy bankovych pobociek z kapitoly 1.2.4.2
pre aditivny model s variabilnymi vynosmi z rozsahu. Hned ako prebehne vypocet,
zobrazi sa tabul'ka efektivity, ktora je znazornena na Obr. 8. Pod tabul’kou sa zobrazi
hned’ aj graf jednotlivych efektivit tak, ako na Obr. 9. Ako rozSireny vystup sme
ponukli moznost' kliknut' na rezervy, kde sa zobrazia rezervy vstupov, vystupov
a podiel daného tutvaru v optimalnej kombinacii utvarov aj s prisluSnymi grafmi. Pre
nazornost’ sme Si Vybrali 28. utvar, ktorého vysledky (rezervy) sme zobrazili do Obr. 10
- Obr. 15. Tretou castou su celkové vysledky, kde sme zosumarizovali vSetky
informdcie, ktoré ndm poskytol naprogramovany model. Do tabulky sme teda zachytili
efektivitu, hodnotu ucelovej funkcie, vstupy, vystupy, rezervy, vahy a lambdy pre kazdé
DMU. Ukazka celkovych vystupov sa nachadza na Obr. 16. Pri velkych suboroch dat,
tak ako je to v tomto pripade, je zlozité prehl'adne zobrazit' celkovy vystup, preto sme

pouzivatel'ovi ponukli moznost’ stiahnutia vysledkov do csv stboru.

41




SR iz 8

”Ig‘luﬂﬂ
~

e 2 8 °

DMU |Efektivita pre Aditivny model s vahami (variabilné vr) Efektivita v %

10

"

12

13

14

15

16

17

0.9181

1

0.8484

1

1

0.8954

0.749

0.7103

1

1

0.8688

N.R107

100

78.38

100

100

91.81

100

84.84

100

100

89.54

74.9

71.03

100

100

86.88

’1.07

Obr. 8: Usek efektivity pre jednotlivé DMU

EFEKTINTA PRE JEDNOTLIE DML

Obr. 9: Cast’ grafu efektivity pre jednotlivé DMU

Rezervy

Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy
Rezervy

Rezervy

Rezervv
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70598.9 70598.9
2 182710 42990.02 139719.98
3 32467.6 15969.97 16497.63

Obr. 10: Vstupy a ich rezervy

USTUPY = 2MENA USTUPOU

n o« ~ o

PERCENTA
F4

Obr. 11: Graf vstupov a ich rezerv

2185990 2185990
2 645 0 645
3 11144099 6792694.79 17936793.79
4 1643 1424.19 3067.19

Obr. 12: Vystupy a ich rezervy
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USSTUPY ™ 2MENA USS TUPOU

Obr. 13: Graf vystupov a ich rezerv

I Proporcionilne zastupenie ef. DMU
1 15

0.2278 22.78
2 50 0.1193 11.93
3| 52 0.1979 19.79
4 100 0.4549 45.49

Obr. 14: Podiel daného utvaru v optimalnej kombinacii Gtvarov
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Obr. 15: Graf podielu daného utvaru v optimalnej kombinacii Gtvarov
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UZelova

DMU |Efektivita Vstupy Vystupy

funkcia
1 1 0 2582618 2530099 37027.4 34359033 8381 281921703 37523
2 1 -0 1122877 1244833 28099.8 20602647 3061 71228122 9630
3 0.7838 -0.1387 32082.1 24944.4 1038.01 171113 37 4446894 642
4 1 0 48123.4 34386.4 1502.1 304461 95 12570405 1178 -0
5 1 0 80205.5 76182.4 1643.12 1462297 679 9691587 1840 0
6 0.9181 -0.1713 80205.5 79774.2 2182.01 1108206 334 17472629 2057 4438.8
7 1 0 80205.5 56588.8 1474.09 907319 386 15499026 2107 -0
8 0.8484 -0.0623 48123.4 35339.7 1290.43 138017 67 12539199 1263 38101.4
9 1 0 16041.2 13198.7 491.152 22776.1 5 2916802 370 0
10 1 0 894722 1259935 399901 22656464 4823 171343585 23935 0
11 0.8954 -0.9877 492620 641552 151323 7261338 2455 82077207 12708 0
12 0.749 -0.6063 70684.2 118807 31297.8 610384 249 20859214 3540 0
13 0.7103 -0.6299 52235.9 60675 13449.9 550215 156 8617529 1498 0
14 1 0 25732.2 32304.3 11110.6 1370037 102 8200879 1701 0

16 0.8688 -0.2282 52992.5 73335.7 24723.4 1032907 288 19428458 2459
17 0.8107 -0.3621 31744.7 27648.7 6507.53 418417 125 4175177 846
18 0.6898 -1.3522 145382 337408 50611.3 2177445 841 22489604 3443
19 0.585 -0.3524 25686.7 63907.4 19909.3 96924.7 32 13545322 1119
20 0.7302 -0.1266 27618.5 53217 1037.05 54396.9 18 9875785 1034
21 0.8597 -3.3727 1323045 1826462 392794 18993263 5112 178836421 26161

QI O © I

Obr. 16: Cast celkovych vystupov tilohy

2.3.4 Vzorové ulohy

Na webovej stranke sme vytvorili sekciu vzorové ulohy, v ktorych si moze
pouzivatel’ najst’ ako vyzerajii zadania a rieSenia vopred zadefinovanych tloh pre rézne
modely. Je to najjednoduchsi spdsob ako sa naudit’ pracovat’ so strankou, zaroveii moze
pouZzivatel' porovnavat’ vysledky pre r6zne modely. Najprv si vyberie akt Glohu ma
zaujem vyratat’ (Obr. 17), nasledne sa mu zobrazia udaje, zvoli si model a vypocita

tlohu (Obr. 18).

Vyberte priklad:
(Jednotlivé priklady su popisané v casti priklady.)

Priklad 1. kniZnice [~ Zobraz 2. Zobrazit' priklad

{r

1. Vyber prikladu

Obr. 17: Vol'ba ulohy a zobrazenie dat na stranke
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Vyberte DEA model:

CCR vstupny model (kongtantné vr) E l:> 1. Vyber modelu

Zadajte vstupy:

(Maticu zadavajte v tvare: ¢islo medzera éislo napr. 1 2 3, alebo Cislo tabuldtor islo napr. 1 2 3, pripadne skiste
pomoc. Kazdy riadok oznacuje jednu DMU, v stipcoch su data pre jednotlivé DMU. Desatiné ¢isla sa piSu s bodkou: napr.
1.23)

25 96
24 83
31 102
34 107 [::> 2. Tu sa zobrazia vstupy
28 101
47 162
41 150

Zadajte vystupy:

(Maticu zadavajte v tvare: ¢islo medzera &islo napr. 1 2 3, alebo &islo tabuldtor Cislo napr. 1 2 3, pripadne skiste
pomoc. Kazdy riadok oznaduje jednu DMU, v stipcoch su data pre jednotlivé DMU. Desatiné cisla sa piSu s bodkou: napr.
1.23)

(200 135
300 75
320 &3
360 108 I:> 3. Tu sa zobrazia vystupy
188 99
460 135

240 132 )

Vyrétaj I::> 4. Vyratanie prislusného modelu

Obr. 18: Vypocet zvolenej Glohy
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Zaver

Data envelopment analysis pontka vel'a moznosti ako hodnotit” efektivitu Gtvarov
v ramci danej skupiny. V bakalarskej praci sme sa zaoberali odvodenim zakladnych
teoretickych poznatkov, ktoré sme vysvetlovali na jednoduchych prikladoch, 0 ¢om
svedci kapitola 1.2. Postupne sme presli cez zékladné CCR a BBC modely, ktoré sme sa
snazili matematicky korektne odvodit’ z koncepcného modelu. Na zaver teoretickej Casti

sme v kapitole 1.3.4 prezentovali modely s vahami.

Hlavnym cielom bakalarskej prace bolo na zdklade teoretickych poznatkov
vypracovat’ webové rozhranie, ktoré vyuziva naprogramované modely na rieSenie DEA
uloh a vysledky dokdze zobrazit’ vo vhodnej, zrozumitel'nej forme. Z pohl'adu realizacie
tohto ciel'a je dolezita kapitola 2, v ktorej sme logicky odovodnili najdolezitejSie Casti
programovania DEA modelov v jazyku GNU Octave a webovej stranky v jazyku PHP.
V kapitole 2.3.3 sme poukazali na funkénost’” webovej aplikacie na konkrétnom priklade

hodnotenia bankovych pobociek zadefinovanych v teoretickej casti v kapitole 1.2.4.2.

Prinosom nasSej prace bolo prehl'adné a zrozumitel'né spracovanie zékladnej teorie
z oblasti DEA modelov. Hlavnym prinosom nasej prace bolo vSak webové rozhranie,
ktoré sme vytvorili ako jednoduchy nastroj hodnotenia efektivity v rdmci danej skupiny.
Toto rozhranie poskytuje pouzivatel'om na vyber viacero moznosti zadavania vlastnych
dat. Vypocet efektivity sa da realizovat’ niekol’kymi modelmi, vysledky st zobrazené
Vv zrozumitel'nej a prehladnej forme, doplnené grafmi a vysvetleniami. Stranka je
vhodnou pomockou pre Studentov na predmete DEA modely, kde si mozu na

praktickych prikladoch otestovat’ a porovnavat’ vysledky pre jednotlivé modely.

Rozsirenim tejto bakalarskej prace by bolo implementovanie sofistikovanejSich
DEA modelov. Webova stranka je pripravena na rozsirenie o dvojkrokové modely,
nakol’ko poskytuje rozsireny vystup, ktory by sa dal neskor vyuzit' ako vstup pre tieto
modely. Moznym rozsirenim by bolo pontiknut’ uzivatel'ovi volbu vlozenia vlastného

modelu. Oboje vSak vyzaduje $ir$i priestor, ako ponuka tato praca.
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Prilohy

Priloha A: CD médium — prilohy v elektronickej podobe.
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