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Abstrakt

SVITKOVA, Véronique: Vyuzitie optimalizacie v radioterapii [Bakalarska praca],
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: RNDr. Méria Trnovska, PhD.,
Bratislava, 2013, 64 s.

Praca sa zaobera optimalizaénymi ulohami v procese planovania ozarovacieho planu
v radioterapii. Cielom je uviest moznosti vyuzitia uloh ¢i uz linedrneho, nelinearneho
konvexného programovania, prip. zmieSaného a viackriterialneho programovania,
a nasledne modely otestovat’, porovnat’. Praca poskytuje struény prehl'ad historie vzniku
radioterapie, jej biologicko-fyzikalneho pozadia, aktualne pouZivanych pristrojov
a foriem radioterapie so zameranim na radioterapiu s modulovanou intenzitou (IMRT).
V rdmci nej sa uvadzaja problémy spravneho vyberu lucov, pod ktorymi sa oZzaruje
(geometricky problém), optimalnej modulécie intenzity li¢a s ohl'adom na umiestnenie
nadoru a organov (problém intenzity) a napokon idealnej sekvencie lamiel multi-leaf
koliméatora (MLC), ktora prepusti Ziarenie v poZadovanom mnozstve a tvare (realiza¢ny
problém). PodrobnejSie sa praca venuje problému intenzity, kde je potrebné najst
rovnovahu medzi davkou dodanou do nadoru a davkou, ktord obdrzi zdravé tkanivo. Na
zaver préce sa uvedené linedrne a nelinearne programy testuju a analyzuju v MATLAB

softvéri CVX pre disciplinované konvexné programovanie.

KPuc¢ové slova: radioterapia s modulovanou intenzitou, IMRT, optimalizécia

v radioterapii, externa radioterapia, 3D konformna radioterapia



Abstract
SVITKOVA, Véronique: The Use of Optimization in Radiation Therapy [Bachelor

Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Maria
Trnovska, PhD., Bratislava, 2013, 64 p.

The thesis deals with optimization problems in the process of radiation treatment
planning. The aim of the thesis is to provide options of using linear, nonlinear convex
programming, perhaps even mixed integer or multiobjective programming, and
afterwards to test and compare these models. The thesis provides a brief overview of the
history of radiation therapy, its biological and physical background, treatment machines
and forms of radiation therapy currently being used, focusing on the intensity modulated
radiation therapy (IMRT). Within IMRT we introduce the problem of selecting the right
beams for irradiation (geometry problem), optimizing beam intensity modulation with
respect to tumor and organ locations (intensity problem) and finally finding the ideal
sequence of multi-leaf collimator leaves to deliver the radiation in the desired amount
and form (realization problem). The study examines more precisely the intensity
problem, in which the balance between the dose delivered to the tumor and the dose that
the healthy tissue obtains has to be found. At the end, the stated linear and nonlinear
programs are being tested and analysed in the CVX MATLAB software for disciplined

convex programming.

Keywords: intensity modulated radiation therapy, IMRT, optimization in radiation

therapy, external beam radiation therapy, 3D conformal radiation therapy
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Zoznam skratiek a znaciek

Bq becquerel, zakladna jednotka radioaktivity v sustave Sl

eV elektronvolt, jednotka kinetickej energie, ktor( ziska jeden elektron pri prechode
potencialovym rozdielom 1 volt, Casto sa vyjadruje energia elektronov v lG¢i Ziarenia

v keV a MeV (kilo- a megaelektronvolty)

\/ volt, energia fotonov sa zvykne oznacovat’ v KV, MV (kilo- a megavolty) a nie

keV, MeV, ale je to len otdzka konvencie

CT computer tomography (pocitacova tomografia), radiologicka metoda

vyuZivajlca rontgenové luce na zobrazovanie organov

MR magneticka rezonancia, moderna zobrazovacia metdda s vyuzitim magnetickych

poli

PET  pozitronovd emisna tomografia, trojrozmernd zobrazovacia technika

v nuklearnej medicine

RTG  rontgenovy, zvicsa pristroj

MLC  multi-leaf collimator (multilamelovy kolimator), zariadenie, ktoré je dnes uz
v mnohych pripadoch sucastou urychlovacov, lamely umoznuju tvarovat 1a¢ do

pozadovanej formy

MO multiobjective optimization (viackriteridlna optimalizécia), Cast’ optimalizacie,

ktora optimalizuje naraz viacero ucelovych funkcii

MONP multiobjective  nonlinear  programming  (viackriteridlna  nelinedrna

optimalizacia), viackriterialna optimalizacia, kde vystupuju nelineérne funkcie

MOLP multiobjective linear programming (viackriterialna linedrna optimalizacia),

viackriterialna optimalizécia, kde vystupuju len linearne funkcie




IGRT image-guided radiation therapy, obrazom navadzané radioterapia, ktord pomocou
2-, 3-rozmernych obrazov kontroluje poziciu pacienta, resp. loZiska pri samotnom

oZarovani

DVH dose-volume histogram, subor kriviek znazoriiujucich mnozstvo ziarenia ku

minimalnej percentualnej ¢asti organu alebo nadoru, ktora dant davku obdrzi

DVC dose-volume constraints, obmedzenia na na davku Ziarenia v podobe dolnych

alebo hornych ohrani¢eni pre nejaku percentudlnu ¢ast’ organu

MU  monitorova jednotka, parameter urychl'ovaca, ktory za konkrétne Specifikovanych
podmienok udava vztah medzi outputom pristroja a davkou Ziarenia, Standardne 100 MU

=1Gy
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Slovnik terminov

Radioterapia je liecba (zvédcsa) onkologickych pacientov ionizujucim Ziarenim v snahe

znic¢it’ poSkodené bunky.
lonizécia je poruSenie neutralnosti atdmu vytrhnutim elektronov z atomu.

lonizujlce Ziarenie je Ziarenie, ktoré vyZiari ¢astice (alebo fotony) s dostato¢nou energiou

na to, aby ionizovali atomy.

Izotopy jedného chemického prvku st atémy, ktoré maji rovnaké protonové Ccislo

(rovnaky pocet protonov v jadre), ale rozny pocet neutronov.
Réadioaktivita znamend schopnost podlichat’ radioaktivnemu rozpadu, t.j. nestabilny
izotop strati ¢ast’ svojej energie vyZiarenim (radiaciou) radioaktivneho Ziarenia vo forme
Zastic alebo elektromagnetickych vin a stane sa stabilnejsim.

Radioaktivne Ziarenie je Ziarenie emitované pri radioaktivnych premenach atomu.

Radiosenzitivita  je citlivost bunky na ionizujuce Ziarenie, t.j. ako velmi je

pravdepodobné, Ze bunka bude ziarenim znicena.

Voxely st veI'mi malé kvadre alebo kocky, ktoré su zakladnou stavebnou jednotkou pri

diskretizacii l'udského tela 3D mriezkou.

Beamlety (bixely) st obdizniky alebo tvorce, na ktoré je mriezkou rozdeleny prierez lica,

beamlety sa pohybujt v rozmeroch okolo 1x1 cm?.

11



Uvod

Radioterapia je jednou z najucinnejSich metdd v liecbe rakoviny, Casto
doprevadzana chemoterapiou alebo priamym chirurgickym zasahom. NajcastejSie sa
jedné o vonkajSie oZarovanie pacienta ionizujucim Ziarenim (tzv. externa radioterapia)
vysielané z linedrneho urychlovaca. Cielom radioterapie je voviest do tumoru
dostatocne velku celkova davku radiacie, aby sterilizovala nador, pritom aby vsak ¢o
najviac usSetrila okolité zdraveé tkanivo. Moderné planovanie radioterapie si vyZzaduje
vypracovanie presného planu oZarovania pacienta s ohl'adom na roézne faktory ako typ
rakoviny, poloha a velkost’ nadoru, blizkost’ dolezitych tkaniv a organov v jeho okoli, ¢i
uz pacient bol niekedy ozarovany, atd. Vdaka metéodam linedrneho, nelinearneho,
zmieSaného alebo viackriteridlneho programovania je mozné zostrojit plan, ktory
optimalizuje napr. najefektivnejSie uhly, spod ktorych je pacient oZarovany pristrojom,
pocet lucov, intenzitu ¢i ich tvar.

V stcéasnosti je mozné vd’aka modernym technologiam multi-leaf koliméatorov
(MLC) pripojenym Kk ozarovacim pristrojom dosiahnut’ nerovnomerné precizne
rozloZenie davky Ziarenia luc¢a (ato vytvarovanim la¢a do pozadovaného tvaru
meniaceho sa v Case), ktoré zabezpeci, ze nadorové bunky dostanu ovela vacsiu davky
ako napr. okolité kritické organy. Tato metdéda ma velké vyuzitie najmid v tzv.
radioterapii s modulovanou intenzitou (IMRT), kde zadanim obmedzeni na
maximalnu/minimalnu davku Ziarenia pre konkrétne tkanivo radioterapeut dosiahne
roznorodost’ dodanej davky.

Ulohou bakalarskej prace bolo v tejto pre nas Gplne neznamej oblasti najprv sa
oboznamit’ so zakladnymi poznatkami a terminmi a nésledne predlozit’ mozné pristupy
k optimalizacii lie¢ebného planu, ukéazat’ prierez optimaliza¢nych uloh v radioterapii,
Citatel'ovi prezentovat’ najnovSie pristupy a metddy v tejto medicinskej discipline.
Sucastou bolo taktiez konzultovanie s odbornikmi z praxe, ¢o bolo demonstrované
obcasnymi dopliiujucimi poznamkami od (6), (23).

V uvodnej kapitole predstavime radioterapiu ako-takid, ako sa vyvijala od
svojich pociatkov, ¢o ju ¢ini takou uspesnou z hladiska bioldgie, fyziky, uvedieme
struény prehlad v sucasnosti vyuzivanych ozarovacich pristrojov a plynule prejdeme k
zékladnému rozdeleniu foriem rédioterapie. V ramci nich blizSie popiSeme typ

radioterapie IMRT, ktory sa stal aj predmetom nasho d’alSieho skiimania.

12



V 2. kapitole sa venujeme zosumarizovaniu optimaliza¢nych Uloh
vyuzitelnych v ramci IMRT. Vychadzame predovsetkym z (24), aviak dopiiame to aj 0
povodné ¢lanky. Tvorbu ozarovacieho planu sme z hl'adiska optimalizacie rozdelili na
tri Casti — problém intenzity, geometricky problém a realizatny problém, kazdy
pribliZzime.

Tretia kapitola je vlastnym prinosom v podobe porovnévania, testovania
modelov, tvorby interpretacii. Modely sme naprogramovali v prostredi CVX (38) —
nadstavbe MATLAB-u pre konvexné programovanie. Prevzali sme, prip. modifikovali
linearne a nelinearne modely z predoslej kapitoly a na ndhodne generovanych datach
porovnavame modely medzi sebou, nakombinovali sme si vlastny model a na fiom
skimame pozadované vlastnosti, analyzujeme modely pre rézne vahy v ucelovych

funkciach, atd’.
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1 Uloha radioterapie v boji proti rakovine

Podl'a Svetovej zdravotnickej organizacie (World Health Organisation, WHO) je
rakovina druhou najcastejSou pri¢inou smrti v Eurdpe. Kazdoro¢ne na fiu zomiera 1,7
miliona P'udi (1). Pri¢iny vzniku rakoviny st rozne, vplyvajld na to viaceré faktory ako
genetické predispozicie, Zivotny §tyl, ur¢ité typy infekcii ¢i vystavenie sa rozli¢nym
druhom chemikalii alebo Ziareni (2). Ak sa ochorenie dostato¢ne v¢as odhali, je mozné

ho lie¢it’, ¢asto kombinaciou chirurgického zakroku, chemoterapie a radioterapie.
1.1 Co je radioterapia?

Radioterapia je medicinske vyuZitie ionizujuceho Ziarenia, vo vSeobecnosti
aplikovaného v liecbe rakoviny na nienie nadorovych buniek. Pacientovi sa po
stanoveni diagndzy urobia snimky, podl'a ktorych sa bude d’alej pldnovat’ ozarovaci
plan. Onkoldg stanovi, o aky typ lieCby pdjde (¢i sa bude ozarovat’ externe alebo
interne) a davky Ziarenia, v pripade externého oZarovania zvicsa jedenkrat denne par

minut po dobu niekol’kych tyzdinov.
1.2 Vyvoj radioterapie

Prevratnym objavom, ktory sa stal nevyhnutnym zakladom pre vyvoj
ozarovacich metodik Tudského tela, bol objav rontgenovych lucov (Obr. 1) 8.
novembra 1895 Wilhelmom Conradom Rdntgenom, za ¢o mu v roku 1901 bola udelena
prvd Nobelova cena v historii (3). Jednd sa o elektromagnetickeé Ziarenie s nizSou
vinovou dizkou ako je viditené svetlo, vrozmedzi 10™ a7 10° m. Klucovou
vlastnost'ou pre rédioterapiu, okrem obrazotvornych tcelov, st jeho ioniza¢né ucinky,
ktoré mozu urychlovat’ elektrony a tak spdsobit’ excitaciu jadra atdbmov. Tento objav
bol spo¢iatku vyuzivany na lie¢bu koznych ochoreni, nakol’ko predizené vystavovanie

sa rontgenovym lu¢om spdsobovalo ni¢enie koznych buniek.

Nasledovalo niekol’ko rokov experimentov s ozarovanim koznych 1ézii ¢i
zhubnych koZnych nadorov, viaceré pokusy sa preukazali ako Gspesné, mnohé tumory
sa zmenSili a poklesla bolest’ pacienta aj vo fatdlnych nelieCiteInych pripadoch. Na
prelome 19. a 20. storo€ia boli zostavené Styri triedy problémov, ktoré sa liecili
ozarovanim rontgenovymi lu¢mi: odstrdnenie neziaduceho ochlpenia; lieCenie
vlasovych chordb, kde bolo treba odstraniovat’ vlasy; koznych zépalov (napr. ekzémy a

akné), ¢i lieCba malignych ochoreni ako lupus a epiteliom.
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Obr. 1 (3) Prvykrat zrontgenovana ruka
pred Fyzik&lno-medicinskou spolo¢nost’ou
vo Wiirzburgu v r. 1896

Dal§im prelomovym objavom bol objav radioaktivneho radia Mariou Curie v
roku 1898 (4). Nasledovali $pekulacie, ¢i sa neda radioaktivne Ziarenie vyuzit’ na liecbu
rovnako ako réntgenove Ziarenie. Hoci bolo radium navrhnuté spolu s rontgenovymi a
UV-1aémi na medicinske uéely, radium sa ukézalo ako drah4 a obtiazna cesta. Coskoro
sa vSak l'udia opdt vratili k radiu, nakol’ko mohlo byt pouzivané podstatne viaC
spésobmi ako X-luc¢e: interne napr. inhalaciou rozkladajdceho sa réadia (t.j. radonu) na
lieCenie tuberkulozy alebo zavedenim tuzkej trubi¢ky naplnenej radiom do dutin ¢i
externe potieranim skondenzovaného radénu vo forme vazeliny na dotknuté miesto. V' r.
1903 Joseph John Thompson, objavitel’ elektronu, poukdzal na pritomnost’ radioaktivity
Vv prirodnych termélnych pramenioch, ktord sa tam vyskytovala vd’aka raddiu zo zeme,
skade voda vyvierala. Tymto objavom vznikla nova vetva vyuZitia radia — vo forme soli
pridavanych do kapela. Po roku 1913 nastal vzostup komercializacie radia — verilo sa,
Ze ani radiacia vo vysSich davkach nie je Skodliva. A tak sa na trhu ponukali vyrobky
obsahujice radium a radén, ako napr. zubné pasty, krémy na tvar, na o€i, dokonca
davkovace vody (Obr. 2). Vroku 1941 sa vSak Narodnym intititom Standardov

a technoldgie (NIST) definitivne stanovila tolerancia radia na 3,7 kBq.
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Obr. 2 (4) Reklama na davkova¢ radioaktivnej vody

Zda sa, akoby sa na rontgenové luce pozabudlo, v skuto¢nosti vSak boli ich
uc¢inky a vyhody iné oproti radiu. Radium bolo preferované v pripadoch vyZadujucich si
lokélne, precizne oSetrenie, zvacsa na kozmetické ucely, zatial’ ¢o rontgenové luce sa
vyuZivali na lieenie va¢sich ploch (4).

Prvym radioonkoldgom sa stal mlady Student Emil Grubbe z Chicaga (5), ktory
rontgenovymi lu¢mi oziaril Zenu trpiacu na rakovinu pfs. Po vyraznom zlepSeni jej
stavu sa v Spojenych Statoch a Eurdpe rozmohla radioterapia (radiation therapy).
Francuzsky radioonkolog Henri Coutard zacal vyuzivat'® princip frakcionovanej
terapie; ozarovanie v malych davkach denne pocas obdobia nickolkych tyzdnov sa
ukazalo ako ovel'a ucinnejSie. Na pacientoch s pokroc¢ilou rakovinou hrtanu dosiahol
posobivé vysledky. V roku 1934 Coutard spisal podklady k frakcionovanému procesu,
ktoré sa stali zakladom pre dnesnu radioterapiu a je tak citovany dodnes.

Prekazkou v rozvijajucom sa odbore boli vSak rdntgenove pristroje (Obr. 3),
ktoré neboli schopné vyvinut vysok energiu s hlboko prenikajicimi la¢mi, o
neumoziovalo lie¢it' tumory ulozené hlbSie pod kozou bez jej poskodenia. Zatial’ sa
rozvijala Cast’ radioterapie nazyvana brachyterapia, ktorej podstatou je zavadzanie
tenkych ihiel s radioaktivnymi latkami priamo do nadoru (Obr. 4). Ta je pouzivana na

lie¢bu niektorych druhov rakoviny (napr. gynekologickych, prostaty, pl'ac (6)) aj dnes.
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Obr. 3 (5) Prvé oZzarovacie pristroje ~ Obr. 4 (5) Brachyterapia

Do 50.-tych rokov minulého storoCia bola vicSina ozarovacov Kilovoltazne
RTG (rontgenové) pristroje, t.j. vedeli vyprodukovat’ lace fotonov o energii do 500
KV (7). Po 2. svetovej vojne sa centrom pre radioterapiu stala Vel'ka Britania, v 60.-tych
rokoch mnohi prominentni radioterapeuti emigrovali a vyskum sa presunul do USA (5).
Zacali sa vyrabat megavoltazne stroje operujice uz so Ziarenim 1 MV aviac. Jeden
z prvych bol napr. Van de Graaffov generator (1-2 MV). Vysoké energie sa mohli
nadobudat’ najma vd’aka zavedeniu cyklickych urychlovacov (predtym sa pouZzivali
elektrostatické), kam patria napr. betatron, cyklotrony, mikrotrony, linedrne

urychl'ovace, atd’.

Vd'aka objavu radioaktivity sa do popredia dostal aj izotop kobaltu ®Co, ktory
sa stal zdrojom gama Ziarenia (pouZivaju sa aj napr. izotopy cézia **'Cs & eurdpia
2Ey). Rontgenové pristroje boli tak zatienené kobaltovymi, ktoré v sebe niesli
radioaktivnu latku ako zdroj. Prvykrat bol zavedeny do prevadzky kobaltovy
teleterapeuticky pristroj vr. 1951 v Saskatoon Cancer Clinic v Kanade. Ziarenie
pozostava z gama lacov o energii 1,17 a 1,33 MeV (7). Napriek ovel'a rychlejSiemu
rozvoju a napredovaniu linearnych urychl'ovagov (spominanych nizsie) st ®°Co pristroje
stale vyuzivane aj v modernom svete (8).

Prvy klinicky elektronovy linearny urychlova¢ bol nainstalovany vr. 1953
Hammersmith nemocnici v Londyne (7). Postupne sa linearne urychlovaée uchytili
avyvijali: zvySovali sa energie vysielanych rontgenovych lacov ¢i, po novom, aj

elektronov, pridavali sa rozne bloky, kliny, ¢el'uste na vytvarovanie lac¢a s poZadovanou
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intenzitou, ktoré sa néasledne motorizovali, dynamizovali. Délezitym krokom bolo
zavedenie ovladania stroja pocitatom, zabudoval sa kolimator na vytvaranie zvazku
rovnobeznych lacov, neskor obohateny o MLC (multi-leaf collimator), ¢o je systém

lamiel na tvarovanie ozarovacieho pol'a (Obr. 5).

Tie sa stali kI'u€ovymi pri modelovani intenzity vyziarenych la¢ov a umoznili
tak plne rozvinut' apresadit nova techniku, tzv. radioterapiu s modulovanou
intenzitou IMRT (intensity modulated radiation therapy) (8). Radioterapeut tak méze
nielen volit’ polohu ¢i mnozstvo lucov, ale aj intenzitu jednotlivych Casti laca (beamlets,
bixely); nakolko su lamely pohyblivé, je mozné im v kazdom Easovom okamihu
nastavit réznu poziciu a vytvarovat’ zakazdym iné oZarovacie pole. Vyhodou je tak

presnejSie zasiahnutie tumoru za ¢o najvacsSieho Setrenia okolitych zdravych organov.

Vyznamnym doplnkom sa stala aj moznost’ vytvarania verifikacnych snimkov

pacienta pocas ozarovania, Ktord tak reagovala na potrebu dosiahnutia radovo

milimetrovej presnosti, najma pri liecbe mozgovych nadorov.

i
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Obr. 5 (9) Vysunuté lamely tvaruju
ozarovacie pole podl’a nadoru

1.3 Biologické pozadie radioterapie

Radioterapia vyuZiva schopnost’ 1atok vysielat’ ionizujuce ziarenie, ktoré vyraza
elektrony z atomov zasiahnutej hmoty. Radioaktivne Ziarenie mézeme rozdelit’ na alfa,
beta, gama Ziarenie, pricom moézu byt emitované elektrony, protony, fotony, neutrony,
alfa Castice, atd’. (10) (6)
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Biologicky efekt ionizujuceho Ziarenia je z velkej Gasti vysledkom poskodenia
DNA. Ta méze byt poSkodena v dbsledku priamej ionizacie molekuly DNA alebo
nepriamej ionizacie volnymi radikalmi. Pod nepriamou ionizaciou rozumieme
posobenie volnych radikalov na DNA, ktoré vznikaju pri ionizacii (a teda rozklade)
molekul vody (11). Bezne si bunky cicavcov vedia opravit’ svoju DNA Vv znaénej miere,
aby sa zabrénilo mutdciam, avSak niektoré poSkodenia su prili§ komplikované
a nemusia sa dat’ opravit’, pripadne si ich bunka opravi nespravne. Pokial’ sa tak stane,

vedie to k naruseniu bunkovej reprodukcie ¢i dokonca k smrti bunky (11) (12).

Citlivost’ buniek na ionizujlce Ziarenie je vSak rozna. Ked’Ze ziarenie zasahuje do
rozmnoZzovania buniek, najcitlivejSie su rychlo sa deliace bunky (napr. bunky nadoru).
Roznorodost’ citlivosti umoZiiuje pouzitie ionizujiceho Ziarenia na lieCebné ucely,
nakolko v nddoroch tak dochadza k smrti ¢i zastaveniu delenia sa buniek, pricom
bunky ostatnych tkaniv si zachovavaju schopnost’ regenerovat’ sa. Aby sa neposkodili
okolité citlivé organy, Ziarenie je nutné podavat castejSie v mensich davkach —
nadorové bunky maju ovela menSiu schopnost’ sa regenerovat medzi jednotlivymi
frakciami, prip. tie bunky nadoru, ktoré v ¢ase jednej frakcie boli v bunkovom cykle
odolnom ziareniu, sa tak m6Zu dostat’ do menej rezistentnej fazy (13). Nadory samotné
sa liSia v citlivosti na Ziarenie, preto sa podla potreby radioterapia kombinuje aj

s chemoterapiou ¢i chirurgickym zakrokom (14).

1.4 Ciel radioterapie

Hlavnym cielom radioterapie je oziarit’ a tym znicit’, resp. pozastavit’ rast buniek
nadoru, aby vSak okolit¢ zdravé tkanivo bolo ¢o najmenej poSkodené. Na liecbu
rdioterapiou su preto najvhodnejSie typy rakoviny s radiosenzitivnymi nadormi

(leukémia, rakovina vaje¢nikov, semennikov...) (14).

V zévislosti od druhu rakoviny astavu, v ktorom sa pacient nachadza, méze
lie¢ba spiiiat’ kurativny ucel (cielom je pacienta vylie¢it) alebo paliativny (ak sa uz

neda liecit, tak aspon zjemnit’ priznaky).
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1.5 Pristroje pouZivané v radioterapii

KilovoltdZne rontgenové oZarovace

K tymto rontgenovym ozarovatom radime systémy vyZarujuce tok foténov
vramci rontgenovych lac¢ov senergiou do 500kV. Patria sem: kontaktné jednotky
(contact units, 40-50 kV s oZarovacou vzdialenostou max. 2 cm), povrchové jednotky
(superficial units, 50-150 kV s o0Zarovacou vzdialenostou 15-20 cm), ortovoltazne
ozarovace (orthovoltage units, 150-500 kV, vzdialenost’ zdroj-koZa cca. 50 cm) (7).
V sucasnosti sa uz prili§ nepouzivaju, no st idedlnou alternativou na oSetrovanie
rakoviny koze (15).

Princip: Elektrony, ktoré sa uvolfuju z nahriateho vlakna, si urychlované
k anode, kde pri naraze vznika okrem tepla aj 1a¢ fotonov a ten sa vysle zo zariadenia na

pacienta (8).

GammakKnife

GammakKnife je produkt Svédskej spolocnosti Elekta AB, ktory sa pouziva na
liecbu mozgovych nadorov gama Ziarenim (Obr. 6). Narozdiel od réntgenovych
ozarovadov obsahuje ako zdroj radioaktivny kobalt ®°Co. Pocas zékroku ma pacient
nasadent Specialnu helmu fixovand na lebke, vdaka ktorej je zabezpeCena
staciondrnost’ tumoru. Na helme je umiestnenych 201 zdrojov kobaltu zabezpecujucich
precizne oziarenie velmi malého objemu. Modernou nadstavbou sa stal CyberKnife,
ktory je schopny vycitit’ drobné zmeny v polohe pacienta a prisposobit’ tak Ziarenie jeho
polohe (16).

Obr. 6 (17) Leksell Gamma Knife® Perfexion™ od Elekty
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Linearne a cyklické urvchl’ovacde

Linearne urychlovaée, tzv. linaky, patria k megavoltdznym rdntgenovym
ozarovatom a sU najbeZznejSie vyuZivané v lekarskej praxi (7). Moderné pristroje
poskytuju ¢ fotonov (6, 18 MV) alebo elektronov (4-20 MeV) (8). Tie vychadzaju v
tvare obdiZnikového lt¢a s rovnomernou intenzitou, ktord vsak moze byt pozmenena
vdaka pridavnym blokom - klinom, c¢elustiam ¢i MLC (multi-leaf collimator).
Moderné linaky maju pridany modul na registraciu obrazov - tzv. IGRT (image-guided
radiation therapy) linaky, ktory umoziuje pred samotnym oziarenim porovnat polohu
pacienta s CT obrazom, na ktorom bolo oZarovanie planovane, a upravit’ tak nastavenie
pred oZarovanim. Pristroje sG Ccastokrat predavané aj s prislusSnym planovacim

softvérom (7).

Vysoké energie sa mohli nadobtidat najmid vdaka zavedeniu cyklickych
urychl'ovacov, kam patria napr. betatrony, cyklotrony, synchrotrony, vyZarujlce uz
t'azSie Castice, ako napr. protony.

NajmodernejSie pristroje st schopné automaticky dorovnat’ poziciu lezadla
s pacientom, prispdsobuju Ziarenie drobnym pohybom (ako napr. dychanie pacienta) ¢i
vnutrotelovym posunom organov a dosahuju Ziarenie s energiou az niekol'ko stoviek
MeV (6).

Princip: elektrony uvolfiované z nahriateho vldkna st urychlované na
(priamociarych) trajektoriach, ktorymi putuju niekol’kokrat, vyhodou je malé pociato¢na
energia Castice, priCom maximalna kinetickd energia elektrénov nie je ohraniend

narozdiel od beznych réntgenovych pristrojov.
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Obr. 8 (19) Siemens ARTISTE™
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1.6 Typy radioterapie

Rédioterapia pontka viacero sposobov, ako pristipit’ k liecbe pacienta —
k zakladnym patri oZiarenie zvonku (externd réadioterapia) alebo zvnutra
(brachyterapia). Externd radioterapia vyuZziva najéastejSie linearne urychlovace na
generovanie lacov fotonov ¢i elektronov, zatial’ Co v brachyterapii sa zavadzaju zdroje

radioaktivneho Ziarenia, tzv. zfn, priamo do nadoru katétrami alebo ihlami (6) (20).

1.6.1 Externa radioterapia

Predstavime zékladny prehlad spdsobov planovania externej radioterapie,

nakol’ko tu sa otvara nami skumany priestor pre optimaliza¢né procesy.

Konvenéna radioterapia

V tejto 2D terapii sluzia rontgenové snimky na urCenie najlepSich pozicii
ozarovacich lucov, davky st nasledne dodané rontgenovymi ozarova¢mi. Tato metdda
je Casovo nendro¢na, pacienta mozno zacat' hned’ ozarovat' apreto je vhodna na

urgentné pripady (13) (21).

3D konformn4 radioterapia (3DCRT)

Vd'aka vyvoju obrazovej grafiky sa do popredia dostala 3D radioterapia, kde sa
vyuZzivaju snimky z CT, MRI alebo PET zariadeni. V po¢itaci sa tak vytvori 3D obraz
tela pacienta, lekar zaznaci obrysy nadoru, okolitych kritickych orgdnov a Struktdr
a pristpi sa k vytvaraniu ozarovacicho planu: uréia sa smery avahy lacov, clony
apotom sa vyrata davka Ziarenia, aku pacient takto obdrzi. Ak je nevyhovujuca,
parametre sa pozmenia a obmienaju sa dovtedy, kym nie je radioterapeut s vysledkom

spokojny (22).

Radioterapia sa skvalitnila aj vd’aka moznosti tvarovaniu la¢ov pomocou klinov
a kolimatorov do tvaru planovaného oZiareného nadoru. Kliny st kovové bloky, ktoré
sa daju zhotovit’ do tvaru podl'a poziadaviek a nasadit’ pred oZarovaci otvor. Lamely su
uzke kovové dosticky, ktoré sa mézu pohybovat’ a vytvarovat’ este presnejsi tvar (Obr.
5). Tie sa stali zakladom pre vyvinutejSiu formu 3D konformnej rédioterapie — IMRT
(13) (22).
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IMRT (intensity-modulated radiation therapy)

IMRT je pokroc¢ilym typom vysoko preciznej radioterapie, ktord umoznuje
menit’ intenzitu, sakou lu¢ na cloveka dopada. IMRT sa nazyva aj ,inverzné
planovanie®, nakol’ko ciel'ova distribucia davky sa stanovi vopred a na zaklade nej sa
prispbsobuju parametre (t.j. oproti Kklasickej konformnej terapii poZadovane davky
Ziarenia pre jednotlivé typy tkaniv uréi radioterapeut vopred anim sa prispésobuje

intenzita lacov) (22).

Ako je mozné menit intenzitu laca? Luc¢ vychadzajuci z urychlovaca
prechadza cez MLC - dva oproti sebe rady zasuvnych lamiel cca. o hrabke 0,5-1cm.
Kazdy par tak vytvara jeden riadok mriezky, priom stipce mriezky su dané vietkymi
moznymi poziciami vysuvajucej sa ¢i uz jednej, alebo druhej lamely (Obr. 9).
Jednotlivé Casti mriezky sa nazyvaju beamlets (alebo bixely). Ako sa lamely hybu,
kazdy jeden bixel mriezky moze rozne dlho preptstat’ ziarenie — ¢im dlhSie je bixel
nezakryty lamelou, tym véacSou intenzitou posobi ziarenie cezeil na l'udské telo. Na

zaver planovania tak dostavame fluencnii mapu znazorfujtcu intenzitu pre kazdy bixel

(6).
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Obr. 9 (22) Fluen¢na mapa, lamely boli umiestnené
po bokoch a vysuvali sa pozdiz osi x

KaZdému pacientovi sa vytvara tzv. oZarovaci plan. Postup je nasledovny:
kazdému pacientovi sa urobia CT, MR, prip. PET snimky, tie sa nasledne sfuzuju (t.].
spoja do jedneho), na nich oSetrujuci lekar zakresli nadorové lozisko (GTV), klinicky
cielovy objem (CTV), planovany cielovy objem (PTV) a radioterapeuti aj organy ai.
Na zéklade toho sa voli zdroj oZarovania, voli sa rozloZenie Ziarenia v nddore

a v okolitom tkanive, pocet a smery luc¢ov, kolkokrat a v akych Casovych intervaloch
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pacient bude dostavat’ jednotlivé frakcie (14) (6). Cast’ ulohy leZi na pleciach
radioterapeuta a jeho skusenostiach, zvySok rieSia matematické softvéry, ktoré
spominané parametre optimalizuji za uc¢elom zneSkodnenia tumoru, no aby pritom ¢o

najmenej poskodili zdravé tkanivo.

Cielom IMRT planovania je tak urcit’ najlepSiu mozaiku intenzity beamletov, aby
nador dostal pozadovanu davku ziarenia, zatial' Co zdravé tkanivo bolo uchranené Co
najviac (21). Vidime, Ze tu sa Crtaju prvé myslienky optimalizacie, ktorym sa budeme

viac venovat’ v d’alSej kapitole.
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2 Optimalizacia v radioterapii

V tejto kapitole sa budeme venovat vyuzitiu optimalizaénych procesov v rdmci
lieCby externou radioterapiou, t.j. ozarovanim pacienta zo zdroju mimo jeho tela.

Cielom bude zhrnut oblasti, kde je nutné okrem radiofyziky ¢i radiobioldgie
zakomponovat do procesu aj matematicki optimalizaciu a demonStrovat na
zjednodusenych prikladoch aplikaciu linearneho, resp. nelinearneho programovania na
dané problémy.

Optimalizacia sa vyuziva vo viacerych krokoch predtym, neZz samotny pacient
zalahne na lezadlo ozarovacieho zdroja. Na zaklade pozbieranych vedomosti z klinickej
praxe (6), firmy TatraMed spolupodiel’ajucej sa na softvéroch planovacicho systému
(23) ainternetovych zdrojov (24) sme dospeli k nasledujucim oblastiam vyuZitia

optimalizacie v radioterapii:

. fuzovanie CT, MR alebo PET snimkov do spolo¢ného obrazu,
) vyber poctu lacov a uhlov, z akych ozarovat’ pacienta (geometricky problém),
) modulacia intenzity Ziarenia pre jednotlive oblasti v l'udskom tkanive, aby sa

zniéil nador, ale zachovalo zdravé tkanivo (problém intenzity),

o vyber uz konkrétnej sekvencie pohybu lamiel MLC, aby ¢o najefektivnejsSie

dodali ziarenie (realizac¢ny problém).

Vzhladom na to, Ze sa na Onkologickom fustave sv. Alzbety, s ktorym sme
komunikovali, pouZiva radioterapia s modulovanou intenzitou IMRT (bliZSie k nej v
1.6.1), zamerali sme aj my na tento spdsob planovania. Pripomenime si, ze vV IMRT si
uréime na zaciatku, aki chceme dosiahnut’ davku Ziarenia v jednotlivych voxeloch a
tomu potrebujeme prispdsobit’ parametre — aby sme znicili nador a pritom o najviac

uchranili zdravé bunky.

Rozdelenia planovania

Spominané Styri fazy na seba priamo nadvézuju: po Uspesnej fazii snimkov
dochddza k volbe optimalnych lucov, intenzit jednotlivych beamletov a nasledne
vhodnej postupnosti pohybu lamiel v MLC. KedZze fGzovanie je nevyhnutnym
predpokladom na zacatie planovania radioterapie, avSak ono samotné nie je predmetom

ozarovacieho planu pacienta, uvazujme len nasledujlce tri fazy. Pozrime sa na situéciu,
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kedy by sme chceli vSetky tieto tri kroky optimalizovat’ naraz. Pre jednoduchost’ si
zvol'me, Ze chceme pouzit’ 5 koplanarnych lacov (t.j. v jednej rovine): pri diskretizacii
uhlov Iu¢ov po 1° mame 360 moznych uhlov aztoho (3?)) = 4.9x10" réznych
kombinécii. Pri MLC kolimétore s rozmermi 40x40 cm?, kde jeden beamlet ma rozmer
1x1 cm? mame 1600 beamletov, v piatich lucoch spolu 8000 parametrov. Pre kazdu
mapu fluencie moze existovat’ milion moznych konfigurécii MLC lamiel. Vzhl'adom na
vypoctovi naroc¢nost’ sa planovaci proces rozdelil na samostatné fazy, ktoré sa
optimalizuja zvlast. Najprv sa vyrieSi prvy (geometricky) problém, nasledne sa

optimalizuje fluenéna mapa a napokon sa voli sekvencia lamiel (24).

V nasledujicom texte sa podrobnejSie budeme zaoberat len problémom

intenzity.

2.1 Modulacia intenzity ziarenia (problém intenzity)

V nasledujucej podkapitole ukdzeme prehlad uloh linearneho, nelinearneho,
celociselného a viackriterialneho programovania v danej problematike, Cerpajiic najma z
(24).

Aby sme vedeli nejakym sposobom vyratat' absorbovanu davku Ziarenia
v pacientovi, nutne potrebujeme poznat, ako v iom bude Ziarenie rozlozené. Skimana
Cast’ tela pacienta sa 3D mriezkou podeli na mnozstvo malych zhodnych kvadrov, tzv.
voxely, pricom kazda horizontalna rovina predstavuje jeden snimok. VySka voxelu je
tak zavisla od rozostupov snimkov (1-5 mm) a prepoklada sa, Ze davka je v celom

voxeli rovnaka.
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Obr. 10 (24) Diskretizacia la¢a na beamlety
a tela pacienta na voxely
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Nech luce k =1, ..., p pozostavaju kazdy z beamletov j = 1, ..., n a nech voxely
st indexované i = 1, ..., m. Oznacme a; davku dodanu do voxelu i pre beamlet j luca
k jednotkou intenzity Ziarenia 1 Gray (I Gy = 1 J/kg), pricom predkladame, ze je
nezaporna pre kazdé (i, j, k) a Zze vzt'ah medzi intenzitou beamletu a davkou je (aspon
priblizne) linearny.

Matica Amxnxp tak predstavuje maticu distriblcie davky, ktora je vypocitana na
zéklade matematickych modelov fyzikalneho spravania sa Ziarenia v 'udskom tele. Bud’
sa na to vyuziva tzv. technika tuzkového luca (pencil beam), ktory predpoklad, Ze dany
beamlet ozaruje len voxely, ktoré ktorymi priamo prechadza, zatial ¢o vyspelejSie
techniky pomocou Monte Carlo simulacii berd do Uvahy aj rozptylenie Ziarenia aj do
okolitych voxelov (6). Vztah medzi jednotkovou davkou a intenzitou v jednotlivych

beamletoch je potom dana vztahom

d = Ax,

kde d e R™ je vektor davky Ziarenia dodanej do kazdého voxelu i. Vektor x € R™*P
predstavuje intenzitu beamletu j,j=1,..,n lacuk k=1, ..,p.

Kazdy voxel je zaradeny do urcitej Struktury — typu tkaniva. Nech T reprezentuje
bunky tumoru, N bunky normalneho tkaniva a C kritickych organov (K kritickych
orgdnov nech je reprezentovanych prostrednictvom Cj, ..., Ck). Pocet voxelov m je tak
rozdeleny na

m=mr+ mec, + .. + mc, +My.

Matica A tak moze byt tiez rozdelena na podmatice Ay € R™V*™*P tykajlcej sa
normalneho tkaniva, Ar e R™T*™*P tykajlcej sa nadoru a Ac € R™c¢*™ P tykajlcej sa
kritickych organov.

Radioterapeuti potrebuju Specifikovat’ davku Ziarenia, ktort kazdy organ, nador
a zdravé tkanivo obdrzi, nakol’ko kazdé z tkaniv ma inu toleranciu na Ziarenie. Z tychto
dévodov vznikaju ohrani¢enia pre naddor TG, TLB, TUB e R™T, kritické organy CUB
€ R™c azdrave tkanivo NUB e R™N reprezentujuce pozadovani davku (goal dose),
spodné ohrani¢enie (lower bound) a horné ohrani¢enie (upper bound). CUB je mozné

rozdelit na C;UB, ..., CkUB podl’a jednotlivych organov.
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Vo vSeobecnosti su ucelové funkcie optimaliza¢nych uloh, ktorymi sa budeme
zaoberat’, iba obmenou:
- minimalizacie priemernej/maximalnej davky alebo odchylky od horného
ohranicCenia na kritickom alebo normalnom tkanive,
- maximalizécie priemernej/minimalnej davky pre nador,

- minimalizacie priemernej/maximalnej odchylky od predpisanej davky pre nador.

2.1.1 Problém pripustnosti

V specialnych pripadoch sa moze stat, ze nemame ziadnu tcelovu funkciu a len
hladame nejaké rieSenia, ktoré by spinali dané obmedzenia, ¢ize hl'adame akékol'vek
pripustné rieSenie, pricom vSetky sU viac-menej prijatelné.

Tym padom je model len sthrnom spodnych a hornych obmedzeni:

TLB < A;x < TUB
Acx < CUB

0< «x.

V literatire sa na rieSenie problémov pripustnosti uvadzaju ako casté metody

metody projekcie (25).

2.1.2 Linearne programy

V zdsade su linedrne modely len kombindciou hore spominanych ucelovych
funkcii a ohrani¢eni. Ohrani¢enia mozu predstavovat’ nezapornost’ pre intenzitu lacov,
horné ohrani¢enia na davku v kritickych a/alebo normalnych bunkéach, spodné a/alebo
horné ohranic¢enia na davku v nadore, horné ohrani¢enia na pomer maximalnej intenzity
beamletu k priemernej, prip. horné ohrani¢enia na median davky v kritickych organoch.

Obycajne, ked’ sa ucelova funkcia zameriava na tumor, ohrani¢enia st potom
dané na kritické organy a zdravé tkanivo. A naopak, ked’ je uc¢elova funkcia zamerana

na zdravé a kritické tkanivo, tak by mali byt ohrani¢enia dané na davku v nadore.

Model 1 — Penalizacia odchylok

Jednoduchym prikladom je minimalizacia vazeného suctu maximalnej odchylky
od cielovej davky v nadore a maximalnej nadmernej davky v kritickych a zdravych

bunkéch za obmedzenia na nezapornost’:
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min wr||Arx — TG”oo + wcll(Acx — CUB)+||OO + wyll(Ayx — NUB)+||oo

x =0,

kde ()4 = max{0,} a w = (wr, we, wy) je vektor vah (v literatdre nazyvany aj
structural importance factor). Vo vsSeobecnosti je urCeny na zaklade empirickych
skusenosti, no (26 s. 9-10) uvadza aj automatizovany pristup k jeho definovaniu ako
suc¢inu dvoch komponentov: (i) akejsi vSeobecnej doélezitosti vzhl'adom na ostatné
organy Vv idealnej situacii; a (i) faktoru zavisiaceho od davky, ktory kvantifikuje uroven
klinickej/dozimetrickej spokojnosti s danym planom, ako napr. pravdepodobnost’

komplikécie v danom tkanive.

Model 2 — Elastické ohrani¢enia

Vzhladom na to, Zze prvy model sa 'ahko mdze stat’ nepripustnym, ak je napr.
TLB posadené prili§ vysoko aCUB prili§ nizko. V snahe prekonat problém
nepripustnosti, Holder (27) navrhol iny model s elastickymi ohrani¢eniami:

minwlTa + ulp + uly \
TLB—La < Arx <TUB
Acx < CUB + U B
Ayx < NUB + Uyy
0< La <TLB > E(w)
—CUB < U.B
0< Uyy
0< x, )

kde @ € RT, B e RI¢, y e RIN, x € R™P s premenné, [ € RT, u; € R¢, uy e RV,
L e R™TX41 [J. € R™c*4¢ Uy € R™V*4N s(j parametre. Prvé tri ohraniGenia sa nazyvajl
elasticke, pretoze ich hranice je mozné menit (oslabovat’, relaxovat’) s vektormi a, 8,y .
Matice L, U, Uy definuju, ako meriame mnozstvo elasticity; [, u., uy ukazujd, ako
penalizujeme alebo odmeniujeme mnozstvo elasticity. Rozmery qr, q¢, gy hie su striktne
definované, zalezia na naSom vybere, tj. ako si zvolime L,U., Uy, uc, uy (0

Holderovej vol'be nizsie).
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O maticiach L,U., Uy, 1, uc, uy predpokladdme, Ze su s plnou hodnostou a
semimonoténne, t.j. ich Moore-Penrose inverzné matice (L*,Uf ...) sl nezaporné.
Vektory [, uc,uy pozadujeme kladné, ¢o jednoduchym spdsobom zabezpeéi, ze
akakol'vek odchylka bude zachytena v ti¢elovej funkcii a tak penalizovana.

Matice L, U, Uy poZadujeme nezaporné, pre ktoré plati, Ze Ziaden sucet niektorého ich
riadku nie je nulovy, t.j. Le > 0,Uce > 0,Uye > 0 (e je vektor jednotiek). Tieto
podmienky zabezpecia, Ze ohrani¢enia pre naozaj kazdy voxel budu elastické.

Skalar w je vaha odrazajica citlivost na dosiahnutie minimalnej davky pre
tumor TLB: vy3Sou hodnotou w sa snazime o nizsie [T a tym aj La, a oslabujeme tak
pol'avenie z podmienky na minimalnu davku pre tumorové bunky. V idealnom pripade
by sme chceli najst’ také w > 0, Ze optimalna hodnota I”a* je nula. To by znamenalo,
Ze nador nedostane nizSiu davku ako pévodna spodnu hranicu TLB. Hoci su pripady,
ked ITa nie je nula pre Tubovolné w > 0, vieme viak najst také w, Ze odchylka
dodanej davky do nadoru a minimalnej davky TLB je dostato¢ne mala. w vypoveda aj
0 dolezitosti uniformity nadoru: ¢im je w vysSia, tym viac kladieme déraz na najdenie
planu, ktory doda rovnorodd davku do nadoru.

Akakol'vek kombinacia L, Uz, Uy, I, uc, uy spifiajuca dané podmienky definuje
mnozinu elastickych funkcii. Holder ukazal, Ze pre I'ubovolni mnozinu elastickych
funkcii je mnoZina pripustnych rieSeni pre E (w) dokonca striktne neprazdna (27 s. 9-

10). Holder vo svojej praci uvadza ideélne w (27 s. 10-13):

_ 1 <||Ac(ue)—CUB||°o||uCII1 lAn (ue)—NUB||,llunlly
€

T+
- rs(Ue) s(Un) +ucUc CUB)'

Elastické funkcie mézu byt vo vSeobecnosti rozne, tym padom sa @j

. , . s " , 1
interpretacie E (w) liSia. Holder sa zameral na vol’bu matic a vektorov v tvare [ = —e,
T

Uc = mice, uy = miNe, L=1,U;=1,Uy =1 (average analysis) alebol =1, u, =1,

uy=1,L=e, U =e, Uy = e (absolute analysis). V prvom pripade sa linearny
program snaZzi minimalizovat’ priemerné mnozstvo nadorovych buniek oziarenych
menej ako predpisanou davkou, minimalizovat’ priemerné mnoZstvo Ziarenia, ktoré
obdrzia kritické organy a minimalizovat’ priemerné mnozstvo zvySnych zdravych

buniek s davkou vysSou ako horna hranice pre ne. V druhom pripade je interpretacia
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takmer rovnaka, az na to, ze sa snazi minimalizovat’ nie priemerné, ale celkové
MnoZstvo.

Prvy prehl'ad optimalizacného problému intenzity luca v IMRT uskutoc¢nil
Shepard a kolektiv (1999) v Optimizing the delivery of radiation therapy to cancer
patients.

2.1.3 Nelinearne programy

Velmi vyuzivané st formulacie modelov Vv podobe véZenych najmenSich
Stvorcov (deviacii od pozadovanych davok napr.). Aj moderné IMRT pristroje maju
ucelové funkcie prave takto formulované (22).

Model mé nasledujdci tvar:

. Wr 2 Wc¢ 2, Wy 2
min — ||[A7x — TG||; + — ||A¢cx — CUB||, + — |[Ayx — NUB],
mr mc mpy

x =0,
kde w = (w7, we, wy) je opédt’ vektor vah (rovnaky ako v linearnom modeli). Takto
zadany program minimalizuje vazeny sucet Stvorcov odchylok od predpisanej davky pre
kazdy organ, resp. tumor ¢i zdravé tkanivo.
V literature vS§ak moZeme najst’ aj penalizaciu ¢isto predavkovanych kritickych

a zdravych tkaniv:

in 2T 14rx = TGN + 25 1(Acx = CUBYL I + 22 ||(Ayx — NUB), |I2
min my TX 2 me ( cX )+ 2 my ( NX )+ 2
x = 0.

Medzi najrozSirenejSie algoritmy na rieSenie nelinedrnych uloh patria gradientné
metody, simulované zaZzihanie, genetické algoritmy, metéda najmenSich Stvorcov (s

ohrani¢eniami).

2.1.4 ZmieSané programy

ZmieSané programovanie (mixed integer programming) pontika moznost, ako
zapracovat’ do programu tzv. dose-volume obmedzenia, t.j. obmedzenia davky Ziarenia
nie na niektoré celé tkanivo, ale len na jeho Cast’ (napr. maximalne 1/3 pl'ic moze
obrdzat viac ako 15 Gy). Zavedenim binarnych premennych nadobudajlcich iba

hodnoty 0 alebo 1 sa tak stalo moznym Specifikovat’ voxely, ktoré mozu dostat’ vyssSiu
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¢i niZ8iu davku Ziarenia ako je ur¢ena hranica, napr. CUB ¢i TG. Dodanim tychto
premennych sa tak linearny program stava ulohou zmieSaného programovania.

Lee, Crocker a Fox uvadzaju v (28) model uvazujuci binarne premenné v;, ktoré
uréuju, ¢ dany voxel ispiina predpisanii davku, alebo nie. Pre kazdy voxel PTV
(planovany objem nadoru a blizkeho okolia, ktory treba zasiahnut’) sa vyrata odchylka
od predpisanej davky, a ta sa musi nachadzat’ v intervale tolerancie.

V duchu doterajSich premennych (PTV nahradime bunkami prislichajicimi len

nadoru) je model nasledujuci:

ATx — It = TG
rr < D9y,
UD
rr = Dp”(vr —e)

Y ier Vr; = amr,

kde premenné st x e R™P, r ¢ R™T predstavujlce vektor skuto¢nych rozdielov medzi
aktualnou a predpisanou davkou v tumorovych bunkach a wv; e {0,1}™T vektor
binarnych premennych, ktoré kazdému voxelu priradia bud’ 1, ak spiia predpisana
davku TG alebo viac, alebo 0, ak ju nespiiia atumorovy voxel tak nie je oZiareny
dostato¢nou davkou. D?Pe R je maximélne predavkovanie (overdose) a DYP e R
maximalne poddavkovanie (underdose) tolerované na bunkach tumoru; e je prislusny
vektor jednotiek. a koreSponduje s minimalnym pozadovanym percentualnym pokrytim
nadoru (napr. ak a = 0,95, tak aspon 95% nadorovych buniek obdrzi predpisanti davku
pre nador alebo viac).

Okrem dozretia na nador, aby nedostal menSiu davku ako je treba, je potrebné
pozriet’ sa aj na iné bunky, ako napriklad bunky K kritickych organov. Z toho vyplyvaju
d’alSie obmedzenia:

Ac,x < [ay CiGly® + D" z%
Yiec i © 2 Bime,
Y% + z% =e

293

a
yH < y%ke pre ap, < ay,,

kde k e K je index kritického organu, C, G € R™« je predpisana davka pre k-ty kriticky

organ, D;***e R je maximalna tolerancia Ziarenia pre k-ty kriticky organ, ay, By € (0, 1]
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zabezpecuju, ze aspon [5,100% voxelov k-teho kritického organu obdrzi davku mensiu
alebo rovnl «;.100% z C,G. Vektory binarnych premennych y%ka z*k poukazuju na
prislusnost’ voxelov k tym voxelom orgénu k, ktoré budd oZiarené davkou menSou ako
@,.100% z CG: ak y;*=1az™ =0, voxel i patri do spominanej mnoziny, ak y,"*= 0
az;* =1, voxel je oziareny davkou men3ou alebo rovnou maximalnou davkou DJ"®*.
Ucelova funkcia nie je autormi explicitne urend, aviak zamerali sa na
minimalizaciu vazené¢ho suctu odchylky od predpisanej davky pre PTV a celkovej

davky Ziarenia v kritickych organoch (OARS).
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Obr. 11 (29) Dose-volume histogram (DVH)

Binarne premenné tak umoziuja klinickym radiofyzikom nielen zadavat
pozadované davky na jednotlivé orgédny, ale aj kol'ko % organu moéze dostat’ aj vysSiu
davku. V planovacom systéme sa na grafické znadzornenie pouziva dose-volume
histogram (Obr. 11), kde krivky prisltchajuce jednotlivym organom ukazuju, kol’ko %
organovych buniek dostane aku davku.

Na rieSenie zmieSanych programov sa v literature pomerne ¢asto spominajt
branch-and-bound algoritmy (metdda vetiev a medzi), prip. geometrické heuristické
(28).
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2.1.5 Viackriterialna optimalizacia
Ulohy radioterapie sa mézu naformulovat’ aj ako viackriterialny program, ktory
sa snazi optimalizovat’ kazdt z Uloh. Vo viackriteridlnej (vektorovej) optimalizacii

(multiobjective optimization, MO) sa snazime najst’ vektor X, ktory rieSi vektorovi

funkciu
fi(x)
fa(x)
fx) = 2;
fu(x)
s M ucelovymi funkciami f;(x),, i =1, ..., M. Vo vSeobecnosti nenastava situécia, Ze by

kazda z funkcii dosahovala svoje optimum v rovnakom x. Preto sa hlada najlepSie
mozné optimum vzhladom na vSetky zacastnené funkcie — tzv. Pareto (efektivne,
nedominované) optimum.

Nech x;, x, su dve pripustne rieSenia. Potom x; dominuje x,, ak:

e x, nie je horsi ako x, vo vsetkych funkciach, t.j. f;(x;) < fi(x),Vi=1,.., M

e x; je striktne lepsi ako x, v aspon jednej funkcii, t.j. 3i: f;(x1) < f;(x5).
RieSenie x je Pareto optimalne, ak neexistuje Ziadne dalSie rieSenie, ktoré by mu

dominovalo (30).

Stratégie na rieSenie multikriterialnych iloh mézu byt nasledovné (24) (31):

e A priori* metody. Vyzaduju si poznatok vah vopred, Castokrat st nastavované
systémom pokus-omyl, kym sa nenajde vyhovujlce rieSenie. Toto je jedna
z najvyuzivanejSich, mnohokrat vSak vahy nemajd Ziadne klinické vysvetlenie
a je potrebné postup viackrat opakovat.

e A posteriori* metddy. Systém vyhl'ada vSetky rieSenia, az potom sa rozhoduje,
ktoré sa vyberie. Tento sposob oddeluje od seba problém optimalizacie
a problém rozhodovania sa. Takto je mozné spravit’ nové rozhodnutie bez toho,
aby sa musela opakovat’ optimalizacia.

e Kombinécia ,,a priori*“ a ,,a posteriori** metdd. Pocas optimalizacie sa obdrzané

informécie pouzivaju na preformulovavanie niektorych cielov.

V radioterapii sa mozeme stretnat’ najméa s dvoma kategoriami MO: viackriterialne

linearne programy (MOLP) alebo viackriterialne nelinearne programy (MONP).
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Model 1 — MONP
Prvy MONP model pre IMRT zaviedol Cotrutz v (32), kde jednotlivé funkcie
predstavovali Stvorce odchylok od predpisanej davky pre PTV a OAR (tumoru

a kritickych organov v nasSich doterajSich premennych):

14rx — ar||;
1 X —
fr = _#

mr ET

1 |ldgx - s
fow = me, C, UB?

kde d je v danej iteracii median davky pre nador ak = 1, ..., K. Za globalnu u&elovl
funkciu, ktort minimalizoval, zvolil ¢asty, tzv. vazeny stcet jednotlivych funkcii, ktory

sa napadne podoba na nas spominany nelinearny model:

K
f= wrfr+ Z‘Uckfck
k=1

K
T + chk =1
k=1

Vazeny sucet funkcii f;(x),,i=1, ..., M je jednym z najrozSirenejSich rieSeni.
Plati, Ze rieSenie modelu vaZeného suctu je efektivnym rieSenim viackriteridlneho

problému (24). Cotrutz tlohu potom rieSil metédou konjugovanych gradientov.

Model 2 - MOLP

Na zaklade Holderovho linearneho elastického modelu (27) zostavil Shao (33)

model viackriteridlneho programovania. Cielom je minimalizovat’ maximalnu odchylku
a od spodného ohrani¢enia davky pre nador, f od horného ohrani¢enia pre kritické

organy a y pre horna hranicu pre zdraveé tkanivo. Model je nasledovny:

min(a, 8,7)
TLB —ae < Arx <TUB
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Acx < CUB + pe
Ayx < NUB + ye
0< a <anax
—minCUB < f < PBmax
0<Vv <=<Vna
0< x,
kde @max € R, Bmax € R, Ymax € R SU horné obmedzenia pre «, 8, y. Zadavaju sa
radioterapeutickym pracovnikom a zzia Glohu tak na hl'adanie klinicky relevantnych
hodn6t. Shao predstavuje hl'adanie rieSenia pomocou Bensonovho algoritmu vonkajsej

aproximacie.

2.2 Vyber lucov (geometricky problém)

V predoslej podkapitole sme ukazali priklady tloh optimalizacie intenzity luca za
predpokladu, Ze pocet a smer lucov uz pozndme. Teraz uvedieme kratky prehlad

optimaliza¢nych tloh v tomto procese.

Vyber spravnych la¢ov je nepochybne velmi doélezitym krokom v ramci
planovania radioterapie. Gantry linearneho urychl'ova¢a moze okolo leziaceho pacienta
rotovat’ po velkej kruznici a ozarovat' tak pacienta. Mnozina uhlov, z ktorych sa
vyberaju vhodné ozarovacie pozicie, je rozna, uhly mézu postupovat’ napr. po 5°, 10°
(22), pricom niekedy sa neuvazuje ani cela mnozina (24). V mnohych pripadoch (24)

(34) (35) je optimalizacia uhlov lu¢ov zahrnuta v rdmci optimalizacie aj ich intenzity.

Nech K je mnozina vSetkych la¢ov. Potom pre intenzitu lu¢ov moze byt uloha
formulovana nasledovne:

min f(x)

x € X(K)

vi = {0,1}, VkeK
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kde f (x) je l'ubovol'na zo spominanych tuc¢elovych funkcii v predoslej sekcii, p je pocet
lucov, ktoré chceme vybrat, M je dostatoéne velka konStanta (viac o jej vol'be v (34)),
x e R™P je vektor intenzit pre kazdy beamlet a y, je binarna premenna, ktora
nadobuda hodnotu 1, ked’ je k-ty 1a¢ zvoleny, v opaénom pripade 0. Ako sme uZ
spominali na zafiatku kapitoly 2, spojenie problému intenzity a geometrie je drahé.

Preto sa ¢asom vytvorili aj iné pristupy.

Ehrgott et al. v (36) uvadzaju spbsob vyberu pomocou judgement funkcie, ktora
ohodnocuje kolekciu lacov, ¢i beam selektorov. Medzi metdédy hl'adania optimalnych
lacov patri aj skorovacia technika, prvykrat spominana v (37), pricom sa vyberaju luce

S najvyssim skore:

Xji = min{min{%:i € C},min{%:i € N} },
ajjk QAjjk
kde T, C, N su mnoZziny nadorovych buniek, buniek kritickych organov a normalneho
tkaniva, my je mnozstvo nadorovych buniek, a;;; zloZky matice Ay, TG predpisana
davka tumoru, CUB horna hranica davky pre kriticke tkanivo a NUB horna hranica

davky pre normalne, zdravé tkanivo.

Vo vSeobecnosti sa preferuju oZarovacie plany s menej la¢mi (cca. do 5) (34)

(6), nakol'’ko st menej asovo naro¢né.

Medzi d’alSie postupy riesenia geometrického problému sa okrem skoérovacich

technik objavuju aj genetické algoritmy, simulované zazihanie a i. (24)

2.3 Vyber sekvencie lamiel (realiza¢ny probléem)

Ked uz mame geometricky problém a problém intenzity vyrieSeny, disponujeme
rieSenim x e R™*P, kde n je pocet beamletov, p je pocet la¢ov a samotné x predstavuje
optimalnu intenzitu pre kazdy beamlet z kazdého luca. Pre kazdy 1a¢ j = 1, ..., n je

mozné vektor Xj usporiadat’ do matice intenzity | podl'a mriezky bixelov na MLC.
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Jednym zo spdsobov, ako je mozné znazornit’ tieto matice, st mriezky s odtiefimi sivej

— Cierna koreSponduje s 0 a svetlejSie miesta znacia vySsSie ¢isla.
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Obr. 12 (24) Realizacia matice intenzity prekrytim viacerych
ozarovacich poli vytvarovanych pomocou MLC

Tato faza sa zameriava na hladanie optimalnej postupnosti tvarovanych
ozarovacich poli, ako realizovat’ poZadovand mapu fluencie a zaroven aby to nebolo
casovo prili§ narocné pre pacienta. Ozarovanie sa moze realizovat dvoma metodami
v zavislosti od technickych podmienok pristroja. Prvou moznost'ou je staticka step-and-
shoot metdda, kedy pristroj na chvil'u prestane ozarovat’, lamely sa presunud do novej
pozicie a az potom ozarovanie pokracuje. Mapa fluencie sa tak deli na niekol’ko poli
s nulovou alebo rovnakou (kladnou) intenzitou — tzv. segmenty. Druhou metddou je
dynamicka sliding window technika, kedy sa pristroj nevypina a rata sa s oZarovanim
s rbzne rychlo sa pohybujacimi lamelami. Na (Obr. 12) je priklad mapy fluencie, ktora
vznikne poskladanim troch segmentov vystavenych roznym ¢asovym intervalom (2, 1,
3).

Uvedieme len v skratke optimaliza¢nt tlohu pre statickii metodu:

Vo vSeobecnosti je matica intenzity I nezaporna, realna matica. Na pouZitie
statickej metody sa jej zloZzky najprv musia konvertovat' na diskrétne (diskretizacia
matice intenzity samotnd je optimalizacny proces, tu vSak predpokladame, Ze ju
pozname). Kazdy segment tak mdze byt reprezentovany binarnou maticou YM*N | kde

Ymn = 1 prave vtedy, ked’ Ziarenie mdze cez dany bixel (m, n) prejst. Kedze priestor
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medzi dvoma lamelami oproti sebe je suvisly, matica Y bude obsahovat’ v kazdom
svojom riadku suvislu retaz jednotiek (ak, samozrejme, bude MLC v danom riadku
prepust’at’ ziarenie).

Nech K je indexovd mnozina vSetkych moznych Yy, k € Kanech K’ € K. Potom
maticu intenzity | mézeme potom zapisat’ v tvare:

I = z akYk

keK!’

kde k € K’ su indexy tychto binarnych matic v nejakej podmnozine K', a; € N U {0} su
koeficienty, ktoré sa zvyknu nazyvat’ monitorove jednotky. Pomocou nich vieme uréit’,

ako dlho bude pacient vystaveny Ziareniu (decomposition time):

DT(a) = z a
keK’

a ked’ze ratame s tym, Ze chvil'u bude trvat’ aj pohyb lamiel na nové pozicie, v zavislosti
od toho, ¢i predpokladame, Ze sa lamely nastavia za konStatny Cas T alebo meniaci sa

¢as Ty, treba priratat’ nastavovaci ¢as (set-up time):

SUconst (0() = TDC(“)

SUvar(a) = z Tk,
k,l €K’

kde DC (a) je pocet a, > 0 a1y, je Cas, ktory potrebuju lamely na prejdenie z pozicii
zodpovedajucich Y; do hned nasledujucich umiestneni ekvivalentnym Y;. Atak je

logické, Ze zakladnou myslienkou bude minimalizacia celkovej doby oZarovania:
min DT (a) + SU ().

Medzi najpouzivanej$ie metddy hl'adania spravnej sekvencie sa pouziva napr. zametaci

algoritmus (sweep algorithm) (24).
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3 Porovnanie modelov

V predoslej kapitole sme uviedli suhrn zakladnych principov modelov, s akymi sa
v rédioterapii pracuje. V tejto kapitole ideme spominané modely otestovat’, porovnavat,
pri¢om sme ich naprogramovali v modelovacom prostredi CVX (38), ktoré je zaloZené
na MATLAB-e. Cielom tejto kapitoly bude blizSie sa oboznamit' s fungovanim
modelov — porovnat’ ich aukazat na ulohach z praxe vyuZitie vedomosti z oblasti

linearneho a nelinearneho programovania.

Matice Ay, Ac, Ay sme si vygenerovali nahodne, pocet la¢ov p sme stanovili na 5,
kazdy pozostavajuci z n = 100 beamletov. V nadore sme chceli dosiahnut’ davku TG =
80 Gy, bunk&m kritickych orgadnov sme stanovili maximalnu davku CUB = 10 Gy
a bunkam zdraveho tkaniva NUB = 20 Gy.

3.1 Nepripustnost’ zakladného modelu

Predtym, ako sme zacali uvazovat’ r6zne modely, ktoré pol'avuju na stanovenych
ohraniceniach davky Ziarenia pre jednotlivé tkaniva, chceli sme overit, ¢i pre dané
hranice TG, CUB, NUB je zakladny model skuto¢ne nepripustny, a teda nasledujice

modely maju zmysel. Zakladny model:

ATx == TG
Acx < CUB
Ayx < NUB

0< x,

pricom za ucelova funkciu sme si zvolili konstantu. Po spusteni v CVX systéme sa
objavilo hl&senie nepripustnosti:

cvx_status ‘Infeasible’.

3.2 Penaliza¢né modely s roznymi normami

V literature (22) (34) (24) (32) sme sa casto stretavali s ucelovymi funkciami

v podobe noriem odchylok predpisanej davky alebo hornej hranice davky od skuto¢ne
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obdrzanej davky. Preto sme si ako prva ulohu zvolili porovnanie tychto penalizaénych

Gloh pouzitim noriem Ly, L, a Ly,. Vahy sme si ur€ili wy = we; = wy = 1:

model ¢. 1:
. wr Wc Wy
min — [|47x =TG5 + —= [|(Acx = CUB).|I; +— l|(Ayx — NUB). I,
mr mce my

x =0,

model ¢. 2:
. Wt Wc wN
min lArx = TG, + e I(Acx — CUB). I, +m—N [(Ayx — NUB).l,

x =0,

model €. 3:
min wy ||A7x —TG||, + wc [[(Acx — CUB) ||, + wy [[(Ayx — NUB)L I,

x = 0.

Vidime, Ze modely penalizuju pri kritickom a zdravom tkanive prekrocenie
horného limitu davky, zatial' Co v nddore sa penalizuje dodanie nielen vy33ej, ale aj
nizSej davky ako predpisane;j.

Prvy model penalizuje vazeny sucet Stvorcov prekrocenych davok, druhy vazeny
stiet absolttnych hodnot odchylok a treti maximalnu odchylku davky. Model ¢. 1 a 2
sliZia na kontrolu celkovej davky, model ¢. 3 kladie doraz na kontrolu tzv. hot spots
(hortce miesta) a cold spots (studené miesta), ¢o s voxely s najvysSou a najnizSou

dodanou davkou.

Pozorovania

Na (Obr. 13) mézeme vidiet, ze vSetkym trom modelom sa podarilo splnit
poziadavku Ayx < NUB, ¢o bolo 20 Gy, ateda do ucelovej funkcie nijak davky
v zdravom tkanive neprispeli.

Co sa tyka kritickych organov, hoci prvy model penalizoval prisnejsie
(kvadraticky), napodiv viac voxelov v fiom prekroc¢ilo hornt hranicu davky ako
v druhom (linedrnom) modeli (v prvom 84%, v druhom 75% voxelov, v tretom 89,5%).

Avsak treba ale poznamenat’, Ze prvy model to zas vykompenzoval nizSou maximalnu
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dodanou davku Ziarenia ako druhy (max. davka pre kritické bunky v prvom bola 14,5
Gy, vdruhom 17,9 Gy). Treti model, s maximovou normou, dosiahol jednoznaéne
voxelov, zatial’ ¢o v prvych dvoch modeloch sa davky rozdelili rovnomernejsie.

Z histogramov je vidiet’ najvacsi rozdiel v Ziareni dodanom do tumoru — v prvom
modeli sa davky pohybuju na intervale [79,31;80,42], v druhom na [79,99;80,00]
a v tretom podobne na [79,99;80,00], pricom v poslednych dvoch sa obe hranice liSia az
na 9. desatinnom mieste.

Davka v nadore (1) Davka v krit. organoch (1) Davka v norm. tkanive (1)
15 20 15
= = =
K= =] =]
= 10 = = 10
g 2 10 =
g5 | g5
L=} =] (=]
=N =N =
0 0 0
79 795 80 805 5 10 15 5 10 15 20
velkost davky velkost davky velkost davky
Davica v nadore (2) Davica v krit. organoch (2) Davka v norm. tkanive (2)
B B0 20
s s s
% 4 = 40 %
o (=] o
= = = 1[]
g 2 g 20 g
(=] o (=]
=5 =% =5
0 . 0 0
80 80 80 b 10 15 20 5 10 15 20
velkost davky velkost davky velkost davky
Davia v nadore (3) Davica v krit. organoch (3) Davka v norm. tkanive (3)
B 150 15
s s s
= 4 = 100 = 10
o (=] o
= = =
T 2 =D = 5
(=] =] (=]
o | o o
0 ; 0Ll— 0
80 80 80 B 10 12 14 5 10 15 20
velkost davky velkost davky velkost davky
Obr. 13 RozlozZenie davky Ziarenia pre modely ¢. 1, 2, 3
v nadore, kritickych organoch a normalnom tkanive
Zaver

Prvy (kvadraticky) model bol pre naSe podmienky paradoxne najmenej prisny na
dodrZanie predpisanej davky pre nador, treti model obsahoval najviac kritickych

voxelov nad stanovenou hornou hranicou, avsak maximalne prekrocenie bolo spomedzi
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vel'mi podobne.

3.3 Penaliza¢ny model s kombinovanymi normami

Ked'Zze kazda norma ma predsa len iné vlastnosti, skusili sme si z predoslych

modelov nakombinovat’ nas vlastny, ktorym by sme sledovali nasledujuce ciele:

- odchylka davky Ziarenia v nadore od predpisanej davky by mala byt’ celkovo ¢o

najmensia,
- v kritickom tkanive poZadujeme nizku maximalnu odchylku davky Ziarenia,

- normalne tkanivo dostane davku maximéalne rovnu hornej hranici NUB, pricom

razne nepreferujeme vysoke davky.

Aj na zaklade vysledkov z predoSlych pozorovani sme zostavili nasledujuci model

s tymi istymi podmienkami na ohrani¢enia TG, CUB, NUB ako predtym:

. W Wy 2
min — [|Arx = TG, + wc [[(Acx — CUB) 4 ||, + — [[(Ayx — NUB). I,
mr my

x = 0.

Zaver
Déavka v nddore sa pohybovala na doteraz najmensom intervale [80,00;80,00]
s rozdielom Ccisel az na 9. desatinnom mieste, maximalna davka v kritickom tkanive

opét’ nadobudla 12,2 Gy a davka v normalnom, zdravom tkanive ostala pod 20 Gy.

Davka v nadore Davka v kritickych arganoch Davka v normalnom tkanive
B 150 15
5 6 5 5
- = 100 = 10
= == =
L=} o L=}
= 4 = =
g g 5 -
2 5 S 2
0 . : 0 0
80 80 80 80 B 10 12 14 5 10 15 20
velkost davky velkost davky velkost davky

Obr. 14 Histogramy rozlozenia davky v kombinovanom modeli
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3.4 Trade-off analyza modelu s L,-normou

Predchadzajuce modely sa daju chapat’ aj ako skalarizované viackriteridlne

lohy, kde i-ty model je vektor t¢elovych funkcii rovny F;(x), prei=1, 2, 3:

min o F;(x) = (07, we, o) F; (%),

lArx-TGl|; larx-TGll,
mr mr
lA7x = TGl
lI(Acx—CUB)4 I3 [ Ncx—cuB).l, | _ =
Fi(x) = (Cm—)” () = | ————— |, F3(x) ={ llAcx — cuB)l,, ).
I(Anx=NUB). |15 N +lly
my my

Pod skalarizaciou rozumieme obmenu problému vektorovej Géelovej funkcie na
skalar, v naSom pripade pomocou vektora w = (wr, w¢, wy), ktory je mozné chapat’ aj
ako vektor vah — ak ndm viac zalezi na minimalizovani j-tej ucelovej funkcie,
vynasobime ju vy$8im c¢islom (vahou) oproti ostatnym vaham. Skalarizacia problému
viacerych ucelovych funkcii je Standardnym rieSenim viackriterialnych Gloh,

prostrednictvom ktorého najdeme Pareto optimalne!, prip. optimalne riesenie (39).

Pre r6zne vahy dostaneme (zvidc¢sa) rozne rieSenia, preto sme sa rozhodli skimat’
rozne kombinacie vah a uplatnit’ tzv. trade-off analyzu, ktora skiuma, ako ve'mi musime
zhorsit” funkénu hodnotu jednej alebo viacerych ucelovych funkcii, aby sme zlepSili
funkéna hodnotu inych (39). Zamerali sme sa iba na vahy wr, w. (wy sme zafixovali na
1):

wy=1

(,L)T+ O)CZZ.

A uvazovali sme treti model, t.j. min w F5(x):

min wr ||Arx —TG|l, + wc [[(Acx — CUB)L||, + wp [(Ayx — NUB) .||,
x = 0.
Pozorovania
Z vysledkov v (Tab. 1) mézeme vidiet', ze uz len maly pokles o |Aw.| = 0,02

urobil dramatické narasty vo funkénej hodnote odchylky v Kritickych organoch. Treti

! Definiciu Pareto optimalneho riesenia sme uviedli v 2.1.4.
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stipec ukazuje relativnu doleZitost’ kritéria ||(Acx — CUB).|l, oproti [[Arx — TG||,,
¢im viac sa kladol doraz na kritérium ohl'adom kritickych organov, tym bola aj jeho
funk¢na hodnota nizsia. Vysledky funkénych hodnét pre vSetky skiimané (wr, we) sU
zakreslené na (Obr. 15), pricom vyznacené body, ktoré st zlomovymi bodmi trade-off
krivky, su zaznamenané aj v (Tab. 1).

Wce

or | o | oo | on | 'R0 | IArx=TGll, | IAcx = CUBIL, | lI(Ayx = NUB)II,,
025|1,75| 7 | 1 |3,82615| 13,44367 8,2919 x 10°® 0
02717364 | 1 (378223 521131 1,24360 0
02917159 1 |373481| 3,49001 1,52709 0
032|168 53| 1 |368340| 1,73379 1,84157 0
034|166|49| 1 |362823| 0,51308 2,08002 0
037|163 |44| 1 |356859 841871 % 10 2,18828 0
1 | 1 | 1|1 |2718828]3,16898 x 107 2,18828 0

Tab. 1 Funkéné hodnoty jednotlivych kritérii vektorovej uéel. funkcie pri réznych vahach

trade-off krivka
25 ! T ! ! ! !

normiAcriticalx-CUB Inf)

normiAtarget*x-TG, Inf)

Obr. 15 Trade-off krivka
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Napokon vykreslime eSte zavislost |[(Acx — CUB). |, [[Arx — TGl
(IICAyx — NUB) ||, je stale nulové) od wr, kde vidime, Ze ked je kladeny ovel'a vicsi
dbéraz na nador, norma odchylky od predpisanej davky pre nador dosahuje svoje
minimum, zato ked’ neprihliadame az tak na odchylku od TG, tak norma rozdielu A;x

a TG skutoc¢ne dosahuje svoje najvyssie hodnoty.

1571 L

L

.

norm{Acritical*x-CUB, Inf) norm(Atarget“x-TG. Inf)

Obr. 16 Zavislost’ kritérii od meniacej sa vahy

3.5 Porovnanie s modelom s elastickymi ohrani¢eniami

V212 sme medzi linearnymi modelmi wuviedli model s elastickymi
ohrani¢eniami od Holdera (27), ktory sa stal predmetom nasho d’alSicho skimania.
Z doteraz skimanych modelov sme zostavili podobny model, ktory sa najviac podobal
elastickému modelu atieto porovnavali pre r6zne vahy. Pre potreby tychto modelov
sme zaviedli nové parametre — dolnud hranicu pre davku v nddore TLB = 75 Gy a hornu

hranicu pre davku v nadore TUB = 85 Gy.
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Model s elastickymi ohrani¢eniami:

minwlTa + ulp + uly
TLB—La < Arx <TUB
Acx <CUB + Ugf
Ayx < NUB + Uyy
0< La <TLB
—CUB < U.p
0< Uyy

0< x,

model podobny sme urcili nasledovny:

= a) 1 1
min - I(TLB — Arx).Il, + e 1(Acx = CUB). I, o I(Ayx = NUB). Il

Arx <TUB

x =0,

nakol’ko spiiia charakter toho elastického — v nadore zabrafiuje vys$sej davke Ziarenia
ako TUB, kedze La je nezaporny vektor, penalizujeme len kladne odchylky medzi
dolnou hranicou davky a skuto¢nou davkou pre nador a napokon aj medzi skuto¢nou

davkou v kritickom a normalnom tkanive a ich hornymi hranicami.

Pozorovania

Pozrime sa, ako vyzeraju modely pre w = 1 (Obr. 17). Mézeme si vSimnut’, Ze
rozlozenie davky Ziarenia v nadore je takmer rovnaké, oba modely dodavaji do vacsiny
nadoru spodnt hrani¢ni davku 75 Gy. V zdravom tkanive vSak penalizacny model
rozklada davku Ziarenia na SirSom intervale. Viditelne sa liSia len vo voxeloch
kritickeho tkaniva: prvy, elasticky model ma medidn 11,28 Gy a 60,5% voxelov
sdavkou v rozmedzi 11-11,5 Gy, zatial' ¢o druhy, penalizatny model ma median
priblizne 10 Gy a 52% lezi na intervale 9,5-10,5 Gy. V kritickom tkanive sa aj vyrazne
liSia aj maximalne davky — kym v elastickom modeli je to 11,28 Gy, v penalizacnom je
to az 15,91 Gy.
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Obr. 17 RozlozZenie davky Ziarenia v elastickom (1) a penaliza¢nom (2) modelis w = 1

Pozrime sa na iné vahy. V CVX-e sme vyrieSili subor uloh pre vahu w na

logaritmickom priestore od 10° po 10°. V (Tab. 2) sa nachadzaju vysledky pre elasticky

model, ktoré sa od pociatocnych hodndt s vdhou w = 1 takmer neliSia. Podobne sa

spraval aj penalizacny model (Tab. 3), ktory si tiez zachoval formu zo stavu

s jednotkovou vahou.

ELASTICKY MODEL

w Néadorové tkanivo Kritické tkanivo Zdravé tkanivo
min | median | max | min | median | max | min | median | max
1 |75.000| 75.000 |85.000|7.701| 11.277 |11.277|7.597| 11.391 |16.531
5,62 |75.000| 75.000 |85.000|7.701| 11.277 |[11.277|7.597| 11.391 |16.531
31,6 |75.000| 75.000 |85.000|7.701| 11.277 |[11.277|7.598| 11.391 |16.531
177,8|75.000| 75.000 |85.000|7.702| 11.277 |11.277|7.599| 11.391 |16.528
1000 | 75.000| 75.001 |84.999|7.706| 11.277 |11.278|7.607| 11.393 |16.510

Tab. 2 Minimum, maximum a median pre elasticky model s w > 1
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PENALIZACNY MODEL

w Nadorové tkanivo Kritické tkanivo Zdravé tkanivo
min | median | max | min | medidn | max | min | median | max
1 |75.000 75.000 | 85.000 | 7.280 10.000 | 15.906 | 6.288 11.189|18.060
5,62 | 75.000 75.000 | 85.000 | 7.280 10.000 | 15.906 | 6.288 11.189|18.060
31,6 |75.000| 75.000(85.000(7.280| 10.000|15.906|6.288| 11.189|18.060
177,8|75.000| 75.000|85.000|7.280| 10.000|15.906|6.288| 11.18918.060
1000 | 75.000| 75.000(85.000|7.280| 10.000|15.906|6.288| 11.189|18.060

Tab. 3 Minimum, maximum a mediin pre penalizaény model s w > 1

Zaujimaveé je, Ze pre vahu w > 1 sa model sprava takmer identicky. Avsak pri

skimani vahy w < 1 sme si vSimli, Ze od 0,16 niZSie model zrazu nadobudne Uplne iné

hodnoty. Demonstrovali sme to na mediane kritického tkaniva (Obr. 18), ktory

z doterajsich 75 Gy zrazu spadol na &isla radu 10 az 10™°.

Zaver

Pre vahu zvoleni vysSiu ako 1 (w > 1) si elasticky a penalizaény model

zachovavaji podobnt Strukturu, markatny rozdiel je vidiet' v kritickom tkanive, kde

elasticky model sustreduje davku do vysSiecho mnozstva Gy ako v penalizatnom

a davka Ziarenia v normalnom tkanive sa pohybuje na menSom intervale. Akonahle by

sme vSak zvolili vahu niZSiu ako 1, m6zu nam hodnoty davok pre kritické, normalne aj

nadorové tkanivo klesnut' uplne, nakolko premenné a a B nadobnl extrémnejSie

hodnoty.
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Median davky v kritickom tkanive v elast. modeli
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Obr. 18 Median davky ziarenia v kritickych voxeloch v elastickom modeli v zavislosti od vahy w
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Zaver

Ciel'om prace bolo spracovat’ tematiku optimalizacie v radioterapii, predstavit
vyuzitie tejto matematickej discipliny aj v praktickom medickom prevedeni. Pocas
prace sme nadobudli zakladny prehl'ad problematiky, nakolko UpIné vycerpanie tejto
témy presahuje rozmer bakalarskej préce.

U citatel'a sme nepredpokladali znalost’ pojmov z oblasti radioterapie, preto sme
v kapitole 1 pribliZzili pojem radioterapia 1.1, prehlad jej vyvoja 1.2, na akom
biologickom principe funguje 1.3, aké pristroje sa v sucasnosti vyuzivaju 1.5, nakol’ko
tie su ¢asto predavané aj spolu s planovacimi systémami, ktoré optimalizuji parametre
ozarovania. V 1.6 sme sa venovali rozdeleniu radioterapie s dérazom na radioterapiu

s modulovanou intenzitou (IMRT), od ktorej sme sa odvijali po zvySok préace.

2. kapitola bola, ako sme predpokladali, systematickou prehl'adovou castou.
Taziskom nasho stthrnu optimalizaénych tloh sa stal problém intenzity, kde sme uviedli
nieckol’ko modelov zalozenych na penalizacii vyssej alebo nizsej davky ako je povolena.
Cerpajuc najmi z (24), (27), (28), (32) a (33) sme uviedli optimalizaéné ulohy
zatriedené do niektorej z podkapitol 2.1.2-2.1.5. Poukazali sme na to, Ze zdkladn& tloha
2.1.1 moéze byt nepripustnd, a preto vyvstala potreba modelov, kde sa polavi zo
striktného dodrzania hornych adolnych obmedzeni. Sledovali sme, Ze mnohé
penaliza¢né ulohy sa lisili len v Specifikacii normy. V literatdre (24) sme narazili aj na
uplne iné typy ucelovych funkecii, av§ak tie sme z nasej prace vylucili. V geometrickom
a realizatnom probléme sme len struéne popisali zdkladni myslienku danej
problematiky. Predpokladali sme, Ze C¢Citatel je zdatny v oblasti linearneho ¢i
nelinedrneho programovania, naSe texty sme preto doplnili len o definiciu Pareto

optimalneho rieSenia v ramci viackriterialnej optimalizacie.

Po prehl'ade niekolkych optimalizaénych tuloh sme sa rozhodli si modely
naprogramovat a porovnat. CVX pohodlne zvladalo tieto ulohy linedrneho
a nelinedrneho programovania. V 3.1 sme si najskor overili nepripustnost’ zakladného
modelu a nasledne tak skumali spravanie ostatnych modelov s danymi parametrami.
Dalim krokom (3.2) bolo porovnanie penalizaénych modelov s réznymi normami, kde

predpisand davku pre tumor najlepSie splnil model s jednotkovou normou, kdezto

vve
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v kritickom tkanive. Na zaklade predoslych vysledkov sme si nakombinovali vlastny
model v 3.3, ktory si zachoval najlepSiu kontrolu nad hot spots v kritickych organoch
a dosiahol este presnejSie predpisant davku v nadore. Doteraz sme skamali modely pri
jednotkovych véhach, v 3.4 sme vSak vysktsali menit vahy pri zachovani vzt'ahu
wr + we =2 vlogaritmickom priestore a podrobili tak model trade-off analyze.
Vyrazné tam vysli dve hodnoty w;: wr = 0,25, wr = 0,37, od ktorych nizSie, resp.
vysSie sa hodnoty prislusnych vyrazov v tcelovej funkcii uz nelisili. Napokon sme sa v
3.5 venovali porovnaniu modelu s elastickymi ohrani¢eniami s modelom penalizacnym,
ktory sa ¢o najviac podobal tomu elastickému. Pri vahe w = 1 elasticky model lepSie
kontroluje hot spots v kritickom tkanive, v zdravom v3ak davka Ziarenia nadobuda svoje
maximum vysSie ako V penalizatnom modeli. Pre tieto vahy sa tato Struktura
zachovava. Zaujimavym zaverom vSak bolo, Ze pre w < 0,16 davky v nadore aj

kritickych organoch zaroven nadobudli neskutocne malé hodnoty.

Tato pracu povazujeme za prinosnu pre ludi, ktori uz majuo vhlad do
matematickej optimalizacie, avSak vobec nepoznaju oblast’ radioterapie a moznost jej
vyuZitia prave tu. Moze slazit ako jednoduchy a prehladny sthrn zakladnej
problematiky optimalizacie v radioterapii pre pedagoégov ¢i laikov. Autorovi
samotnému tato praca odkryla d’alsi kusok sveta, kde sa vysokoskolska matematika

prelina s praktickym vedeckym smerom.
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Priloha 1

[1.1] Generovanie dat

format long;

rand(“state”,0);

n = 100; % number of beamlets in each beam

p = 5; % number of beams

mtarget = 100; % number of tumor (target) voxels
mcritical = 200; % number of voxels of critical organs

mnormal = 250; % number of normal voxels
Atarget = sprand(p*mtarget,n,0.5);
Atarget = Atarget + [5*sprand(p*mtarget,mtarget,0.5)

zeros(p*mtarget,n-mtarget)];

Atarget = full(Atarget);

Atarget = reshape(Atarget, [mtarget,n,p]);
Acritical sprand(p*mcritical,n,0.5);
Acritical full (Acritical);

Acritical reshape(Acritical,[mcritical,n,p]);
Anormal sprand(p*mnormal ,n,0.5);

Anormal full(Anormal);

Anormal reshape(Anormal, [mnormal ,n,p]);

% reshaping to 2D matrices and vectors
Atarget=reshape(Atarget,mtarget,n*p);
Acritical=reshape(Acritical,mcritical,n*p);
Anormal=reshape(Anormal ,mnormal ,n*p);

TG=80*ones(mtarget,1);
CUB=10*ones(mcritical,l);
NUB=20*ones(mnormal ,1);

[1.2]  Nepripustny model — zdrojovy kod k 3.1

cvx_begin quiet
variable x(n*p)
minimize 5
subject to
Acritical*x <= CUB
Anormal*x <= NUB
Atarget*x == TG
X >= zeros(n*p,1)
cvx_end

[1.3] Penaliza¢né modely — zdrojovy kdd k 3.2

wt=1;
wc=1;
wn=1;

% cvx 1. model
cvx_begin quiet

variable x(n*p)

minimize ((wt/mtarget)*sum(square(Atarget*x-
TG))+(wc/meritical)*sum_square_pos(Acritical*x-
CuB)+(wn/mnormal)*sum_square_pos(Anormal*x-NUB))

subject to

X >= zeros(n*p,1)

cvx_end
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% cvx 2. model
cvx_begin quiet

variable y(n*p)

minimize ((wt/mtarget)*norm(Atarget*y-
TG,1)+(wc/meritical)*sum(pos(Acritical*y-
CuB))+(wn/mnormal)*sum(pos(Anormal*y-NUB)))

subject to

y >= zeros(n*p,1)

cvx_end

% cvx 3. model
cvx_begin quiet

variable z(n*p)

minimize (wt*norm(Atarget*z-TG, Inf)+wc*max(pos(Acritical*z-
CUB))+wn*max(pos(Anormal*z-NUB)))

subject to

z >= zeros(n*p,1)

cvx_end

subplot(3,3,1)

hist(Atarget*x, [min(Atarget*x):0.05:max(Atarget*x)])

title("Davka v nadore (1)7)

xlabel ("velkost davky®);

ylabel ("pocet voxelov™);
subplot(3,3,2)

hist(Acritical*x,mcritical/5)

title("Davka v krit. organoch (1)")

xlabel ("velkost davky®™);

ylabel ("pocet voxelov™);
subplot(3,3,3)

hist(Anormal*x,mnormal/5)

title("Davka v norm. tkanive (1))

xlabel ("velkost davky®);

ylabel ("pocet voxelov™);
subplot(3,3,4)

hist(Atarget*y, [min(Atarget*y):0.05:max(Atarget*y)])

title("Davka v nadore (2)7)

xlabel ("velkost davky®);

ylabel ("pocet voxelov™);
subplot(3,3,5)

hist(Acritical*y,mcritical/5)

title("Davka v krit. organoch (2)")

xlabel ("velkost davky®);

ylabel ("pocet voxelov™);
subplot(3,3,6)

hist(Anormal*y,mnormal/5)

title("Davka v norm. tkanive (2)")

xlabel ("velkost davky®);

ylabel ("pocet voxelov™);
subplot(3,3,7)

hist(Atarget*z, [min(Atarget*z):0.05:max(Atarget*z)])

title("Davka v nadore (3)7)

xlabel ("velkost davky®™);

ylabel ("pocet voxelov™);
subplot(3,3,8)

hist(Acritical*z,mcritical/5)

title("Davka v krit. organoch (3)")

xlabel ("velkost davky®);

ylabel ("pocet voxelov™);

59



subplot(3,3,9)
hist(Anormal*z,mnormal/5)
title("Davka v norm. tkanive (3)")
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov™);

%tabulka

fprintf( 1, "model F(X) norm(Atarget*x-TG)
norm(Acritical*x-CUB) norm(Anormal*x-NUB)\n*" );

fprintef(C 21, *-\----—----o- -0 o o o e ——————————— -
——————————————————————————— \n" );

fprintf( 1, "1 %8.4e  %8.4e %8.4e %8.4e\n",
(wt/mtarget)*sum(square(Atarget*x-
TG))+(wc/meritical)*sum_square_pos(Acritical*x-
CuB)+(wn/mnormal)*sum_square_pos(Anormal*x-NUB), sum(square(Atarget*x-
TG)), sum_square_pos(Acritical*x-CUB), sum_square_pos(Anormal*x-NUB));
fprintf( 1, "2 %8.4e  %8.4e %8.4e %8.4e\n",
(wt/mtarget)*norm(Atarget*y-TG, 1)+(wc/mcritical)*sum(pos(Acritical*y-
cuB))+(wn/mnormal)*sum(pos(Anormal*y-NUB)), norm(Atarget*y-TG,1),
sum(pos(Acritical*y-CUB)), sum(pos(Anormal*y-NUB)));

fprintf( 1, "3 %8.4e  %8.4e %8.4e %8.4e\n",
wt*norm(Atarget*z-TG, Inf)+wc*max(pos(Acritical*z-
cuB))+wn*max(pos(Anormal*z-NUB)), norm(Atarget*z-TG, Inf),
max(pos(Acritical*z-CUB)), max(pos(Anormal*z-NUB)));

[1.4] Penaliza¢ny model s kombinovanymi normami — zdrojovy kéd k 3.3

wt=1;
wc=1;
wn=1;

cvx_begin quiet
variable x(n*p)
minimize ((wt/mtarget)*norm(Atarget*x-
TG, 1)+wc*max(pos(Acritical*x-
CuB))+(wn/mnormal)*sum_square_pos(Anormal*x-NUB))
subject to
X >= zeros(n*p,1)
cvx_end
cvx_optval

subplot(1,3,1)
hist(Atarget*x, [min(Atarget*x):0.05:max(Atarget*x)])
title("Davka v nadore®)
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov™);
subplot(1,3,2)
hist(Acritical*x,mcritical/5)
title("Davka v kritickych organoch®)
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov™);
subplot(1,3,3)
hist(Anormal*x,mnormal/5)
title("Davka v normalnom tkanive®)
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov™);
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[L.5] Trade-off analyza — zdrojovy kod k 3.4
wn=1;

% Bogspace

clear ml;

clear m2;

clear m3;

m1(1)=0;

m2(1)=0;

m3(1)=0;

wt2=logspace(-3,10g10(1.999),100);

fprintf( 1, “wt norm(Atarget*x-TG, Inf) norm(Acritical*x-
CUB, Inf) norm(Anormal*x-NUB, Inf)\n" );

fprintfC 1, "---—-——-—-—-——-—1--" b b b b e ——————————

————————————————————————————————— \n® )
for j=1:length(wt2)

% cvx

fprintf( 1, “%8.4e", wt2(g) );

clear vy;

cvx_begin quiet

variable y(n*p)

minimize (wt2(g)*norm(Atarget*y-TG, InF)+(2-
wt2(§))*max(pos(Acritical*y-CUB))+wn*max(pos(Anormal*y-NUB)))

subject to

y >= zeros(n*p,1)

cvx_end
m1l(§J)=norm(Atarget*y-TG, Inf);
m2(J)=max(pos(Acritical*y-CUB));
m3(J)=max(pos(Anormal*y-NUB));
fh(@)=wt2(G)*norm(Atarget*y-TG, InF)+(2-wt2(j))*max(pos(Acritical*y-
CuUB))+wn*max(pos(Anormal*y-NUB)) ;

fprintf( 1, * %8.4e %8.4e %8.4e\n", m1(g),
m2(g), m3d) );
end

%trade-off curve

plot(mi, m2, "*",ml, m2, "-° );
xlabel ( "norm(Atarget*x-TG,Inf)" );
ylabel (. "norm(Acritical*x-CUB,Inf)" );
title("trade-off krivka®);

grid on

%3D plot

plot3(ml,m2,wt2)

xlabel (. "norm(Atarget*x-TG,Inf)" );
ylabel (. "norm(Acritical*x-CUB,Inf)" );
zlabel ("wt™);

grid on

axis square

[1.6] Porovnani s modelom s elastickymi ohrani¢eniami — zdrojovy kéd k 3.5

wc=1;

wn=1;
TUB=85*ones(mtarget,1);
TLB=75*0ones(mtarget,1);
CUB=10*ones(mcritical,l);
NUB=20*ones(mnormal ,1);
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%absolute analysis
1=(1/mtarget)*ones(l,mtarget);
uc=(1/mcritical)*ones(1l,mcritical);
un=(1/mnormal)*ones(l1,mnormal);
L=eye(mtarget);

Uc=eye(mcritical);

Un=eye(mnormal);

%%w<1
w=linspace(0.01,0.2,20);
for i=1:length(w)
% cvx elasticky X
cvx_begin quiet
variables x(n*p) alpha(l) beta(l) gamma(l);
minimize
(w(i)*1*alpha*ones(mntarget,1l)+uc*beta*ones(mcritical,l1l)+un
*gamma*ones(mnormal, 1))
subject to
TLB - L*alpha*ones(mntarget,l) <= Atarget*x <= TUB
Acritical*x <= CUB + Uc*beta*ones(mcritical,l)
Anormal*x <= NUB + Un*gamma*ones(mnormal,1)
zeros(mtarget,1l) <= L*alpha*ones(mtarget,1l) <= TLB
-CUB <= Uc*beta*ones(mcritical,l)
zeros(mnormal ,1) <= Un*gamma*ones(mnormal ,1)
X >= zeros(n*p,1)
cvx_end

% cvx kombinovany normovy y
cvx_begin quiet
variable y(n*p)
minimize ((w(i)/mtarget)*sum(pos(TLB-
Atarget*y))+(wc/mecritical)*sum(pos(Acritical*y-
CcuB))+(wn/mnormal)*sum(pos(Anormal*y-NUB)))
subject to
y >= zeros(n*p,1)
Atarget*y <= TUB

cvx_end
Xmale(:,1)=X;
Ymale(:,1)=y;

koeff(i,:)=[alpha beta gamma];
end

for i=1:length(w)
krit_med_el(i)=median(Acritical*Xmale(:,1));
end

% median davky v kritickom tkanive

plot(w,krit_med_el)

title("Median davky v kritickom tkanive v elast. modeli™)
xlabel ("vaha");

ylabel ("davka (Gy)~");

grid on

%%w>=1

w=logspace(0,3,5);

for i=1:length(w)

% cvx elasticky X
cvx_begin quiet
variables x(n*p) alpha(l) beta(l) gamma(l);
minimize
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(w(i)*1*alpha*ones(mtarget,1l)+uc*beta*ones(mcritical,l1l)+un
*gamma*ones(mnormal, 1))

subject to
TLB - L*alpha*ones(mtarget,l) <= Atarget*x <= TUB
Acritical*x <= CUB + Uc*beta*ones(mcritical,l)
Anormal*x <= NUB + Un*gamma*ones(mnormal,1)
zeros(mtarget,1l) <= L*alpha*ones(mtarget,1) <= TLB
-CUB <= Uc*beta*ones(mcritical,l)
zeros(mnormal ,1) <= Un*gamma*ones(mnormal,1)
x >= zeros(n*p,1)

cvx_end

% cvx kombinovany normovy y

cvx_begin quiet

variable y(n*p)

minimize ((w(i)/mtarget)*sum(pos(TLB-
Atarget*y))+(wc/mcritical)*sum(pos(Acritical*y-
CcuB))+(wn/mnormal)*sum(pos(Anormal*y-NUB)))

subject to
y >= zeros(n*p,1)
Atarget*y <= TUB

cvx_end

Xvelke(:,1)=x;

Yvelke(:,i)=y;

koeff (i, :)=[alpha beta gamma];

end

% histogram pre w=1
subplot(2,3,1)
hist(Atarget*Xvelke(:,1),20)
title("Davka v nadore (1)7)
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov®);
subplot(2,3,2)
hist(Acritical*Xvelke(:,1),mcritical/10)
title("Davka v krit. organoch (1)")
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov®);
subplot(2,3,3)
hist(Anormal*Xvelke(:,1),mnormal/5)
title("Davka v norm. tkanive (1))
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov®);
subplot(2,3,4)
hist(Atarget*Yvelke(:,1),20)
title("Davka v nadore (2)7)
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov®);
subplot(2,3,5)
hist(Acritical*Yvelke(:,1),mcritical/20)
title("Davka v krit. organoch (2)")
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov®);
subplot(2,3,6)
hist(Anormal*Yvelke(:,1),mnormal/5)
title("Davka v norm. tkanive (2)")
xlabel ("velkost davky®);
ylabel ("pocet voxelov®);
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% tabulka min/median/max
for i=1:length(w)

tab_el (i, :)=[min(Atarget*Xvelke(:,1)) median(Atarget*Xvelke(:,i1)) ...

max(Atarget*Xvelke(:,1)) min(Acritical*Xvelke(:,1)) ...
median(Acritical*Xvelke(:,1)) max(Acritical*Xvelke(:,1)) ...
min(Anormal*Xvelke(:,1)) median(Anormal*Xvelke(:,1)) ...
max(Anormal*Xvelke(:,i1))];

tab_pen(i, :)=[min(Atarget*Yvelke(:,1)) median(Atarget*Yvelke(:,i)) ...

max(Atarget*Yvelke(:,1)) min(Acritical*Yvelke(:,1)) ...
median(Acritical*Yvelke(:,1)) max(Acritical*Yvelke(:,i1)) ...
min(Anormal*Yvelke(:,1)) median(Anormal*Yvelke(:,i)) ...
max(Anormal*Yvelke(:,i1))];

end
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