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Abstrakt

V tejto praci skimame Specidlny druh priamkovej linearnej regresie - Thei-
lovej regresie. Skimame odhad pre sklon, interval spolahlivosti a testy. Po-
rovnavame jej vlastnosti s metédou najmensich Stvorcov pri réznych roz-
deleniach chyb merania. Druhd kapitola sa snazi dokazaf, Ze balik mblm v
softvéri R pouziva zli metédu na pocitanie intervalu spolahlivosti pre sklon.
Uvadzame ddkaz pre pripad n = 5, v ktorom je problém zredukovany na
vypocet dobre definovaného konec¢ného integralu. V poslednej kapitole sa
snazime zostrojif novy odhad pre sklon, ktory kombinuje dobré vlastnosti

Theilovej metédy a metédy najmensich stvorcov.

1i¢ové slova: Theilova regresia, mblm.R, Wilcoxonova metdéda



Abstract

In this paper we examine specific kind of linear regression - Theil‘s regres-
sion. We investigate an estimate of slope, confidence interval and tests. We
compare its properties with the least squares method under different distri-
butions of measurement error. Second chapter aims to prove that the mblm
package in software R uses wrong method for computation of a confidence
interval for slope. We provide a proof for case n = 5, in which the problem
is reduced to computation of a well defined finite integral. In last chapter we
attempt to construct new estimate for slope that combines good properties

from both Theil‘'s method and least squares method.

Key words: Theil's regression, mblm.R, Wilcoxon‘s method
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Uvod

Medzi casto pouzivané metody statistiky, ktoré si bezne vyuzivané vo vset-
kych vednych odboroch, patri linedrna regresia. Najbeznejsim druhom tejto
regresie byva takzvand metdda najmensich Stvorcov, ktora sa ujala najméi
pre svoju jednoduchost a Tahkt pochopitelnost. Pri normélnych rozdeleniach
odchylok je tato metéda dokédzatelne aj najlepSou, ale ukazuje sa, Ze je znac¢ne
nerobustné. Preto najméi pri rozdeleniach chyb s tazkymi chvostami, akymi
je napriklad Cauchyho alebo Laplaceovo rozdelenie, dochadza k zna¢nym ne-
presnostiam v odhade sklonu a priese¢niku regresnej priamky. Takisto pre
data s outliermi nie je tato metdéda najvhodnejsia. Vyhodou Theilovej re-
gresie je robustnost a takisto lahk4 pochopitelnost, preto méa zmysel sa jej
venovat a porovnavat ju s inymi metédami. V tejto bakalarskej praci uve-
dieme princip Theilovej metddy a poktsime sa ju vylepsit. S odhadmi sklonu
regresnej priamky tizko suvisia aj testy o skuto¢nej hodnote sklonu. Jednym
z nich je test priamo vyuzivajuci odhad metddy najmensich stvorcov. Theil
okrem svojho odhadu uvadza aj test, ktory je vSak neparametricky a do-
konca ani nevyuziva prislusny odhad. Preto ma takisto zmysel tieto testy
porovnavat, ¢o tiez popisuje tato praca. A nakoniec, najcastejsie pouzivany
matematicky softvér R obsahuje jediny balik, ktory poskytuje pouzitie tychto
metod. Ukazuje sa vSak, ze zdrojovy kéd je postaveny na chybnych zakladoch
a intervaly spolahlivosti nedosahuju pozadovant spolahlivost. V tejto praci

sa venujeme simulacnému aj teoretickému zdovodneniu tejto chybovosti.



Kapitola 1

Zakladny model

N&s model bude zostaveny ako v [1]. V kazdej z n nezavisle fixovanych hod-
not iy, xs,- -+ ,x, ndhodnej premennej (prediktoru) x pozorujeme hodnotu
ndhodnej premennej Y (odpovede). Takto dostdvame mmnozinu pozorovani
Y1,Ys, ..., Y, kde Y; je hodnota odpovede, ked x = ;. Predpokladame, ze
bez ujmy na vSeobecnosti plati 1 < 1o < -+ < x,.

Predpoklady

Nas priamkovy model méa tvar
K:a+6xi+€ia i:1727"'7n7

kde z; a Y; st zndme pozorovania, « (priesecnik) a § (sklon) nezndme para-
metre, ktoré sa pokusame odhadnit a e; je pre kazdé i ndhodna premennad z
toho istého rozdelenia so spojitou hustotou. Navyse su tieto chyby e; navza-
jom nezavislé.

NagSou tlohou je ¢o moZno najlepsSie na zéklade ziskanych dat odhadnut vel-
kost parametrov « a 5. Obtiaznost tejto tlohy zavisi od hustoty rozdelenia
chyby ¢, ¢ uz zndmej, alebo nie. Standardne sa v linedrnej regresii pred-
poklada, %e chyby pochadzajt z rozdelenia N(0,02). V tomto pripade sa
za odhad parametra [ berie odhad ziskany metédou najmensich Stvorcov.
Tento odhad je jeden z najlep$ich, aky mozeme v danom pripade pouZit, o

¢om hovori aj nasledujtica veta.
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Veta 1.1 (Gauss-Markov). Nech platia vSetky predpoklady zo zaciatku kapi-
toly. Nech X je matica pldnu, t.j. matica s progm stlpcom rovngm jednot-
kovému vektoru dizky n a druhym stlpcom rovnym vektoru (x1,xs,- -+ ,x,)%.
Potom odhad 3 = (XTX) 1 XTY, ktory ziskame minimalizovanim sumy re-

zidui Y (Vi — 23:1 ﬁAinij)Q, je BLUE pre a = 31 a 8 = fs.

Tato veta je standardnym vysledkom v pravdepodobnosti a Statistike a da
sa najst v mnohych ucebnych materidloch ako aj v [3]. Problémom je, Ze
v skutocnosti chyby z norméalneho rozdelenia niekedy nebyvaji a v drvivej
sa Casto stava, ze data obsahuju outlierov, na ktorych je metdéda najmensich
Stvorcov obzvlast citliva, pretoZe sa radi medzi nerobustné metdédy (da sa
ukézat, ze tento odhad sklonu 3 pomocou MNS je vaZenym priemerom sklo-
nov vSetkych priamok, ktoré vieme z nasich n dat vyrobit). Na nasledujtcich
obrazkoch vidno, ako sa pokazi odhad regresnej priamky, ak nemame data z

normaéalneho rozdelenia.
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Obr. 1.1: Chyby z N(0,1) Obr. 1.2: Chyby z Cauchy(0,1)

Cervenou je vyznacend skutoéna priamka a zelenou je odhadnutéd MNS.
Ako si mozeme vSimnit, outliery ndm znac¢ne pokazili najmi odhad sklonu.
M4 preto vyznam zaoberat sa robustnymi metédami, akou je Theil-Senova

metoda.
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1.1 Theil-Senova metéda odhadu sklonu re-
gresnej priamky

Prirodzeny napad, ktory dostaneme po zisteni, ze MNS je vaZenym prieme-

rom, je nebrat priemer sklonov, ale ich mediin

A VoY o
B =med{t;;lti; = < 1 <i<j<n}

X;—X;
Analogicky definujeme aj odhad pre priese¢nik

Y; X; —YiX; o
& = med{t; ;|t;; = w, 1<i<j<n}.
Obr. 1.3: Chyby z N(0,1) Obr. 1.4: Chyby z Cauchy(0,1)

Na obréazkoch vidime, ako by nasa priamka dopadla, ak by sme pouzili The-
ilov odhad pre sklon. Cervenou je vyznacena skuto¢na priamka, zelenou je
odhadnutd MNS a modrou Theilov odhad.

Je vidno, Ze tato metdda si zachovava celkom slusni presnost pre chyby z
normalneho rozdelenia, ale pri rozdeleni s tazkymi chvostami bude na tom
zrejme omnoho lepsie ako MNS. Nasledujiica tabulka simulécii ukazuje prie-

mernt hodnotu, o ktord sa pomylili obidve metédy pri 10 000 simulaciach
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dat pre fixované n = 20, hodnoty x; = i a rozdielne rozdelenia chyb. Sku-
to¢ny sklon bol nastaveny na hodnotu g = 2, skuto¢ny priesec¢nik na hodnotu
a = 3. Déta Y; boli nasimulované podla nasho modelu zo zaciatku kapitoly

a nasledne sa spravili odhady pomocou MNS aj Theila.

Tabulka 1.1: Priemerné stvorce odchylok sklonov 3
Rozdelenie chyby Theilov odhad Odhad MNS Pomer chyb v %

N(0,1) 0.001617324  0.001483357 91.72
Cauchy 2o =0,y =1 0.007178022 207.9608 2897188.11
Laplaceovo A =1 0.002309322  0.002956753 128.04
N(0,1), jeden outlier  0.002026732 0.01693216 835.44

Tabulka 1.2: Priemerné $tvorce odchylok odhadov priese¢nikov «
Rozdelenie chyby Theilov odhad Odhad MNS Pomer chyb v %

N(0,1) 0.2776968 0.2269701 81.73
Cauchy zop =0,v=1 0.8687903 11542.08 1328523.12
Laplaceovo A = 1 0.3234315 0.3549759 109.75

N(0,1), jeden outlier 0.327196 0.6114294 186.87

Stipec "Pomer chyb v %” udava, aké velka je chyba MNS oproti Theilovej
metdde. Mozeme vidiet, Ze Theilov odhad je daleko lep$im odhadom, pokial
chyby nepochédzaji naozaj z normalneho rozdelenia. Ani v tomto pripade
sa ale nemusime baf tento odhad pouzit, pretoze odhad MNS nedosahuje
az o tolko lepSie vysledky. Okrem odhadovania vsak Castokrat potrebujeme
testovat hypotézu o sklone regresnej priamky alebo vypocitat interval spo-
Tahlivosti. Praca Theila spoc¢iva najmé v tom, Ze si uvedomil stvislost sklonov
a priesecnikov s Kendallovym 7-rozdelenim. V dalSej Casti sa venujeme prave
tymto dvom tloham a tiez porovnaniu uspesnosti pouzitia tychto metdd s

metédami vytvorenymi na zaklade odhadu MNS.
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1.2 Theil-Senovo testovanie sklonu regresnej
priamky
Testujme najprv hypotézu v tvare
Hy: B = Bo.

Nech Dy, =Yy, — Bo X = (8 — Bo) Xk +  + &i. Za predpokladu, ze Hy plati,
mozeme tvrdit, Ze hodnoty D), nezavisia od hodnot Xj. To je zrejme to isté,
ako tvrdif, Ze ich koreldcia je nulova. Vhodnym korela¢nym koeficientom je

Kendallov korela¢ny koeficient, ktorého odhad najdeme podla [4]:

n—1 n
2
T=——— sgn(D; — D;)sgn(X; — X;) =
n(n—1) ;j;l J J
9 n—-1 n
= — sgn(D; — D;).
n(n—1) ;j;l (D; )

Posledna rovnost plati vdaka usporiadaniu naSich X;. Rozdelenie tejto Sta-
tistiky ale pozname. Je nim prave Kendallovo 7-rozdelenie. Tato skutocnost
nam umoziiuje urcit extrémnu kladnost alebo extrémnu zapornost 17" a kon-
trolovat tak chybu prvého druhu. Na zdklade toho je zostaveny nasledujtci
test pre nasu hypotézu na hladine vyznamnosti a:

Zamietni hypotézu Hy : f = (o, ak |T'| > ko /2.
Rovnakymi ivahami sa vieme dostat aj k (1 — )% intervalu spolahlivosti v

tvare

(1), 50,

kde S < S@ < ... < SV 50 zoradené sklony, N = n(n — 1)/2,L =
(N —kqp+2)/2a R= L+kys—1. Znakom k,/, v oboch pripadoch oznacu-
jeme (100 — r/2)—percentnu kriticki hodnotu Kendallovho rozdelenia. Teraz
prirodzene prichadza otazka, aka je sila tohto testu v porovnani s tradi¢nym
testom zalozenym na MNS a aké siroké st jednotlivé intervaly spolahlivosti.
V nasledujucich tabulkdch mozeme vidiet vysledky tychto dvoch metéd pre

rozne rozdelenia chyby. Testovana hypotéza bola 8 = 2+x, kde x je ¢islo hned
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za nazvom stlpca ”Sila testu”. Skuto¢na hodnota sklonu bola opit 3 = 2 a
pocet simulacii bol tiez 10000. Vidime, Ze ako bolo ocakavané, sila testu s
vicSou pozadovanou presnostou klesd pre oba testy. Taktiez sa cakalo, Ze
pre norméalne rozdelenie chyby bude MNS lepsia, ¢o sa aj potvrdilo, ale tento
rozdiel nie je az taky velky. Naopak, pre rozdelenie s fazkymi chvostami MNS

dopadla ovela horgie.

Tabulka 1.3: Porovnanie sil testov
Metdda Rozdelenie Sila testu 0.20 Sila testu 0.10 Sila testu 0.05

Theil Laplace 94.08 49.44 16.67
MNS Laplace 92.25 44.26 14.74
Theil N(0,1) 99.5 62.77 20.15
MNS N(0,1) 99.88 67.93 22.52
Theil Cauchy 59.84 23.07 9.32
MNS Cauchy 23.54 8.85 4.5

Sirka intervalov spolahlivosti len potvrdzuje nasu domienku, Ze ¢im fazsie

chvosty mé rozdelenie chyb, tym lepsie je pouzivat Theilovu metédu.

Tabulka 1.4: Porovnanie priemernej $irky intervalov spolahlivosti

Rozdelenie chyby Theil Spolahlivost MNS Spolahlivost
Laplace 0.2051879 95.14% 0.2234207 95.19%

N(0,1) 0.1684538 95.07% 0.1612581 95.25%
Cauchy 0.3878784 95.08% 4.996909 96.75%




Kapitola 2
Balik R s Theilovou regresiou

Este pred niekolkymi mesiacmi bol zrejme jedinym dostupnym balikom soft-
véru R, ktory mal v sebe implementované metody linearnej regresie vyvinuté
Theilom, balik s ndzvom mblm [2]. Tento balik ale obsahoval chybu, na ktort
sme autora baliku upozornili, na ¢o bol balik zanedlho stiahnuty z CRANu
(oficidlne a najvicsie ulozisko balikov softvéru R na internete). Mnoho uzi-
vatelov si uz medzitym tento balik stiahlo a metdda pouzitd na vypodet
konfiden¢ného intervalu pre sklon regresnej priamky nedosahuje pozadovantu

spolahlivost. V dalSej ¢asti ukazeme, preco je to tak.

2.1 Metoda pouzita v baliku mlbm

Zo skriptu tohto balika uvddzame cast confint.mblm.R.
"confint.mblm" < function (object, parm, level = 0.95, ...)
{res = ¢(0,0,0,0); dim(res) = c(2,2); rownames(res) =

names (object$coefficients); colnames(res) =
as.character(c((1-level)/2,1-(1-1level)/2))

res[2,] = wilcox.test(object$slopes,conf.int=

TRUE, conf.level=level)$conf.int

res[1,] = wilcox.test(object$intercepts,conf.int=

TRUE, conf . level=1level) $conf.int; res}
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Ako mozeme vidiet, metdda, ktord je pouzitd v tomto baliku, nie je ta uve-
dend v predoslej kapitole. Namiesto toho si autor vybral interval spolahlivosti
urceny pomocou Walshovych priemerov, ktory mozeme néjst napriklad aj v
[4]. Tento interval spolahlivosti mézeme pouzit na iid data z rozdelenia so sy-
metrickou hustotou a hovori o strede symetrie tejto hustoty. Pri jeho tvoreni
najprv vytvorime tzv. Walshove priemery, ¢o nie je ni¢ iné, len podla velkosti
vzostupne usporiadand mnozina vSetkych priemerov dvojic dat X (i) vratane
dat X (i). Tvorbu samotného intervalu spolahlivosti popiSeme neskor. Tato
metdda je ale pouzita na objekt "slopes”, ktory nie je ni¢im inym, len mno-
zinou vsetkych sklonov priamok vytvorenych zo vSetkych dvojic dat, ktoré
méame. Jednou zo zakladnych poziadaviek funkénosti Wilcoxonovho testu (t.j.
aby intervaly spolahlivosti dosahovali aspon pozadovani spolahlivost) je po-
ziadavka nezavislosti objektov, na ktoré test pouzivame. Lahko sa mdzeme
presvedcit, Ze tato podmienka pre sklony splnené nie je a Ze je medzi nimi

dokonca silné linedrna zavislost.

Veta 2.1. Predpokladajme, Ze mdme n > 2 dadt. Tychto n ndm urcuje n(n —
1)/2 roznych dvogic, teda sklonov priamok v tvare (Y; —Y;)/(X; — X;), 4,5 €
{1,2,...n},i > j. Potom na jednoznacné urcenie tychto n(n — 1)/2 sklonov

potrebujeme poznat prdve n — 1 z nich.

Dokaz. Je jasné, ze menej ako n — 1 ndm nebude stacif (fahko ukazeme
indukciou). Ak znakom s;; oznacime taky zo sklonov, ktory vznikol pouzitim
dat (X;,Y;) a (X;,Y;), potom vyberom sklonov sy 2,813, -+, 81,1 & So3 (V
pripade n = 3 nevyberame s, 3) nie sme schopni popisat ziadny zo sklonov v
tvare sy ,. Ak si ale zvolime n — 1 sklonov v tvare sq 3,513, " , 51, potom

[ubovolny sklon s;; sme schopni vyjadrit nasledujicim spésobom.

i Sl,i(Xi - Xl) - Sl,j(Xj - Xl)

% X — X,

Toto zaroven dokazuje silnt zévislost medzi sklonmi. [

Z toho v8ak nemusi hned vyplyvat, ze takymto sposobom vypocitané inter-

valy spolahlivosti budi mat mensiu spolahlivost. V zdsade sa moze este staf,
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ze ich spolahlivost ostane v poriadku, ale zbytocne sa rozsiria, ¢i dokonca, ze
budt dosahovat pozadovant spolahlivost pri mensej Sirke intervalu, aka by

mali intervaly zostrojené Theilovou metédou.

V nasledujicej tabulke st uvedené spolahlivosti konfiden¢énych intervalov ba-
lika mblm pre simulécie s réznymi poc¢tami dat. Pozadovana spolahlivost
bola zakazdym 95%. Menili sme hodnotu n, data X (i) boli pevne dané kon-
Stanty ndhodne vybrané z rovnomerného rozdelenia na intervale (0,5). Hod-

nota priesecniku bola 3 a hodnota sklonu bola 2. Pocet simulécii bol 10000.

Tabulka 2.1: Spolahlivost Wilcoxonovej metédy pre rozdelenie € z N(0, 1)
Pocet dat n 5} 6 7 10 15 20 40
Spolahlivost 88% 87.8% 86.2% 81% 72.6% 66.8% 53.1%

Tato tabulka nas utvrdzuje v tom, Ze pouzitd metoda nie je na mieste. Te-

oreticky dokazeme, preco je to tak.

2.2 Dokaz pre n =5

Pri dokaze sa obmedzime na nefunkcénost 95%-ného intervalu, ale rovnako

tak sa tymito itvahami d& postupovat pre ini pozadovani spolahlivost.

Znacenie

Aby sme dostali Theilov 95% interval spolahlivosti pre sklon regresnej priamky,
musime najprv tieto sklony usporiadat podla velkosti od najmensieho sklonu
PO najvacsi - nazvime ttto usporiadani mnozinu 7" a jej prvky ¢;, kde index
i udadva poziciu v T. Lav( hranicu intervalu spolahlivosti ddva hodnota #;,
kdel = (n(n—1)/2—-C,)/2a C, = (;) ko.025:n (Ko.025:n udava 2.5% kriticka
hodnotu Kendallovho rozdelenia s n stupiiami volnosti). Prava hranica tohto

intervalu je symetricky hodnota ¢,, kde r =n(n —1)/2 — [ + 1.
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Poznamka

Definicia Kendallovho tau rozdelenia sa d4 najst napriklad v [4].

Wilcoxonov 95% interval spolahlivosti je z naSich dat vytvoreny nasledu-
jucim spdsobom: z mnoziny 7' vytvorime mnozinu W’ = {(t; + t;)/2|t;,t; €
T,i < j}. Za W potom zoberieme usporiadanii mnozinu W’ a jej prvky na-
zveme podobne ako predtym w;, kde index i udéva poziciu vo W. Speciélne
znakom w;;, ¢ < j budeme oznacovat ten prvok mnoziny W, ktory vznikol ako
priemer (¢; +t;)/2. Ak za N = (Z) oznacime pocet prvkov mnoziny T, pocet
prvkov W je potom P = N(N +1)/2. Za lava hranicu intervalu spolahlivosti
berieme wy, kde | = sp.025:n (S0.025;8 udéva 2.5% kvantil Wilcoxonového zna-
mienkového rozdelenia). Prava hranica tohto intervalu je potom symetricky
hodnota w,, kde r = N — [+ 1.

Poznamka

Pod Wilcoxonovym znamienkovym rozdelenim rozumieme nasledovnu kon-
strukciu. Nech z je ndhodny vyber velkosti N zo spojitej a symetrickej dis-
tribucie. Potom Wilcoxonova znamienkova statistika je sumou rankov abso-
litnych hodnét z;, pricom x; je kladné. Tato statistika nadobiida hodnoty
od 0 do N(N +1)/2 a je symetricky rozdelena okolo hodnoty N(N + 1)/4.

Pozrime sa teraz na niektoré zdkladné vlastnosti mnoziny W. Z definicie
w; < w; prave vtedy, ked i < j (rovnako ¢; < t; prave vtedy, ked i < j).
Dalej tiez z definicie wy; = t; a zjavne w; = Wi =t a wp = Wyy = ty. O
nie¢o menej trividlna vlastnost je nasledujuca implikacia, ktora sice priamo

v dokaze nevystupuje, ale velmi pomohla pri jeho tvorbe.
Veta 2.2. Ak w, = w;;, potom q > ij —i(i —1)/2.
Dokaz. UkaZzeme, ze pre dané i,j € {1,2,...N},i < j plati
Vm,ne Nym <i,n<jm<n:wW,; > W, (*)

Téato nerovnost sa d4 z definicie prepisat na (t; +¢;)/2 > (t,, +t,)/2, ktora
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zjavne plati, lebo t; > t,, a t; > t,. Kedze takychto dvojic indexov m,n
je ij —i(i — 1)/2, existuje aspon ij — i(i — 1)/2 prvkov W, ktoré si mensie
alebo rovné ako w;;, a teda index ¢ poradia tohto prvku musi byt aspoi
ij —i(t—1)/2. O

Ukézeme, ze pre n = 5 je hodnota ¢; vZdy mensia ako hodnota w; (hodnoty
oznacuju lavé hranice prislusnych intervalov spolahlivosti), a preto je interval
spolahlivosti pouzity v baliku mblm vzdy uzsi ako ten Theilov.

Prislusné hodnoty jednotlivych rozdeleni ndm urcuja Theilov interval spolah-
livosti ako (1, t19), prifom mnoZina 7' mé 10 prvkov a Wilcoxonov interval

spolahlivosti ako (wg, wy7), pricom mnozina W ma 55 prvkov.

Veta 2.3. Plati t; < wy.

Dékaz. Tvrdenie je zjavné, lebo plati t; = w1 = wy < wy. U

Tento fakt samotny ale nestaci na to, aby sme mohli prehlasit, Ze druhy inter-
val mé mensiu spolahlivost ako 95%. MdZeme si vSak vS§imnut, Ze velmi ¢asto
by sa malo stavat, ze dokonca wg > t,. Pozrime sa teda, akej spolahlivosti
zodpoveda interval (¢, tg) - ozna¢me ju p. Musi platit 2 = (n(n—1)/2—C,)/2,
t.j. Co = 6. To znamena, ze k(1_p)/2,5 = 0.6. Z toho plynie, Ze (1 — p)/2 =
1 — D(0.6,5) = 0.041667 (D oznacuje distribu¢nt funkciu Kendallovho roz-
delenia), ¢o dava p = 91,67% (sta¢i ndm aj odhad 92%, ktorym mdozeme pre-
hliadnut aj chyby, ¢o vznikli pri zaokrihlovani). Je preto mozné, Ze sa nam
podari ukézaft, ze tspesnost intervalu v mblm.R je naozaj mensia ako 95%.
Nasim cielom bude odhadnaf pravdepodobnost tspechu intervalu (wg, wsr)
zhora tak, aby sme vysledny vyraz vedeli lahko spocitat a ukazat, Ze je mensi
ako 95%.

Lema 2.1. Udalost ty > wg nastdva prave vtedy, ked udalost 2ty > tq + tq.

Dékaz. Uvazujme najprv, ze deviaty prvok W, t.j. wy, je mensi ako ty = Wy 5.
To vsak znamend, ze ziaden z devitice najmensich prvkov W nie je v tvare
Wk, k > 1,1 > k, pretoze ak by tomu tak bolo, tak potom wy; < wg < Wa 2,

¢o je spor s (*). To znamend, Ze deviaty najmensi prvok vo W je wg = Wi g
) 9
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z ¢oho uz vyplyva ta > wg = (t1 + t9)/2.

Naopak, ak plati t5 > (t1 + t9)/2 = Wig, potom existuje aspon devitica
prvkov v tvare wy;,9 > [ > 1, z ktorych kazdy je mensi ako prvok ¢y = ws 3,
teda deviaty najmensi prvok mnoziny W musi byt tieZ mensi ako t3, z ¢oho

plynie t5 > wy. U

Dosledok: Vdaka obmene tohto tvrdenia dostavame ty < wg < 2ty < t1-+tg.
Zo symetrie dokazu dalej vyplyva tg < wyy < 2ty < to+t19. Potom obmenou
plati aj tg > wyy < 2tg > to + t1p.

Veta 2.4. Oznacme doleuvedené pravdepodobnosti nasledovne:
p1 = P(B1 € (ta,tg) N2ty <ty +1g A2ty >ty + 119)

pa = P(B1 € (ta,t10) A 2ty < t1 +1tg A 2ty < ta + t19)
ps = P(B1 € (t1,t10) A 2ta > t1 +tg A 2ty < to + t19)
ps = P(B1 € (t1,t9) N2ty > t1 +tg A 2tg > to + t10)
Potom P(B1 € (wg, war)) < p1 + pa + p3 + pa
Dokaz. Cely pravdepodobnostny priestor vieme rozdelif na tieto Styri dis-
junktné podmnoziny (modzu byt aj prazdne):
Aty <wg Awyr < g
Bty <wg Aty < wyy
C:wg <ty Atg < Way
D wyg <ty ANwgr <ty

Potom ak udalost §; € (wg, ws7) nazveme U, podla vety o tplnej pravdepo-

dobnosti dostavame
PU)=PA)PU|A)+ P(B)P(U|B) + P(C)P(U|C)+ P(D)P(U|D).
Venujme sa teraz jednotlivym Scitancom osobitne. Zjavne

P(A)P(U|A) < P(A)P(By € (ta,ty)|A) = P(By € (ta,t9) A A).
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Pouzitim Lemy 2.1 dostavame
P(A)P(U|A) < p1.

Dalej kedZe t; a t1y st najmensim a najviacsim prvkom v T aj vo W, platia

nasledovné odhady:
P(B)P(U|B) < P(B)P(B1 € (t2,t10)|B) = P(B1 € (t2,t10) A B).

7 Lemy 2.1 dostavame
P(B)P(U|B) < pa.

Dalej
P(C)P(U|C) < P(C)P(B1 € (t1,t10)|C) = P(B1 € (t1,t10) A C).
Opit z Lemy 2.1 dostdvame
P(C)P(U|C) < ps.
A nakoniec
P(D)P(U|D) < P(D)P(p1 € (1, 19)|D) = P(1 € (t1, 1) A D),
z ¢oho pouzitim Lemy 2.1 dostavame
P(C)P(UIC) < pa,
¢o spolu dokazuje nase tvrdenie. []

Teraz nam staci len vydcislit pravdepodobnost p; + ps + p3 + ps ofistentt od
hodnot w. Vypoditat tito pravdepodobnost tiez nie je velmi jednoduché, ale
ide o znacné zjednodusenie. Uvedieme sposob, akym sa to da.

Sklony t sa daju napisat ako (Y; —Y;)/(X; — X;),i,7 € {1,2,..n},i > j, ¢o
mozeme vyuzitim Y; = fo+ 51 X;+¢; prepisat do tvaru 8+ (g, —¢;) /(X; — Xj).
KedZze tq,ts, to a t1p st zakazdym iné sklony (v zmysle z ktorej dvojice
dat vznikli), potrebujeme rozlisit vsetky mozné permutéacie sklonov, ktorych

je 10!. Tieto permutécie ndm potom deviatimi nerovnostami urcuju vsetky
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mozné pitice (e1, €2, ...€5), z ktorych za vyhovujtice povazujeme len tie spliia-
juce vSetky prislusné podmienky obsiahnuté v jednotlivych p;. Takymto spo-
sobom s hranice integrovania jednoznacne urcené, a preto by nemal byt
problém jednotlivé integraly vypocitat pre akékolvek konstanty X; a rozde-
lenie chyby e. Simuléciou pre chybu z rozdelenia N(0,1) a X; = ¢ naozaj
dostavame vysledok mensi ako 95%, konkrétne 93.77%.

Podet potrebnych vypoctov sa da este zmensit pomocou nasledujiceho tvr-
denia. To vravi, Ze nepotrebujeme uvazovat o vSetkych permutaciach, lebo

niektoré nikdy nemozu nastat.

Veta 2.5. Nech X; < Xy < ... < X,, urcuju sklony s;; = (Y; —Y;)/(Xi —
X;), 1,7 € {1,2,..n},i > j. Potom najvicsi aj najmensi z nich si v tvare
Sit14 @ pre lubovolné tri za sebou idice indexy i,i+1,i+2, kdei € {1,2,...n(n—
1)/2 — 2}, plati, Ze si1o,; nie je najvicsi ani najmenst z trojice Siy1 i, Sit2.i+1
a Sit2,i-

Dokaz. Nech a < b < c. UkdZeme, Ze az na pripad, ked vSetky tri body
(X, Yal, [ X, V5] a [ X, Y| lezia na priamke, plati bud sy, < Secq < Sep, alebo

Sha < Sea < Sep. Sporom, nech s, je najviacsi z nich. Potom plati

Bi+ (ec — €a)/(Xe — Xa) > Bi+ (ep — €a) /(X — Xa)

a zaroven

B (ec —€a)/(Xe = Xa) > Pr+ (ec — &) /(Xe — Xp).
Ekvivalentne
(ec — €a)(Xp — Xa) > (& — €a)(Xe — Xa)
(ec — €a)(Xe = X)) > (ec — &) (Xe — Xa).

S¢éitanim oboch nerovnosti dostavame (e.—e,)(X.—Xo) > (ec—¢€a)(Xe—Xa),
¢o je spor. Analogicky pre pripad, ze by bol s., je najmensi z nich. Preto ak
mensie ako ¢, potom s, zarucene nie je najvacsim ani najmensim sklonom,

z ¢oho uz plynie nase tvrdenie. [
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Poznamka

V kazdom z dokazov ignorujeme fakt, Ze sa teoreticky modze stat, aby sa
nejaké sklony alebo Walshove priemery rovnali aj napriek inému indexu.
Takéto situécie ale nastdvaju s nulovou pravdepodobnostou, a preto nas ciel

odhadovat pravdepodobnosti zhora nijako negativne neovplyviiuj.

2.3 Pripady n=3an=4

Ak skimame len tri data, metéda v baliku mblm.R bude spolahlivou, lebo za
interval spolahlivosti vyhlasi interval (—oo,00). Tento interval vSak dosta-
neme aj pouzitim Theilovej metédy (bude uréeny ako "nulty” a ”N+prvy”

sklon), teda sa o filom nedé povedat, Ze by bol zbytoc¢ne Siroky.

V pripade n = 4 sa da trividlne preukazat, Ze metéda v mblm.R je zla.
Za 95%-ny interval spolahlivosti mame totiz zobraf interval (wy,ws;), ¢o je
samozrejme interval totozny s intervalom (1, tg), ktorého spolahlivost vieme
lahko vyjadrit integralom ako v predoslej kapitole a dostavame ¢islo mensie
ako 93%.



Kapitola 3

Odhad pre sklon regresnej
priamky

V tejto kapitole sa poktsime vytvorit novy odhad pre sklon regresnej priamky;,
ktory bude lepsi ako Theilov alebo odhad pomocou MNS v niektorych gpe-
cidlnych pripadoch. Je preto logické, Zze sa budeme snazit vytvorit ho tak,

aby neniesol nedostatky tychto dvoch spominanych odhadov.

3.1 Nedostatky Theilovho odhadu a odhadu
MNS

Ako je spomenuté uz v prvej kapitole, odhad MNS je sice najlepsim moznjm
linedrnym odhadom, ak chyby st z normalneho rozdelenia, ale je velmi nero-
bustny. Je to sposobené tym, Ze je vaZenym priemerom sklonov (odvodenie
vah sa d& ndjst aj v [1]). Najjednoduchsi spdsob, ako odstranif problémy
sposobené nerobustnostou priemeru, je pouzit namiesto neho median. To sa-
mozrejme spliia uz Theilov odhad, preto sa pozrime, kde st jeho nedostatky.
Pripomenme si, ze Theilov odhad dostaneme ako median sklonov vsetkych
priamok, ktoré vieme vytvorit z dvojic dat. Otazka ale je, ¢i dvojica dat nesie
dostatocne doveryhodnt informéaciu o skutocnom sklone regresnej priamky.

Odpoved na tato otdzku modzeme najst po zhliadnuti nasledujiceho obrazku.

17
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Zalezi na tom, o aku dvojicu dat ide.

Q

20

10

Obr. 3.1: Porovnanie vierohodnosti dvojic dat

Jasne vidime, ze mala vychylka dat, ktoré sa lisia v X—ovej stiradnici len
o maélo, sposobi velk zmenu sklonu (fialova priamka). Naopak, ak su tieto
déta vzdialené dostato¢ne, mald chyba neovplyvni sklon az tak velmi (zelena
priamka). Preto by sme mali viac doverovat takym sklonom, ktoré vznikli z
kovému postupu by mohla byt, Ze aj tak pouzivame medién, ale predstavme
si situdciu, kde mame desat dat s ekvidiStantne rozdelenymi X. Potom ak
za malo doveryhodné data budeme pokladat také, ktorych rozdiel v X je

nanajvys o dve jednotky, zo vSetkych 45 sklonov sme vybrali 17, ¢o je viac
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ako tretina. Tretina dat, ktoré nebudu az tak déveryhodné, ndm méze znacne
vychylit aj medidn, pokial sa stane, Ze viac z nich bude pod skuto¢nou hodno-
tou sklonu ako nad nou (na rozdiel od pripadu, keby to bolo opa¢ne, median

sa tak zarufene zmeni).

3.2 Vylepseny Theilov odhad

Zmenime algoritmus nasledujicim spdésobom. Namiesto vsetkych sklonov bu-
deme brat mnozinu iba tych sklonov, ktoré vznikli z dat, pre ktoré plati, Ze ich
index je vzdialeny aspon o hodnotu parametra p. Potom vyberieme median
z tejto ochudobnenej mnoziny.

Takto potrebujeme uz len urcit velkost parametra p, ktory nam udava, ktoré
data uz st dostatoc¢ne vzdialené, aby sme ich brali do tvahy. Testovanie sme
robili na modeli s ekvidiStantnymi X (i) =¢,i=1,2,--- ,n, sklonom b =2 a

priesecnikom a = 3. Rozdelenie chyby sme menili, rovnako tak n.

3.3 Porovnanie s odhadom Thelila

Po skusani réznych hodnot p sme si zvolili hodnotu 5. V nasledujucich ta-
bulkéach vidime, ako sa darilo ndSmu odhadu v porovnani s odhadom Theila.
Druhy stlpec hovori, kolkokréat bol ns odhad aspoii taky dobry (to znamené,
7e absoltitna hodnota vychylky bola mensia alebo rovna), v stipci Odchylka
1 je priemer odchylok Theilovho odhadu, v dalSom toho nasho.

Tabulka 3.1: Porovnanie nasho odhadu s odhadom Theila n = 10
Rozdelenie chyby Uspesnost  Odchylka 1  Odchylka 2
N(0,1) 60.8% 0.09407183  0.09455158
Cauchy o =0,y =1 54.9% 0.2069137 0.242797
Laplaceovo \ = 1 59.1% 0.1111466  0.1145499
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Tabulka 3.2: Porovnanie ndsho odhadu s odhadom Theila n = 20
Rozdelenie chyby Uspesnost  Odchylka 1 Odchylka 2

N(0,1) 54.1% 0.03255317 0.03276727
Cauchy zop =0,y =1 54.6% 0.06436257 0.06542679
Laplaceovo A =1 55.1% 0.03889127 0.03918769

Tabulka 3.3: Porovnanie ndsho odhadu s odhadom Theila n = 50
Rozdelenie chyby Uspesnost  Odchylka 1 Odchylka 2

N(0,1) 55.5% 0.007921133 0.007911898
Cauchy g =0,v=1 52.6% 0.01513806  0.01512285
Laplaceovo A =1 56.0% 0.009138342 0.009131859

Tabulka 3.4: Porovnanie nasho odhadu s odhadom Theila n = 100
Rozdelenie chyby Uspesnost  Odchylka 1 Odchylka 2
N(0,1) 53.1% 0.002826436 0.002822261
Cauchy zop =0,v=1 51.5% 0.004991336 0.004996031
Laplaceovo A =1 51.4% 0.003298931 0.003298308
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Mozeme vidiet, Ze pre kazdé skimané n sme mali lepsi odhad vo viac ako
polovici pripadov. Pre vicsie n sme dokonca dosiahli aj mensiu priemernt
odchylku. Je teda mozné, Ze vhodnou volbou parametra a (v zavislosti od
hodnot X (4) a variancie rozdelenia chyby) moZzeme dosiahnut lepsie vysledky,
ako dosahuje Theilov odhad a zaroven si zachovat robustnost, ¢o nam zaruci
lepsie vysledky ako odhad pomocou MNS pre chyby z rozdeleni s fazkymi
chvostami.

Dalsim navrhom by mohlo byt pouZitie spojenia MNS a Theila nasledujtcim
sposobom: median neaplikujeme na sklony priamok vytvorenych z dvojic

bodov, ale z k-tic vytvorenych pomocou MNS.



Z.aver

V praci skimame Specialny druh priamkovej linearnej regresie — Theilovej re-
gresie. Prva kapitola jasne ukazuje, ze Theilova regresia mé oproti klasickej
metdde najmensich stvorcov mnoho vyhod. Kym pri chybach z normalneho
rozdelenia zaostava v kvalite odhadu sklonu len o velmi malo, pri vSetkych
inych skimanych rozdeleniach alebo pri vyskyte outlierov je omnoho lepsia.
Najmé pri rozdeleniach s najtazsimi chvostami je metéda najmensich Stvor-
cov uplne nepouzitelna. Theilovu metédu odporiacame pouzit vidy vtedy, ak
si nie sme Uplne isti normélnostou chyb. Na druhej strane, tito metdda sa

d& pouzif len pri priamkovej regresii.

V druhej kapitole sa ndm podarilo simula¢ne preukazat nespolahlivost balika
mblm.R a dokonca toto tvrdenie podporit aj dokazom pre n = 5. Tento dokaz
sa sice spoliehal na vypocet velkého poc¢tu konecnych integrélov, a preto bolo
lepsie ratat ich Monte Carlo simuldciou, ale v kone¢nom ¢ase je mozné ich
jednoducho vypocitat. Tieto dokazy sa nepodarilo tplne zovSeobecnit, ale ich
konstrukcia je zrejme pouzitelné aj pre fubovolné iné n. Balik uz momentélne
v obehu nie je a na dalsi so spravne implementovanymi Theilovymi metédami

sa este caka.

V tretej kapitole sa pokusame o vytvorenie nového odhadu, ktory by bol
dobry v situaciach, ked Theil a MNS nefunguji az tak dobre. Dostavame
sa k tomu, Ze Theilovu metédu je mozné jemne upravit tak, aby v istych
situaciach dosahovala lepsie vysledky. Pre konkrétne pripady ale treba tuto

Upravu najprv empiricky zistit.

22



Literatura

[1] Hollander M., Wolfe D. A. 1973. Nonparametric statistical methods
John Wiley & Sons, Inc., New York.

[2] Komsta Lukasz 2005. mbim: Median-Based Linear Models R package

version 0.1.

[3] Pazman A., Lacko V. 2012. Predndsky z regresnijch modelov vysokos-

kolské skripta, Univerzita Komenského, Bratislava.

[4] Rublik Frantisek 1993. Neparametrické metody a Statistickd kontrola

akosti vysokoskolské skripta, Univerzita Komenského, Bratislava.

23



