UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

URCOVANIE CYKLICKEJ ZLOZKY V EKONOMICKYCH
CASOVYCH RADOCH

BAKALARSKA PRACA

2013 Andrej Varhol



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

URCOVANIE CYKLICKEJ ZLOZKY V EKONOMICKYCH

Studijny’ program:
Studijny odbor:

Skoliace pracovisko:

Vedtci prace:

Bratislava 2013

CASOVYCH RADOCH

BAKALARSKA PRACA

Ekonomické a finan¢na matematika
1114 Aplikovana matematika
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

doc. RNDr. Jan Pekar, PhD.

Andrej Varhol



60194499

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Andrej Varhol

Studijny program: ekonomicka a finan¢na matematika (Jednoodborové
Studium, bakalarsky I. st.. denna forma)

Studijny odbor: 9.1.9. aplikovana matematika

Typ zavereénej price: bakalarska

Jazyk zavere¢nej prace: slovensky

Nazov: Urcovanie cyklickej zlozky v ekonomickych ¢asovych radoch

Ciel: Opisat’ tedriu cyklicity v ¢asovych radov a aplikovat’ ju na ekonomické casové
rady

Veduci: doc. RNDr. Jan Pekar, PhD.

Katedra: FMFL.LKAMS - Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

Vediici katedrv: prof. RNDr. Daniel Sevéovic, CSe.
Datum zadania: 25.10.2012

Datum schvilenia: 03.11.2012 doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc.

garant studijného programu

Student D
veduci prace



Pod’'akovanie Na tomto mieste by som sa rad podakoval panovi doc. RNDr. Janovi
Pekarovi, PhD. za pomoc pri pisani tejto prace. Dalej by som sa chcel podakovat svojej
rodine a priatelom, ktori mi boli po celi dobu §tadia a pri pisani tejto prace dolezitou

oporou.



Abstrakt

VARHOT, Andrej: Urfovanie cyklickej zlozky v ekonomickych ¢asovych radoch [Ba-
kalarska préacal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Jan
Pekéar, PhD., Bratislava, 2013, 41 s.

V tejto praci sa zaoberame Fourierovou analyzou ako metodou na urcenie a extrakciu
cyklickej zlozky z ekonomickych ¢asovych radov. Uvodna ¢ast prace obsahuje defini-
cie a charakteristiky ¢asovych radov a taktiez ich dekompoziciu na jednotlivé zlozky.
Hlavna ¢ast prace popisuje Fourierovia analyzu, kde su zadefinované vztahy Fourierovej
transformécie a taktiez algoritmus jej vypoc¢tu. Na zaklade tychto poznatkov si uka-
zeme ako aplikovat Fourierovu transforméciu na casové rady. Vystupom tejto aplikacie
je ¢asovy rad ocisteny od cyklickej zlozky. Dosiahnuté vysledky tvoria len jeden z kro-
kov celkovej analyzy ¢asovych radov, avSak samostatne nepodavaja uplnu informaciu

o Casovych radoch.

KTladové slova: Ekonomické ¢asové rady, Fourierova transformacia, Diskrétna
Fourierova transformacia (DFT), Rychla Fourierova transformacia(FFT), Cyklicka

zlozka



Abstract

VARHOT, Andrej: Determining the cyclical component of economic time series [Ba-
chelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc.

RNDr. Jan Pekéar, PhD., Bratislava, 2013, 41 p.

In this bachelor thesis we are concernig Fourier analysis of economic time series.
Introductory section includes characteristics and definitions of time series and their
decomposition into individual components. Main section describes Fourier analysis,
there are defined Fourier transform relationships and also algorithm of its computation.
According to this knowledge, we will show how to apply the Fourier transform on
the time series. The output of this application is a time series adjusted from cyclical
component.Achieved results are just one step in total time series analysis, but served

separately it doesn’t give us complete information about time series.

Keywords: Economic time series, Fourier transform, Discrete Fourier transform

(DFT), Fast Fourier Transform (FFT), Cyclical component
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Uvod

Cielom bakalarskej prace bude ukazat na redlnych ekonomickych pripadoch rozne cykly
v ¢asovych radoch a oboznamit sa s postupom extrahovania cyklickej zlozky z ekono-
mickych ¢asovych radov. Dalej za pomoci Fourierovej analyzy si vysvetlime ako mozno
aproximovat rozne periodické (aj neperiodické) funkcie zépisom pozostavajiceho z si-

nusov a kosinusov.

Tato praca sa zaoberd problémom merania ekonomickych cyklov v makroekonomic-
kych ¢asovych radoch. V desatro¢i, ktoré nasledovalo po Velkej depresii (angl. Great
Depression), sa ekonomovia zacali zaujimat o moznu existenciu (viac & menej syste-
matickych) cyklov v ekonomike. Ukazalo sa totiz, Ze pre identifikiciu ekonomickych
cyklov, museli odstranit z radov sezéonne vykyvy, spojené s kratkodobym vyvojom , a
dlhodobym trendom, stvisiacim predovSetkym s technologickym pokrokom. Burns a
Mitchell [3] spravili asi prvy pokrok vo vyskume, ked $tatistické meranie cyklu $iroko
videli ako zachytenie variacie radu v rozsahu frekvencie po tom, ¢o bol rad ocisteny
od sezonnej a trendovej zlozky. (Burns a Mitchell navrhli rozsah frekvencii spojenych

s cyklami s obdobim zhruba medzi 2 a 8 rokov.).

Dynamické vlastnosti ekonomickych systémov st vSeobecne vySetrované v ¢asovej do-
méne na zéklade analyzy projekcie zaujimavych funkcii ¢asu na fazovom priestore.
Avsak, informécie ziskané analyzou ¢asovej domény by mohli byt efektivne doplnené
o analyzu frekven¢nej domény, tj spektralnu analyzu (podla [6],[10]). Tato metodika
bola vyvinuta vo vedeckych oblastiach, ako je digitalne spracovanie signalu, ocednogra-
fii, meteorologii, a tak dalej, a opiera sa o tvrdenie, 7e najbeznejSie spravanie ¢asovych
radov je periodické. Tak, Ze periodické zlozky analyzovanych radov mézu byt stanovené

vypoctom ich periody, amplitudy a fazy.

Praca pozostava z troch kapitol. Prva kapitola je venované definicii ¢asového radu, jeho
deleniu a struénym popisovym charakteristikaim. Uk&Zeme si grafickti reprezentaciu ¢a-
sovych radov a ich dekompoziciu na zlozky.

V druhej kapitole si objasnime Fourierovu analyzu. Kde podla [11] definujeme pojmy



ako st : Fourierova transformacia, diskrétna Fourierova transforméacia (DFT), alogorit-
mus vypoctu DFT tzv. rychla Fourierova transformacia (FFT) a ukdzeme si jej vyuZitie
na redlnom priklade.

Tretia kapitola obsahuje priklady extrakcie cyklickej zlozky z ¢asovych radov bezne sa

vyskytujucich v prirode okolo néas, a taktiez z ekonomickych ¢asovych radov.
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1 Casové rady

Nezanedbatelnou ¢astou Statistickych analyz ekonomickych javov je sktumanie dyna-
miky. Pozorované data s usporiadane do tzv. ¢asovych radov. Podla [7] pod pojmom
¢asové rady rozumieme stibor hodnot, ktoré st usporiadané v ¢ase v smere od minulosti

do pritomnosti. Takto definované ¢asové rady budeme zapisovat v tvare :

Y=Y, t=1,2...T (1)

1.1 Ekonomické ¢asové rady a ich ¢lenenie
Zakladné clenenie casovych radov je :

e Podla periodicity sledovania

e Podla ¢asového hladiska zistovania

e Podla homogenity ¢asovych radov

e Podla absencie ndhodnej zlozky

1.1.1 Casové rady delené podla periodicity sledovania

Casové rady klasifikujeme podla dizky intervalu sledovania hodnot. Rozdelujeme ich

na:

e Dlhodobé ¢asové rady - maji hodnoty sledované v ¢asovych tisekoch dlhsich ako
1 rok. Ako priklad uvedieme vysku hrubého doméaceho produktu (HDP) na Slo-
vensku v rokoch 2000-2013

e Kratkodobé c¢asové rady - sleduji hodnoty v tisekoch kratsich ako 1 rok. Prikla-
dom moze byt mesaény vyvoj miery inflacie v Bratislavskom kraji za obdobie

rokov 2010-2013

e Vysokofrekvencné ¢asové rady - sa zaoberaju usekmi krat$imi ako 1 tyzden (dni,
hodiny, mintuty sekundy). Typickym prikladom s hodnoty vymenného kurzu
EUR/USD za obdobie 11.5.2013-15.5.2013

11



1.1.2 Casové rady delené podla ¢asového hladiska

Ekonomické ¢asove rady mozeme klasifikovat podla typu ukazovatela, ktory ich sleduje,

na okamihové a intervalové.

e Intervalové ¢asové rady - st rady ukazovatelov, ktorych hodnoty zavisia na dlzke
¢asového intervalu sledovania a ich hodnota rastie s dizkou intervalu. Prikladom
moze byt napriklad objem vyroby. Predpokladom pre pracu s intervalovymi ¢a-
sovymi radmi je rovnaka dlzka intervalov (ekvidistancia intervalov). Ak tento
predpoklad nie je splneny, je nutné spravit korekciu, ktord upravi intervaly na

rovnakt dlzku. Nami upraveny c¢asovy rad mé tvar :

d

kde d; je dlzka i-teho intervalu a d je nami pozadovana dlzka. V spojeni s inter-
valovymi ¢asovymi radmi je ¢asto pre nas potrebné poznat rad kumulativnych
hodnot. Tento rad obsahuje sithrnné hodnoty od zaciatku nami sledovaného ob-

dobia. Rad kumulativnych hodnét vyratame podla vztahu :

si=>» y, i=12...T (3)
j=1

V pripade, Ze nasou tilohou je porovnanie dvoch obdobi podobného charakteru,

pouzivame rad kizavych thrnov:
Ezzyz_k_,_l—f-—f—yz, i=k...T (4)
kde k je vhodne zvolena konStanta ( viacsinou k € [3,5] )

e Okamihové ¢asové rady - su rady ukazovatelov, ktorych hodnoty sa viazu na ur-
ity ¢asovy okamih. Hodnota takychto ukazovatelov nezavisi na dizke ¢asového
intervalu sledovania. Ako priklad mozeme uviest pocet zamestnancov nemeno-
vanej firmy k 1.1. v rokoch 2000 — 2013. Kedze pozorovana veli¢ina nadobuda
hodnoty v istom ¢asovom okamihu, nemé preto zmysel rad sc¢itavat resp. kon-
Struovat rad kumulativnych ihrnov. Dané hodnoty spajame pomocou priemerov.
Najbeznejsie sa vyuziva aritmeticky priemer, tj. priebeh radu aproximujeme li-
nearne. Aritmeticky priemer na intervale [t;,¢;.1] vyratame nasledovne :

yi +yi+1)

y= 48U ©
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1.1.3 Casové rady delené podla homogenity

Ak je podmienka chronologického usporiadania splnena, ¢asové rady musia eite splhat

podmienku porovnatelnosti adajov :

e Casové vymedzenie - znamend, ze hodnoty premennej sa skimaji v rovnakej
dlzke ¢asovych intervalov. Problém neporovnatelnosti nastava napr. v mesac¢nych

intervaloch, kedze kazdy mesiac ma rézny pocet dni.

e Priestorové vymedzenie - uskuto¢nuje sa stanovenim rovnakych izemnych celkov
(8tatov, krajov, okresov...). Problém neporovnatelnosti moze nastat, ak sa zmeni

pocet subjektov v skiimanom tzemnom celku.

e Vecné vymedzenie - hovori o presne definovanom ukazovateli spolu s jeho mernymi
jednotkami. Ako priklad neporovantelnosti moézeme uviest napr. vplyv technic-

kého rozvoja (vyroba automobilov za dlhé ¢asové obdobie)

1.1.4 Casové rady delené podla absencie nahodnej zlozky

Casové rady mozeme taktieZ rozdelit podl'a absencie nahodnej zlozky na deterministické

a stochastické

e Deterministické ¢asové rady - neobsahuji ndhodnu zlozku, a ak pozndme mecha-
nizmus, pomocou ktorého je dany ¢asovy rad vytvarany, dokdzeme jeho hodnoty

s presnostou odhadovat.

e Stochastické ¢asové rady - obsahuji ndhodnu zlozku. Znamena to, Ze mechaniz-
mus a jeho procesy st ndhodne a teda nedokdzeme presne odhadovat hodnoty

¢asového radu (napr. ekonomické ¢asové rady).

1.2 Grafické rieSenie casovych radov

Jednym zo zakladnych prostriedkov na reprezentéciu ¢asovych radov (dat usporiada-
nych v ¢ase) je graf. Graf je pre nads pomockou na odhadovanie premennej (vidime, ¢

premennd dlhodobo rastie, klesa, aky maju data trend atd.)

13



1.2.1 Spojnicovy graf

Jedna sa o polygon, ktory zobrazuje vyvoj rady y; vzhladom na Casovi premenni
t=1,2...7T. Jednotlivé hodnoty ¢asovej rady st zaznacené do stradnicovej sistavy s

prislusne oznacenymi osami.

800
700 N
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2
2
> 400
M
2
8 300
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200
100
0
N P L P L L L Y
A R O e

Obr. 1: Vyvoj ceny akcii spolo¢nosti Google v roku 2012

1.2.2 Box — whisker graf

Blizsi pohlad na ¢asovy rad nam podéva tzv. box - whisker graf (box plot). Obsahuje
sumarne charakteristiky skiimaného casového radu. Zakladom box plotu je krabicka,
kde dolné hrana predstavuje 25% kvantil a horn& hrana predstavuje 75% kvantil. Vo
vnutri krabicky je horizontélnou ¢iarou vyznaceny median (50% kvantil) a znamien-
kom ‘+’ je oznaceny aritmeticky priemer. Z krabicky vychadzaju zvislé ¢iary, na konci

ktorych sa nachaddza minimum a maximum.

177.0
1

1765
I

1760
1

Obr. 2: Krabickovy graf historickych dat vysky hladiny jazera Michigan v rokoch 1860 - 2012
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1.2.3 Graf sezénnych hodno6t

Tento graf sa pouziva pri analyze sezonnych casovych radov. Zobrazuje hodnoty ca-
sového radu usporiadané podla jednotlivych sezon. Vodorovné &ary predstavuji prie-
merni drovenn hodnot v jedlotlivych sezénach za vSetky roky ¢asového radu. Zvislé

dlary znazoriuji odchylku skuto¢nych hodnét od priemeru pre kazda sezonu.

8000 10000 12000 14000 16000 18000

Obr. 3: Vyvoj HDP Slovenska v rokoch 2001-2012

1.3 Popisné charakteristiky ¢asovych radov

V tejto kapitole si popiseme zadkladné matematické vychodiska pre pracu s ¢asovymi
radmi (intervalovym, okamihovym). Zakladnym zistenim pri ¢asovych radoch je jed-

noduchy aritmeticky priemer, ktory vyratame zo vztahu :

Zyi

7= ©)

kde y; je sledovana hodnota pre ¢ =1,2...7.

Pri okamihovych ¢asovych radov sa pouziva chronologicky priemer. Je to priemer, ktory



zistujeme v danom okamihu. Vyratame ho podla vztahu :

T—1
; yr‘réﬁ-ﬂ (ti+1 . tz)
Yon = ——— (7)

> (tiy1 — 1)

=1

Za predpokladu, ze vSetky intervaly st rovnako dlhé, predchadzajuci vztah sa redukuje
na tvar :
T wity
i 141
Yo = —

T—-1

kde y; je sledovana hodnota pre ¢ =2,3...7.

Dalsia ¢ast tejto kapitoly sa zaobera jednoduchymi mierami dynamiky c¢asovych
radov, ktoré nam umoznia charakterizovat rysy a pomozu nam formulovat isté kritéria
pre modelovanie ¢asovych radov.

Uvazujme casovy rad y;, t = 1,2...T. Najjednoduchsou mierou dynamiky je absolitny

prirastok (prvé diferencie), ktory sa da napisat ako :
Ay =1y, — yi_1, t=23...T 9)

Tato charakteristika nam vyjadruje zmenu hodnoty v ¢ase t oproti ¢asu t — 1. Taktiez
sa Casto pouziva priemerny absolatny prirastok :
T
~x ;Ayt _Yyr—

A= = 1
T7—-1 T7—-1 (10)

Popripade uvazujeme este relativny prirastok :

A
e L (11)
vu—1 Yy

kde Ay, je je absolitny prirastok pre t =2,3...7.

Dalsou podstatnou mierou dynamiky ¢asovych radov je koeficient rastu (alebo tempo

rastu) :

Yt
k, = 2 12
! Yt—1 ( )

16



kde 1, je sledovana hodnota pre t = 2,3...7T. Prenasobenim koeficientu stomi do-
stavame percentudlny narast v case y; oproti ¢asu ;1. Priemerny koeficient rastu sa

vypocita ako geometricky priemer jednotlivych koeficientov rastu :

__ T1/k2k3 _ T192y3 T_1 (13)
\/?/192 7 \/

Kde kr je koeficient rastu pre t = 2,3.

1.4 Dekompozicia ¢asovych radov

V tejto podkapitole ¢erpame z [4], kde zdkladnou metddou pre analyzu ekonomickych
¢asovych radov je dekompozi¢nd metoda. Zakladny predpoklad tejto metody spociva
v rozlozeni ¢asového radu y; , kde t = 1,2,...7 na Styri zlozky a to : trendova zlozku

(T}), sezonnu zlozku (S;), cyklicka zlozku (C}) a ndhodnu zlozku (€;)

28 30 32 34

observed

2000 2002 2004 2008 2008 2010 2012

Time

Obr. 4: Vygka vodnej hladiny pocas prilivu v Kings Point, New York v rokoch 2000-2013

1.4.1 Trendova zlozka (7;)

Popisuje dlhodoby priemerny vyvoj ¢asového radu, resp. popisuje spravanie skiima-
ného javu v dlhom c¢asovom horizonte. Trend je vysledkom vplyvov, ktoré pdsobia
jednym smerom, napr. demograficky vyvoj, dostupnost technoldgie, rézne smernice,

ktoré ovplyviiuju vyvoj daného javu.

Trend moze mat rozny charakter, moze byt rastici, klesajtci alebo stagnujuci. Jednou
z moznosti ako vyclenit trend z ¢asovych radov je model tzv. Linearny deterministicky

trend :

17



trend

T T T T T T T
2000 2002 2004 2008 2008 2010 2012

Time

Obr. 5: Trendovéa zlozka

Parameter [ vyjadruje prirastkok radu X; pri zmene ¢asu t o jednotku. Na odhad
parametra pouzijeme metodu najmensich stvorcov. Tento odhad bude mat formu arit-

metickych priemerov prvych diferencii.

1.4.2 Sezobnna zlozka (S;)

Vyjadruje periodické oscilovanie okolo trendu s ¢asovym horizontom kratsim ako jeden
rok. Toto kolisanie sa objavuje kazdy rok v rovnakom obdobi a je sposobené faktormi
ako st ro¢né obdobia, sviatky, dovolenky alebo pravidelné parlamentné zmeny. Pri
oc¢istovani radu od sezénnej zlozky sa snazime o odstranenie sezénnej zlozky od trendu
tak, aby sme dokazali porovnat jednotlivé hodnoty radu bez sezénnych vykyvov. Medzi
zakladne metody patria : metoda exponencidlneho vyrovnavania a metoda zalozend na

vypocte sezonnych odchylok a indexov.

seasonal
1

T T T T T T T
2000 2002 2004 2008 2008 2010 2012

Time

Obr. 6: Sezoénna zlozka

1.4.3 Cyklicka zlozka (C,)

Podobne ako sezonna zlozka vyjadruje kolisanie okolo trednu. Je to spdésobené faktormi,
ktoré posobia urcitii dobu a prichadzaja v urcitych peridédach. Tieto vykyvy maja peri-

6du dlhsiu ako rok. Ako priklad mozeme uviest striedanie expanzie a recesie ekonomiky
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v istom ¢asovom intervale. Na extrakciu cyklickej zlozky vyuzijeme spektralnu analyzu
a poznatky o Fourierovej transformacii. Blizsie sa k tejto téme dostaneme v nasledu-

jacej kapitole.

1.4.4 Nahodna zlozka (e;)

Ked7e ide o nahodnu premennt, lebo ju nedokaZeme definovat Ziadnou funkciou ¢asu,
popisujeme ju pravdepodobnostne. Dévody ndhodnych vplyvov st pre néas tazko pred-
vidateIné a neocakavané, preto predpokladame vzajomnu nazavislost javov. Nahodna
zlozka sa v ¢asovych radoch nachadza vzdy, aj ked nie je pritomna ziadna ina odchylka.
Prikladom nahodnej zlozky moéze byt napr. odborarsky strajk, vypadok energie, ¢i ha-
varia, ktora zastavi vyrobu na isti dobu. Nahodna zlozka ako n&dhodné veli¢ina mé

normaélne rozdelenie :
& ~ N(0,0?) (15)
Teda :
e Stredné hodnota v kazdom pozorovani je nulova E(e;) = 0, t=1,2...T
e Rozptyl nahodnej zlozky je konstantny D(e;) = o2, t=1,2...T

e A kedze nadhodné vplyvy su vzajomne nezavislé, kovariancia ndhodnej zlozky

bude nulova cov(e;, €;) = 0, i # 7, i,j=1,2...T

Ak st splnené predchadzajice podmienky, mozeme o ndhodnej zlozke hovorit, ze tvori

tzv. biely sum.

random
02 00 02 04
1

2000 2002 2004 2006 2008 2010 21z
Time

Obr. 7: Nadhodné zlozka
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1.4.5 Aditivny a multiplikativny model

Ked st nam tieto Styri zlozky blizsie zndme, mozeme prejst k dekompozicii ¢asovych
radov. Rozklad ¢asovych radov na jednotlivé zlozky popisujeme pomocou dvoch

modelov :

e Aditivny model :

y=T+S+Ci+e (16)

e Multiplikativny model :

Ye = 14.5:.Chres (17)

Zlozky Ty, S;, Cy st tzv. systematickou castou modelu a €, tvori tzv. nesystematicku
¢ast. Aditivny model je vhodny, ak sa velkost sezénnych vykyvov nemeni s troviiou
¢asového radu. Resp. tento model pouzivame, ak st jeho zlozky navzajom nezavislé.
Naopak ak zlozky ¢asového radu st navzajom zavislé (napr. pozorujeme zavislost me-
dzi rasticim trendom a rastom sezonneho vykyvu) pouzijeme multiplikativny model.
Multiplikativny model je vac¢sinou spajany s ekonomickymi ¢asovymi radmi, pretoze
takéto casové rady maju sezonne variacie, ktoré sa zvys$uja s rasticou troviou radu.
Multiplikativny model dokédzeme v pripade potreby previest na aditivny model logarit-

movanim.
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2 Fourierova analyza

Skor ako prejdeme k Fourierovej transformécii, bude potrebné definovat zakladné pojmy,
medzi ktoré patri trigonometricky rad, Fourierov rad, Fourierov integral a Dirichletove
podmienky. V poslednej ¢asti definujeme dikrétnu Fourierovu transformaciu (DFT) a

algoritmus vypoctu tzv. rychla Fourierova transformécia (FFT).

2.1 Trigonometricky rad

Trigonometricky rad definujeme podla vztahu :
Loy + iA () (18)
2 0 o n

kde:

Ao(0) = ao;

A, (0) = a,cos(nd) + bysin(nh) n>2;

Tento rad budeme oznacovat T. Ciastkovy stcet radu T (sacet n-tého stupiia) je vyraz

definovany néasledovne :

() = 540+ 3 4, (0) (19)

kde:
Ap(0) = ap;
A (0) = aycos(nmb) + by, sin(nmo) m > 2;
Koeficienty a,(a,,) a b,(by,) st pre n(m) > 1. Teraz si zadefinujeme koeficienty a,, a b,
pre ostatné celé hodnoty n nasledovne podla vztahu:
a_p = ayp (n > 0), by =0, b, = —b, (n>0)

Zadefinujme si ¢isla ¢, takto :
1 .
Cp = §(a” — iby,) (20)

kde a, a b, su koeficienty.

PodIa tohto vztahu si mozeme prepisat koeficienty a,, a b, ako :

an = (€ +c_p) b, = i(c, —c_p) (21)
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kde a, a b, su koeficienty a ¢, je hodnota. éiastoény stucet s,(f) mozeme zapisat
nasledovne :

sn(0) = co + Z {(cm + c—pm)cos(mB) + i(cm + c—p)sin(mlb) } = Z cme™? (22)

m=1 —-n

Teraz moze byt rad T'(0) definovany takto :

D en(0) =D coe™ (23)

kde ¢, je hodnota a €™ je exponencialna funkcia

Vztah 18 budeme nazyvat redlnym trigonometrickym radom a vztah 23 ako kom-
plexny trigonometricky rad. Nepredpokladame ni¢ o konvergencii tychto trigonomet-
rickych radov pre 6. Av8ak posledny vztah chapeme ako istd limitnd formu ¢iasto¢ného

suctu.

2.2 Fourierov rad

Podla [11] Fourierov rad pre danti funkciu = (komplexni) s periodou P, (P > 1),
rozumieme ako nekone¢ny rad dany vztahom :
> jk2mt

()= ) cer (24)

k=—o00

kde ¢ je koeficient a e je ortogonalna funkcia pre ¢t € [—oo, 00]. Pre koeficient ¢y

zo vztahu 24 plati :

]. P —jk2nt
A / 215 it (25)
P J

kde z(t) je funkcia a e P * je orogonalna funkcia pre k € Z.

VzhTadom k tomu, Ze koeficienty ¢, st urCené hodnotami funkcie x na intervale
periodicity [0, P], moze byt Fourierov rad zostrojeny aj k funkcii, ktora nie je periodicka.
Téato funkcia v8ak musi byt definovana na intervale [0, P], alebo taka funkcia, pre ktort
plati xo(t) = 0,t > Pt < 0. Dalej staci uz len periodizovat zo tak, 7e z nej bude

vytvorend periodickéa funckia jednoduchym predpisom podla vztahu 26:

z(t) = xo(t — vP) (26)
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kde t € [vP,(v+1)P],v € Z.

Potom koeficienty ¢, pre k € Z mozeme definovat nasledujiucim vztahom :
1 P —Jjk2mt tO+P — Trt
= — / zo(t)e P dt = — / Tt (27)
P J

Dalsie ekvivalentné vztahy Fourierovho radu st uvedené nizsie :

() = ap + i [akcos(Qkﬂt) + bksm(@)]
. / (29)
_2 / %“)dt (30)

- —/ t)sin %m)dt (31)

kde ag, ay a by su koeficienty pre k = 1,2..., z(t) je funkcia a P je perioda.

to je Tubovolné.

Alebo Fourierov rad taktiez vieme zapisat v tvare :

- 2kmt
C(t) = Ap + Z Apgcos( + k) (32)
k=1
AO = Qo, Ak = \/ai—i—b% (33)
a , —b
cos(pk) = A—Z sin(px) = A_: (34)

kde ag, ar, br a Ag, A st koeficienty pre k = 1,2... ¢, je faza harmonickych zloziek,
P je perioda.

Rovnica 28 nam dovoluje vyjadrit Fourierov rad pre periodicka funkciu, kde kazdy
realny periodicky priebeh nejakej veli¢iny mozeme vyjadrit ako superpoziciu nekonecne
vela elementarnych priebehov kosinusového tvaru. Ich frekvencia je dan& nésobkami
zakladnej frekvencie 1%' Amplitiddou budu koeficienty A, a fazou tychto zloziek je yy.
Pod pojmom harmonicka analyza budeme rozumiet tilohu urc¢ovania koeficientov A a
faz . Opacny proces, pri ktorom sa zo zadanych amplitid a faz vytvara funkcia sa

nazyva harmonicka syntéza. Koeficienty Ay a (5 sa potom nazyvaji spektrom signéalu

funkcie z.
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2.3 Dirichletove podmienky

KedZe uz vieme ako zostrojit Fourierov rad, je potrebné poznat za akych podmienok,
kladenych na funkciu f(¢) ho skuto¢ne zostrojit mézeme. Podla 7] je dokazané, 7ze

Fourierov rad méZeme zostrojif ak spliia tzv. Dirichletove podmienky.

Komplexna funkcia f(t), t € R, je mozné pisat v tvare f(t) = wu(t) + iv(t), kde i je
imaginarna zlozka a u(t), v(t) st realne funkcie realnej premennej t. Potom, ak vyhovuji
redlne funkcie u(t) a v(t) Dirichletovym podmienkam v readlnom obore, Fourierov rozvoj

moze byt zostrojeny aj pre komplexnt funkciu f(t).

Funkcia f(t) spliia Dirichletove podmienky na intervale ak plati :
e f(t) je periodicka , resp. periodicky rozsiritelna funkcia

e na danom intervale (jednej periode) je funkcia f(¢) aspon po Castiach spojita tj.

existuje kone¢ny pocet bodov nespojitosti 1. druhu

e na danom intervale ma funkcia f(¢) kone¢ny pocet extrémov (konstantné Casti

f(t) sa neuvazuju)

e funkcia f(¢) je definovana v krajnych bodoch (tj. nadobtida v nich kone¢ne hod-

noty) alebo existuju prislusné jednostranné limity v tychto bodoch.

2.4 Fourierov integral

V predchadzajicich podkapitolach sme sa zaoberali podmienkami pre rozvoj funkcie
f(t) do Fourierovho radu, kde nutnym predpokladom bola periodicita tejto funkcie.
Pokial funkcia nie je periodicka, za istych podmienok ju moéZeme vyjadrit pomocou
Fourierovho integralu. Zjednodusene si to mézeme predstavit ako limitny pripad Fou-

rierovho radu funkcie, ktorej peridda rastie vel'mi rychlo.

Neperiodicka funkcia definovana pre ¢ € R, ktora je absoliutne integrovatelna, sa da
chapat ako pripad periodickej funkcie pre T" — oco. Za tychto okolnosti Fourierov rad

prejde na Fourierov integral. V nasledujicej podkapitole odvodime vztah medzi Fou-
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rierovym radom a dvojnym Fourierovym integralom. A to pre integral v redlnom aj

komplexnom tvare.

2.4.1 Fourierov integral v komplexnom tvare

Nech pre periodicka funkciu f(t) existuje konvergentny Fourierov rad, ktory v kom-
plexnom obore zapiSeme v tvare podla vztahu 24 a vztahu 25.

Aby nenastal zmétok v znaceni, zamenime v poslednom integréle premennt t za z, tj.
r = t na intervale [o« — P, o + P]. Za predpokladu splnenia krokov odvodenia dosta-

neme nasledujuci vztah, ktory vyjadruje tzv. dvojny Fourierov integral v komplexnom

tvare :
1 = = w(t—x)
ft) = Py dw f(x)e dx (35)
kde w, = 2”7" (w je uhlova frekvencia), f(z) je funkcia a ¢ je ortogonalna funkcia.

2.4.2 Fourierov integril v redlnom tvare

Nech funkecia f(t) je redlna funkcia. V predchadzajicom vztahu, ktory je platny pre
vietky t a zaroven f(t) aj f'(t) su spojité. Po oddeleni imaginarnej ¢asti od realnej a
splnenim krokov, ktoré veda k odvodeniu, dostavame formulu dvojného Fourierovho

integralu v readlnom tvare :
1 o0 oo 1 [e.e] oo
= — x)dz cos(w(t —x))dw = — dw x)cos(w(t —x))dx
0=~ | sy [ costatt—a)do =~ [ [ fajcostutt - a)
(36)

kde w je uhlova frekvencia, f(x) je funkcia a cos(w(t — x)) je parna funkcia premenne;j

Ww.

2.5 Fourierova transformacia

Fourierova transformécia patri medzi zdkladné néastroje na spracovanie signalu. Dovo-

Tuje vzajomne jednozna¢ny prevod signalu z/do ¢asovej reprezentacie f(t) do/z frek-
o . L. . , . , vy )

vencnej reprezenticie F'(f). Fourierova transformacia nim umoziuje analyzovat spek-

trum signalu (frekvenény obsah).
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Obr. 8: Vztah medzi ¢asom, frekvenciou a amplitadou.(Zdroj:[1])

Podla 2| fyzikélne procesy a signidly mozeme Studovat v ¢asovej doméne , kde s
reprezentované obecne komplexnou funkciou (signalom) s(t) vyjadrujacou zavislost ne-
jakej veli¢iny na ¢ase, pri¢om t moéze reprezentovat aj ina ako ¢asovu stradnicu (moze
to byt napriklad dizka atd.). Signély a fyzikalne procesy mozeme tie7 sledovat vo frek-
ven¢énej doméne, kde si reprezentované obecne komplexnou funkciou s(f) vyjadruju-
cou, ako je signal poskladany zo sinusov a kosinusov. Analogicky f moze reprezentovat

aj inti ako ¢asovi frekvenciu (typicky dlzkovi frekvenciu).

V publikacii [8] autor definuje frekvencné spektrum signalu ako rozlozenie amplitiad
a pociato¢nych faz harmonickych zloziek, z ktorych sa signal sklada v zavislosti na

frekvencii.

Ak ozna¢ime vnutorny integral funkciou S(w), kde w € R, a uvazujme pdvodny

zapis premennej t, tak potom mozeme zapisat integral nasledovne podla vztahu 37 :

S(w) = /_ T et (37)

kde w, = ZZ (w je uhlova frekvencia), f(t) je funkcia a e ™' je ortogondlna funkcia.

Zapis Fourierovho integralu sa zjednodusi na :

S(w) = — / " S(w)e di (39)

T or

— 00

kde w, = @ (w je uhlova frekvencia), S(w) je funkcia a e ™7™ je ortogonalna funkcia
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Je vSak pravidlom, Ze namiesto funkcie S(w) sa pouziva funkcia F(iw), ktora je
definovana na imaginérnej osi. Nech funkcia f(t) je absolitne integrovatelna a zaroven
f(t) aj f'(t) st po Castiach spojité na R, potom funkcia F'(iw) bude definovana

vztahom :

Fiw) = /_ T e dt (39)

kde w, = ZE (w je uhlova frekvencia), f(t) je funkcia a e=7“" je ortogonalna funkcia.
Tento vztah budeme nazyvat komplexny Fourierov obraz funkcie f. Funkcia f(t) je
teda originilom.

Zobrazenie, ktoré origindlu f(t), t € R, priraduje Fourierov obraz F'(iw) sa nazyva
Fourierova transformacia a zna¢ime ju FT. Fourierov obraz F'(iw) sa nazyva taktiez
spektralna funkcia alebo spektralna hustota originalu f a charakterizuje spojité spek-

trum funkcie f(¢), t € R:
e hodnota |F(iw)| tvori amplitudovi spektralnu hustou
e v =arg(F(iw))( resp. —arg(F(iw))) je fazova spektralna hustota, ¢ € [—7, 7]

Za podmienky, zZe existuje konvergentny dvojny Fourierov integral, je spatna Fourierova

transformécia realizovana tymto vztahom 40:

1 [ ,
f(t) = —/ F(iw)e’" dw (40)
2r J_
kde w, = ZE (w je uhlové frekvencia), F(iw) je funkcia a e™7“" je ortogonalna funkcia.

Pri porovnani vztahov pre priamu a pre spitnd Fourierovu transformaciu je vidiet,
ze sa lisi konStantou, ktora nemé vplyv na konvergenciu integralu. Dalej sa liSi este
znamienkom v exponente jadra transformacie. Ak zadefinujeme Fourierov obraz nasle-

dovne :

S(w) = Fliw) = \/% / T et at (41)

tak spiatna transformécia bude vyzerat :
1 OO : Jwt
f(t) = Ner F(iw)e’" dw (42)
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kde w, = ZF (w je uhlova frekvencia), f(t), F(iw) si funkcie a e77“" je ortogonalna
funkcia.

Je zrejmé, Ze vo vysSie uvedenych vztahoch existuje istd symetria medzi originalom
a jeho obrazom. Ak S(w) = F(iw) je obraz funkcie f(t), tak f(—w) je Fourierovou

transformaciou S(t).

Fourierovou transforméciou v readlnom tvare vyjadrime vzorcom :
ft) = / A(w)cos[wt — p(w)] dw (43)
0
kde A(w) je amplitida A(w) = y/a?(w) + b*(w) a

: 2 b .
o(w) je faza (p(w) = arctcm(%) = —arg(F(iw)), p(w) € [-m, 7).

Av8ak pri Fourierovej transformaécii je potrebné zohladnit fakt, Ze ide o relaciu neur-
¢itosti. To znamenad, Ze presna znalost frekvencie a jej ¢asovej lokalizacie st vzajomne
nezlucitelné poziadavky. Ak je ur¢ené spektrum signéalu, ziskame maximum informé-
cii o obsiahnutych frekvenciach, ale neziskame ziadnu informaciu o tom, kedy sa tieto

frekvencie vyskytli. Opacne, aplikiciou kratkodobej Fourierovej transforméacie, bude

ziskand informacia o lokalizacii, ale na tkor toho stratime informacie o frekvencii.

Na zéklade tychto tvrdeni vyplyva to, Ze Fourierova spektralna analyza je vhodna pre
stacionarne signaly, ktorych charakter je ¢asovo invariantny. Pre nestacionarne signaly

je vhodné pouzit metoédu waveletovej (vinkovej) analyzy.

2.6 Diskrétna Fourierova transforméacia (DFT)

DFT je transformécia koneénych postupnosti komplexnych alebo realnych éisel. Vy-
sledkom tejto transformécie je opdt kone¢néd postupnost vo vSeobecnosti komplexnych
¢isel. KedZe nie vzdy mame k dispozicii spojiti funkciu, ale iba jej hodnoty v dis-
krétnych ¢asovych okamihoch, definujeme DFT ako diskretizaciu signalu. Nasledujice

vztahy pochadzaju z publikacie [11].

e Priama diskrétna Fourierova transformacia

Nech x;,1 =0,1... N — 1 je postupnost N kone¢nych komplexnych ¢&isel, potom
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postupnost hodnét Xy, je jej priama DFT dana vztahom :

Xy = Z R (44)

kde X} je obrazom postupnosti x; pre k =0,1... N — 1.

e Spiatna diskrétna Fourierova transformacia
Nech X ,k=0,1... N—1 je postupnost N kone¢nych komplexnych ¢isel, potom

postupnost N ¢isel je spatnou DFT danda vztahom :

1 « ijk2n

~ Oxmzv (45)

=

xTr; =

il

kde X} je obrazom postupnosti x; pre : =0,1... N — 1.

2.7 Rychla Fourierova transforméacia (FFT)

Pod pojmom rychla Fourierova transformécia (FFT z angl. Fast Fourier Transform)
rozumieme algoritmus vypoc¢tu DFT. FFT sa vyuziva vo viacerych oblastiach, od di-
gitdlneho spracovania signalu a rieSenie parcialnych diferencialnych rovnic az po néso-
benie velkych celych ¢isel. Pomocou FE'T ziskame rovnaké vysledky ako u DET, avsak
omnoho rychlejsie. Klasicki metoda DFT potrebuje O(N?) operacii, zatial ¢o FFT
O(Nlog(N)).

Najcastejsie pouzivanym algoritmom je James Cooley a John Tukey algoritmus [5],
ktory publikovali roku 1965. V klasickej podobe ju mozeme vyuzit pre signaly, u kto-
rych bolo pozorovanych 2° vzoriek, v sticasnej dobe uZ existuji aj sofistikovanejsie
algoritmy, ktoré umoznuju pouzit rychlu transforméaciu pre Tubovolny pocet vzoriek.

V nasledujtcich riadkoch si strucne vysvetlime postup klasickej metody.

P

—ijk2m

E=S fie ¥ i=12...N—1 (46)

B
Il
o

Teraz si rozdelime vzorky na 2 skupiny, na parne vzorky a na neparne vzorky :

N
ei:f2i7 Oi:f2i+1 221,25—1 (47)
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Potom mézZzeme zapisat transforméciu v tvare :

—ij2n2k —ij2m2(k+1) —ij2m2k —ij2m —ij2n2k
N

F, = e;e” N+ e N = e;e” N +e N o;€

pre i =0,1...5 — 1.

Teraz pre zjednoduSenie vyrazu si ozna¢me:

N N
Ny Ny
—ij2m2k —ij2n2k
EZ:E e,e” N Oi:E o;e” N
k=0 k=0

(49)

Rovnakym spdsob by sme ziskali ¢leny pre ¢ > % Vzhladom k periodicite plati £, N =

E; a O;, n = O;. Pomocou vyrazov E; a O; je potom vyslednd transformicia dana v
2

tvare :

—1

) 27 .
N 0; prei <

Ei + e
Fi = —j27: N
E’i*% — eT(Z*7)Oi7% pre /l Z

v|z vz

(50)

Tymto sme transformaciu skladajicu sa z N bodov rozdelili na dve transformaécie

zlozenych z % bodov. Rovnakym postupom delenia budeme pokracovat az do doby,

pokym vyslednd postupnost nebude mat len dva prvky. Pocet operacii kompletnej

transformacie sa tak zmensi z O(N?) na O(Nlog(N)).

x[0]o—=—

2 — )
x{2lo—> N/2- point
x[4]o—»—] DFET
x[6]o—w—]

3 .
X3l N/2- point
[5]0—»—| DFT
x[7]o—»—

Obr. 9: Delenie transformécie zlozenej z N bodov na transformaciu s & bodmi.(Zdroj:[9])
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3 Aplikicia na casové rady

Tato kapitola obsahuje aplikdciu Fourierovej analyzy na dva ¢asové rady. V prvom
priklade sa zamerdme na ekonomické casové rady a cyklickd zlozku v nich. V druhom
priklade analyzujeme data pochadzajtce z prirody okolo nés, kde si ukdzeme prirodné

cykly.

3.1 Priklad ¢.1

Majme ¢asovy rad reprezentujici kvartdlnu nezamestnanost muzov vo Francizsku v ro-
koch 1974-2011 v tis. (Zdroj:[12]). Je to 147 zlozkovy vektor. Tieto data st znazornené
v nasledujicom obrazku, kde modra ¢iara reprezentuje nas ¢asovy rad a prerusSované
¢iara reprezentuje trendovi zlozku. Tuto trendovi zlozku sme dostali linearnou regre-

siou, ktora nieje popisana v tejto praci.
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Obr. 10: Nezamestnanost muzov vo Francuzsku (kvartalne od roku 1974-2011)

Po ocisteni ¢asového radu od trendovej zlozky dostavame rad zlozeny z cyklickej, se-

zonnej a ndhodnej zlozky.
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Obr. 11: éasovy rad ofisteny od trendovej zlozky

Dalsou fazou bude zisfovanie periédy. Obrazok 12 zobrazuje autokorela¢na funkciu
(ACF) pre nas Casovy rad. Z priebehu tejto funkcie odhadneme periodu pre nas ca-
sovy rad. DIzku opozdenia (Lag) si moézeme predstavit ako jednotlivé vzorky. Teda ak
pozname vzorkovaciu frekvenciu a pocet vzoriek daného ¢asového radu, je mozné urcit

dobu periody. Nasa perioda je 48, a kedZe mame kvartalne data prislicha to 12 rokom.

Sample Autocorrelation Function
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Obr. 12: ACF pre nag casovy rad

Dalej budeme pracovat s ¢asovym radom na jeho jednej peridde, tj. z naSich dat si
vyberieme prvych 48 hodnot. Nas novy skrateny casovy rad aproximujeme Fouriero-

vym rozvojom podla vztahov 28 - 31, kde integraly nahradime sumami, kedZe nas
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¢asovy rad je definovany v diskrétnych casovych okamihoch. Nasledujuci graf ukazuje

aproximéciu Fourierovym rozvojom cervenou farbou a nas ¢asovy rad modrou farbou.
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Obr. 13: Aproximaécia Casového radu Fourierovym rozvojom

Vyuzitim rychlej Fourierovej transformacie prechadzame z ¢asovej domény do frek-
vencnej a vytvorime periodogram. Periodogram sa pouziva na identifikdciu dominant-
nych period (alebo frekvencif) z ¢asového radu. Je uzito¢nym nastrojom pre identifi-
kéaciu cyklickického spravania v ¢asovych radoch, obzvlast ked cykly nie st spojené s

bezne sa vyskytujicou sezonostou (mesacéné alebo stvrtro¢né ).
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Obr. 14: éasovy rad po aplikacii Fourierovej Transformécie

7Z obrazka 14 vidime, 7e obsahuje viacero vrcholov (peakov), ktoré hovoria o domi-

nantnych frekvencidch. NaSou tlohou je extrahovat tieto ¢leny z postupnosti Fourie-
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rovho rozvoja. V nasom pripade to budu ¢leny aq, as, as a by, by, by.
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Obr. 15: Cyklicka zlozka znézornené spolu s ¢asovym radom

Na obrazku 15 je znazorneny povodny ¢asovy rad Ciernou farbou a cyklicka zlozka je

znézornend ¢ervenou farbou, ktord ma predpis :

C(t) = ao + arcos(3t) + bicos(35L) + azcos(*5L) + bacos(*5L) + ascos(25) + bycos(25t)
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Obr. 16: Casovy rad odisteny od cyklickej zlozky

Ked uz pozname cyklickn zlozku, moézeme prejst k ocisteniu ¢asového radu. Po tomto
oc¢isteni ndm ostava Casovy rad zlozeny zo sezénnej a nahodnej zlozky. Na nasledujicom
grafe je zndzorneny povodny ¢asovy rad ¢iernou farbou a ocisteny ¢asovy rad ¢ervenou

farbou.
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3.2 Priklad ¢.2

V tomto priklade sa zamerdme na ¢asovy rad tvoreny z idajov o jazere Urmia v Irane.
Ide o polro¢né data obsahujice priemernt vysku hladiny v rokoch(1970-2000). Obrazok

17 zachytéva nas casovy rad a naznacenu trendovu funkciu.

Obr. 17: Priemerna vyska hladiny jazera Urmia v rokoch 1970-2000

Po odisteni ¢asového radu od trendu dostavame rad pripraveny na analyzu cyklickej

zlozky.

Obr. 18: éasovy rad ocisteny od trendovej zlozky

Pomocou autokorela¢nej funkcie z obrazka 19 odhadneme periodu. V nasom pripade

je peridda rovné 21, ¢o reprezentuje 10,5 roka.
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Obr. 19: ACF pre nag ¢asovy rad

Ked uZ pozname periédu, spravime Fourierov rozvoj funkcie pre tiato periodu. Cier-

nou farbou je vykresleny ¢asovy rad a ¢ervenou aproximacia.

Obr. 20: Aproximécia Casového radu Fourierovym rozvojom

Ako dalsi krok spravime Fourierovu transformdaciu a pozrieme sa na casovy rad

zavisly od frekvencie, kde zistime, ktoré z nich st vyznamné. Podla obrazka 21 vidime,

7e nase dominantné frekvencie sa vztahuja pre ¢leny aq, as,as a by, b, b3
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Obr. 21: éasovy rad po aplikacii Fourierovej Transformécie

Po extrakcii tychto ¢lenov z Fourierovho rozvoja dostavame ¢asovy rad ocisteny od

cyklickej zlozky, ¢o je v obrazku 22 vyznacené ¢ervenou farbou

Obr. 22: éasovy rad oflisteny od cyklickej zlozky

A teda nasa cyklicka zlozka je reprezentovana vztahom :

C(t) = ao + arcos(25) + bicos(25) + ascos(1E) + bacos(25) + azcos(SEt) + bycos (o)

V obrazku 23 je cyklickd zlozka vyznacend cervenou farbou a pdvodny ¢asovy rad

¢iernou farbou.
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Obr. 23: Cyklicka zlozka zndzornena spolu s ¢asovym radom
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Zaver

Hlavnym cielom mojej bakalarskej prace bolo opisat teoriu cyklicity v ¢asovych radoch
a nasledne ju aplikovat na redlne data. Vysledkom aplikiacie bola extrakcia cyklickej
zlozky z ¢asovych radov za pomoci Fourierovej analyzy. V jednotlivych kapitolach sme
si postupne popisali potrebna teoériu, ktora sme v dalsich kapitolach pouzili na kon-

krétne priklady za u¢elom naplnenia ciela.

V prvej kapitole sme si definovali a charakterizovali ¢asové rady podla roznych kritérii.
Ukézali sme si grafickd reprezentaciu ¢asovych radov. Opisali sme dokompoziciu ¢aso-

vych radov a jej zlozky (trend, sezéonnost, cyklicita a nahodna zlozka).

Druha kapitola je venovana Fourierovej analyze. Ako prvé definujeme trigonometricky
rad a vztahy s nim spojené. Dalej opisujeme teériu Fourierovho rozvoja, pomocou kto-
rého sme boli schopni aproximovat dany casovy rad za pouzitia sinusov a kosinusov.
Uviedli sme podmienky aproximacie tzv. Dirichletové podmienky. Nasledne definujeme
Fourierovu transformaciu (FT) a Diskrétnu Fourierovu transformaciu (DFT), ktora
nam umozinuje analyzovat ¢asové rady vo frekvencnej doméne. Vztahy pre vypocet F'T
a DFT uvidzame vo viacerych formach. V zavere kapitoly sa venujeme algoritmu vy-

poctu Fourierovej transforméacie tzv. rychla Fourierova transformécia (FFT)

V poslednej kapitole sme teoretické znalosti aplikovali na dva casové rady. V priklade
1 sme extrahovali cyklicku zlozku z ¢asového radu, ktory reprezentuje nezamestnanost
muzov vo Franctzsku. Vyuzitim autokorelacnej funkcie sme odhadli periédu a nésledne
sme aproximovali tento rad Fourierovym rozvojom. Po analyze frekvencii v spektre sme
extrahovali dominantné frekvencie a tym sme rad ocistili od cyklickej zlozky. V priklade
2 sa venujeme analyze cyklickej zlozky v ¢asovych radoch vyskytujtcich sa v prirode.
Ako podklad sme si zobrali priemerni vysku vodnej hladiny jazera Urmia. Postupovali
sme podobne ako v priklade 1, kde sme pomocou Fourierovej analyzy extrahovali cyk-

licka zlozku.

Vysledok mojej prace je len krok v celkovej analyze casovych radov. Takto ocistené
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¢asové rady st pripravené na dal$iu analyzu. Ukézali sme, ze Fourierovu analyzu mo-
7zeme pouzit ako na ekonomické ¢asové rady tak aj na bezné ¢asové rady. Ako vhodny
doplnok mojej préce by som ¢itatelom odporuéil literatiru tykaju sa linearnej regresie

a Box-Jenkinsovej metodologie.
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