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Abstrakt

VODISLAVSKÁ, Linda: Jednoperiódové modely na správu portfólia [Bakalárska práca],

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-

tedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: doc. Mgr. Igor Melicher£ík, PhD.,

Bratislava, 2013, 44 s.

V tejto práci sa venujeme porovnaniu jednoperiódových modelov na správu port-

fólia. Ke¤ºe Markowitzov Mean Variance model je pravdepodobne najpopulárnej²ím

modelom na optimalizáciu investorovho portfólia, skúmame jeho vlastnosti a kvality.

Tie ¤alej porovnávame s mlad²ím a menej roz²íreným Mean Absolute Deviation mo-

delom. V analýze sa snaºíme zamera´ sa na pozitíva i negatíva kaºdého modelu. Na²ím

cie©om je okrem porovnávania v teoretickej rovine aj aplikácia získaných poznatkov na

reálne dáta. Na²a práca predstavuje súhrn vlastností oboch modelov a ich modi�kácií,

pre ktoré porovnávame optimálnu skladbu portfólia.

K©ú£ové slová: optimalizácia portfólia, Markowitzov Mean Variance model, Mean

Absolute Deviation model, zákaz krátkych pozícií, linerárne programovanie



Abstract

VODISLAVSKÁ, Linda: One-period models for portfolio optimization [Bachelor The-

sis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-

tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr. Igor

Melicher£ík, PhD., Bratislava, 2013, 44 p.

In our work we deal with comparison between one-period models for portfolio optimi-

zation. Since Markowitz Mean Variance model is presumably the most popular model

for investor's portfolio optimization, we investigate its properties and qualities. He-

reinafter, we compare those with younger and less known Mean Absolute Deviation

model. In analysis we endeavour to study both positives and negatives of each mo-

del. In addition to theoretical comparison, our aim is to apply acquired knowledge to

real data. Our work summarizes attributes of both models and their modi�cations, for

which we compare optimal portfolio allocation.

Keywords: portfolio optimization, Markowitz Mean Variance model, Mean Absolute

Deviation model, short sale restriction, linear programming
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

�Predpokladá sa, ºe táto akcia bude rás´ dobre, pokia© budú aj iné akcie na trhu rás´.

Musíme tieº bra´ do úvahy, ºe bude na tom biedne, pokia© aj výnosy iných akcií budú na

tom biedne. Dokonca ani ten smer, akým sa bude trh ubera´, nie je vôbec jasný. Exis-

tujú slabiny, ktoré môºu spôsobi´, ºe na²a akcia bude klesa´, aj ke¤ ostatné akcie budú

vo v²eobecnosti rás´: moºnos´ nátlaku zo strany odborov alebo nebezpe£enstvo zo strany

agresívneho konkurenta nemoºno ignorova´. Na strane druhej v²ak existuje skrytý po-

tenciál, ktorý môºe prinies´ e²te vä£²í zisk, neº v aký si manaºment spolo£nosti vôbec

trúfa dúfa´. Nový výzor produktu, nová (nie drahá) reklamná kampa¬ £i nárast produk£-

ných moºností sa môºu ukáza´ ako magická kombinácia, sp¨¬ajúca v²etky predpoklady

k nie£omu takému.�

Predchádzajúca ve©mi v²eobecná a vôbec nie konkrétna výpove¤ burzového makléra

publikovaná v diele [5] asi nepredstavuje informáciu, akú potenciálny investor pri jeho

náv²teve o£akáva. A práve ju môºeme povaºova´ za hnací motor rozvoja teórie portfólia

a výskumu vôbec v tejto oblasti. Investor prichádza za burzovým maklérom s jediným

cie©om: znásobi´ svoj majetok. Investor vie, aké mnoºstvo pe¬azí chce preinvestova´.

Investor vie, aký minimálny výnos chce dosiahnu´. A správny investor tieº vie, £o

potrebuje od burzového makléra po£u´: ko©ko a do £oho investova´.

Odpove¤ na túto otázku v²ak vôbec nie je jednoduchá. Laik by moºno ná²mu inves-

torovi poradil, aby investoval do akcie, ktorá mala doposia© najvy²²í výnos. Znie to síce

pomerne logicky, ale pravda to nie je. Nevyhnutnou a neoddelite©nou sú£as´ou investo-

rovej stru£nej otázky je totiº aj ¤al²ia: ako minimalizova´ riziko spojené s investovaním

do akcií? Akcia síce môºe ma´ najvy²²í výnos, ale to so sebou priná²a riziko, ºe jej hod-

nota bude príli² kolísa´. Vôbec prvým, kto pri²iel s odpove¤ou na investorovu otázku

v podobe matematicky rie²ite©ného problému, bol Harry Markowitz v roku 1952, ke¤

v £lánku [4] predstavil svoj Mean Variance model. Za merate© rizika si zvolil varianciu

výnosov jednotlivých akcií a ich vzájomnú kovarianciu. Tvrdí sa, ºe Markowitzov model

pravdepodobne poskytol viac otázok ako ich reálne zodpovedal, £ím podnietil výskum

v tejto oblasti. Od polovice dvadsiateho storo£ia sa odpovede pokú²alo nájs´ nieko©ko

desiatok ¤al²ích významných matematikov, ²tatistikov a ekonómov v stovkách najrôz-

nej²ích publikácií, kde predstavili svoje modely a �svoje� meratele rizika. Ktorý model

11



ÚVOD ÚVOD

je v²ak ideálny? Ktorý rýchlo a presne po£íta a je aplikovate©ný v reálnom ºivote?

Táto práca sa zaoberá jednoperiódovými modelmi na správu portfólia, hlavný dôraz

je v²ak kladený na porovnanie dvoch, a to modelov Mean Variance modelu autora H.

Markowitza a nie aº tak v²eobecne známeho Mean Absolute Deviation modelu autorov

H. Konno-a a H. Yamazaki-ho. Teoretickému porovnávaniu sa venujeme v prvej £asti

tejto práce, jej druhá £as´ je venovaná praktickému porovnaniu optimálnej skladby

portfólia na základe reálnych dát a výpo£tov.

12



1 O INVESTOROVOM PORTFÓLIU

1 O investorovom portfóliu

V tejto £asti na²ej bakalárskej práce si vysvetlíme základné pojmy významné z h©adiska

teórie portfólia, s ktorými budeme v tejto práci pracova´ a ktoré by mal pozna´ kaºdý,

kto sa raz rozhodne investova´.

Portfólio je akáko©vek kombinácia investi£ných moºností, do ktorej môºe investor

vloºi´ svoj kapitál.

Teória portfólia predstavuje mikroekonomickú vednú disciplínu zaoberajúcu sa prob-

lematikou optimálnej skladby portfólia, známej aj ako optimalizácia portfólia - kvôli

zdôrazneniu vyuºitia optimaliza£ných metód, predov²etkým kvadratického a lineárneho

programovania.

1.1 Investori

Ako prvé sa zameriame na investorov. Tých rozli²ujeme na tri skupiny: rizikovo averz-

ných, rizikovo neutrálnych a riziko ob©ubujúcich. Znamená to, ºe rôzny investor je

ochotný podstúpi´ rôzne riziko pre konkrétnu úrove¬ výnosu. Najlep²ie sa to dá vyjadri´

pomocou o£akávanej strednej hodnoty investície: rizikovo neutrálni investori za£ínajú

investova´ pri o£akávanej strednej hodnote výnosu investície rovnej výnosu bezriziko-

vej investície, rizikovo averzní investori za£nú investova´ len pokia© je stredná hodnota

vä£²ia, no a riziko ob©ubujúci investori budú investova´ aj pokia© bude stredná hod-

nota výnosu men²ia ako výnos bezrizikovej investície, £iºe aj v prípade, ºe strata je

pravdepodobnej²ia ako zisk. My sa budeme v na²ej práci venova´ prvému typu.

1.2 Výnos

Cie©om kaºdého investora je zisk, ktorý sa snaºí maximalizova´. Predpokladajme, ºe

investorovo portfólio má na za£iatku investi£ného obdobia hodnotu X0. Investor má

predstavu o tom, aký zisk by chcel na konci investi£ného obdobia dosiahnu´. Je v²ak

rozdiel, £i bude jeho zisk $20 z po£iato£nej investície $10 alebo $1000. Preto je lep²ie

uvaºova´ investora, ktorý maximalizuje svoj zisk pomerne ku svojmu vkladu. Rozli²u-

jeme totiº medzi absolútnym ziskom, vyjadrený pomerom hodnoty portfólia na za£iatku

13



1.3 Diverzi�kácia 1 O INVESTOROVOM PORTFÓLIU

X0 a konci investi£ného obdobia X1:

R =
X1

X0

(1)

a relatívnym ziskom, ktorý sa dá vyjadri´ percentuálne ako výnos, a preto je aj beºnej²ie

pouºívaný:

r =
X1 −X0

X0

. (2)

Zrejmý je vz´ah

r = R− 1. (3)

1.3 Diverzi�kácia

Sám Markowitz uvádza vo svojej práci [5]: �Dobré portfólio je lep²ie ako dlhý zoznam

vynikajúcich akcií a dlhopisov.� Jeho tvrdenie je síce krátke, ale predchádzalo mu neza-

nedbate©né mnoºstvo výskumu. �o za tým tkvie? Ako sme uº spomenuli v samotnom

úvode, najlep²ou vo©bou pre investora je nevsadi´ v²etko na jednu akciu práve z dô-

vodu moºnej prítomnosti prive©kého rizika spojeného s investovaním do nej. Vysoký

výnos v predchádzajúcom období je nezriedka spojený s nízkym, v najhor²om prípade

záporným výnosom v tom budúcom. Nerozváºni investori nezriedka £elia situácii, v

ktorej cena ich akcie ne£akane klesne a vidina vysokých výnosov sa rozplynie. Aj preto

povaºujeme za potrebné zdôrazni´, ºe v na²ej práci nehovoríme o optimálnych akciách,

ale o optimálnej skladbe portfólia.

Predpokladajme, ºe na trhu je dostupných n akcií, z ktorých moºno vytvori´ na²e

portfólio. Ako najvhodnej²ia vo©ba sa javí diverzi�kácia, £o vlastne znamená preroz-

delenie investovaného majetku do viacerých, navzájom nesúvisiacich akcií z rôznych

oblastí. Pre ilustráciu, znamená to napr. ºe neinvestujem naraz do akcií internetového

prehliada£a a internetového obchodu, lebo existuje prepojenie týchto dvoch oblastí.

Jednou z moºností prerozdelenia investorovho majetku do n akcií je naivne diver-

zi�kova´, £iºe rozdeli´ investovaný majetok do jednotlivých akcií pomerne. Vyjadrené

matematicky to znamená priradenie kaºdej z akcií váhu wi = 1
n
X0, resp. wi = 1

n
v prí-

pade, ºe uvaºujeme po£iato£ný majetok investora rovný 1. Nie je to ale ideálna vo©ba.

Práve modely na správu portfólia nám ukazujú, ºe vhodné je akciám priradi´ rôzne váhy

wi. Celkovo tak môºeme chápa´ investorovo portfólio ako vektor w = (w1, w2, ..., wn)′.

14



1.4 Meratele rizika 1 O INVESTOROVOM PORTFÓLIU

Prenásobením tohto vektora kon²tantou predstavujúcou investorov po£iato£ný maje-

tok, dostávame tzv. portfólio v monetárnom ponímaní, ktoré nám podá presnú infor-

máciu o tom, presne ko©ko pe¬azí máme do jednotlivej akcie investova´. Je zrejmé, ºe

poºadujeme
∑n

i=1 wi = 1. Niektoré variácie modelov povo©ujú aj krátke pozície (tzv.

shortovanie), £o v praxi znamená, ºe akciám môºeme priradi´ aj záporné váhy wi < 0.

Táto stratégia je pre investora výhodná v prípade o£akávania poklesu cien jeho akcií.

V na²ej práci sa venujeme obom vy²²ie spomenutým prípadom, s povolením ako aj

zákazom krátkych pozícií u oboch nami skúmaných modelov.

1.4 Meratele rizika

V modeloch, ktoré sú predmetom skúmania tejto bakalárskej práce, je riziko repre-

zentované na jednej strane varianciou, £iºe disperziou výnosov jednotlivých akcií a

ich vzájomnou kovarianciou v Markowitzovom Mean Variance modeli, na strane dru-

hej tzv. strednou absolútnou odchýlkou v modeli nesúcom anglický ekvivalent tohto

názvu. Treba poznamen´, ºe variancia je síce pravdepodobne najpouºívanej²ím mera-

te©om rizika, nie v²ak ideálnym. Okrem rizika, ºe portfólio bude ma´ na konci niº²iu

hodnotu ako o£akávanú, riziko zahr¬uje aj jeho vy²²iu hodnotu, £o nám teória portfólia

nedovo©uje ozna£i´ za neºelaný jav. Na druhej strane, stredná absolútna odchýlka sa

javí ako vhodná náhrada, dokonca v prípade normálne rozdelených výnosov sú nami

skúmané dve metódy merania rizika v podstate rovnaké (dôkaz uvádzame v £asti 4).

Ako pridaný bonus môºeme v prípade Mean Absolute Deviation modelu chápa´ moº-

nos´ penalizova´ rozli²nými kon²tantami cu a cd odklonenia smerom nadol a nahor od

cie©ového výnosu r̄p investora.

1.5 Ako odhadnú´ budúci výnos?

Pri výbere akcií investora zaujíma predov²etkým ich budúci výnos. Vynára sa teda

otázka, ako vôbec odhadnú´ budúci výnos akcií a ma´ tak moºnos´ namodelova´ prí-

klad. Na jednej strane sa môºe investor zamera´ na historický výnos akcií. Na strane

druhej sa môºe orientova´ svojimi predpokladmi oh©adom budúcich výnosov. Pokia©

sú historické výnosy vkladané do jednotlivých modelov ako vstupy, ako výstupy do-

staneme tie akcie, ktorým sa v minulosti mimoriadne darilo. Je to v²ak to, £o investor
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1.6 Moderná teória portfólia 1 O INVESTOROVOM PORTFÓLIU

potrebuje? Aké £asové obdobie má zvoli´? Pri zvolení pridlhého £asového horizontu

môºu by´ výsledky skreslené a neaktuálne, av²ak v prípade, ºe je sledovaný £asový

úsek príli² krátky, výsledok môºe by´ ovplyvnený výraznými krátkodobými vplyvmi.

Pokia© sa v²ak sústredí výlu£ne na svoje dojmy a predpoklady a tie vkladá do modelu

ako vstupy, ako výstup nedostane ni£ iné, len mierne upravený obraz svojich my²lie-

nok. Dôleºité preto je nezamera´ sa len na jeden poh©ad, ale skôr ich navzájom vhodne

doplni´.

1.6 Moderná teória portfólia

Za jej zakladate©a sa povaºuje H. Markowitz, autor jedného z dvoch nami skúmaných

modelov. Poskytol vôbec prvé systematické rie²enie problému, ktorému £elí kaºdý in-

vestor, a to navzájom sa vylu£ujúcich túºieb kaºdého investora: vysokého pro�tu a

nízkeho rizika. Po£iatky modernej teórie portfólia teda nesiahajú ¤alej ako do pä´de-

siatych rokov 20. storo£ia. Ako je uvedené aj v diele [6]: Pravdepodobne najvýznamnej-

²ou sú£as´ou modernej teórie portfólia je poznanie, ºe najlep²ím portfóliom je práve to

najviac diverzi�kované.

1.7 Jednoperiódové modely

Jedná sa o modely, pri ktorých s akciami pracujeme len po£as jednej periódy. Na

za£iatku periódy, £iºe investi£ného obdobia, investor prerozdelí svoj kapitál medzi nie-

ko©ko akcií. V re£i matematiky to znamená priradenie nenulovej váhy wi 6= 0 jed-

notlivým premenným reprezentujúcim vybrané akcie. Investor musí vyrie²i´ príklad

reprezentovaný modelom, v ktorom spomínané akcie musia sp¨¬a´ ur£ité ohrani£enia,

medzi inými je aj to, ºe ich váhy musia v sú£te dáva´ jednotku. Po£as investi£ného

obdobia akcie generujú ur£itý (náhodný) výnos. Investor do tohto procesu nijako ne-

zasahuje, napr. nemôºe váhy akcií v portfóliu prispôsobova´ aktuálnej situácii na trhu:

kupova´ £i predáva´, £o môºe pripomína´ buy-and-hold stratégiu vo viacperiódovom

období. Na konci periódy investor vypo£íta celkový výnos svojho portfólia.
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2 Mean Variance model

Tento model, moºno známej²í pod autorským názvom Markowitzov model, je pova-

ºovaný za východiskový bod modernej teórie portfólia a mí©nik vo �nanciách celkovo.

Jeho autorom je americký ekonóm Harry Markowitz. Prvýkrát bol publikovaný v £lánku

[4] z roku 1952, no Markowitz sa mu venoval aj v neskôr v £lánku [5]. Za tento priekop-

nícky model a výskum v tejto oblasti mu bola v roku 1990 udelená �védskou krá©ovskou

akadémiou vied Nobelova cena.

Obr. 1: Harry Markowitz, autor Mean Variance modelu

Bikritériová optimalizácia, pri ktorej na jednej strane váh máme cie©ový výnos port-

fólia r̄p a na strane druhej varianciu (disperziu, rozptyl) portfólia σ2
p, predstavuje základ

Markowitzovho modelu.

Variancia portfólia σ2
p v podstate hovorí o tom, ako ²iroko sú rozloºené hodnoty v

mnoºine. De�novaná je nasledovne:

σ2
p = E[(rp − E[rp])

2]

= E[(rp − r̄p)2]

= E[{
n∑
j=1

rjwj − E[
n∑
j=1

rjwj]}2],

(4)

kde r̄p investorom o£akávaný, chcený výnos celého portfólia a rp jeho skuto£ná hodnota.

Varianciu portfólia v Markowitzovom Mean Variance modeli minimalizujeme. Za dôle-

ºité a potrebné podotknú´ povaºujeme skuto£nos´, ºe variancia celého portfólia nie je
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2.1 Rie²enie Markowitzovho problému 2 MEAN VARIANCE MODEL

jednoduchým sú£tom variancií jednotlivých akcií, £o zvy²uje jeho výpo£tovú náro£nos´.

Dá sa matematicky ukáza´, napr. v [2], ºe rovnica pre σ2
p ozna£ená (4) je ekvivalentá

zápisu

σ2
p(w) =

n∑
i,j=1

wiwjσij, (5)

kde σij reprezenuje kovarianciu výnosov akcií i a j, a σii varianciu i-tej akcie. Ekviva-

lentný je maticový zápis σ2
p = wTV w, kde matica Vn×n je kovarian£ná a vektor w je

vektor váh jednotlivých akcií v portfóliu d¨ºky n.

Variancia má tak za následok formuláciu Markowitzovej úlohy ako problému kvad-

ratického programovania:

min
w

1

2

n∑
i,j=1

wiwjσij

n∑
i=1

wir̄i = r̄p

n∑
i=1

wi = 1.

(6)

Potrebujeme preto pozna´ o£akávané výnosy n akcií r̄i. Investor si musí v závislosti od

svojej averzie k riziku stanovi´ cie©ový výnos portfólia r̄p. Uº z na²ich predchádzajúcich

úvah je totiº zrejmé, ºe vy²²í cie©ový výnos r̄p so sebou nesie aj vy²²ie riziko kolísania

výnosov a z toho vyplývajúcej straty.

2.1 Rie²enie Markowitzovho problému

Nespochybite©nou výhodou Mean Variance modelu oproti iným modelom je fakt, ºe

problém moºno vyrie²i´ exaktne. Dá sa tak u£ini´ s pouºitím Lagrangeových multip-

likátorov. Presný vzorec je odvodený napr. v [2]. Vzorec na vyrie²enie Markowitzovho

problému po úpravách vyzerá nasledovne:

w =
r̄pc− a
d

V −1r̄ +
b− r̄pa
d

V −11, (7)
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2.1 Rie²enie Markowitzovho problému 2 MEAN VARIANCE MODEL

kde

a = 1TV −1r̄

b = r̄TV −1r̄

c = 1TV −11

d = bc− a2

(8)

a r̄ je vektor o£akávaných (priemerných, na základe historických dát) výnosov akcií v

portfóliu d¨ºky n.

Medzi základné £rty Mean Variance modelu patrí aj efektívna hranica. Opticky nám

pomáha vyjadri´ výsledky získané vyrie²ením Markowitzovho problému. Ve©kou výho-

dou efektívnej hranice je jej preh©adnos´, ktorá investorovi umoº¬uje orientova´ sa v

správaní modelu, a poskytuje tak cenný k©ú£ pri rozhodovaní sa. Efektívnu hranicu

získame ako kombináciu bodov [σ2
p, rp], reprezentujúcich optimálne kombinácie n akcií

s váhami w1, w2, ..., wn, v ktorých investorovo portfólio nadobúda minimálne hodnoty

rizika, zatia© £o výnos je maximalizovaný. Nachádza sa na vrchu mnoºiny v²etkých

prípustných rie²ení Markowitzovho modelu, ako je to znázornené na Obrázku 2.

Obr. 2: Efektívna hranica

Mean Variance model tieº poskytol základ pre tzv. asset pricing modely, spomedzi

ktorých je najpopulárnej²í Capital Asset Pricing Model (CAPM).
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2.2 Mínusy MV modelu 2 MEAN VARIANCE MODEL

V na²ej práci rie²ime popri formulácii problému (6) aj problém so zákazom krátkych

pozícií:

min
w

1

2

n∑
i,j=1

wiwjσij

n∑
i=1

wir̄i = rp

n∑
i=1

wi = 1

wi ≥ 0 ∀i = 1, 2, ..., n,

(9)

kde oproti formulácii (6) pribudla posledná nerovnica, v ktorej poºadujeme nezáporné

hodnoty váh wi. Tento problém sa v²ak narozdiel od toho predchádzajúceho uº vypo-

£íta´ exaktne nedá.

2.2 Mínusy MV modelu

Ako sme spomínali v úvode, Markowitzov model bol vôbec prvým efektívnym nástro-

jom na rie²enie investi£nej dilemy výnos vs. riziko. Od jeho publikovania pre²lo uº vy²e

60 rokov, a za tento nie krátky £as si samotní investori £i burzoví makléri uvedomili

niektoré jeho nevýhody. Medzi tie najhlavnej²ie pod©a £lánku [1] patrí:

• Výpo£tová náro£nos´ : Nutné je vypo£íta´ n(n+1)
2

kon²tánt σij v kovarian£nej ma-

tici, z ktorých vä£²ina je nenulová. Napr. uº pre portfólio s 200 akciami, t.j.

n = 200, je ich nutné vypo£íta´ 20 100, £o je výpo£tovo a následne £asovo mi-

moriadne náro£né. Pod©a manaºéra jednej z vedúcich japonských organizácií na

správu akcií, problémy s viac ako 200 akciami sú zriedkavo po£ítané v praxi.

Pri vä£²om mnoºstve akcií (nad 500) je výpo£et optimálneho rie²enia ve©kého

kvadratického programu nezvládnute©ný v reálnom £ase, a to aj napriek tomu,

ºe existujú zjednodu²enia.

• Nesymetrické preferencie investora: Tie sú následkom pouºívania variancie ako

merate©a rizika. Je samozrejmé, ºe investora nete²í niº²í zisk, ale tomu vy²²iemu

by sa predsa nikto nebránil. Takisto nie je isté, £i nám na presný výpo£et sta£ia

len prvé dva momenty (stredná hodnota a disperzia), alebo Markowitzov model

máme chápa´ skôr ako aproximáciu zloºitej²ích optimaliza£ných problémov.
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2.2 Mínusy MV modelu 2 MEAN VARIANCE MODEL

• Moºná existencia prive©kého mnoºstva nenulových váh v optimálnom rie²ení, £o

môºe spôsobi´, ºe výsledné portfólio je �prediverzi�kované� a ´aºko uskuto£nite©né

v reálnom svete investícií. Predpokladá sa, ºe napr. z mnoºstva akcií 1000, t.j.

n = 1000, bude aspo¬ 100 � 200 váh nenulových. Tieº netreba zabudnú´ na

transak£né náklady, ktoré sa pri ve©kom mnoºstve akcií, £asto len s minimálnym

podielom na celkovom portfóliu, môºu vy²plha´ do neuverite©ných vý²in. Správa

portfólia s viac ako 100 akciami tieº nie je jednoduchá záleºitos´, £o môºe vies´

investora k eliminácii akcií s váhami ve©mi blízkymi nule. To v²ak môºe ma´

za následok skuto£nos´, ºe výsledné portfólio má v reále neporovnate©ne vy²²iu

varianciu ako tú, ktorú vypo£ítal ná² model.

Aj spomínané nevýhody sú dôvodom, pre£o sa dnes Markowitzov Mean Variance po-

uºíva k optimalizácií ve©kých portfólií skôr zriedkavo. Stále ho v²ak môºeme povaºova´

za dostato£ne bohatý na to, aby poskytol potenciálnemu investorovi hlavný teoretický

základ na uvedomenie si významnosti diverzi�kácie pri vytváraní portfólia
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3 Mean Absolute Deviation model

Tento model je povaºovaný za jednu z alternatív k Markowitzovmu Mean Variance

modelu a pouºitiu druhých momentov ako merate©ov rizika v²eobecne. Jeho autormi

sú japonskí matematici Hiroshi Konno a Hiroaki Yamazaki. Tí ho predstavili vo svojom

£lánku [1] z roku 1991, £ím nadviazali na Konnovu prácu z predchádzajúceho obdobia.

Riziko sa autori tohto modelu rozhodli mera´ - ako to uº typicky z názvu modelu

vyplýva - pomocou tzv. strednej absolútnej odchýlky. Tá je de�novaná nasledovne:

ξ(w) = E[|rp − E[rp]|]

= E[|rp − r̄p|]

= E[|
n∑
j=1

rjwj − E[
n∑
j=1

rjwj]|].

(10)

Túto funkciu po prvýkrát predstavil Konno e²te v roku 1989 a následne na ¬u nad-

viazal uº aj v spolupráci s Yamazaki-m. V nami skúmanom Mean Absolute Deviation

modeli je táto funkcia minimalizovaná ako ú£elová funkcia s obmedzeniami totoºnými

tým v predchádzajúcom Markowitzovom Mean Variance modeli. Problém teda môºeme

sformulova´ nasledovne:

min
w
E[|

n∑
j=1

rjwj − E[
n∑
j=1

rjwj]|]

n∑
i=1

wir̄i = r̄p

n∑
i=1

wi = 1

.

(11)

Uº v £asti 1 O investorovom portfóliu sme spomenuli, ºe nami skúmané dva prob-

lémy sú v prípade normálne rozdelených výnosov (r1, r2, . . . , rn) v podstate rovnaké, a

teda za tohto predpokladu môºe by´ Mean Absolute Deviation metóda tieº pouºitá na

vypo£ítanie efektívnej hranice. Dôkaz uvádzame v £asti 4 Konzistencia úloh.

3.1 Mínusy MAD modelu

Za pravdepodobne najvä£²iu nevýhodu Mean Absolute Deviation modelu sa povaºuje

nutná disktretizácia pravdepodobnostného priestoru z dôvodu zachovania znamienka v
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3.2 Rie²enie MAD problému 3 MEAN ABSOLUTE DEVIATION MODEL

ú£elovej funkcii. Pod©a [1] v²ak sta£í zobra´ do úvahy kone£nú mnoºinu historických

výnosov , kedy uº nemusíme aplikova´ akéko©vek distribu£né predpoklady, pretoºe ná-

hodnos´ je ur£ená konkrétnym mnoºstvom scenárov. Pokia© je ale model pouºitý na

vä£²ie mnoºstvo akcií, musíme bra´ do úvahy ekvivalentne vä£²ie mnoºstvo moºných

scenárov na správne popísanie distribu£nej funkcie - ke¤ºe Mean Absolute Deviation

model narozdiel od Markowitzovho modelu nevyuºíva len prvé dva momenty, ale celú

distribu£nú funckiu - £o sa javí ako pomerne náro£ná úloha.

3.2 Rie²enie MAD problému

Na základe na²ich úvah v predchádzajúcej £asti 3.1, diskretizácia je pod©a [7] re-

prezentovaná kone£nou mnoºinou S moºných výnosov rs, s ∈ S s pravdpodobnos´ami

ps, s ∈ S. Ú£elovú funckciu vo vy²²ie uvedenom Mean Absolute Deviation modeli ozna-

£enom 11 tak môºeme prepísa´ na: min
w

∑
s∈S
ps|(rs − r̄)w|. Následne nám sta£í uº urobi´

len jednoduchú transformáciu, pomocou ktorej dostaneme z vy²²ie uvedenej formulácie

©ahko rie²ite©ný problém lineárneho programovania.

Ozna£me si as = |(rs− r̄)w|. Podmienky as− (rs− r̄)w ≥ 0 a as + (rs− r̄)w ≥ 0 sú

dôleºité z h©adiska zachovania nezápornosti premennej as, s ∈ S. V roku 1995 pridal

Zenios v diele [9] kon²tanty cu a cd, ktoré penalizujú odchýlky výnosu portfólia smerom

nahor a nadol od investorom stanovenej cie©ovej hodnoty.

Teraz môºeme Mean Absolute Deviaton model zostavi´ nasledovným spôsobom:

min
w,as,s∈S

∑
s∈S

psas

as + cdw
T (rs − r̄) ≥ 0 ∀s ∈ S

as − cuwT (rs − r̄) ≥ 0 ∀s ∈ S
n∑
i=1

wir̄i = r̄p

n∑
i=1

wi = 1,

(12)

ktorý je uº rie²ite©ný metódami lineárneho programovania.
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V prípade zákazu krátkych pozícií rie²ime problém:

min
w,as,s∈S

∑
s∈S

psas

as + cdw
T (rs − r̄) ≥ 0 ∀s ∈ S

as − cuwT (rs − r̄) ≥ 0 ∀s ∈ S
n∑
i=1

wir̄i = r̄p

n∑
i=1

wi = 1

wi ≥ 0 ∀i = 1, 2, ..., n.

(13)

Ten je oproti predchádzajúcej formulácii obohatený o poslednú nerovnicu, ktorá rov-

nako ako pri Markowitzovom modeli poºaduje nezáporné váhy akcií wi v portfóliu.

Za dôleºitú povaºujeme skuto£nos´, ºe pokia© by potenciálny investor pri vyuºití

Mean Absolute Deviation optimalizácie pouºil scenáre aj priemerné ro£né výnosy po-

chádzajúce z rovnakých dát (napr. 12 scenárov moºného vývoja cien akcií pod©a histo-

rických dát z 12 mesiacov a priemerný ro£ný výnos pod©a historických dát tých istých

12 mesiacov), ako následok by penalty cu a cd nijako neovplyvnili výsledok optimalizá-

cie, a teda preferencie investora by sme nedokázali namodelova´. Dôvod je jednoduchý:

min
w
E[|wT (r − r̄)|] sa aproximuje scenármi

min
w

∑
s∈S

ps|wT (r − r̄)| = min
w

u∑
pswT (r − r̄) +

d∑
pswT (r − r̄), (14)

kde
u∑

zna£í tie scenáre, v ktorých vnútro aboslútnej hodnoty nadobúda nezápornú

hodnotu a
d∑

ekvivalente tie, v ktorých je vnútro aboslútnej hodnoty záporné. �alej

platí:

min
w

u∑
pswT (r − r̄) +

d∑
pswT (r − r̄) = min

w
wT [

u∑
ps(r − r̄) +

d∑
ps(r − r̄)]

= min
w
wT [2

u∑
ps(r − r̄)],

(15)

pri£om platí E[r− r̄] = 0. Pokia© do rovnice (15) doplníme sankcie cu a cd, dostaneme

výsledok:

min
w
wT [cu

u∑
ps(r − r̄) + cd

d∑
ps(r − r̄)] = min

w
wT [(cu + cd)

u∑
ps(r − r̄)], (16)
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kde sa jedná o tú istú minimaliza£nú úlohu, iba vynásobenú kon²tantou. Na tento fakt

sme prihliadli v závere£nej £asti 5 Aplikácia na reálne dáta.

3.3 Plusy MAD modelu

Aby sme sa nezameriavali len na nevýhody spojené s rie²ením investorovej dilemy po-

mocou Mean Absolute Deviation modelu, povaºujeme za potrebné postavi´ do popredia

hlavné plusy, ktoré nám tento model vie poskytnú´.

• Výpo£tová atraktivita - vieme ho totiº vypo£íta´ metódami lineárneho progra-

movania, £o je zna£ne jednoduch²ie ako zd¨havé rátanie kvadratického programu.

Po£et obmedzení zostáva kon²tantný, a teda s pomocou MADmodelu sme schopní

vyrie²i´ aj problém pozostávajúci z viac ako 1000 akcií v reálnom £ase.

• �al²ou nespornou výhodou je, ºe nemusíme po£íta´ kovarian£nú maticu, £ím sa

zjednodu²uje �updatovanie� modelu v prípade postupného dodávania nových dát

a informácií.

• Moºnos´ penalizova´ odchýlky od investorom cieleného výnosu protfólia na konci

periódy kon²tantami cu a cd, £o umoº¬uje lep²ie modelova´ preferencie rizikovo

averzných investorov.
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4 Konzistencia úloh

Rie²enie Mean Absolute Deviaton problému je pod©a [1] konzistentné s rie²ením Mar-

kowitzovo Mean Variance problému, ak sú výnosy r1, r2, ..., rn z normálneho rozdelenia:

Veta 1. Nech (r1, r2, ..., rn) je n-rozmerný normálne rozdelený náhodný vektor. Potom

stredná absolútna odchýlka a variancia sú v nasledovnom vz´ahu:

ξ(w) =

√
2

π
σp(w). (17)

Dôkaz. Nech (µ1, µ2, ..., µn) je strednou hodnotou vektora (r1, r2, ..., rn). Nech (µij) ∈

Rn×n je kovarian£nou maticou (r1, r2, ..., rn). Potom
∑n

j=1 rjwj je normálne rozdelené

(Rao 1965) so strednou hodnotou
∑n

j=1 µjwj a ²tandardnou odchýlkou

σp(w) =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

σijwiwj. (18)

Potom z vlastností normálneho rozdelenia platí:

ξ(w) =
1√

2πσp(w)

∫ ∞
−∞
|u|exp(− u2

2σ2
p(w)

) =

√
2

π
σp(w). (19)

4.1 Preh©adné porovnanie modelov

V Tabu©ke 1 nájdeme zhrnutie najdôleºitej²ích vlastností jednotlivých modelov.

Mean Variance model Mean Absolute Deviation model

rok 1952 1991

autor Harry Markowitz Hiroshi Konno, Hiroaki Yamazaki

merate© rizika variancia, kovariancia stredná absolútna odchýlka

výpo£tová metóda kvadratické programovanie lineárne programovanie

exaktné rie²enie áno nie

optimalizácia men²ie portfóliá aj vä£²ie portfóliá

Tabu©ka 1: Porovnanie modelov Mean Variance a Mean Absolute Deviation
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5 Aplikácia na reálne dáta

Za najdôleºitej²iu £as´ na²ej bakalárskej práce povaºujeme práve túto poslednú, ktorá

spo£íva v aplikácii zistených poznatkov a informácií na reálne dáta. V tejto sekcii totiº

porovnáme výsledky pre Mean Variance a Mean Absolute Deviation modely vyuºijúc

historické dáta 20 akcií, ktoré sú sú£as´ou amerického indexu S&P500. Práve táto

£as´ nám umoºnila pretavi´ na²e poznatky získané ²túdiom rôznej literatúry a £lánkov

venujúcich sa nami skúmaným modelom do praxe, a to hlavne ich naprogramovaním a

porovnaním výsledkov.

Pri v²etkých na²ich výpo£toch sme uvaºovali kvôli jednoduchosti investora, ktorého

po£iato£ný majetok je rovný 1. Vynásobením výslednej váhy pri individuálnych akciách

×100% dostávame percentuálny podiel danej akcie v investorovom portfóliu.

5.1 Výber a príprava dát

5.1.1 Výber akcií do portfólia

Pred za£atím investovania a výpo£tov ako takých, sme museli uskuto£ni´ výber akcií,

ktoré sme do ná²ho portfólia chceli zahrnú´. Selekcia akcií nepredstavuje jednoduchú

úlohu dokonca ani pre skúseného investora. V zmysle Markowitzovej teórie sme chceli

dosiahnu´, aby výsledné portfóllio bolo £o najdiverzi�kovanej²ie, a preto sme snaºili

vybera´ akcie z rôznych odvetví priemyslu. Dôleºitou sú£as´ou výberu bolo tieº ur£e-

nie obdobia, po£as ktorého sme sledovali vývoj cien jednotlivých akcií ako faktor pre

ur£enie budúceho vývoja. Po dôkladných úvahách sme akcie vyberali na základe ich

historických výnosov za obdobie posledných 24 mesiacov v prípade Mean Variance a

36 mesiacov v prípade Mean Absolute Deviation modelu, ktoré pod©a nás predstavujú

dobu zah¯¬ajúcu síce dlh²ie £asové obdobie, no umoº¬ujúcu nám lep²ie odsledova´

trend vývoju ciena a môºeme si by´ zárove¬ takmer istí, ºe vývoj nie je len odrazom

momentálnych a do£asných zmien prebiehajúcich v danej spolo£nosti. Tieº sme uva-

ºovali tendencie rastu do budúcnosti, predov²etkým v období jedného nasledujúceho

roku, ktoré predstavuje na²u jedinú investi£nú periódu. Predov²etkým z dôvodu za-

chovania preh©adnosti výsledkov sme sa rozhodli bra´ do úvahy investovanie do max.

20 amerických akcií. Z akcií v indexe S&P500, ktorý predstavuje akciový trh s 500
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najvä£²ími americkými �rmami, sme zvolili 20 uvedených v Tabu©ke 2, kde £itate©

nájde aj odvetvie priemyslu, akému sa tá- ktorá spolo£nos´ venuje a spraví si obraz o

diverzi�kovanosti ná²ho portfólia.

skratka spolo£nos´ oblas´ podnikania ²peci�kácia

PG Procter & Gamble Co. spotrebite©ské výrobky osobné produkty

MET MetLife, Inc. �nan£níctvo ºivotné a zdravotné poistenie

NSC Norfolk Southern Corp. priemysel ºeleznice

SBUX Starbucks Corporation spotrebite©ské sluºby re²taurácie

MSFT Microsoft Corporation informa£né technológie systémový softvér

MO Altria Group Inc. spotrebite©ské výrobky tabak

NEM Newmont Mining Corp. materiály zlato

PFE P�zer Inc. zdravotná starostlivos´ farmaceutiká

VLO Valero Energy Corporation energia ra�nácia olejov a plynov

RHI Robert Half International Inc. priemysel priemyselné konglomeráty

DIS The Walt Disney Company spotrebite©ské sluºby vysielanie a káblová televízia

BRK-B Berkshire Hathaway Inc. �nan£níctvo viacsektorové spolo£nosti

GOOG Google Inc. informa£né technológie internetový softvér a sluºby

JNJ Johnson & Johnson zdravotná starostlivos´ zariadenia a sluºby zdravotnej starostlivosti

AMZN Amazon.com Inc. spotrebite©ské sluºby internetový predaj

F Ford Motor Co. spotrebite©ské sluºby producent automobilov

ANF Abercrombie & Fitch Co. spotrebite©ské výrobky oble£enie, doplnky a luxusný tovar

OKE ONEOK, Inc. nástroje plynové nástroje

M Macy's, Inc. spotrebite©ské sluºby obchodné domy

S Sprint Nextel Corp. telekomunika£né sluºby bezdrôtové telekomunika£né sluºby

Tabu©ka 2: Výber akcií do portfólia

5.1.2 Vo©ba sledovaného a investi£ného obdobia

Za £asový úsek, po£as ktorého sme vývoj akcií sledovali na trhu a od ktorého sa odvíjali

výpo£ty na²ich modelov, sme zvolili uº spomínané obdobie 24 mesiacov, resp. dvoch

rokov od 1. marca 2010 do 29. februára 2012 v prípade Mean Variance modelu a 36

mesiacov, resp. troch rokov v prípade Mean Absolute Deviation modelu od 1. marca

2009 do 29. februára 2012. Tieto £asové obdobia nie sú rovnaké z dôvodu ²peci�ckých

vlastností jednotlivých modelov. V prípade Mean Variance modelu nám k výpo£tom

posta£ili priemerné ro£né výnosy za obdobie dvoch rokov. V prípade Mean Absolute

Deviation modelu sme vypo£ítali priemerné ro£né výnosy na základe historických dát

36 mesiacov a zárove¬ výnosy posledných 24 mesiacov (ktoré sa £asovo prekrývali s
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tými v Mean Variance modeli) predstavovali základ pre 24 scenárov moºného vývoju

ná²ho portfólia, ktoré boli nutnou sú£as´ou tohto modelu. Následne sme na základe

týchto výsledkov a výnosov v dátume 1. marca 2012 investovali na jeden rok, ktorý

reprezentuje tú jednu investi£nú periódu. Odôvodnenie toho, pre£o sme investovali e²te

v roku 2012 a nie v aktuálnom roku 2013 súvisí s tým, ºe sme sa rozhodli porovna´

nielen výsledky Markowitzovho Mean Variance a Mean Absolute Deviation modelu ako

vektorov váh pre jednotlivé vý²ky cie©ového výnosu, ale tieº sme chceli porovna´ tieto

výsledky v rámci skuto£ných hodnôt jednotlivých portfólií na konci periódy. Pocho-

pite©ne, modely sú kon²truované tak, ºe nemôºeme stopercentne porovnáva´ výsledky

medzi modelmi s povoleným a zakázaným shortovaním kvôli nejdenotným predpokla-

dom, no dokáºeme ur£i´, ktorému z 36 portfólií sa po£as jedného roka najlep²ie darilo

a prinieslo tak investorovi najvä£²í výnos. To vlastne znamená, ºe v dátume 1. marca

2013 sme spe¬aºili v²etky akcie z oboch nami vyrátaných portfólií a porovnali výsledné

zisky/straty.

5.1.3 Úprava dát

Pri jednotlivých akciách vybratých do ná²ho portfólia sme ur£ili priemerný ro£ný výnos.

Vä£²ina akcií disponovala za obdobie dvoch, resp. troch sledovaných rokov kladným

priemerným ro£ným výnosom a u niektorých akcií sa tieto hodnoty ²plhali aº do vý²ky

50%. Informácia o priemere priemerného ro£ného výnosu 20 sledovaných akcií nám

umoºnila lep²ie si stanovi´ cie©ový ro£ný výnos ná²ho portfólia, ktorý sme potom vkla-

dali do oboch modelov ako hodnotu r̄p. Kvôli zjednodu²eniu výpo£tov sme neuvaºovali

ºiadne transak£né náklady.

Aby sme £itate©ovi e²te bliº²ie priblíºili jednotlivé akcie a ich správanie sa na ak-

ciovom trhu v sledovanom období, rozhodli sme sa prida´ do na²ej práce aj grafy

vývoju cien akcií po£as 24 mesiacov, t.j. od 1. marca 2010 do 29. februára 2012. Ak-

cie sme z jediného dôvodu, ktorým je preh©adnos´ ich výnosov, rozdelili do 4 sku-

pín po piatich akciách. K©ú£ na rozdelenie do skupín nebol nijako ²peciálny ani vý-

nimo£ný - akcie sme postupne zoradili pod©a ich poradia v na²om výbere uvede-

nom v Tabu©ke 2: prvá skupina obsahuje akcie PG,MET,NSC, SBUX a MSFT ,

druhá skupina akcieMO,NEM,PFE, V LO a RHI, do tretej skupiny sa dostali akcie
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DIS,BRK −B,GOOG, JNJ a AMZN a nakoniec do poslednej, ²tvrtej skupiny sme

zaradili akcie F,ANF,OKE,M a S. Tieto výnosy £itate© nájde postupne v Obrázkoch

3, 4, 5 a 6.

Obr. 3: Vývoj mesa£ných cien akcií prvej skupiny

Obr. 4: Vývoj mesa£ných cien akcií druhej skupiny

Ako sme spomínali aj v predchádzajúcich £astiach na²ej bakalárskej práce, okrem

toho, ºe skúmame dva modely, venujeme sa tieº dvom prístupom k optimalizácii po-

mocou jednotlivých modelov. Jeden prístup spo£íva v zákaze krátkych pozícií, kedy

nepovo©ujeme tzv. "shortovanie", £o znamená, ºe nemoºeme kupova´ akcie v zápor-

ných mnoºstvách a so zápornými váhami. Na strane druhej sa tieº venujeme prístupu

s povolenými krátkymi pozíciami, kde je dodato£ne moºné kupovanie akcií aj v zá-

porných mnoºstvách, £o je vhodný prístup v prípade, ºe investor o£akáva pokles cien
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Obr. 5: Vývoj mesa£ných cien akcií tretej skupiny

Obr. 6: Vývoj mesa£ných cien akcií ²tvrtej skupiny

shortovaných akcií.

Podstatnou sú£as´ou na²ej prípravy bol aj výber vhodných hodnôt sankcií cu a cd

v Mean Absolute Deviation modeli, ktoré vypovedajú o tom, nako©ko tolerantný je

investor k výnosu niº²iemu (kon²tanta cd), ale aj vy²²iemu (kon²tanta cu) ako ním

stanovená cie©ová hodnota, a pomáhajú nám tak lep²ie modelova´ jeho preferencie.

Nakoniec sme sa rozhodli zvoli´ dve varianty prístupu k týmto hodnotám. V oboch

prípadoch sme kon²tantu cd stanovili na hodnotu 1. Vo variante ozna£enom £íslom

I sme zvolili prístup investora, ktorému neprekáºa, pokia© sa výnosy jeho portfólia

posunú od stanovenej hodnoty smerom nahor, £iºe cu = 0 (Mean Absolute Deviation

model so zákazom krátkych pozícií), resp. mu to prekáºa minimálne, kedy cu = 0.25

(Mean Absolute Deviation model s povolenými krátkymi pozíciami). Naopak, v druhom
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variante ozna£enom II, sme výkyvy smerom nahor aj nadol povaºovali za rovnocenne

nechcené, a preto sme im priradili hodnoty cu = cd = 1.

Oba modely sme naprogramovali v matematickom softvéri Matlab, a práve pomocou

neho sme sa dopracovali k výsledkom optimalizácie.

5.2 Porovnanie výsledkov

Na²e portfólio sme sa rozhodli optimalizova´ pre viac úrovní cie©ového výnosu - po-

stupne 10%, 12%, 14%, 16%, 18% a 20%, aby sme tak nám ako aj £itate©ovi poskytli

ucelenej²í obraz o výsledkoch, ktoré investorovi poskytuje jeden alebo druhý model.

Tieto hodnoty sme zvolili ako následok toho, ºe priemerné ro£né výnosy akcií sa pohy-

bovali pribliºne v rozmedzí týchto hodnôt. Výsledkom optimalizácie na základe nami

spracovaných dát je teda 36 rôznych portfólií (6 pre rôzne hodnoty cie©ového výnosu

pre Mean Variance model so zákazom shortovania, 6 pre ten istý model s povoleným

shortovaním, 12 pre Mean Absolute Deviation model so zákazom shortovania - z toho

6 pre hodnotu penalty cu = 1 a 6 pre cu = 0, no a napokon 12 pre Mean Abso-

lute Deviation model s povoleným shortovaním - z toho opä´ 6 pre hodnotu penalty

cu = 1 a 6 pre cu = 0.25) s rôznym rozloºením váh pre jednotlivé akcie. V prvom rade

porovnávame výsledné portfóliá v 2 skupinách - so zákazom krátkych pozícií a s povo-

lenými krátkymi pozíciami v sekcii 5.2.1. V rámci oboch skupín porovnávame Mean

Variance optimalizáciu s 12 portfóliami a Mean Absolute Deviation optimalizáciu s 24

výslednými portfóliami v sekcii 5.2.2. Napokon porovnávame výsledky Mean Abbsolute

Deviation optimalizácie pre dve úrovne penalty cu v sekcii 5.2.3. Jednotlivé portfóliá

sú preh©adne usporiadané v Tabu©kách 3, 4, 5 a 6. �itate©a by sme chceli upozorni´

na skuto£nos´, ºe výsledných 6 portfólií ako dôsledok Mean Variance optimalizácie v

dvojici Tabuliek 3, 4 so zákazom krátkych pozícií, resp. 6 portfólií v dvojici 5 a 6 s

povolenými krátkymi pozíciami, je totoºných a mení sa len pravá strana, teda výsledky

Mean Absolute Deviation optimalizácie. U£inili sme tak kvôli zachovaniu preh©adnosti

výsledkov a aj kvôli skuto£nosti, ºe za dôleºité povaºujeme porovna´ výsledky získané

z Mean Variance a Mean Absolute Deviation modelov navzájom, neº výsledky v rámci

Mean Absolute Deviaton optimalizácie pre rôzne hodnoty penalty cu.
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5.2.1 Porovnanie výsledkov pre optimalizáciu so zákazom krátkych pozícií

a bez zákazu

Za£neme s porovnaním, ktorého výsledky sú spomedzi ostatných najzrejmej²ie a prav-

depodobne aj naj©ah²ie predvidate©né. Pri oboch modeloch je evidentné, ºe optimalizá-

ciou pri povolení krátkych pozícií (Tabu©ky 5, 6) nadobudli kladné hodnoty tie akcie,

u ktorých bola pravdepodobnos´ rastu najvy²²ia. Akcie, pri ktorých modely predpokla-

dali tendenciu klesa´, vy²li z tejto optimalizácie so zápornými hodnotami. V prípade

Markowitzovho Mean Variance modelu môºeme jasne vidie´ súvis - záporná, príp. nízka

kladná váha pri povolených krátkych pozíciách (hodnoty v Tabu©kách 5, 6)znamená

takmer ur£ite nulovú váhu pri optimalizácii so zákazom (Tabu©ky 3, 4). Takúto pre-

pojenos´ v²ak pri Mean Absolute Deviation modeli nevidie´ (pri£om porovnávame len

variant II, kde sankcie cu = cd = 1, £iºe Tabu©ky 4 a 6, nako©ko variant I má od-

li²né hodnoty cu v prípade s a bez zákazu krátkych pozícií), teda nejaké pravidlo alebo

predpis chovania si netrúfame odvodi´. Pri zákaze krátkych pozícií sme optimalizáciou

v oboch prípadoch dostali portfólio s maximálnym mnoºstvom 7 akcií v ¬om. Z výsled-

kov je zrejmé, ºe najmä v prípade Mean Absolute Deviation modelu sú niektoré akcie

silne preferované (napr. pri stanovenom výnose r̄p = 10% nadobudla akcia S spolo£-

nosti Sprint Nextel Corp.váhu takmer 97%). V prípade Markowitzovho Mean Variance

modelu tieº vidíme, ºe z optimalizácie s povolenými krátkymi pozíciami vyplýva vä£²ia

diverzi�kovanos´ portfólia, a tým pádom men²ia variancia σ2
p portfólia, ktorá dosahuje

pribliºne rovnakú hodnotu okolo 12,5% pri optimalizácii so zákazom krátkych pozícií

uº pri hodnote cie©ového výnosu r̄p = 10%, no pri povolených krátkych pozíciách je to

pri hodnote cie©ového výnosu r̄p = 20%, £o je pre potenciálneho investora nepochybne

lep²ia vo©ba.

5.2.2 Porovnanie výsledkov pre Mean Variance a Mean Absolute Deviation

optimalizáciu

Ako druhé budeme v zmysle ú£elu tejto bakalárskej práce skúma´ výsledky dvoch nami

skúmaných modelov. Z výsledkov optimalizácie so zákazom krátkych pozícií moºno

registrova´, ºe do výsledných portfólií sa v oboch modeloch dostal pribliºne rovnaký

po£et akcií. V prípade optimalizácie bez zákazu krátkych pozícií je spomínaný po£et
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tieº rovnaký, no túto informáciu nepovaºujeme za významnú, nako©ko do portfólií sa

dostalo v kaºdom z troch prípadov v²etkých 20 akcií.

Pri optmalizácií so zákazom krátkych pozícií vidíme, ºe niektoré akcie sa nachá-

dzajú s nenulovými váhami v takmer v²etkých osemnástich portfóliách. Sú to akcie

PG, NEM a JNJ . Zaujímavé je napr. správanie sa akcie PG, ktorej váha sa pri Mean

Variance optimalizácii s rastúcim cie©ovým výnosom postupne zniºuje, a to v rozmedzí

aº 20%, no pri optimalizácii pomocou Mean Absolute Deviation modelu váha tejto

akcie v oboch variantoch s rôznymi hodnotami cu postupne narastá, no len v rozmedzí

pribliºne 6%. Niektoré akcie, napr. BRK−B sa dostali do výsledných portfólií v oboch

variantoch Mean Absolute Deviation optimalizácie, no vo výsledkoch Mean Variance

optimalizácie sa nenachádzajú. �okujúcu, takmer 97%-nú váhu obdrºala uº v predchá-

dzajúcej £asti 5.2.1 spomínaná akcia S pri Mean Absolute Deviation optimalizácii v

portfóliu s cie©ovým výnosom r̄p = 10%, no pri ¤a©²ích hodnotách cie©ového výnosu a

ani pri Mean Variance optimalizácii sa do portfólií vôbec nedostala. Z nami získaných

výsledkov nemoºno posúdi´, £i sú si podobnej²ie výsledky Mean Variance optimalizácie

s variantom I alebo variantom II Mean Absolute Deviation optimalizácie.

Porovnávanie na²ich dvoch modelov pri povolených krátkych pozíciách je o nie£o

náro£nej²ie, a to predov²etkým z dôvodu men²ej preh©adnosti. Hlavnou prí£inou je

"plné"mnoºstvo akcií 20 vo v²etkých 18 portfóliách. Vidíme, ºe aj pokia© sme do mo-

delov nevkladali ºiadne obmedzenia na váhy, rozdiely vo vý²kach váh sú celkom zre-

te©né. Pri Mean Variance optimalizácii sa v ºiadnom zo 6 portfólií nenachádza akcia

s váhou wi ≥ 41% v kladných a wi ≤ −16% v záporných hodnotách, no v prípade

Mean Absolute Deviation optimalizácie sa hodnoty pohybujú v omnoho vä£²om roz-

medzí: −88.78% ≤ wi ≤ 130.43%. Zo za£iatku porovnávania, pri akciích PG a MET

vyzerajú výsledky optimalizácií podobne, váhy týchto akcií vo v²etkých 18 portfóliách

majú rovnaké znamienko a tieº rovnakú tendenciu rastu, resp. poklesu. Zaujímavá

situácia nastáva napr. pri akcii SBUX, ktorej Mean Variance oprimalizáci priradila

váhy v rozmedzí 0.21− 6.34%, Mean Absolute Deviation optimalizácia pri variante II

s cu = cd = 1 zas váhy od 36.23− 52.00% a tá istá optimalizácia vo variante I váhy od

54.02 − 92.34%. Signi�kantný rozdiel pozornému oku investora neujde ani pri váhach

akcií RHI a BRK − B, kde z Mean Variance model priradil týmto akciám záporné
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váhy v rozmedzí od cca −16% aº −7%, ale z optimalizácie druhým modelom vyply-

nuli kladné, a £aso výrazne vysoké váhy aº do 40%. Nezanedbate©né rozdielne sú aj

pri váhach akcií GOOG, JNJ £i OKE, ktoré sú pri oboch variantoch Mean Absolute

Deviation optimalizácie výrazne záporné, no pri optimalizácii Markowitzovým Mean

Variance modelom nadobúdajú tieto váhy kladné hodnoty.

5.2.3 Porovnanie výsledkov pre Mean Absolute Deviation optimalizáciu s

rôznymi hodnotami sankcie cu

Na²e porovnávania zakon£íme porovnaním výsledných portfólií pre rôzne hodnoty san-

kcie cu, ktorá hovorí o tom, ako tolerantný je investor k výnosu vy²²iemu ako ním

cielená hodnota r̄p. V prípade zákazu krátkych pozícií porovnávame výsledné portfólia

so sankciami cu = 0, cd = 1, kde investorovi takpovediac neprekáºa, ak cie©ový výnos

bude vy²²í, resp. so sankciami cu = cd = 1, kde vy²²í aj niº²í výnos sú rovnako nech-

cené. Výsledky sú si z ve©kej miery podobné, do portfólií sa dostali pribliºne rovnaké

akcie aj s relatívne blízkymi percentuálnymi podielmi. Pri hodnote cie©ového výnosu

r̄p = 10% je výsledkom dokonca to isté portfólio s vysokým, aº 96.27%-ným podielov v

akcii S, ktorá sa v ¤a©²ích prípadoch ani do jedného z 10 portfólií nedostala. Výraznej²í

rozdiel vidíme pri akciách MO a AMZN . Prvá zmienená sa vyskytla v 4 zo 6 portfólií

pri nulovom cu, no v druhom prípade sa do portfólia nedostala vôbec. Druhá akcia je

na tom presne opa£ne, nenulové váhy nadobudla v 3 zo 6 portfólií pre cu = cd = 1,

av²ak nedostala sa do ºiadneho z portfólií pre cu = 0. Ako pov²imnutiahodné správanie

sa nám javí správanie váh akcie BRK−B, ktorej váha pri zvy²ovaní cie©ového výnosu

v oboch prípadoch najprv rastie, no zlom nastáva pri prechode z hodnoty r̄p = 16% na

r̄p = 18%.

O nie£o zaujímavje²ie je to pri portfóliách s povolenými krátkymi pozíciami. Tu

porovnávame portfóliá pre hodnoty sankcií cu = 0.25, cd = 1 a opä´ cu = cd = 1.

Pri vä£²ine portfólií sú prinajmen²om znamienka váh rovnaké, váhy sa podobajú napr.

pri akciách PG, RHI, OKE £i M . Ve©mi výrazný rozdiel zaznamenávame pri akcii

MO. Tá pri variante I nadobúda vo v²etkých ²iestich portfóliách váhy viac ako 100%,

no tie isté sa pri variante II pohybujú na úrovni okolo −20%. Tendencia rastu váhy

pri akcii NEM je rovnaká, £iºe s rastúcim cie©ovým výnosom rastie aj váha akcie,
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no vo variante I so záporným znamienkom, a vo variance II so znamienkom kladným.

Celkovo si pri poh©ade na váhy moºno v²imnú´, ºe váhy pri variante I nadobúdajú

omnoho extrémnej²ie hodnoty ako pri variante II (rozpätie −88.78% ≤ wi ≤ 130.43%

vs. −40.59% ≤ wi ≤ 73.71%).
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5.3 Úspe²nos´ modelov

V závere£nej £asti tejto bakalárskej práce porovnáme výsledky Mean Variance a Mean

Absolute Deviation modelu za ú£elom aplikácie v reálnom ºivote a reálnom svete in-

vestovania. Ako sme uº spomenuli v £asti 5.1.2, investovali sme predov²etkým pod©a

historických dát z posledných dvoch, resp. troch rokov, a to v dátume 1. marca 2012.

Váhy akcií do portfólia sme zvolili na základe výsledkov Mean Variance a Mean Ab-

solute Deviation optimalizácie s viacerými obmenami a pre rôznu úrove¬ cie©ového

ro£ného výnosu r̄p. Tieto výsledky nám predstavili 36 rôznych portfólií, ktorých bliº²iu

²peci�káciu nájde £itate© v £asti 5.2.

Pozornos´ by sme radi upriamili na Tabu©ky 8, 7. V nich moºno nájs´ výnos, ktorý

jednotlivé portfóliá získali po£as investi£nej periódy jedného roku. K výsledkom sme

sa dopracovali postupom, kedy sme porovnali hodnotu portfólia na za£iatku a na konci

periódy, t.j. v dátumoch 1. marca 2012 a 1. marca 2013. V zmysle sekcie 1.2, sme

vypo£ítali relatívny zisk na²ich portfólií.

r̄p MV MAD I MAD II

10% 12.45% 75.02% 75.02%

12% 13.38% 16.41% 16.74%

14% 13.20% 15.16% 15.61%

16% 12.64% 14.42% 14.88%

18% 12.11% 13.78% 14.74%

20% 11.73% 13.05% 14.73%

Tabu©ka 7: Porovnanie výsledkov optimalizácie pre jednotlivé modely a cie©ové hodnoty

výnosu r̄p so zákazom krátkych pozícií

Z výsledkov takmer jednozna£ne vidno, ºe pri Mean Variance optimalizácii v prí-

pade zákazu krátkych pozícií bol priemerný ro£ný výnos men²í ako v prípade, ºe krátke

pozície boli povolené. Presný opak moºno sledova´ pri Mean Absolute Deviation opti-

malizácii, kde vo vý²ke výnosov vedú portfóliá, pri ktorých boli krátke pozície zakázané.

Zaujímavé je, ºe pri zákaze krátkych pozícií výsledný výnos portfólia s narastajúcim cie-

©ovým výnosom r̄p klesá. V oboch prípadoch so zákazom aj bez zákazu krátkych pozícií

dosahuje pri Mean Aboslute Deviation optimalizácii vy²²í výnos variant II, pri ktorom
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r̄p MV MAD I MAD II

10% 15.18% 13.52% 64.58%

12% 14.52% 1.39% 11.76%

14% 14.95% 12.75% 15.19%

16% 14.82% 12.18% 14.10%

18% 14.66% 12.82% 14.53%

20% 14.47% 13.05% 14.57%

Tabu©ka 8: Porovnanie výsledkov optimalizácie pre jednotlivé modely a cie©ové hodnoty

výnosu r̄p s povolenými krátkymi pozíciami

sú odchýlky smerom nahor aj nadol rovnako nechcené (cd = cu = 1). Jasnými out-

liermi sú výnosy pri cie©ovom ro£nom výnose r̄p = 10% v prípade oboch variant Mean

Absolute Deviation optimalizácie so zákazom krátkych pozícií, kedy výsledné portfólio

bolo rovnaké a s mimoriadne vysokým podielom v jednej z akcií. Ro£ný výnos v tomto

prípade dosiahol takmer neuverite©ných 75.02%. Za pov²imnutie stojí aj mimoriadne

vysoký ro£ný výnos 64.58% pri povolených krátkych pozíciach pri Mean Absolute De-

viation optimalizácii, variant II opä´ s cie©ovým ro£ným výnosom r̄p = 10%. Naopak,

mimoriadne nízky výnos, av²ak na pote²enie stále kladný, zaznamenala portfólio z

výsledku Mean Absolute Deviation optimalizácie, variant I, pri povolených krátkych

pozíciach, a to slabých 1.39% ro£ného výnosu.

Na základe výsledkov v tej£o £asti si dovolíme skon²tatova´, ºe najlep²ou vo©bou

by bolo investova´ so zákazom krátkych pozícii pomocou Mean Absolute Deviation

optimalizácie, kde penalty cd = cu = 1. Aspo¬ v tomto prípade sa nám to potvrdilo.
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Záver

Cie©om na²ej bakalárskej práce bolo preh©adne spracova´ a porovna´ dva jednoperió-

dové modely na správu portfólia. Východiskovým bodom boli pre nás dve práce Har-

ryho Markowitza [4], [5] a takmer o ²tyridsa´ rokov mlad²í £lánok japonských matema-

tikov Konna a Yamazakiho [1]. Obe metódy, ktoré autori vo svojich prácach predstavili,

fungujú ako silné optimaliza£né nástroje. Získané znalosti sme vyuºili k naprogramova-

niu oboch modelov, £o nám umoºnilo porovnanie výsledkov na reálnych dátach. Na²ou

snahou bolo ukáza´, ºe Mean Absolute Deviation model je vhodnou alternatívnou k

optimalizácii pomocou Mean Variance modelu, ak nie dokonca lep²ou.

Zatia© £o prvé ²tyri kapitoly na²ej bakalárskej práce sa venujú prevaºne teoretickým

poznatkom a vlastnostiam jednotlivých modelov, piata kapitola predstavuje uvedenie

nadobudnutých poznatkov do praxe. Tejto £asti sme venovali najvä£²iu pozornos´ a

taktiº najvic £asu. V prvom rade sme museli stanovi´ £asový horizont, po£as ktorého

sme vývoj akcií sledovali, vybra´ akcie do portfólia tak, aby bolo £o najviac diverzi�-

kované, ur£i´ penalizácie v Mean Absolute Deviation modeli.

Potenciálny investor s pevnými základmi v matematike by na²u prácu mohol chá-

pa´ ako opornú pomôcku pri investovaní, ktorá mu umoºní lep²ie pochopi´ fungovanie

dvoch nami skúmaných modelov, ich plusy a mínusy, obmedzenia, no v neposlednom

rade aj samotnú teóriu portfólia. Veríme, ºe £as a námaha venovaná príprave tejto ba-

kalárskej práce priniesli svoje ovocie v podobe novonadobutnutých alebo intenzívnej²ie

prebratých vedomostí.

Sme presved£ení, ºe zámer tejto práce sme splnili. Modely sme porovnali, v £asti 4

sme pod©a [1] ukázali, ºe Markowitzova úloha je konzistentá s tou, ktorú vo svojej práci

predstavili Konno a Yamazaki. Pre rôzne modely a ich variácie sme porovnali výsledky

optimalizácie pomocou nami vytvoreného programu. Videli sme, ºe správanie modelov

sa predov²etkým v prípade optimalizácie so zákazom krátkych pozícií relatívne podo-

balo. Niektoré z výhod a významných plusov Mean Absolute Deviation modelu sme

nemali príleºitos´ vyuºi´ alebo zaznamena´ (napr. výhoda lineárneho programovania

oproti kvadratickému), nako©ko na²e portfólio nebolo dostato£ne ve©ké. Na základe vý-

sledkov optimalizácie portfólií pozostávajúcich z 20 akcií z indexu S&P500 nedokáºeme

potvrdi´, £i výsledky jednej alebo druhej optimalizácie produkujú vy²²ie výnosy.
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