UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

VYPOCET FOURIEROVYCH RADOV POMOCOU DISKRETNE]
FOURIEROVE]J TRANSFORMACIE

BAKALARSKA PRACA

2013 Andrej ZUBAL



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

VYPOCET FOURIEROVYCH RADOV POMOCOU DISKRETNE]
FOURIEROVE]J TRANSFORMACIE

BAKALARSKA PRACA
Studijny program: Ekonomick4 a finanan¢nd matematika
Studijny odbor: 9.1.9. Aplikovand matematika (1114)
Skoliace pracovisko: Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky
Veduci préce: Mgr. Pavol Bokes, PhD.

Bratislava 2013 Andrej ZUBAL



16450089

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Andrej Zubal

Studijny program: ekonomicka a finan¢na matematika (Jednoodborové
Studium, bakalarsky I. st., denna forma)

Studijny odbor: 9.1.9. aplikovana matematika

Typ zaverecnej prace: bakalarska

Jazyk zaverecnej prace: slovensky

Nazov: Vypocet Fourierovych radov pomocou diskrétnej Fourierovej transformécie

Ciel’: Cielom prace je popisat’ vlastnosti a implementaciu diskrétnej Fourierove;j

transformacie a pouzit’ ju k vypocétu Fourierovych radov.

Veduci: Mgr. Pavol Bokes, PhD.
Katedra: FMFILKAMS - Katedra aplikovanej matematiky a $tatistiky
Veduci katedry: prof. RNDr. Daniel Sevéovi¢, CSc.

Datum zadania: 10.10.2012

Datum schvalenia: 03.11.2012 doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc.

garant Studijného programu

Student veduci prace



Abstrakt v Statnom jazyku

ZUBAL, Andrej: Vypocet Fourierovych radov pomocou diskrétnej Fourierovej
transformdcie [Bakalarska praca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;
Skolitel’: Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava, 2013, 46 s.

V naSej préci sa zaoberdme diskrétnou Fourierovou transforméciou a jej ap-
likaciou pre vypocet koeficientov Fourierovych radov. Ciel’om prace je popisat
zdkladné teoretické vlastnosti diskrétnej Fourierovej transformécie v stvislosti s
odhadovanim koeficientov Fourierovych radov a nésledne ziskané poznatky vyuZzit
pri rdznorodych aplikdciach. Znacna pozornost’ je venovana chybe aproximécie
Fourierovych radov pomocou diskrétnej Fourierovej transforméicie. Vysledkom
prace su aplikacie diskrétnej Fourierovej transforméacie pri rieSeni rovnice vedenia
tepla so zadanou pociato¢nou podmienkou ako aj pri analyze zvukového signélu.

Kracové slova: diskrétna Fourierova transformacia, Fourierove rady



Abstract

ZUBAL, Andrej: Computation of Fourier Series using the Discrete Fourier Trans-
form [Bachelor Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathe-
matics, Physics and Computer Science, Department of Applied Mathematics and
Statistics; Supervisor: Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava, 2013, 46 p.

In our work we deal with the Discrete Fourier transform and its application in
the computation of Fourier series. The aim of our work is to describe basic theoret-
ical properties of the Discrete Fourier transform as related to the approximation of
Fourier coefficients and subsequently use the attained knowledge in various appli-
cations. Substantial amount of attention is paid to the analysis of error in estimating
Fourier coefficients with the Discrete Fourier transform. The result of our work is
the application of the Discrete Fourier transform in solving the heat equation with
given initial condition as well as the analysis of acoustic signal.

Keywords: Discrete Fourier transform, Fourier series
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Uvod

Konvenény postup pri Stidiu Fourierovych radov a Fourierovej transformécie je
prica s funkciami definovanymi na kontinuu. Z teoretického hl'adiska sa takyto
postup javi ako prirodzeny a opodstatneny. Vo vypoctovej praxi je ale préca s
mendvaju diskrétne hodnoty namiesto spojitych funkcii. I moderné pocitace su
schopné spracovavat’ len kone¢né mnozstvo dat. Preto je rozumné zaoberat' sa
transformdciami analogickymi Fourierovym radom a Fourierovej transformécii, no
definovanymi pre konecné postupnosti. Takato transformécia existuje a nazyva sa
diskrétna Fourierova transformacia (odteraz len DFT).

DFT ma Sirokud $kdlu vyuzitia v najréznorodej$ich oblastiach. Mnoho aplikacii
ako aj teoretickych vlastnosti DFT je prezentovanych v praci [1]. Jedno z moZnych
vyuziti DFT je aproximacia koeficientov Fourierovho radu pévodnej funkcie zadane;j
na kontinuu. Teoreticky stvis medzi DFT a Fourierovymi radmi je objasneny v [3].

V roku 1965, znami americki matematici J.W. Cooley a J.W. Tukey publikovali
v Clanku [4] efektivny algoritmus na vypocet DFT, tzv. FFT (Fast Fourier trans-
form). Tento algoritmus vyrazne zniZil pocet operacii potrebnych na vypocet DFT
a roz§iril tym, skrz modernud vypoctovi techniku, aplikovatel'nost’ DFT.

Ciel’om tejto préce je opisat’ DFT ako aj ilustrovat’ aplikovatel'nost’ DFT na prik-
lade vypoctu koeficientov Fourierovych radov a inych prikladoch. V prvej kapitole
si zopakujeme zdkladné pojmy a definicie z teérie Fourierovych radov. Druhd kapi-
tola sa bude venovat’ DFT. Postupne prejdeme od definicie DFT k sivisu medzi
DFT a Fourierovymi radmi aZ k chybe pri aproximécii Fourierovych koeficien-
tov pomocou DFT. V tretej kapitole sa budeme venovat’ konkrétnym aplikdciam
DFT. Uvedieme vypocet Fourierovych koeficientov pre niekol’ko beZnych funkecii.
VyrieSime rovnicu vedenia tepla a zanalyzujeme zvukovy signal. Priklady budd
bohate graficky ilustrované.



1 Fourierove rady a Fourierova transformacia

Z linedrnej algebry vieme, Ze v kaZzdom kone¢norozmernom vektorovom priestore
so skalarnym stic¢inom existuje ortonormdlna baza. Je preto prirodzené skimat’ ex-
istenciu ortonormdlnych béz i v nekonecnorozmernych vektorovych priestoroch. Z
istého uhla pohl’adu, teéria Fourierovych radov je podnietena prave snahou ndjst’
ortonormdlne bézy (s nekoneénym poctom prvkov) v priestoroch integrovatel' nych
periodickych funkcii.! Prv neZ sa pustime do odvodzovania teoretickych poz-
natkov, je dobré si uvedomit’, Ze existencia ortonormdlnej bdzy ndm umoZiuje
vyjadrit’ I'ubovol’ ny prvok priestoru (v nasom pripade funkciu) ako sti¢et bdzovych
elementov ndsobenych prislusnymi koeficientami. V dosledku ortonormality bazy
su tieto koeficienty pomerne jednoducho spocitatel’'né. Takdto moznost’ sa javi ako
mimoriadne uZito¢na.

V prvom rade je potrebné zaviest’ skaldrny sucin pre vektorové priestory funkecif,
pretoZe bez skaldrneho siic¢inu nie je moZné hovorit’ o ortogonalite. Ukazuje sa, Ze
vhodny skaldrny suicin je definovany nasledovne.

Definicia 1.1. Nech C([a,b],R) je priestor vSetkych spojitych funkcii f na intervale
[a,b].?
fila,b] = R

Majme g, h € C([a,b],R). Pod skaldrnym sicinom funkcii g a h rozumieme nasle-
dujiici vyraz

b
<g,h >:/ g(x)h(z)dz

Funkcia g.h bude tiez spojitd, takZe <g,h> je dobre definovany. Nie je t'azké
overit’, Ze dany vyraz splila axiémy skaldrneho sicinu, koniec koncov je to prirodzené
zovSeobecnenie skaldrneho sucinu v priestoroch R".

Teraz uZ mdZeme pristipit’ k samotnému pojmu Fourierovho radu.

'V nekoneénorozmernych priestoroch funkcii je situdcia komplikovanejsia neZ v
konec¢norozmernych priestoroch a hovorit’ o ortonormdlnych bdzach v priamom slova zmysle
treba s opatrnost’ ou, iked’ formdlna aj ideova podoba s kone¢norozmernym pripadom tu je.

2Qverit’, Ze to je vektorovy priestor je trividlne.



Definicia 1.2. Nechl > 0 a f : [-1,1] — R je Riemannovsky integrovatel'nd.
Fourierov rad funkcie f definujeme ako nasledujiici rad

(o) o
ao nmx . nmrx
) + ngl Qp, COS e + ngl b, sin -

Koeficienty ag, ay, b, sa nazyvajii Fourierove koeficienty funkcie f a su definované
ako

1 l
agzl/ f(x)dx
-1
1 l
an:l/ f(:c)cosnlﬂd:n ,
-l

1 l
b, = l/ f(x)sin —mlmdx
—l

Funkcie 1, cos *7* a sin “7* v ur¢itom zmysle zohrdvaju tGlohu ortogondlnej bdzy.

V tomto ponimani je Fourierov rad len vyjadrenim daného vektoru f pomocou
linedarnej kombinécie bazovych vektorov.

Ortogonalita v zmysle skaldrneho sicinu z Definicie 1.1 sa d4 overit’ bezprostred-
nym integrovanim s vyuZitim trigonometrickych vzorcov. Z ortogonality je jasné,
Ze dané koeficienty sa ziskavaji ako skaldrny sucin bazovych prvkov s danou
funkciou f,? o aj objasiiuje vzorce pre Fourierove koeficienty.

Samotnd bdzovost’ je problematickejSia. TotiZ medzi funkciou a jej Fourierovym
radom plati rovnost’ len za istych predpokladov. Casto sa vzt'ah medzi funkciou a
jej Fourierovym radom znaci nasledovne:

o0 oo
aq nmx . hrmx
fz) =~ 5 + ngl iy €08 —— + ngl b, sin -

Presny zmysel tohoto vzt ahu je komplikovany a nie je predmetom tejto prace.* Pre
ilustraciu uvedieme aspon jednu podmienku pre bodovi konvergenciu Fourierovho
radu k pdvodnej funkcii.

3Tento fakt je zndmy zo zdkladného kurzu lin. algebry. V danom pripade ete nasobime normal-
izatnou konstantou ;.
*Pre podrobnejii vyklad pozri [5].



Veta 1.3. Nech f je 2l-periodickd funkcia® f : R — R, na intervale [-11] Rie-
manovsky integrovatel’nd a po castiach spojitd, t.j. existujiu cisla

A=< 21 <9< 0. < Tp_1 < xp=1
také, Ze f je spojitd na kaZdom z intervalov (x;,2;41) a navySe existujii konecné
limity
flz; £0) = lim f(z; 1)
t—0t

Predpokladajme navyse, Ze f je po castiach diferencovatel’'nd na [-1,1] a v deliacich
bodoch x; existujui konecné limity

f; 4 0) = lim flzj+t) — fz; £0)

t—0+ t

Potom Fourierov rad funkcie f konverguje v kaZdom redlnom c¢isle x k hodnote

n(a) = 1f(@ +0) + Sz~ 0)

Dékaz Dokaz je pomerne komplikovany a vyZaduje rozsiahle znalosti, preto ho tu
neuvidzame.®

Na zaver je nutné podotknit’, Ze vyber 21-periodickej funkcie a konkrétneho inter-
valu [-1,1] nie je podstatny. Takisto by sa vSetky definicie a vety dali formulovat
pre I'ubovol'ni periodicki funkciu s periédou T a 'ubovol'ny interval dizky T.” V
tomto pripade (s intervalom [a,b], kde 7" = b — a) by sa ndm vzorce pre Fourierove
koeficienty zmenili na

b
w=7 [ s

2nmwx

9 rb
an:T/a f(x)cos T dz,

2 [° 2
bn:T/a f(x)sin nj?jxd:v,

>Mbze vzniknit napr. periodickym rozsirenim pdvodnej funkcie definovanej len na intervale
[-L1].

D4 sa ndjst’ v [3, str. 55].

"Znagenie pomocou [-1,1] je motivované fyzikdlnymi dlohami (dizka ty&e, struny). Na druhej
strane znacenie pomocou T sa pouZiva pri spracovdvani signalu, akustike atd’.

10



a samotny Fourierov rad by mal podobu

+ Z an cos

2
+Zb sin n;ﬂm‘

1.1 Komplexna reprezentacia Fourierovho radu

Fourierov rad vo svojej klasickej podobe (uvedenej vysSie) md pomerne zloZity
zapis. UkaZeme ako je mozné vyjadrit’ Fourierov rad v kompaktnejsej forme.
PouZijeme pri tom zndme Eulerove vzorce.
eif 4 =i it _ =it
cosf = ——— sinf = ————
2 2

Platia nasledovné rovnosti:

[e's) fe'e) ’L’ILTFIIJ 71717\'7; inTx —inmTT
ag . nmx ao e 1 —e 1
3 —I—; 1nCOS 2 + by, nSin—— ) = ) Z br, 5 )=
o .
0 INTT a + Zb — T
= (e (e

.....

inTT
x) R~ E cpe ! )

nez
kde

a an — b an + b
co = 50, e = — 2 Copy = ——T" VYn € N.

Dosadenim pdvodnych vyrazov za ag, a,, b, a opdtovnym pouzitim Eulerovych
vzorcov dostdvame nasledujice vyjadrenie komplexnych koeficientov.

1 ¢ —inTx
= / f(x)e T dx, Vn € Z.
20 )

11




Takéto komplexnd reprezentécia Fourierovho radu je zjavne jednoduchsia. Dalou
vyhodou je, Ze sa iou da prirodzene rozsirit’ pojem Fourierovho radu aj pre funkcie
zR — C.

Je vhodné poznamenat’, Ze v pripade 2l-periodickej redlnej funkcie f je irele-
vantné ¢i pocitame Fourierove koeficienty ako integrdl na intervale [—[,[] alebo
na akomkol'vek inom intervale dfiky 21. Totiz podintegrdlové funkcia bude vzdy
2l-periodickd, ¢o ndm aj zarucuje invariantnost’ hodnoty integrdlu od vol'by inter-
valu. Takisto nie je podstatnd 2l-periodickost’, ale iba periodickost’ s periédou T
ako bolo spomenuté v predchddzajicom odstavci.

Teda pri Fourierovych radoch vo v§eobecnosti pracujeme s periodickymi funk-
ciami s periodou T a 'ubovol’nym intervalom [a,b], kde T' = b — a.

12



2 Diskrétna Fourierova Transformacia

2.1 Motivacia a definicia DFT

Ako uZ bolo spominané v tvode, vo vypoctovej praxi nie je moZné narabat’ so
spojitymi (nekone¢nymi) veli¢inami, pretoZe sme obmedzeni ¢asom aj tloZnymi
kapacitami. Moderné pocitace nie sui schopné pracovat’ s funkciami ako celistvymi
matematickymi objektami, funkcie sa v pamiti ukladaji ako kone¢né postupnosti
hodnét. Tieto hodnoty sa nazyvaji vzorky a proces zaznamendvania dat v take-
jto forme je vzorkovanie. Hovori sa aj, Ze podvodnu funkciu takymto spésobom
diskretizujeme.

051

-05F

Obr. 1: Navzorkovand funkcia sin x na intervale [—10, 10| s frekvenciou 2 Hz. Z
povodnej funkcie sa ukladaji iba siiradnice modrych bodov.

Ako vidime diskretizdcia periodickej funkcie ndm ddva konecnd postupnost’ redl-
nych Cisel. Ako ale z takejto postupnosti vypocitat’ Fourierov rad povodnej funkcie?

Dan4 otdzka je pomerne doleZitd, pretoZe bez vhodnej metddy nie je mozné
pre vypocet Fourierovych radov vyuZivat modernid vypoctovu techniku. Ukazuje
sa, Ze existuji vhodné postupy, pri ktorych je moZzné dostat’ pomerne dobré aprox-

13



imdcie Fourierovych radov iba z kone¢ného poc¢tu hodndt ziskanych diskretizaciou
povodnych funkcii. Ustredné postavenie v tychto postupoch patri opericii nazy-
vanej diskrétna Fourierova transformacia (DFT).

Definicia 2.1. Nech ? = (fo, f1s--s [n_1) je postupnost’ zloZend z N kom-
plexnych C&isel f. Pod diskrétnou Fourierovou transformdciou tejto postupnosti

rozumieme N-ticu komplexnych cisel F' = ( Fy, F1, ..., Fn_1) definovanii nasle-
dovnym predpisom®

N-1 i
F) = Z fne_Qﬂ—lW.
n=0

Pre zjednoduSenie zdpisu je vhodné zaviest’ nasledujice oznacenie

27

wNy = €e N,

Potom sa nam zapis DFT zredukuje na

N-1

2 : —kn
Fk = fan .

n=0

Niekedy je uZitocné reprezentovat’ DFT prostrednictvom matic. Nie je t'azké si
uvedomit’, Ze maticovo vieme DFT zapisat’ nasledovne

Fo ! 1,1 1,2 o 7(:][\/71) fO

Fy L wy Wy “’NQ(N N I

Fy [ = |1  wy? wyt c Wy fa
Fy 1wy ™Y 2D w;[(N—l)Q Fna

8V definicii DFT mb7u byt drobné, ale nepodstatné rozdiely. Napriklad sa stretivame aj s defini-
ciami v podobe Fj, = + SN fne_Q’ri%n alebo F'j, = Tlﬁ SN fne_%”'%.

14



Teda DFT ako linedrna transformacia z CY — C¥ je tiplne charakterizovand N x
N maticou F'.

1 1 1 e 1
1 Wyt wy? e w;,(N_l)
F=|1 Wy w;,4 e w]}Q(Nfl)
1 w;[(N—1) w;{Q(N—l) o w;[(N—l)Q
alebo ekvivalentne
Fy = w;{(i*l)(jfl)‘

V zmysle tejto notécie sa d4 DFT zapisat’ ako jednoduché ndsobenie maticou F'.

F=Ff

2.2 Inverzna diskrétna Fourierova transformacia (IDFT)

Pri diskrétnej Fourierovej transformécii md zmysel hl'adat’ inverznd transformé-
ciu. Teda taku, ktord transformovanu postupnost’ premeni na pévodnd. V zmysle
notdcie z predoslej sekcie, chceme ndjst’ taky predpis, ktory ndm postupnost’
pretransformuje naspit’ do postupnosti f . AvSak z maticového zdpisu DFT je ih-
ned’ zrejmé, Ze inverznd diskrétna Fourierova transformdcia (IDFT) bude reprezen-
tovand inverznou maticou k matici F'. Plat{ totiz

F'F=F\Ff)=(F'F)f =If=7F

Teda problém sa redukuje na nijdenie F ',

Inverzna matica sa hl’ada pomerne I'ahko. Staci si uvedomit’ platnost’ dvoch vzt'a-

hov. V prvom rade aj pre komplexné ¢isla plati vzt'ah o ¢iastonom sicte geomet-
rického radu

T 2 #L
l+z4+224+23 4+ 42V 1= . (1)
N z=1
Druhy vzt ah je eSte jednoduchsi
WhN = 2mifF = 2mik — 1 Vk € Z. (2)

15



Dosadenim do (1) za z = wfv a naslednym vyuzitim vzt'ahu (2) dostdvame nasle-

dujici vysledok

_ 1—w T l-w
14+ wh + wk? + w4t = v N €

1 1 1 e 1
1 w]lv w]?\, i wé\,]]\if_ 11)

F=|1 o} wk o WiV 4
1 w](\zfvfl) w%Nfl) o wEVN71)2

Pomocou vzt'ahu (3) nie je t'azké overit’ platnost’ nasledujiicej rovnosti

1 00 ... O
010 ... 0

FF=nNn]0 01 ... 0 ) (5)
000 ... 1

Zo vzt ahu (5) d’alej vyplyva, Ze matica %f je inverznou maticou matice F'. Teda

1
F'l=—_F .
I (6)

Zo vzt ahu (6) vyplyva definicia IDFT.

Definicia 2.2. Nech ? = (fo, f1s--s [n_1) je postupnost’ zloZend z N kom-
plexnych cisel f;,. Pod inverznou diskrétnou Fourierovou transformdciou tejto

postupnosti rozumieme N-ticu komplexnych Cisel F = ( Fy, F1, ..., Fn_1) defi-
novanii nasledovnym predpisom

1 N-1 Y
Fk = N Z;) fn€27”W
n—

16



alebo skrateny zapis

| V-1
=y 2 Fu

2.3 Sivis medzi DFT a koeficientami Fourierovych radov

V predchadzajiicich odstavcoch bolo naznacené, Ze DFT mdze byt pouzité pri
vypocte Fourierovych radov. Na prvy pohl'ad nemusi byt sdvis medzi DFT a
Fourierovymi radmi vobec jasny. V nasledujicich riadkoch sa pokiisime tento
suvis ozrejmit’. Ukazuje sa, Ze DFT je v istom zmysle aproximdciou Fourierovych
koeficientov, ¢o je jednym z dovodov preco je DFT natol’ko uZito¢nou operaciou.

2.3.1 Intuitivna iivaha o sivise medzi DFT a Fourierovymi koeficientami

Zacneme jednoduchou intuitivnou tvahou. Predstavme si, Ze mdme periodickd
funkciu f : R — R s periédou T, ktord ma dostatocne dobré vlastnosti v zmysle
po&itania Fourierovych radov.” Vezmime si interval [0,T] a zdiskretizujme si funkciu
f na tomto intervale. Za tymto uicelom rozdelime interval [0,T] na IV rovnakych
Casti, kde kazda bude dizky % Bertic I'avé krajné body ziskanych podintervalov
dostdvame /N bodov na x-ovej osi v tvare

T
e =k, ke{0,1,2,...,N—1}.

Dalej po&itame prisluiné funkéné hodnoty v tychto bodoch &im ziskavame N-ticu
f(z) = f(k=), ke{0,1,2,...,N —1}.
Tuto N-ticu si uchovame a prejdeme k vypoctu Fourierovych koeficientov tejto

funkcie, kde za interval, cez ktory sa integruje pouZijeme [0,T]. Podl'a vzorca pre
Fourierove koeficienty

1 T —2minx
= T/ fx)e 1 du, Vn € Z.
0

®napr. spfﬁa podmienky z Vety 1.3

17



Ked’Ze pre pripad redlnych funkcii si Fourierove koeficienty komplexne zdruzené
(cn, = ¢—p, Vn € N) je tplne postacujice pocitat’ len koeficienty pre nezaporné n.
Substitiiciou dostdvame nasledujice vyjadrenie pre Fourierove koeficienty

T 1
T=U o —2miun
Qe — Tdu = /0 f(Tu)e du

Pri dostato¢ne vel'’kom pocte deliacich bodov N relativne voci n sa d4 integral
fol f(Tu)e=? " dy dobre odhadndt’ pomocou ¢iastoéného sictu

1 T —2minx
cn:T/O f(x)e T

1 , 1 = T ke 1 = &
cn :/0 f(Tu)efzmundu ~ N kzo f(kﬁ)efz’”# _ N ;) f(mk)ef%rzwn

LenZe posledny vyraz nie je ni€ iné ako DFT aplikované na nasSu N-ticu funkénych
hodndt f(xy) ziskand diskretizaciou povodnej funkcie. Navyse je dany vyraz
(DFT) ndsobeny konStantou %

Je vhodné si uvedomit’, Ze ¢islo N skutocne musi byt vel'ké voci Cislu n.
V opacnom pripade by podintegrdlovd funkcia, obecne vzaté, prili§ oscilovala
(miera oscilacie je vo vSeobecnosti uréend ¢islom n) vzhl'adom na jemnost’ de-
lenia (urCend Cislom N). Inak povedané, nase delenie by bolo milo jemné na
to, aby 'rozoznalo’ prili§ rychlu oscildciu podintegralovej funkcie. Takato aprox-
imacia pomocou ciastocného suctu by bola pravdepodobne skreslena alebo tplne
nepresnd.

Recept na aproximaciu n-tého Fourierovho koeficientu vyzerd teda pomerne
jednoducho. Staci dostatocne jemne (vol'bou vysokého NV relativne voci n) nav-
zorkovat’ pdvodnu funkciu f, nasledne navzorkované hodnoty pretransformovat’
pomocou DFT, vybrat’ n-ty Clen ziskanej N-tice a nakoniec ziskané ¢islo predelit
konsStantou N. Takyto spdsob aproximdcie integrdlu je nacrtnuty na obr. 2. Je
vlastne ekvivalentny s aproximdciou pomocou I'avych krajnych bodov deliacich
intervalov.!”

S tymto zistenim by sa bolo moZné uspokojit’. AvSak ostdva eSte viacero nezod-
povedanych otdzok napr. akd je chyba, ktorej sa dopist’ame pri spomenutej aprox-
imacii Fourierovych koeficientov? Alebo Co je to "dostatocne vel'’ké N relativne
voc¢i n"? Nehovoriac o tom, Ze uvedend dvaha nebola celkom rigorézna a obsahuje
isté “trhliny’. V d’al$ich odstavcoch rozvinieme uvedend tvahu hlbS$ie a zaroven sa
budeme snazit’ kvantifikovat’ chybu aproximadcie.

1A% na drobny detail, Ze pracujeme s komplexnymi funckiami. To vak nezohrdva vel'kd rolu
pretoze kazdd funkciu f : R — C vieme rozlozit’ na dve funkcie fre : R - Ra frm : R — R,
kde f = fre + ifrm. Potom aproximécia pre komplexnu funkciu pozostava z dvoch aproximadcif
pre redlne funkcie.
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Obr. 2: Odhad integrdlu pomocou l'avych krajnych bodov. V tomto pripade
T=[0,5] a N=20.

2.3.2 Body nespojitosti a lichobeZnikové pravidlo

Jeden z problémov, na ktory mdZeme narazit' pri aproximdiciach Fourierovych
koeficientov pomocou diskrétnych metdd st body nespojitosti. Koreni problému
spociva v tom, Ze hodnota integralu

1 T .
—2min
cn:/ fl)e 1 du, Vn € Z
T 0

nijak nezdvisi od hodndt v bodoch nespojitosti!! funkcie f na intervale [0,T]. Na
druhej strane, hodnota diskrétnej aproximécie takéhoto integralu mdze byt tymito
nespojitost’ami znacne ovplyvnend. Tento dblezity fakt si ilustrujeme na jednodu-
chom priklade.

"podotykame, Ze ak je funckia f po &astiach spojité, tak bodov nespojitosti je koneéne vel'a, o
ndm aj zarucuje nezdvislost’ integralu od bodov nespojitosti.
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Priklad Funkcia f bude definovand nasledovne

Fo) = 10100 Vz € Z
~ o0 Vz € R/Z

Ako vidime funkcia f je periodicka s periédou 1. NavySe je nespojitd v kazdom
bode = € Z, kde nadobtida extrémne vysoki hodnotu 10'%°. Pod’me teraz pocitat’
jej Fourierove koeficienty. Ked'Ze hodnota integralu nezavisi od konecného poctu
funkénych hodnot bude platit’

1 1 1
Cp = / f(:L‘)(:’iQmmCd.r — / 0'672m'mcdx _ / Oda: — 0, vn c 7
0 0 0

Pod’me teraz aproximovat’ Fourierove koeficienty pomocou DFT ako to bolo ukdzané
v predchédzajicej Casti. Nasim intervalom bude prirodzene interval [0,1] a aprox-
imacia teda bude

10100 10100

1 ) 1 N-1 1 o
— —2minx ~ —omrikn _

s v

. 100 L, 5 . L. .., y . “ L
Vysledné ¢islo % ma byt’ aproximadciou ¢isla 0. Iked’ je pravda, Ze tento vyraz
limitne konverguje k nule, je jasné, Ze pre 'rozumné’ hodnoty cisla /N bude nasa
aproximdcia vel'mi nepresna.

Na predchddzajicom priklade sme videli ako mdze DFT zlyhat’ pri odhade Fourierovych
koeficientov. Ako ale m6Zeme zlyhaniam tohto typu predist’? Korefiom problému

bolo to, Ze hodnota funkcie v bode nespojitosti bola *prili§’ vel’ké oproti hodnotdm

v okoli bodu nespojitosti. Tym padom nas odhad integralu funkcie na malom okol{
bodu nespojitosti bol mimoriadne zly. Situ4cia je zndzornena na obrazku ¢&. 3.12

12pre jednoduchost’ predpokladdme iba jeden bod nespojitosti v bode 0, tzv. “skok’. Dalej pred-
pokladdme, Ze jednostranné limity v bode 0 v zmysle Vety 1.3 f(0 &+ 0) = lim,_,o+ f(0 £ ¢)
existuju.
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Obr. 3: Vlavo mdme zobrazenii nasu nepresnii aproximdciu integrdlu v malom
okoli bodu nula pomocou ’prilis vel'kej’ funkcnej hodnoty (Cerveny kriizok).
Vpravo zasa skutocnii hodnotu integrdlu A, ktori chceme odhadniit .

Co keby sme tito "prili§ vel'kd" hodnotu nahradili nejakym rozumnejsim &fs-
lom? Potrebujeme teda zvolit’ také ¢islo (a nahradit’ nim hodnotu v bode nespo-
jitosti), ktoré by ndm zarucilo dobry odhad integrdlu v malom okoli bodu nespo-
jitosti (prava Cast’ obr. 3). Z existencie jednostrannych limit (pozndmka 9) mame
zarucené, Ze pre dostatone maly interval [-t,t] uZ budd funkéné hodnoty dosta-

to¢ne blizko hodnote

f(=t) = lim f(0—t),

t—0+
resp.

f(t)~ lim f(0+1)

t—0t

a dany integrdl A m6Zeme dobre odhadnit’ sic¢tom dvoch obdiznikov

Axtlim f(0—t)+t lim f(O+1t)=¢t[lim f(0—t)+ lim f(0+1)].
Jim f0—t) +¢ lim f(0+1) =¢[lim f(0—¢)+ lim f(0+1)]
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oznacime si Ax = 2t a pouZijeme notdciu z Vety 1.3, potom dostdvame
[/(0—-0)+ f(0+0)]
2

Z toho ndm vyplyva, Ze vhodna hodnota v bode 0 z hl’adiska odhadu integrélu je

im0+ f(0 —#) +1imy o+ f(0+1)] _ [£(0—0)+ f(0O+0)]

2 - 2 ’
teda priemer z jednostrannych limit v bode 0. Toto je hodnota, ktord treba zadavat’
do DFT.

A~ Azx

Obr. 4: Sprdvna hodnota pre DFT algoritmus je priemer jednostrannych limit (Cer-
veny kriiZok). Takdto hodnota ndm zaruci dobry odhad integrdlu.

Iked’ sme doteraz hovorili iba o jednom bode nespojitosti, je jasné, Ze pre I'ubovol' ny
bod nespojitosti po castiach spojitej funckie bude tento argument platny.

Teda predstavme si, ¢ mame periodickd funkciu f : R — R, ktora spiiia
predpoklady Vety 1.3. Predtym neZ tito funkciu navzorkujeme pre DFT musime
tuto funkciu transformovat’ nasledovne

o f = @t 0+ fa -0 VecR

Téato transformovand funkcia bude v spojitych bodoch rovnd pdvodnej funkcii, a
zaroven v nespojitych bodoch bude rovna priemeru jednostrannych limit.
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Novy postup pri odhade Fourierovych koeficientov je nasledovny. Funkciu f pre-
transformujeme na funkciu f*. Potom funkciu f* vhodne navzorkujeme, transfor-
mujeme ziskané hodnoty pomocou DFT a predelime ¢islom %

Mobzeme si vS§imnit’ zaujimavd skutocnost’. Totiz funkcia f* je podl'a Vety 1.3
presne ta funkcia, ku ktorej konverguje Fourierov rad povodnej funkcie f. V istom
zmysle to m4 ’svoju logiku’. Pri odhade koeficientov Fourierovho radu odhadu-
jeme pomocou samotného Fourierovho radu (reprezentovaného funckiou f*) a nie
pomocou pdvodnej funkcie.

Dal3ou zaujimavost ou je, Ze aproximacia Fourierovych koeficientov pomocou DFT
je ekvivalentna aproximécii pomocou tzv. lichobeZnikového pravidla. Ide vlastne
o odhad integralu prostrednictvom linearneho splajnu. Pod linedrnym splajnom
rozumieme aproximdciu pdvodnej funkcie len pomocou funkcii tvaru s(z) = ax+
b. Intuitivne, linearny splajn ziskame ’pospdjanim’ funkénych hodno6t povodne;j
funkcie. Situicia je zobrazena na obr. 5.

0.8 B

Obr. 5: Odhad integrdlu pomocou lichobeZnikového pravidla. Ziskame ho ’pospd-
janim’ funkénych hodnét (Cervené kriZky) a vypoctom plochy ziskaného mno-
houholnika (sivd plocha).

Pocitanim plochy mnohouholnika po blokoch (obr. 5) zist'ujeme, Ze odhad inte-
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gralu pomocou lichobeZnikového pravidla (pri rovnhomernom deleni intervalu na
N casti) bude mat’ tvar

2 2
k:l

b N N
/ flx)de ~ Az (@) + flaw)) _ A f(@rs1) + fzr))
a k=1

—2minx

Aplikujic tento vzoréek na naSu vstupni funkciu g(x) = f*(z)e™ 7 , a zdroven
si uvedomujtic, Ze g(0) = g(7") dostdvame

Ax
- / ~ o {000) + 2505 gk D) + 0(T)} =
T, 1\ g 1
N2T Z g(kﬁ) =N f*(%'lc)e_QmW - N Z f*(xk)w_kn
k=0 k=0 k=0

Posledny vyraz je opit’ len DFT aplikované na navzorkované hodnoty f*(zy) ,
predelené konStantou % Teda vidime, Ze v pripade aproximdcie Fourierovych
koeficientov st aj metéda I'avych krajnych bodov (sekcia 2.3.1), aj lichobeznikové
pravidlo, ekvivalentné s DFT. Teda st i navzajom ekvivalentné.'3

2.4 Chyba pri aproximacii Fourierovych koeficientov pomocou DFT

NasSe doterajSie Uvahy pri skimani vzt’ahov medzi DFT a Fourierovymi koeficien-
tami boli prevazne kvalitativneho charakteru. Uk4zalo sa, Ze DFT je ekvivalentné
s odhadom Fourierovych koeficientov pomocou met6dy ’I'avych krajnych bodov’
resp. lichobeZnikového pravidla.

Z praktického hl’adiska je ale zaujimavejsie skiimat’ otazky kvantitativne. Naprik-
lad, jedna zdsadnd otdzka tohto typu je problém ako zvolit' vzorkovaciu frekven-
ciu N tak, aby ziskané odhady boli dostatocne presné. To nds prirodzene vedie
ku skimaniu rychlosti konvergencie DFT-aproximdcie k prislu§nym koeficientom
resp. odhadovaniu chyb, ktorych sa dopust’ame pri tejto aproximdcii. Podobnymi
otdzkami sa budeme zaoberat’ v tejto Casti. ZaCneme s nasledujicou dvahou, ktord
nés privedie k vel'mi uZitoénému a instruktivnemu zisteniu.'*

BToto plati vieobecne ak f(a)=f(b).
4Uvaha je prevzatd zo zdroja [3].
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Predpokladajme opit’, Ze pracujeme s T-periodickou funkciou f, ktora spliia pred-
poklady Vety 1.3 a zdroven je totoznd s funkciou f* z predoslej Casti. Teda funk-
cia f ma z pohl’adu Fourierovych radov idedlne vlastnosti a plati rovnost’ medzi
funkciou f a jej Fourierovym radom

fla)y= Y ™7t | (7)

n=—oo

kde koeficienty c¢,, maji formu

1 T s Nnx
Cp = / f(z)e ™ de, Vn € Z. )
T 0

Takisto ako v Casti 2.3.1, si dant funkciu zdiskretizujeme na N Casti

T

Fla) = ), ©

Pouzijic vzt ah (7) ziskavame
T > ‘nk
flak) = flhgs) = D N, ke{0,1,2,....N—1}. (10)
n=—oo

Teraz si staci uvedomit’, Ze pre pevné k plati

j=n (modN) = 2R = 2R (11)

S vyuZitim vzorca (11) uZ mdéZme vzt ah (10) prepisat’ na

T 00 - N-1 [e's) -
flag) = flhg) = D) en®™N = { > c(n+Nl)}eQ’”N. (12)

n=—00 n=0 \l=—oc0
Alebo zjednoduSene

N-1
-nk

Flag) =) ep(n)e®™, ke{0,1,2,...,N—1}. (13)
n=0

Vyraz c,(n)v tomto vzorci definujeme ako

cp(n) - Z C(n+N1)-

l=—
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Prenasobenim oboch stran N rovnic obsiahnutych v (13) ¢islom % dostavame na
pravej strane IDFT postupnosti ¢,(n), n € {0,1,2,..., N — 1}, teda schematicky

= % Z_: cp(n)e?™ X = IDFT]cy(n)]. (14)
n=0

Aplikujic DFT na obe strany rovnic (14) dostdvame

N—
1 n
— 5" flan)e TN =cy(n) ,¥ne{0,1,2,...,N—1}. (15

—_

k=0

LenZe I'avé strana vo vzt'ahu (15) nie je ni¢ iné ako nd$ odhad n-tého Fourierovho
koeficientu pomocou DFT. Tieto poznatky mdzme kompaktne sformulovat’ do
vety.

Veta 2.3. Pre funkciu f spliiajiicu horeuvedené predpoklady, odhad n-tého Fourierovho
koeficientu pomocou DFT (s N vstupmi) moZno vyjadrit’ ako nekonecny rad Fourierovych
koeficientov funkcie f

=2

1 _omikn
N f(xk)e 2mify Z C(n+N1) )

0 I=—c0

>
I

alebo zapisané inak

)_l

N—

1 —omikn § :

N f :Ek 2 N =cnt n+lN)+C(n lN)) 7vn6{0,172a"'aN_1}'
k=0 =1

Z Vety 2.3 okamZite vyplyva, Ze chyba, ktorej sa dopust’ame pri aproximdcii n-
tého Fourierovho koeficientu pomocou DFT je rovna zvyskovému ¢lenu

oo

chyba =Y (c(upin) + Cnim))- (16)
=1

Teda skimanie chyby aproximacie sa ndm redukuje na skimanie vlastnosti radu
(16).
Uvedieme d’al§f zaujimavy dosledok Vety 2.3.1

5Tento désledok sa dd jednoducho dokdzat’ aj priamo.
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Dosledok 2.4. UvaZujme redlne Cisla f = (fo, fi,---s Fy—_1), ktoré sii vstupmi do
DFT. Majme l'ubovol'né prirodzené Cisla a,b, také, Ze a + b = N. Potom pre
vystupy DFT plati

F,= F,.

Dokaz Cezdisla f= (fy, f1,..., fn_1) si vZdy vieme prelozit’ funkciu (napr.
interpolacny polyném), tak, aby boli splnené predpoklady Vety 2.3. Z Vety 2.3
vyplyvaji nasledovné rovnosti

N—

8

_orika >
flxp)e ™ N = N Clatny =N Z C(—b+N(I+1))-

k=0 l=—00 l=—0c0

Teraz polozime [ + 1 = j a vyuzijeme, Ze pre redlne funkcie c_j = ¢,. Dostdvame

a—NZ b+Nl+1)—NZ —b+N) NZ Corng) = P

l=—00 j=—00 j=—00

O]

Z praktického hl'adiska ndm Ddsledok 2.4 hovori, Ze vSetka uZitocnd informécia
ziskand pomocou DFT (v pripade redlnych vstupov) je obsiahnuté v prvej polovici
vystupov.

Toto zistenie so sebou prinasa praktické dosledky aj pre aproximaciu Fourierovych
koeficientov pomocou DFT. Totiz z Dosledku 2.4 vyplyva, Ze pri praci s IV redl-
nymi vstupmi dostaneme zmysluplné odhady radovo len pre prvych % koeficien-

ov.'® Inak povedané, ak chceme pomocou DFT ziskat’ zmysluplny odhad pre n-ty
Fourierov koeficient realnej funkcie f, tak ¢islo N musi byt urite vyssie ako 2n.

Teraz uZ moéZeme pristipit’ ku skiimaniu chyby pomocou vzt'ahu (16). Samozre-
jme, budeme predpokladat’, Ze pracujeme s funkciou f spifiajicou predpoklady
Vety 2.3.

Predstavme si najskor, Ze funkcia f ma ohrani¢ené spektrum. To znamena, Ze
existuje index ¢ € N, pre ktory plati

Yn>1i, c¢,=c_,=0.

'Spresnejsie povedané, ak N je parne, tak zmysluplné odhady ¢, dostivame pre n €
{0,1,2,..., 5}. Ak je N nepdrne, tak pre n € {0,1,2,..., 871}, Zvysné &isla uz budd len
komplexne zdruZené k pdvodnym, a teda neposkytni ndm Ziadnu novud informaciu.
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Potom z Vety 2.3 a zo vzt’ahu (16) I'ahko vyplyva, Ze pri odhade n-tého Fourierovho
koeficientu funkcie f pomocou DFT staci zvolit N > n+i a odhad bude absoliitne
presny. TotiZ v tomto pripade vSetky ¢leny v (16) budu nulové.

Vo vSeobecnosti funkcie nemaji ohranicené spektrum, preto je potrebné po-
drobnejsie skimat’ rad (16). V tomto nekoneénom rade vystupuji len Fourierove
koeficienty funkcie f.

Zo zakladného kurzu analyzy vieme, Ze plati'’
lim ¢, =0
n—oo
KTicovou otdzkou je rychlost’ klesania koeficientov c,. Chceli by sme zistit’, ¢i
je tato rychlost’ dostato¢nd na to, aby rad (16) konvergoval resp. ako sa sprava rad
(16) s narastajicim N. O rychlosti poklesu Fourierovych koeficientov ndm hovor{
nasledujiica veta.'®

Veta 2.5. Predpokladajme, Ze funkcia f a jej prvych p — 1 derivdcii (p > 1)
sii T-periodické funkcie, spojité na intervale [0,T]. Dalej predpokladajme, Ze p-
ta derivdcia ) je ohranicend a md konecny pocet bodov nespojitosti na [0,T].
Potom pre Fourierove koeficienty funkcie f plati

C
|Cn| < |7 \V/HGZ,

n|P

kde C je nezdvisld konstanta.
Dokaz  Idea dokazu spociva v rozloZzeni Fourierovho integralu pomocou inte-

grac¢ného pravidla per partes.
T T T o
+ / f(x)e ™7 dx
0

0 2min

T NI
Te, :/ f(;y)eiQﬂ'i%dw = f(:L‘)Tﬂ
0

—i27mn

Prvy ¢len ziskanej sumy bude v dosledku T-periodickosti rovny nule. Ostane nim

T s nNxT
/ f(x)e ™7 du.
0

Ziskany integrdl mdZeme opit’ rovnakym spdsobom integrovat’ pomocou pravidla
per partes. Tento postup mdzeme opakovat’ celkovo p-krat a na konci dostaneme

Te —
“n 2min

T
Te, = (5)" [ 1@ % do

7Vyplyva to z Besselovej nerovnosti.
Mozno ju ndjst’ v [1].
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Ak si oznatime M = supyo 7| f () ()|, tak dany vyraz sa d4 ohrani¢it’ nasledovne

_ L NPy _omine 1L/ 7 \P e
lenl = 7 (mm) ’fo fP (z)e ™7 dﬂﬂ‘ s T (27r\n|) ™ = T’

O]

Pomocou Vety 2.5 by uz bolo mozné odhadnut’ chybu aproximacie pomocou DFT,
no oplati sa tito vetu eSte zosilnit’. V poslednom riadku dokazu Vety 2.5 sme vyraz

UOT f0 (@)e™>™F dw (17)

vedeli zhora ohranicit’ iba konStantou. Ukazuje sa, Ze za pozmenenych predpok-
ladov kladenych na funkciu f (®) je mozné vyraz (17) ohranicit’ ¢islom % kde K
je nezavisla konstanta. Prave tento fakt ndim umoziuje zosilnit” Vetu 2.5.

Veta 2.6. Predpokladajme, Ze funkcia f a jej prvych p — 1 derivdcii (p > 0)"°
sii T-periodické funkcie, spojité na intervale [0,T]. Dalej predpokladajme, Ze p-
ta derivdcia %) je ohranicend a po &astiach monoténna® na [0,T]. Potom pre
Fourierove koeficienty funkcie f plati

D

< =
el < || D)

Vn € Z,

kde D je nezdvisld konstanta.

Idea dokazu  Ako uzbolo nacrtnuté, dokaz je obdobny ako pri Vete 2.5. Monotén-
nost’ po astiach funkcie f(®) nam ale umoZituje pouZit’ tzv. Druhi vetu o strednej
hodnote integralneho poétu.?! Pomocou tejto vety a nerovnosti
b 2 b 2
)fa sm(nx)dm‘ < o Tesp. ‘fa cos(nx)dm’ < -
sa Veta 2.6 I'ahko dokédze. Uplny dokaz je uvedeny v [2, str. 248].
O

Pre pripad p = 0 sa predpoklady redukuji na to, e samotné funkcia f je ohranitend a po
Castiach monotdénna.

Funkcia f je po Gastiach monoténna na intervale [0,T] prave vtedy, ked’ sa tento interval d4
rozdelit’ na kone¢ny pocet otvorenych podintervalov, na ktorych je funkcia f monoténna.

21Je formulovan4 a dokdzana v [6)].
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Veta 2.5 a Veta 2.6 ndm uZ umoZziuju priamo odhadnit’ chybu aproximacie dosadenim
do nekoneéného radu (16). Takyto postup je moZny vd’aka tomu, Ze pre p > 1 su
predpoklady oboch viet silnejSie neZ predpoklady Vety 2.3.

Veta 2.7. Predpokladajme, Ze funkcia f a jej prvych p — 1 derivdcii (p > 1)
sii T-periodické funkcie, spojité na intervale [0,T]. Dalej predpokladajme, Ze p-ta
derivdcia ) je ohranicend a po Eastiach monoténna na [0,T]. Potom pre chybu
aproximdcie Fourierovych koeficientov pomocou N-vstupového DFT plati

E

chyba = |F,, — ¢c,| < N

vne{0,1,..., ¥},

kde E je nezdvisld konstanta.

Dékaz  Z predpokladov vyplyva, Ze funkcia f spiﬁa aj predpoklady Vety 2.3 a
teda pre vyjadrenie chyby mdzeme pouzit’ vyraz (16).

o0

chyba = |Fy, — cp| = |Z(C(n+lN) + Ctn—iny)| vn e {0,1,...,§]}.
=1

Zéroved funckia f spiiia aj predpoklady Vety 2.6 a teda pre jej Fourierove koefi-
cienty plati nerovnost’

D

Teda chybu mdéZeme zhora ohranicit’ nasledovne

o

[ Fn — Cn\—fz (Cnriny + i) ’<Z|C(n+lN\+\Cn1ND<
=1

i D N D D & N 1
= n+lN|(p+1 n— lN’(erl) N(+1) — \l 4 N‘ (p+1) ‘l B %}(pﬂ)

Cislo ~ < latiez p+ 1 > 2. Teda nekone¢ny rad v poslednom vyraze sa rddovo

sprava ako rad )% | iy ateda pre vietky n € {0,1,.. ., | 5]} je konvergentny

a moZe byt zhora odhadnuty konstantou D’.?> Oznaéime si DD’ = E. Plati teda
DD’ E

— N
Fo—enl < 5o = voen. P E{0 L 131}

*Napriklad sitom radu Y7 | Ay +

1
(1—0,75)(p+1)
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kde konstanta F je nezavisla od n ajod V.
O

Veta 2.7 ndm poskytuje zdanlivo vel'mi efektivny odhad pre chybu aproximéicie
pomocou DFT. Trieda funkcii spiﬁajlicich predpoklady Vety 2.7 v§ak nemusi byt’
dostatocne Sirokd z praktického hl'adiska. Predsalen sa od funkcie f vyzaduje T-
periodickost’, spojitost’ na [0, 7] (teda aj f(0) = f(7')) a diferencovatel'nost’. V
praxi sa vSak Casto stretdvame aj s nespojitymi periodickymi funkciami, napriklad
Casto sa stdva, ze f(0) # f(T).

V préci [7, Veta 3.7, str. 50] je ukdzané ako sa d4d Veta 2.7 rozsirit' na
SirSiu triedu funkcii. Ukazuje sa, Ze ak je funkcia f po Castiach spojitd, po Cas-
tiach diferencovatel'nd resp. ak sa ’dobre’ sprava vzhI’adom k tedrii Fourierovych
radov,? tak naozaj moZno o¢akdvat’, 7e Veta 2.7 ostane v platnosti pre p = 0, teda
s odhadom chyby %

Na zaver tejto Casti je vhodné spomendt’, Ze pocitanie DFT je pomerne vypoctovo
nendrocné, a preto vel'mi vyhodné z praktického hl'adiska. Zasluhu na tom majd
znami americki matematici J. Cooley a J. Tukey, ktori vo svojej praci [4] prezen-
tovali algoritmus na vypocet DFT (tzv. Rychla Fourierova Transformécia), ktory
zredukoval pocet potrebnych opericif z rddovo N2 na rddovo N loga N.

BKed spliia tzv. Dirichletove podmienky.
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3 Aplikacie

V tejto kapitole si ukdZeme par prikladov vyuZitia DFT v praxi. Zacneme aprox-
imaciou Fourierovych koeficientov beznych funkcii. Pokracovat’ budeme jednoduchym
modelom vedenia tepla v tenkej ty¢i. Na zdver uvedieme priklad spracovania
zvukového signélu.

3.1 Aproximacia Fourierovych koeficientov pre typové funkcie

Budeme aproximovat’ Fourierove koeficienty pomocou DFT pre niekol' ko jednoduchych
funkcii, pre ktoré vieme spocitat’ presné hodnoty ich Fourierovych koeficientov.
Ciel'om je overit’ si a osvojit’ si teoretické poznatky ziskané v druhej kapitole.

3.1.1 Funkcia s ohrani¢cenym spektrom

Pre funkciu s ohrani¢enym spektrom ofakdvame (pre dostatocne vel'ké N) ab-
soltitnu presnost DFT aproximdcie Fourierovych koeficientov. Ako priklad si
vezmeme funkciu f(x) = sin(z) + 2cos(2x) + 7sin(10x) na intervale [0, 27].
Ocividne jej koeficienty budii nulové okrem koeficientov by = 1, a2 = 2 a bjg =
7, teda je to funkcia s ohrani¢enym spektrom. Zvolime si N = 30 a aproximujeme
koeficienty pomocou DFT. Vystup (MATLAB) prevedeny do redlnych koeficien-
tov je nasledovny.

nJo|1[2]3]4[5]6]7[8]9[10]11][12]13]14]
a, [0]0[2]0[0]0[0]O0fO[OJO|O[O]O]O
by |O]1]0]0]0]O0]O]O]OjO]7]0]0]0]O

Teda dostavame to, o sme ocakéavali, tiplne presny odhad Fourierovych koeficien-
tov pomocou DFT.

3.1.2 Schodovita funkcia

Za najjednoduchsiu funkciu vdbec mdze byt’ povazovand konstantnd funkcia. Této
funkcia mé vSak ohrani¢ené spektrum a spada do predchadzajiceho odseku. Preto
si uvedieme priklad po Castiach konStantnej resp. schodovitej funkcie. Definujeme
si funkciu
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Fourierove koeficienty tejto funkcie sa I'ahko spocitaji priamo z definicie a sd
rovné a, = 0ab, = w VSimnime si, Ze v tomto pripade je pe-
riodické rozsirenie funkcie f nespojité v koncovych bodoch a v stredoch inter-
valov, preto prislusny vstup do DFT algoritmu treba najprv vhodne upravit’ (odsek
2.3.2). Ked'ze pozndme presné hodnoty Fourierovych koeficientov, vieme chybu
odhadu kvantifikovat’ tplne presne. Podl'a dovetku k Vete 2.7 mo6Zeme ocakavat’,
7e chyba odhadu sa bude celoplosne spravat’ ako %, kde E je nezdvisld konStanta
a N je pocet vstupov. Teda pri zdvojnasobeni vstupov oCakdvame polovicné chyby
odhadu. Takéto spravanie je jasne zretel'né na obr. 6.

Chyba pre N=50 Chyba pre N=100
T T T T

0.025

0.025

.

0.02F ® |4 0.02}F B
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0.015} * R 0.015 E
.
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0.01} g 0.01} e
0.005 - B 0.005 [[ -
o oTng]o 0100 o' ¢o0o'e'e'e o A,TT TTIII
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Obr. 6: Na I'avom grafe mdame zndzornené chyby pri odhade Fourierovych koefi-
cientov pomocou DFT pre N=50. Na pravom grafe sme pocet vstupov zdvojndso-
bili a chyba ndm celoplosne klesla na polovicu.

Z obr. 6 si mdZeme vS§imnut’, Ze s rastiicim n sa chyba odhadu zviacsuje. Takéto
spravanie je typické pre nespojité funkcie z dovetku Vety 2.7, preto je v takomto
pripade Casto presnejSie aproximovat’ chybu pomocou vyrazu | F, —c;,| ~ ’]i]—b;, Vn €
{(), 1,..., L%j} . Dalej vidime, Ze pre niektoré koeficienty je chyba nulovd. V
tychto pripadoch su diskrétnymi metédami aproximované integraly neparnych funkci,
a preto aj samotné integraly aj ich aproximdcie sd nulové.
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3.1.3 Linearna funkcia

Dalim prikladom je linedrna funckia, konkrétne si vezmeme funkciu f (r) = xna
intervale [0, 2. Jej Fourierove koeficienty st ag = 27, a,, = 0ab, = =2 (Vn €
N). Opit’ sa jednd o funkciu s bodmi nespojitosti, tentoraz iba na krajnych bodoch
intervalov, preto sprdvanie sa chyby bude analogické ako v predoslom priklade.
Ukéazeme si vSak rozdiel v odhadoch koeficientov, ked’ je vstup do DFT spravne
navzorkovany (tzn. priemerné hodnoty v bodoch nespojitosti) a ked’ je nespravne
navzorkovany. Pre ilustridciu sme zvolili N = 50 a vysledok je zndzorneny na obr.
7.

N=50, spravne navzorkovane N=50, nespravne navzorkovane

*?®
L]
0.07 - B 0.07 - ‘“"’0 ]
001;1»01.1»00
N i 0.06 | 7
-l i 0.05 7
IFq-cql B
0.04 - 7 | |
*
*®
N i 0.03 - 7
M i 0.02 7
) I[[[ i 0.01 7
0 "?TTTTI 0
0 5 10 15 20 25 o] 5 10 15 20 .
| n

Obr. 7: Na l'avom grafe mdme zndzornené chyby pri odhade Fourierovych koe-
ficientov pomocou DFT pre N =50 so sprdvne navzorkovanymi ddtami. V tomto
pripade to znamend, Ze hodnota prvého vstupu x(1) bola sprdvne zvolend ako
priemernd hodnota v bode nespoyjitosti, teda x(1) = % = 7. Na pravom grafe
bola hodnota zvolend nesprdvne, x(1) = 0.

Z obréazka 7 je jasné, Ze spravnost’ navzorkovania dat je dost’ podstatna. Pre prvych
8 koeficientov je chyba pre nesprdvne dita oproti sprdvnym ditam viac nez 6-
nasobna!

3.1.4 Periodicka spojita funkcia

Posledné dva priklady sa zaoberali funkciami s bodmi nespojitosti. Pre ilustra-
ciu uvedieme aspoi jeden priklad funkcie, ktorej periodické rozsirenie je spojitou
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funkciou. Funkciu f(x) definujeme nasledovne

Funkcia f je vlastne primitivnou funkciou k funkcii z Casti 3.1.2. Jej koeficienty

sa, okrem iného, I'ahko ziskaju integraciou Fourierovho radu schodovitej funkcie
z Casti 3.1.2 asirovné ay = 7, a, = % a b, = 0. Funkcia f spfﬁa
predpoklady Vety 2.7 pre p = 1, preto moZno predpokladat’ chybu rddovo okolo
ﬁ. Cize pri zdvojndsobeni poétu vstupov by sa mala chyba odhadu globalne

zmenSit' na Stvrtinu. Situdcia je zobrazend na obr. 8.

x 107 Chyba pre N=50 x10° Chyba pre N=100
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Obr. 8: Na I'avom grafe mdme zndzornené chyby pri odhade Fourierovych koefi-
cientov pomocou DFT pre N=50. Na pravom grafe sme pocet vstupov zdvojndso-
bili a chyba ndm v globdle klesla na stvrtinu.

3.1.5 Periodické C°° funkcie

Zaujimavu triedu funkcii z hl’adiska chyby odhadu Fourierovych koeficientov tvo-
ria periodické funkcie nekonecnokrat spojite diferencovatel né, ktoré nemaji konecné
spektrum (napr. funkcia e“**%). Z Vety 2.7 vyplyva, Ze pre takéto funkcie je chyba
odhadu rddovo mensia ako ]\}p pre vSetky p € N. BohuZial’, pre takéto funkcie si
analyticky vypocet Fourierovych koeficientov obvykle vyZaduje pokrocilé metédy

matematickej analyzy, ak je takyto vypocet vobec mozny. Preto je pomerne narocné
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presne spocitat’ chyby odhadov Fourierovych koeficientov pomocou DFT. V nasom
pripade sa obmedzime na konstatovanie, Ze v praci [8] je ukdzanych niekol' ko zau-
jimavych prikladov C'*° funkcif ako aj ohranicenia pre chyby odhadov Fourierovych
koeficientov.

3.2 Vedenie tepla v tenkej tyci

V tejto Casti si opiSeme pomerne jednoduchy model vedenia tepla v tenkej tyci.
Vopred upozoriiujeme, Ze déraz nebude kladeny na formélnu presnost’, ale na os-
vetlenie zdkladnych myslienok a vyuZiteI'nost DFT. Formalne presny vyklad je
moZzné ndjst’ napr. v [5].

Predstavme si, ¢ médme tenkd (povedzme kovovi) ty¢ s dizkou L. Tito ty¢ si na
zaciatok nahrejeme (pociato¢ny stav), pricom teplota v rdznych bodoch ty¢e mdze
byt rézna. Vo vSeobecnosti by sme chceli zistit'" ako sa teplota v jednotlivych
bodoch ty€e bude menit’ s Casom. Teda chceli by sme sa dopdtrat’ k funkcii

u(t,z) : R? = R,

kde t € [0, 00) je Casovd premennd a x € [0, L] ndm urCuje polohu na ty¢i. Funkcia
u(t, ) ndm uddva teplotu tyce v bode x v Case t.

Z fyzikalnych principov je mozné odvodit’,”* Ze funkcia (¢, z) musi v kazdom
bode vniitra oblasti, na ktorej je definovand spliiat’ tzv. rovnicu vedenia tepla

u(t,z)  O*u(t,z)

ot ozx?2

alebo zapisané skratene
o =u". (18)

Pociato¢ny stav bude definovany pomocou funkcie Uy(z) : [0, L] — R, kde
Uo(z) = u(0,x). (19)
Dalej budeme v nagom modeli predpokladat’ tzv. nulovii Dirichletovu podmienku
u(t,0) = u(t,L) =0 vt € [0, 00). (20)

Dirichletova podmienka nam hovori, Ze v koncovych bodoch tyce bude teplota
konStantne udrZiavand na nule. Napriklad si m6Zeme predstavit’, Ze konce tyce su
zapichnuté v I'adovych kockach.

2Pozri napr. [5, str. 124].
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Vzt'ahy (18), (19) a (20) nam definuji nd$ model. Nasou dlohou je ndjst’ funkciu
u(t, ), tak, aby boli tieto tri vzt'ahy splnené.

Metédou separdcie premennych?® dostdvame postupnost’ rieSeni spliiajicich
vzt'ahy (18) a (20) vo forme

nzﬂ'zt

up(t,z) =€ L2 sin(n—;x), Vn € N. (21)

Na tomto mieste vstupuju do tivah Fourierove rady. TotiZ potrebujeme riesenia (21)
nakombinovat’ tak, aby bola splnend aj podmienka (19). RieSenie ndSho modelu
bude vo forme

u(t,x) = Z ane_%tsin(%x). (22)
n=1
Koeficienty «,, chceme zvolit’ tak, aby bolo splnené
> nm
Up(z) = u(0,2) = Zl ansin(—-). (23)
n=

To vSak nie je problém, pretoZe vzt'ah (23) mdZeme interpretovat’ ako Fourierov
rad neparneho rozsirenia funkcie Uy ()

Uo(@): [-L. L] =+ R, Uo(w) = {—Ug&:)—x) i ig

Ked 7e funkcia Ug(z) je nepdrna, jej Fourierov rad bude obsahovat’ len sinusové
¢leny a bude mat’ podobu nekonecného radu vo vzt'ahu (23). Koeficienty av, budd
Fourierove koeficienty funkcie U ()

2

L
oy = L/o Uo(x)sin(n%x)da:. (24)

Za predpokladu, Ze mdZeme pisat’ rovnost’ medzi funkciou Ug(z) a jej Fourierovym
radom, je splneny aj vzt'ah (23). Teda rieSenie ndSho modelu ma tvar (22) s koefi-
cientami definovanymi v (24).26

Samozrejme, ked’ chceme rieSenie (22) prakticky vycislit’, tak aplikujeme DFT.
Prakticky postup je nasledovny. Zostrojime si neparne rozsirenie funkcie Up(z)
a navzorkujeme ho. Pomocou DFT odhadneme koeficienty «,, navzorkovanej

»Podrobnosti je mozné ndjst v [3, str. 129].
*Samozrejme predpokladdme, Ze Up(z) je integrovatelnd a ma dobré vlastnosti z hl'adiska
Fourierovych radov.
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funkcie. Zvolime si nejaky konkrétny Cas ¢, pre ktory chceme teplotu v tyci vycis-
lit'. Koeficienty «,, pretransformujeme
22

_nimty
ap — B = ape L2 .

Ziskané koeficienty [3,, si pomocou IDFT pretransformujeme nazad do priestoru
funkcii. Tymto ziskavame diskrétnu aproximéciu funkcie u(¢,z) v konkrétnom

Case t.
Ukéazeme si par grafickych prikladov pre rdzne pociatocné stavy Up(z).

Klesanie teploty k nule pri pociatocnom stace Ua(x):1

teplota

Obr. 9: Vyvoj teploty tyce v Case pre pociatocny stav Up(x) = 1 (rovnomerne
nahriata ty¢ dlhd L = ). Casové okamziky boli zvolené ako t = 2%, prek =—1:

7.

Obrazok 9 ndm zobrazuje funkcie u (¢, x) pre rozne fixné hodnoty premenne;j ¢. Na
obrazku 10 mame funkciu u(t, ) zobrazenu v celistvosti.
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Obr. 10: 3D graf vyvoja teploty u(t, x) v tenkej tyci pre pociatocny stav Up(zx) = 1.

Uo(x):x
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Obr. 11: Vyvoj teploty tyce dizky m pre pociatocny stav Uy(x) = .

39



Obr. 12: 3D grafvyvoja teploty u(t, x) v tenkej ty¢i pre pociatocny stav Uy(x) = .

Uu(x)=s|n4x

0.2

teplota
Q

02

Obr. 13: Vyvoj teploty tyce dizky 7 v Case pre pociatocny stav Uy(z) = sin(4zx).
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teplota

Obr. 14: 3D graf vyvoja teploty u(t,x) v tenkej tyci pre pociatoény stav Uy(x) =
sin(4z).

Na obrazkoch 13 a 14 si m6Zzeme vSimnut’, Ze teplota tyCe sa ustdli na nule
omnoho rychlejSie ako v predchddzajicich pripadoch. Je to dané pociatoénym
stavom, v ddsledku ktorého silna tepelnd vymena prebieha nielen na koncoch tyce,
ale aj vo vnutri tyce.

Podobné grafy by bolo moZné zostrojit’ pre I'ubovol'nt ’dobre’ sa spravajicu
funkciu.

3.3 Analyza zvukového signalu (brnknutie na gitaru)

Predstavme si, Ze zaznamendvame zvuk, napriklad brnknutie na strunu gitary. Déta,
ktoré zaznamendme maji podobu ako na obrazku 15.

NaSou dlohou je analyzovat’ tento signdl. To znamend chceme zistit’ akud per-
i6du (tzv. nosné peridda/nosnd frekvencia) dany zvuk ma a na zaklade toho zistit’
o aky tén ide. Zaroven chceme zistit’ zastipenie tzv. vyssich harmonickych ténov
v danom zvuku, su to tény s frekvenciou, ktord je ndsobkom nosnej frekvencie.
Vyssie harmonické tony nam urcujd tzv. farbu ténu, to je to podl'a coho odliSime
napr. zvuk ténu zahraného na gitare od zvuku zahraného na klaviri.

V re¢i matematiky to znamend, Ze chceme zistit' periédu 7' daného signdlu a
na nej odhadnit’ Fourierove koeficienty (komplexné) pomocou DFT. PriCom prvy
koeficient bude prislichat’ nosnej frekvencii a ostatné budu prislichat’ vy$$im har-
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monickym frekvenciam.

Obr. 15: Dvojsekundovy zdznam brnknutia na strunu gitary pri vzorkovacej
frekvencii 24 kHz. To znamend 48000 dqt.

Signal z obrazka 15 je prili§ dlhy a nepodobd sa na periodicky (zvuk ¢asom tichne),

preto v prvom rade vyberieme kratsi Casovy dsek (1/15 s), na ktorom budeme nas
signdl skimat’.
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Obr. 16: Zdznam brnknutia na strunu gitary (1/15 s) pri vzorkovacej frekvencii 24
kHz. To znamend 1600 ddt.

Z obrizka 16 uZ je jasne citel'nd pribliznd periodicita ndsho zvuku. Vidime, Ze
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extrémne vysoké hodnoty sa opakuji zhruba pravidelne. Pri blizSom skimani dat
zist ujeme, Ze dita sa opakuji v cykloch po priblizne sedemdesiatich siedmich.

Toto je viditel'né z obrazka 17.

L L L L L L
B0 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
n
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-8000

Obr. 17: Ddta od 49tej nameranej hodnoty aZ po 279tu. Periodickost’ je jasne
viditel'nd.

Preto budeme aproximovat’ Fourierove koeficienty pomocou DFT so sedemdesi-
atimi siedmimi datami (126-202). Sedemdesiat sedem dat zodpoveda frekvencii
247# = 311,68H z, ¢o je nads odhad nosnej frekvencie. Takato frekvencia pris-
Iicha ténu D#, Co je pravdepodobne tén, ktory bol zahrany na gitare.

Zo sedemdesiatich siedmich dat urobime pomocou DFT odhad Fourierovych
koeficientov (komplexnych) a vykreslime si ich absoldtne hodnoty (spektrum obr.
18). Z obriazka 18 moZeme vycitat’, Ze najsilnejSie si zastipené tretie a Stvrté
harmonické tény. Na druhej strane nosna frekvencia (prvy koeficient) sa pomerne
slabo podiel’a na naSom signdle.

Na zaver si z prvych pitnastich odhadnutych koeficientov skonstruujeme Fourierov
rad a graficky ho porovndme s naSimi ddtami (obr. 19). Vidime, Ze i pri relativne
nizkom pocte dit dostivame vel'mi presny odhad. Je to azda sposobené tym, Ze
zvuk sa sprava spojite a dostatocne hladko, ¢o ndm podl’a Vety 2.7 zarucuje mald
chybu pri odhade Fourierovych koeficientov pomocou DFT.
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Obr. 18: Absoliitne hodnoty odhadov Fourierovych koeficientov. Uddvaji ndm
relativne zastiipenie nosnej frekvencie a vyssich harmonickych frekvencii na
celkovom zvuku.

Porovnanie odhadnuteho Fourierovnho radu s povodnymi datami
8000 T T T T T T

Fourierov rad

6000

4000 [

2000

Amplituda

-2000

-4000

-6000

8000 L L L L L L
o]

Obr. 19: Pévodné diskrétne ddta porovnané s odhadnutym Fourierovym radom.
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Zaver

V naSej prici sme plynule presli od teérie Fourierovych radov funkcii defino-

vanych na kontinuu k teérii diskrétnej Fourierovej transformécie definovanej pre
konecné postupnosti. Ukdzalo sa, Ze DFT aplikované na redlnu n-ticu ¢&isel je

vlastne ekvivalentné aproximacii Fourierovych koeficientov pomocou zloZeného
lichobeZnikového pravidla. Boli odvodené niektoré poznatky, na ktoré treba dbat’

pri praktickych aplikaciach DFT. Takisto sme zanalyzovali chybu aproximécie Fourierovych
koeficientov pomocou DFT. Vysvitlo, Ze pre Siroku Skélu (z praktického hl'adiska)

funkcif ndm DFT zaru€uje pomerne dobry odhad Fourierovych koeficientov.

V Casti venovanej aplikdciam sme najskor pouZzili DFT na vypocet Fourierovych
koeficientov niekol'’kych typovych funkcii, pre ktoré sme vedeli presne spocitat’
chyby odhadu. Vysledky ndm potvrdili platnost’ znalosti nadobudnutych v druhej
kapitole. Univerzilnost' a sila DFT boli demonStrované pri rieSeni rovnice ve-
denia tepla so zadanou pociato¢nou podmienkou. Pomocou DFT vieme rychlo a
jednoducho namodelovat’ vyvoj teploty v tenkej tyci pre, z praktického hl'adiska,
I'ubovol'ny pociatocny stav. V poslednej aplikécii sme pomocou DFT analyzovali
brnknutie na strunu gitary. Boli sme schopni ndjst’ nosnu frekvenciu aj zastdpenie
vys$§ich harmonickych ténov.

Diufame, Ze aplikdcie poskytnuté v nasej préci poslizia ako dobrd ilustricia
rozsiahleho praktického vyznamu diskrétnej Fourierovej transformécie a algoritmu
FFT pouZzivaného na jej vypocet.
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