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Abstrakt

DOBRIKOVA, Michaela: Linearna redukcia dat pomocou spektralneho rozkladu ko-
varian¢nej matice [Bakalarska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skoli-

tel: Mgr. Roman Kukumberg, Bratislava, 2014, 57s.

Praca sa zaobera dvomi metodami na linedrnu redukciu dimenzie dat: analyzou hlav-
nych komponentov (Principal Component Analysis, PCA) a analyzou kanonickych
korelacii (Canonical Correlation Analysis, CCA). Hlavnou ideou PCA je zredukovat
dimenziu dat pomocou transformacie na nové premenné, tzv. hlavné komponenty a
zachovat pri tom vac¢sinu informacie v datach. Analyza kanonickych korelacii sa za-
obera vztahmi medzi dvomi vektorovymi premennymi, hlad4a ich najviac korelované
linedrne kombindcie. Obe tieto metody st vo svojej podstate problémami na vlastné
¢isla a vlastné vektory, preto sme najprv zhrnuli doélezité poznatky o vlastnych c¢islach
a vlastnych vektoroch. Nasledne sme kazdej z metéd venovali jednu kapitolu, pricom
sme najprv uviedli podrobné odvodenie metdd a nasledne sme ich aplikovali, overili ich

fungovanie v praxi.

Krlacové slova: analyza hlavnych komponentov, kanonické korelacie, vlastné ¢isla,

vlastné vektory, redukcia dimenzie



Abstract

DOBRIKOVA, Michaela: Linear Dimensionality Reduction of Data Using the Spectral
Decomposition of Covariance Matrix [Bachelor thesis|, Comenius University in Brati-
slava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mat-
hematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Roman Kukumberg, Bratislava, 2014, 57p.

This thesis deals with two methods for linear dimensionality reduction of data: Princi-
pal Component Analysis (PCA) and Canonical Correlation Analysis (CCA). The main
idea of PCA is to reduce data dimension by transforming them to new variables cal-
led principal components, so that they retain most of the variation in the data. CCA
studies relationships between two vector variables, it searches for their most correlated
linear combinations. As these methods are based on eigenvalues and eigenvectors, in
the first chapter we summarize important definitions and theorems about eigenvalues
and eigenvectors. The next two chapters describe the methods, at first we introduce

derivation of each method which is followed by its applications.

Key words: Principal component analysis, canonical correlation, eigenvalues, eigen-

vectors, dimensionality reduction
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UVOD UVOD

Uvod

V Statistike sa Casto rieSia problémy, ktoré si vyzaduju sledovanie velkého poc¢tu pre-
mennych. S takymto mnozstvom dat sa vSak velmi fazko pracuje, preto moze byt
uzito¢né tieto data nejakym sposobom transformovat a sledovat len zredukovany pocet
premennych. Jednou z moznosti ako to dosiahnut je néjst menej rozmerné projekcie
vstupnych dat, ktoré maja akési optimalne vlastnosti. Medzi metody, ktoré nieco takéto
umoziuji patria aj Analyza hlavnych komponentov (Principal Component Analysis,
PCA) a Analyza kanonickych korelacii (Canonical Correlation Analysis, CCA).

Obe tieto metody s tzko spojené s menom Harold Hotteling a st postavené na teorii
vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov [7]. Analyza hlavnych komponentov patri medzi
najstarsie metédy v mnohorozmernej analyze. Napriek tomu, Ze v minulosti nebola
velmi pouzivand, vdaka rozvoju poc¢itacovej techniky je dnes sucastou mnohych Statis-
tickych softwareov [8]. MoZzno ju pouzit napriklad pri spracovani obrazu [11], ale aj vo
financiach [8], ¢i pri rozoznévani tvari [7]. V PCA sa tak, ako je uvedené v [8], sibor dat
transformuje na novy stubor nahodnych premennych, nazvanych hlavné komponenty,
ktoré st navzajom nekorelované tak, aby si uchovali va¢sinu informéacie povodnych dat.
Analyza kanonickych korelacii bola eSte donedévna relativne neznama Statistickd me-
toda, no podobne ako analyza hlavnych komponentov s vyvojom réznych pocitac¢ovych
programov sa dnes vyuZiva Coraz Castejsie [3]. V [9] vyuzili autori CCA na skamanie
vztahov medzi dopravou a ekonomickym vyvojom, v [18] autori vyuzili tato metodu pri
skimani reci. Tato metoda je zaloZzena na skimani linedrnych vztahov medzi dvomi
vektorovymi premennymi, pricom jedna z nich moZze, ale aj nemusi byt zavisla pre-
menna.

Cielom bakalarskej prace bolo naStudovat a spracovat analyzu hlavnych komponen-
tov a analyzu kanonickych korelacii ako priklad metod na linedrnu redukciu dimenzie
dat. Nasledne sme sa snazili poukazat na Siroké vyuzitie tychto metod nastudovanim
a spracovanim ich aplikacii.

NaSa praca je rozdelend na tri hlavné kapitoly. Obe nami skimané metoédy vyuzivaja
spektralny rozklad matice, si vo svojej podstate problémami na vlastné ¢isla a vlastné
vektory. Z toho doévodu je prva kapitola venovana niektorym poznatkom o vlastnych

¢islach a vlastnych vektoroch, ktoré moézu byt uzito¢né pre lepsie pochopenie spome-
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nutych metod.

Druhé kapitola je venovana analyze hlavnych komponentov. Najprv uvedieme odvode-
nie metody a definiciu hlavnych komponentov, nésledne ukazeme mozné aplikacie tejto
metody pri spracovani obrazu a vo financiach.

Tretia kapitola je venovana analyze kanonickych korelacii. Opét najprv uvedieme od-
vodenie metody, ktoré bude nasledované aplikiciami tejto metody. Tentokrat uvedieme
jednu aplikaciu vo financiach a néasledne vlastnu aplikdciu na data spojené s narodnou

hokejovou ligou (NHL).



1 VLASTNE CISLA A VLASTNE VEKTORY

1 Vlastné cisla a vlastné vektory

KedZe obe metdédy na redukciu dimezie dat, ktorym sa venujeme v tejto praci, su
vo svojej podstate problémami na vlastné ¢isla a vlastné vektory, tato kapitola je
venovana prave vlastnym vektorom a vlastnym c¢islam. Zhrnieme zakladné definicie,
vztahy a vety, ktoré mozu byt uzitoéné pre pochopenie tychto metoéd. Na spracovanie
tejto kapitoly boli pouzité zdroje [16] a [20].

Teoria vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov je postavené na rieSeni rovnice
Ax = \x. (1)

Rovnica (1) je nelinearna, kedze ma dve nezname: ¢islo A a vektor x. Tuto rovnicu

mozno ekvivalentne prepisat na tvar
(A—-XM)x=0.

Ak by sme poznali neznamu A, ziskali by sme linearnu rovnicu v x, pricom vidime, Ze
vektor x patri do nulového priestoru matice A — Al. Je zrejmé, 7e takito rovnica ma
trivialne rieSenie x = 0, nas vSak zaujimaju netrividlne rieSenia tejto rovnice. Preto
hladame také A, pre ktoré je matica A — Al singularna a teda ma netrivialny nulovy

priestor. Ak je matica singulédrna, znamené to, Ze jej determinant je rovny nule.

Definicia 1.1. Cislo \ sa nazijva vlastngm ¢islom §tvorcovej matice A prdve vtedy, ked
det (A — \I) = 0. (2)

Rownicu (2) nazjvame charakteristickou rovnicou matice A. Pre kazdé rieSenie X\ tejto

rovnice bude existovat nenulovy vektor spliiajici
(A—-A)x=0.
Takiyjto vektor nazveme vlastnym vektorom matice A.

Vlastné ¢isla st teda korenmi tzv. charakteristického polynému det (A — M) Stvor-
covej matice A. Ide o polyném stupha n s koeficientom (—1)" pri najvyssej mocnine

A"

10



1 VLASTNE CISLA A VLASTNE VEKTORY

Charakteristicky polyném matice je polyném stupia n, ktory moze teoreticky mat aj
viacnasobné korene a teda matica A mdze mat viacnasobné vlastné ¢isla. Avsak v rea-
lite pri rieSeni prikladov zalozenych na skuto¢nych datach ocakdvame, ze ziskame rozne

vlastné ¢isla. Pre rozne vlastné cisla plati nasledujice tvrdenie:

Tvrdenie 1.1. Nech i, o, ...\ st navzdjom rozne vlastné hodnoty n x n matice A.

Potom k nim prislichajuchajice vlastné vektory xq,Xa, ..., Xx St linedrne nezdvislé.

Vlastné ¢isla a vlastné vektory za urcitych podmienok dovoluji upravit maticu A

na diagonélny tvar, hovorime o diagonalizacii matice A:

Tvrdenie 1.2. Predpokladajme, Ze n X n matica A md n linedrne nezdvislyjch vektorov.

Potom ak tieto vektory zvolime za stlpce matice S
S=1|x1 Xo ... Xnl- (3)

matica STYAS je diagondlna matica A s vlastngmi cislami matice A na diagondle

A

A
STAS = A = ? . (4)

Pozndmka: Ak méa matica A n roznych vlastnych ¢isel, ma podla Tvrdenia 1.1 n line-

arne nezavislych vektorov a teda moze byt diagonalizovatelné.

Pozndmka: Matica S v diagonalizacii nie je ur¢end jednoznac¢ne. Ak je vektor x vlast-
nym vektorom matice A prislichajuci vlastnému ¢islu A, potom nim je aj jeho nenulovy
nasobok. Viacnasobné vlastné ¢isla nam tiez dovoluju vymenit poradie prislichajicich

vektorov v matici S.

Obe metody na redukeiu dat, ktorym sa budeme v tejto praci venovat, st zalozené na
pocitani vlastnych vektorov a vlastnych cisel kovarian¢nej matice, ktord je symetricka.

Pre symetrické matice plati:

11



1 VLASTNE CISLA A VLASTNE VEKTORY

Veta 1.1. Nech A = AT je redlna symetrickd matica. Potom kazdé vlastné ¢islo matice
A je redlne ¢islo a naviac vlastné vektory matice A, prislichajice roznym vlastnym

cislam, su navzdjom ortogondlne.

Dokaz:
Pri dokazovani vety sa vyuziva skutocnost, ze redlna symetrickd matica je zéroven aj
hermitovska, tzn. AH = AT - A Najprv ukazeme, Ze pre hermitovské matice je vyraz
xHAx realne ¢islo. Pre lubovolny komplexny vektor x je tento vyraz vo vieobecnosti

komplexné ¢islo. Kedze A je hermitovka plati nasledujica rovnost
(x"Ax)H = xHAx, (5)

aby sa komplexné ¢islo rovnalo k nemu komplexne zdruzenému c¢islu, jeho imaginarna
¢ast musi byt nulova, ide teda o realna ¢islo.

Vyuzitim, Ze vyraz x* Ax je realne ¢islo mozno ukézaf redlnost vlastnych ¢isel hermi-
tovskej a teda aj symetrickej matice. Stac¢i ak rovnicu Ax = Ax prenasobime vektorom

. 2. . - . -
xH zlava a 7z poznatku, 7e x™x = ||x||” je reélne kladné ¢islo, vieme \ vyjadrif ako

xHAx
xHx 7

podiel dvoch redlnych ¢isel A = ¢ize aj A je realne d¢islo.

Nech x1, x5 st vlastné vektory matice A zodpovedajice roznym vlastnym ¢éislam A\ a
A2, plati teda Ax; = A\1x3 a Axy = A\aXy. Prendsobenim prvej z rovnic vektorom xil

dostaneme nasledujicu postupnost rovnosti:
Axixy = xPFAx; = xFA"X, = (Axp)™ xq = Aoxtlxg. (6)

Kedze A\ # Ay, potom aby bola splnena rovnost (6) musi platit xHx, = 0 a teda

vektory x;,Xs st navzajom ortogonélne. [

Ak vektor x; pre i = 1,...n je vlastnym vektorom matice A zodpovedajuci vlastnému
¢islu A;, potom je nim aj jeho nenulovy néasobok, ¢ize aj vektor x;/ ||x;||. V pripade
redlnej symetrickej matice A € R™*™ teda mozno zvolit ortonormalne vlastné vektory.
Matica S ma potom ortonormalne stipce, ide teda o ortogonalnu maticu Q, pre ktort
plati Q! = Q™.

Pre symetricki maticu A (nie nutne s roznymi vlastnymi ¢islami) plati nasledujica

veta (tzv. veta o hlavnych osiach alebo spektralna veta):

12



1 VLASTNE CISLA A VLASTNE VEKTORY

Veta 1.2. Redlna symetrickd matica A moéZe byt rozloZend do tvaru A = QAQT, kde

Q je ortogondlna matica a A je matica s vliastngmi cislami na diagondle.
Vztah A = QAQT sa da dalej rozpisat nasledujicim spésobom
A = QAQT = \ix1X; + MaXaXy + .o + AyXnXy, (7)

kde x7, ..., X, st ortonormélne vlastné vektory. A je teda stucet n matic hodnosti jedna.

Priklad 1: Pre symetrickt maticu

A

dostaneme charakteristicky polyném
det(A — M) = \* — 4\ + 3.

Jeho korene \; = 3 a Ay = 1 st vlastnymi ¢islami matice A. Vlastny vektor xi

prislichajici vlastnému ¢islu Ay = 3 patri do nulového priestoru matice

A-3l=
1 -1

z ¢oho vidime, Ze x; = (1,1)*. Podobne vlastny vektor x5 prisltchajtci vlastnému

¢islu Ao = 1 patri do nulového priestoru matice

A-T1=
11

a teda xg = (1, —1)T. Vektory x; a X, st navzajom ortogondlne, ak ich zlozky naviac

predelime /2, ziskame vektory ortonormalne. Matice Q a A vo Vete 1.2 maji teda tvar

11
_|\v:
Q_L;l
I 2
a
30
A= .
01

13



1 VLASTNE CISLA A VLASTNE VEKTORY

25
3 2 Kl 0 1 2 3 25 2 45 4 05 0 05 1 15 2 25

Obr. 1: KruZnica Obr. 2: Elipsa

Nasobenie vektora x maticou A predstavuje linearne zobrazenie vektora x do stlpco-
vého priestoru matice A. Vlastny vektor x, spliajici rovnicu (1), sa zobrazi na svoj
nasobok a patri teda do stIpcového priestoru matice A. Ak zobrazime jednotkovi kruz-
nicu v Obr.1 pomocou matice A z predchadzajiaceho prikladu, ziskame elipsu (Obr. 2),

ktorej osami st vektory A\ix; a AoXs.

14



2 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

2 Analyza hlavnych komponentov

Nasledujtca kapitola je celd venovana analyze hlavnych komponentov. V prvej casti
tejto kapitoly je uvedené odvodenie metoddy a niektoré uzito¢né teoretické poznatky.
Na spracovanie tejto ¢asti boli pouzité najma zdroje [7], [4] a [8], ale aj [14]. V druhej
casti tejto kapitoly uvidzame dve aplikacie analyzy hlavnych komponentov tykajice
sa spracovania obrazu a cien akcii na trhu. Prva aplikacia je zalozena na zdroji [11],

druhé na zdroji [8].

2.1 Odvodenie metédy a definicia

Hlavnou myslienkou analyzy hlavnych komponentov (Principal Component Analysis,
PCA) je zmensit dimenziu siboru dat, ktory pozostava z velkého po¢tu navzajom
stvisiacich korelovanych premennych tak, aby sa zachovalo ¢o najviac informacie ob-
siahnutej v tychto datach. Tato metoda vytvori novy subor premennych, tzv. hlavné
komponenty, ktoré st navzajom nekorelované a zoradené zostupne podla variancie, ¢ize
stupna informacie, ktort obsahuja.

Nech X je vektor r ndhodnych premennych a zaujimaji nés variancie medzi tymito
premennymi. Pozriet sa na v8etkych %r(r — 1) kovariancii medzi danymi premennymi,
hlavne pre velké r, nie je velmi efektivne. Cielom PCA je najst m << r odvodenych
premennych, ktoré si zachovaju ¢o najviac informacie, ktora je obsiahnuta v disper-

ziach a kovarianciach.

160 F
100 -

E0+ % x
=

w2

A0k

-100 -

L L L L L L
-B0 -40 -20 20 40 =il

Obr. 3: Grafické znazornenie 50 pozorovani dvoch premennych 1, zo
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2.1 Odvodenie metédy a definicia 2 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV
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Obr. 4: Grafické znazornenie 50 pozorovani vzhladom na hlavné komponenty z1, 2o

Uvazujme na chvilu nie vel'mi redlny, avSak jednoduchy pripad r = 2. Prvy graf Obr.3
zobrazuje 50 pozorovani dvoch ndhodnych korelovanych premennych x; a x5. Mozno si
vSimnut, Ze obe zlozky ndhodného vektora maji nemala disperziu. Tieto zlozky sme v
grafe Obr.4 zobrazili v siradnicovej ststave danej vektormi hlavnych komponentov z;
a z9. Ako vidno v tomto pripade premennd z; mé ovela vacsiu disperziu ako premenné
29 a teda premennd z; uz pomerne dobre reprezentuje péovodné data. Vo vSeobecnosti
pre pripad r > 2 niekol'ko prvych hlavnych komponentov vysvetluje va¢sinu variancie
povodnych premennych. Naopak poslednych par hlavnych komponentov ur¢uje smery,

v ktorych je variancia velmi mala.

2.1.1 Odvodenie metody

Uvazujme teda ndhodny vektor X so strednou hodnotou p a kovarianénou maticou 3..

V prvom kroku hTadame linearnu kombinaciu zloziek vektora X
TX _
a1 = 01171 + 12T + ... + Q1 Ty

tak, aby mala maximalnu varianciu. Nasledne sa hl'ad4 linedrna kombinacia ag X, ktora
m4 maximalnu varianciu a zaroveii je nekorelovana s a;7X. V k-tom kroku potom
hl'addme linearnu kombinaciu cy” X, ktord mé maximalnu varianciu a zarovei je ne-
korelovana s an T X, s’ X, ..., a1’ X.

Nech X = (x1, X, ...X;)T je ndhodny vektor, ktory méa (r x r) kovarian¢ni maticu .

Tato matica, ak je zndma, ma na pozicii (i, j) kovarianciu medzi i-tou a j-tou zlozkou

16



2.1 Odvodenie metédy a definicia 2 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

vektora X ak 7 # j a disperziu j-tej zlozky vektora X ak i = j.

Hladany vektor a; je taky, ktory maximalizuje varianciu var(a;?X) = af Xay. MoZno
si v§imnit, ze toto maximum nie je dosiahnuté pre konen¢ny vektor oy, a preto treba
pouzit normaliza¢né ohranicenie a1’y = 1, budeme teda hladat normalizovani line-
arnu kombinéciu zloziek vektora X. Vysledna tloha je preto problémom na viazany
extrém, ktory mozno riesit metédou Lagrangeovych multiplikdtorov. Budeme maxima-

lizovat Lagrangeovu funkciu tvaru
f(Oél) = OélTEOél — )\(OélTOél — 1),

kde A je multiplikdtor. Z nutnej podmienky pre viazany extrém dostavame rovnicu

df (o)
8(1/1

= 22051 - 2)\0&1 = O,

ktora mozno upravit nasledovne

ZO[l = )\Oél,

¢o je podla Definicie 1.1 problém na vlastné ¢isla a vlastné vektory. A je teda vlastné
¢islo matice 3 a a4 je k nemu prislichajici ortonormalny vlastny vektor. Z vlastnych

vektorov matice X potrebujeme vybrat ten, pre ktory sa maximalizuje variancia
a1TZar = a1t hag = dagtag = \,

a preto hodnota A bude rovna najvicsiemu vlastnému ¢islu Ay matice 3 a o je k nemu
prislichajici vlastny vektor.

V druhom kroku opit hladame linedrnu kombinaciu zloziek povodného vektora X,
asTX tak, aby sme maximalizovali varianciu as’ Xy a zaroven bola tato linedrna
kombinécia nekorelovana s oy 7 X, t.j. cov(a;? X, ap”X) = 0. Ttto kovarianciu mozno

prepisat nasledovne:
COV(OélT}(7 OézTX> = OélTEOéz = OézTZOél = OézT)\lOél = )\10[1T042 = 0. (8)

7 predoslého vztahu vidime, Ze na dosiahnutie nekorelovanosti hlavnych komponen-
tov je potrebné, aby vektory linedrnych kombinacii boli ortogonalne. Analogicky ako
v prvom pripade dostavame tlohu na viazany extrém s dodato¢nou vazbou zabezpe-

¢ujucou nekorelovanost ndhodnych premennych. Na néjdenie vektora as opét mozno
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pouzit metédu Lagrangeovych multiplikdtorov, pricom tentokrat ma maximalizované

funkcia tvar

f(Oéz) = O(zTEOéz — /\(OQTOQ — 1) — ¢C¥2TCY1,
7 nutnej podmienky pre viazany extrém ma platit

Of (az)

8052

= 220&2 - 2)\0&2 - (/qu = O, (9)
ak tato rovnicu prenasobime vektorom oq” zlava dostavame
20(1T20éz - 2)\0[1TO[2 - ¢Q1TQ1 = 0.

Podla vztahu (8) st prvé dva ¢leny predoslej rovnice nulové a taktiez z konstrukcie aq

plati ayTay = 1, z ¢oho vyplyva ¢ = 0. Rovnica (9) sa teda zjednodusi na tvar:
2@2 = )\042,

¢ize A je opat vlastné ¢islo matice 3 a ag je k nemu prislichajtci vlastny vektor,
pricom zo symetrie kovarianc¢nej matice X a za predpokladu, ze ma X rozne vlastné
¢isla, vieme, Ze vektory a; a ag st navzajom ortogonélne.

Pozadujeme, aby A = ag Xz bolo ¢o najviicsie. Za predpokladu, Ze matica ¥ ma rozne
vlastné c¢isla, A bude rovna druhému najvac¢siemu vlastnému ¢&islu Ay tejto matice.
Podobne sa da ukéazat, ze pre k-ty vlastny vektor oy matice X prislachajici k-temu

najvacsiemu vlastnému ¢islu plati
var(ap' X) =X\, pre k=12..r

pricom vektory aq,....qx s navzajom ortogonalne, preto budd ndhodné premenné

al X, a3X, ..., af X navzajom nekorelované.
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2.1.2 Definicia hlavnych komponentov a vyberové hlavné komponenty

Definicia 2.1. Nech X (r x 1) je ndhodny vektor so strednou hodnotou p a v X r

kovariancénou maticou Y. Nech spektrdlny rozklad matice X2 je
¥ = AAAT, (10)

kde A je ortogondlna matica vlastngch vektorov a A = diag(\y, ..., \.) je diagondlna
matica vlastngch cisel, pre ktoré plati \y > Ao > ... > \.. Potom ndhodny vektor
Y = AT(X — p) nazjvame vektorom hlavnijch komponentov ndhodného vektora X. Pre
i =1,2,...,r ndhodni premeni Y; = ;T (X —pu) nazgvame i-tym hlavnym komponentom

ndhodného vektora X.
Pre takto definovany nadhodny vektor Y plati nasledujtca veta:

Veta 2.1. Ndhodny vektor Y = AT(X — p) md nulovi strednii hodnotu a kovariancni
maticu D(Y) = diag(\y, ..., \,), ¢iZe zlozky vektora Y si nekorelované a ich disperzie

S?/:/\lz)\gz ..... Z)\T

Pozndamka: Pri odvodzovani metody sme ukazali, ze prvy hlavny komponent Y; vek-
tora X ma najvicsiu disperziu spomedzi vSetkych normovanych linedrnych kombinécii
zloziek vektora X. Pre k > 2 mé& k — ty hlavny komponent nidhodného vektora X
najvicsiu disperziu spomedzi normovanych linedrnych kombinécii zloziek vektora X,

ktoré su zaroven nekorelované s hlavnymi komponentami Y7, ..., Yi_1.

Vieme teda ako vyzeraju hlavné komponenty ndhodného vektora so znaAmym vek-
torom strednych hodnot a zndmou kovarianénou maticou. V skutoc¢nosti v8ak tento
vektor a tito maticu vic¢sinou nepozname. V takom pripade ich odhadneme vybero-
vym priemerom a vyberovou kovarian¢nou maticou.

Nech X;,7 = 1,....,n, je n nezavislych pozorovani vektora X. Potom vektor strednych

hodnét o odhadneme pomocou vyberového priemeru
X = n*IZ?:lXi.

Oznacéme



2.1 Odvodenie metédy a definicia 2 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

i =1,2,.maX. = (Xa,..... X¢en) je 7 X n matica. Potom kovaria¢ni maticu 3

odhadneme vyberovou kovarian¢nou maticou
S =n'X.X.T. (11)

Vlastné ¢isla Xl > /):2 > . > X,, > 0 matice 3 budeme nazyvat vyberovymi dis-
perziami hlavnych komponentov a k nim prislichajice vlastné vektory a,....a, bu-
deme nazyvat vektormi vyberovych hlavnych komponentov. Nahodné vektory Y; =
(a1, ...,a;)"(X; — X), j = 1,...,n charakterizuju vektory X, ..., X, v stradnicovej sti-
stave urcenej vyberovymi vlastnymi vektormi a realizicie tychto nahodnych vektorov
sa nazyvaju vektory skore.

Ak méame objekt reprezentovany velkym stuborom dat, ktory obsahuje viac korelova-
nych premennych, moéze nis po vykonani analyzy zaujimat akym sposobom mozno
objekt aproximovat/zrekonstruovat pomocou ziskanych vyberovych vektorov hlavnych
komponentov a dosiahnutych skore. Najlepsia rekonstrukcia radu t vektora X je dana
ako

t
X® =X + Z ajal (X —X). (12)
=1

V&imnime si, Ze pri aproximacii vyuzivame iba stradnice v smeroch s najvac¢sou infor-
méaciou o datach, ktorymi st vektory vyberovych hlavnych komponentov. Ak by sme

vyuzili vSetkych r vektorov hlavnych komponentov dostaneme presne povdédny vektor

X.
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2.1.3 PCA a korelaé¢na matica

V praxi sa ¢asto stava, ze jednotlivé zlozky vektora X predstavuja rozne typy merani.
Niektoré mozu predstavovat hmotnost, iné teplotu, dizku a podobne. V takom pripade
jednotlivé hlavné komponenty zavisia od volby jednotiek. Velkou nevyhodou hlavnych
komponentov zaloZenych na kovarian¢nej matici, hlavne v pripade roznych typov dat,
je prave ich citlivost na zmenu jednotiek, t.j metdéda hlavnych komponentov nie je $ka-
lovo invariantna.

Preto sa na odhad hlavnych komponentov ¢astokrat namiesto vyberovej kovariancénej
matice pouziva vyberova korelacna matica. Pre korelacni maticu su jej zlozky bezroz-
merné, vyberové hlavné komponenty st teda skalovo invariantné. Poznamenejme, ze
pouzitie korelac¢nej matice je ekvivalentné Standardizacii premennych pred ich pouzi-
tim.

Ozna¢me X* vektor, ktorého zlozky st “42, j = 1,....,r. Hlavné komponenty sa po-

Jj
tom definované ako Z = ATX*, kde stlpce matice A st vlastné vektory korela¢nej

matice.
Kedze transformacia z X do X* nie je ortogonalna, tak hlavné komponenty odvodené
z korelac¢nej matice nepodavaju rovnakt informéciu ako hlavné komponenty odvodené

z kovarian¢nej matice a nemozno jedny z druhych jednoducho priamo odvodit.

2.1.4 Kol'ko hlavnych komponentov ponechat?

Pri pouziti analyzy hlavnych komponentov ako metody na redukciu dat treba riesit este
jednu dolezita otazku: kolko hlavnych komponentov ponechat? MnoZstvo informacie v
j-tom hlavnom komponente je dané jeho disperziou, ktora je vyjadrena j-tym najvac-
Sim vlastnym ¢islom kovariancénej, resp. korela¢nej matice. Ako velké musi teda vlastné
¢islo byt, aby sme k nemu prislichajtci hlavny komponent povazovali za dolezity?

Jednou z moznosti je pouzit laktovy diagram, ¢o je lomen4 ¢iara spajajica vlastné ¢isla
zobrazené oproti ich poradovému ¢islu. Ak niekol'ko najvacsich vliastnych ¢isel dominuje
svojou velkostou nad ostatnymi, v laktovom diagrame budu tieto ¢isla oddelené, bude
v fiom viditeIné miesto najvyraznejSieho zlomu, tzv. laket. Vo vSeobecnosti sa potom
odportuca pouzit tie hlavné komponenty, ktoré zodpovedaju vlastnym ¢islam pred spo-

minanym lakfom a naviac eSte prvy, ktory je za nim. V pripade, Ze v tomto grafe sa
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Ziadny laket neobjavi, obltibenym pravidlom je pouZzit najvicsie hlavné komponenty,
ktoré dokopy zodpovedaji 90% celkovej disperzie.

Nasledujtce dva grafy zobrazuju vlastné ¢isla kovarian¢nej matice Gaussovskych dat.
V prvom pripade sme vygenerovali n = 30 pozorovani nahodného vektora dizky r = 30,
v druhom sme pre nahodny vektor rovnakej dlzky vygenerovali az n = 300 pozorovani.

Mozno si v8imnut, Ze pri vic¢Som pocte pozorovani je pozorovatelny vyrazny zlom me-

Obr. 5: Laktovy diagram

dzi 7 a 8 vlastnym ¢islom, ¢o sa v8ak neda povedat o grafe pre mensi pocet pozorovani.
Pre PCA pomocou korelacnej matice existuje Kaiserovo pravidlo, podla ktorého je
dobré ponechat tie hlavné komponenty, ktorych zodpovedajtce vlastné ¢islo je vacsie
ako jedna. Toto pravidlo je zalozené na tuvahe, ze ak celkova disperzia r normalizova-
nych premennych je r, tak by hlavny komponent mal zodpovedat aspon priemernej
disperzii jednej Standardizovanej premennej. Toto pravidlo je popularne, no hodnota
jedna je dost vysoka a preto sa pouziva aj upravené pravidlo s hodnotou 0.9, pripadne

0.7.
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2.1.5 Priklad pouzZitia PCA

Pre lepSiu predstavu o fungovani metody uvadzame aj jednu jednoduchu aplikiciu
PCA. Pouzili sme data crabs, ktoré st dostupné v jednom z balikov programu R.
Tieto data opisuju velkost krabov pomocou piatich réznych rozmerov: velkosti pred-
ného lalku (frontal lobe size, FL), Sirky zadnej ¢asti tela (rear width, RW), dlzky
panciera (carapace lenght, CL), Sirky panciera (carapace width, CW) a hrabky tela
(body depth, BD). Sledovat vSetkych péf rozmerov naraz je celkom naro¢né, preto by
sme radi kazdého kraba reprezentovali mensim poc¢tom premennych. Kedze boli tieto
data namerané na 200 jedincoch, mame k dispozicii 200 pozorovani nahodného vektora
X = [FL,RW, CL, CW,BD]. Na tieto data sme aplikovali PCA. VzhTadom na to, ze
vSetky data boli v milimetroch a teda v rovnakych jednotkéich, pri vypocte sme pouzili

kovarian¢ni maticu. Ziskané vyberové variancie si uvedené v tabulke 1.

)\1 )\2 >\3 )\4 )\5

Vyberova variancia 140.7075 | 1.2968 | 1.0003 | 0.1353 | 0.0779
Percento celkovej variancie | 98.25% | 0.91 % | 0.7% | 0.09% | 0.05%

Tabul'ka 1: Vyberova variancia a percento celkovej variancie

Mozno si v§imnit, Ze prva vyberova variancia je mnohonasobne vicsia ako ostatné Styri
a zodpoveda a7 98.25% celkovej variancie v datach.

V tabulke 2 st uvedené ziskané vektory vyberovych hlavnych komponentov. Kedze

a1 €5 e %:} Olq as

FL | 0.2890 | -0.3233 | 0.5072 | 0.7949 | -0.1249
RW | 0.1973 | -0.8647 | -0.4141 | -0.1483 | 0.1409
CL | 0.5994 | 0.1982 | 0.1753 | -0.1436 | 0.7417
CW | 0.6617 | 0.2880 | -0.4914 | 0.1256 | -0.4712
BD | 0.2837 | -0.1598 | 0.5469 | -0.6344 | -0.4387

Tabul'ka 2: Vektory vyberovych hlavnych komponentov

prvy hlavny komponent ma v sebe vac¢sinu informacie obsiahnutej v nagich datach, je
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postacujuce sustredit sa pri analyze len na prvy hlavny komponent. Podarilo sa nam
teda zredukovat 5 ndhodnych premennych do jednej. Zlozky prvého vyberového kompo-
nentu st vSetky kladné, mozno ho teda interpretovat ako akusi celkovi velkost kraba.
V tomto pripade v§ak moZno interpretovat aj druhy hlavny komponent. Vzhladom na
znamienka koeficientov ho mozno chapat ako porovnanie velkosti tela a velkosti pan-
ciera.

V grafe Obr. 6 je zobrazenych v8etkych 200 pozorovani vzhladom na vyberové vek-
tory hlavnych komponentov a; a as. V tomto obrazku su teda zobrazené 5 rozmerné
data v rovine, pri¢om sa nam podarilo zachovat vac8inu informacie v datach. Mozno si
vSimnat, Ze horizontalna os ma ovela vacsi rozsah ako vertikdlna os. Je to sposobené
tym, ze prvy hlavny komponent ma mnohonésobne vicsiu varianciu ako druhy hlavny

komponent.

o 3n 40 a0 B0 n 80

Obr. 6: Grafické znézornenie pozorovani vzhladom na vektory vyberovych hlavnych kompo-

nentov a1 a ag
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2.2 Aplikacie PCA

Analyza hlavnych komponentov sa pouziva hlavne na redukciu dimenzie dat, ¢asto sa
v8ak pouziva aj pri hladani délezitych vlastnosti dat. Vyuziva sa napriklad vo finan-
ciach, ekonometrii ¢ pri spracovani obrazu [11]. V [7] je uvedené pouzitie PCA pri

rozoznévani tvari, ale aj pri rozoznavani pisma.

2.2.1 Spracovanie obrazu

Jednou z mnohych aplikacii PCA je aj jej vyuZitie pri spracovani obrazov. Kedze ta-
kuto aplikiciu mozno aj zobrazit, rozhodli sme sa, indpirovani [11], taktato aplikaciu
vyskusat.

Farebny obrazok velkosti m x n sa sklada z pixelov, ktorych farba zavisi od intenzity
troch farebnych zloziek: ¢ervenej (R), zelenej (G) a modrej (B). Mozno ho teda repre-
zentovat 3D maticou s rozmermi m x n x 3, pricom kazda z troch nadrovin hovori o
intenzite danej farebnej zlozky konkrétneho pixelu.

Pre nami vybrany obrazok Obr.7 sme teda ziskali takito maticu, ktori sme trans-

Obr. 7: Pévodny obrazok

formovali na 3 vektory dlzky m x n. Pre nahodny vektor X = [R,G,B]" sme tak
ziskali m x n pozorovani. Na tieto data sme aplikovali PCA. Ziskané vyberové disperzie
hlavnych komponentov st v tabulke 3 spolu s kumulativnym percentom vysvetlenej
variancie.

Pri PCA sme taktiez vypocitali vektory hlavnych komponentov, pomocou ktorych sme

sa nasledne pokusili o rekonstrukciu povodného obrazku pomocou vztahu (12). Ob-

25



2.2 Aplikicie PCA 2 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

A Az A3
4071,7 | 2457,0 | 179,3
60,7% | 97,33% | 100%

Tabul'ka 3: Vyberové disperzie hlavnych komponentov a kumulativna variancia

rdzok sme postupne vykreslili pre ¢ = 1,2,3. Poznamenajme, ze sme rekonstrukciu
obrazka zopakovali pre kazdy pixel obrazka a teda pre kazdé pozorovanie ndhodného

vektora X.

Vil 4

P 1 L y O i 8
500 1000 1500 2000 2500 500 1000 1500 2000 2500 500 1000 2000 2500

Obr. 8: Rekonstrukcia obrazka pomocou hlavnych komponentov

Mozno si v8imnut, Ze prvy obrazok, hoci je zatial takmer jednofarebny, uz celkom
dobre popisuje povodny obrazok. Tento fakt nie az taky prekvapivy, ak vezmeme do
uvahy, 7e prvy hlavny komponent zodpoveda 60, 7% celkovej variancie obsiahnutej v
nasich datach. Spolu s druhym komponentom uz zodpovedaju 97, 33% celkovej varian-
cie, pridanim druhého ¢lena suctu vo vzorci (12) sme tak ziskali uz pomerne dobry
farebny obrézok. Poznamenajme, Ze z naSich pokusov vyplynulo, Ze prvé dva kompo-
nenty velmi dobre popisuju vac¢sinu obrazkov a tvoria viac ako 90 % celkovej variancie.
V pripade niektorych obrézkov bol takto zrekonstruovany obrazok od povodného tak-
mer nerozoznatelny. Pridanim posledného ¢lena sme obrazok tuplne zrekonstruovali a
dostali sme teda pévodny obrazok.

V ¢lanku [11] autori pouzivaju PCA na kompresiu obrazkov, transforméciu obrazka z
farebného obréazka do stupiniov Sedej. Tri farebné zlozky st redukované do jednej tak,
aby bolo zachované ¢o najviac informacie. S kazdym pixelom obrazka sa spaja jedno
pozorovanie nédhodného vektora X = [R, G, B]T a teda pre kazdy takyto vektor mozno
spocitat vektory skore. Pre porovnanie uvadzame aj ¢iernobielu verziu pévodného ob-

razka vykreslent spolu s prvymi zlozkami vektorov skore.
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a0 2500 500 1000 1500 2000 2500

500 1000 1500 2

Obr. 9: Ciernobiely povodny obréazok a prvé zlozky vektorov skére

Vidno, Ze druhy obrazok, ¢ize rekonstrukcia pomocou prvych zloziek vektorov skore,
celkom dobre vystihuje povodny obrazok. Nemdzno sa vsak ¢udovat, Ze sa tieto ob-
razky odlisujua, kedZe ¢iernobiela verzia povodného obrazku mé v sebe plnu informéciu
o variancii, zatial ¢o rekonstrukcia obrazku mé v sebe len ¢ast tejto informécie.

Iny sposob akym mozno vyzdvihit rozdiel vo vysvetlenych varianciach je vykreslit vek-

tory skore. Obrazky v Obr. 10 postupne vyobrazuji prvé, druhé a tretie zlozky takychto

500 1000 1500 2000 2800 500 1000 1500 2000 2800 1500 2000 2800

Obr. 10: Zlozky vektorov skore

vektorov. Z obrézkov vidno, Ze najCitatelnejsi je prvy z nich, ¢o je zrejme sposobené
tym, ze prvy hlavny komponent mé najviacsiu varianciu. Na druhej strane variancia
tretieho hlavného komponentu je len na trovni 4,4% variancie prvého komponentu,
preto je obrazok najmenej citatelny. Variancia totiz hovori o tom, ako velmi sa jed-
notlivé pozorovania odlisuja od ich priemeru. Cim je teda variancia mensia, tym su si

zlozky podobnejsie a teda sa jednotlivé pixely na seba viac podobaji.
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2.2.2 Ceny akcii

Povodnym cielom PCA bolo znizit velky pocet premennych r na ¢o najmensie ¢islo
m a zachovat pritom ¢o najviac informéacie z pdévodnych r premennych. T ked PCA
ma mnozstvo dalSich aplikécii, zrejme najpouzivanejSou je nadalej spominané apliké-
cia zamerand na redukciu dimenzie dat. Pri taktomto pouziti PCA je ob¢as mozné
niekol’ko prvych hlavnych komponentov intuitivne interpretovat. V kapitole 4 v [8] je
uvedenych niekol'ko takychto prikladov. Jednym z nich je aj aplikicia PCA na ceny
akcii obchodovatelnych na burze. Podobnua aplikidciu sme spravili aj my, pricom nas
zaujimalo, ¢i budeme schopni vysledné data nejako interpretovat.

V nasom pripade sme sa zamerali na akcie Siestich roznych spolo¢nosti, ktoré st obcho-
dovatelné na burze v New Yorku. V tabulke 4 si uvedené nami vybrané spolo¢nosti

spolu so skratkami, ktorymi ich budeme oznacovat.

McDonald’s Corp. MCD
Ford Motor Co. F

United States Steel Corp. X
The Coca-Cola Com. KO
CONSOL Energy Inc. CNX

Nike, Inc. NKE

Tabulka 4: Zoznam spolo¢nosti

Na stranke [19] sme nasli potrebné data - denné ceny jednotlivych akcii za obdobie
od 2.1.2013 po 31.12.2013. Ziskali sme tak 255 pozorovani nahodného vektora, ktorého
zlozkami st ceny akcii v dany den. Tieto st zobrazené v Obr. 11.

Pre tieto data sme vypocitali koeficienty vektorov vyberovych hlavnych komponentov
najprv pouzitim kovariancnej matice. V tabulke 5 st uvedené koeficienty prvych dvoch
takychto vektorov spolu s percentom vysvetlenej variancie.

Z dlhodobého hladiska ceny vSetkych Siestich akcii naréstli, preto prvy z vektorov,
ktorého vsetky koeficienty su kladné, mozno povazovat za akysi komponent velkosti. Z
grafu v Obr. 11 si mozno vS§imnit, Ze najvacsia zmena cien za toto obdobie nastala u

akcii spolo¢nosti Nike. Preto nas neprekvapuje skuto¢nost, ze prave pre tito spolo¢nost
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Obr. 11: Ceny akcif

Spolo¢nost 1 2
MCD 0.0991 | 0.6065
F 0.1470 | 0.0729
X 0.2243 | -0.7045
KO 0.662 | 0.2845
CNX 0.2273 | -0.1877
NKE 0.9285 | 0.1196
Percento celkovej variancie | 76.94% | 15.31%

Tabul'ka 5: Vektory vyberovych hlavnych komponentov pouzitim kovarian¢nej matice

je koeficient najvacsi.

Koeficienty druhého vektora vyberovych hlavnych komponentov sa v znamienkach od-

lisuji. Opa¢né znamienko oproti zvySnym spolo¢nostiam maji United States Steel

Corp., ktora vyraba produkty z ocele a CONSOL Energy Inc., ktord produkuje uhlie a

zemny plyn. Druhy hlavny komponent teda mozno interpretovat ako akysi kontrast me-

dzi spolo¢nostami, ktoré svoje produkty predavaju dalsim spolo¢nostiam a zvy$nymi

Styrmi spolo¢nostami Nike, Inc., The Coca-Cola Com., Ford Motor Co. a McDonald’s

Corp., ktoré svoje produkty predavaju priamo zékaznikovi.

Pre porovnanie sme sa pozreli aj na vektory vyberovych hlavnych komponentov vy-
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2.2 Aplikicie PCA 2 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

pocitanych z korelacnej matice. Tieto mozno ekvivalentne ziskat aj Standardizaciou
dat. V tabulke 6 st uvedené koeficienty prvych dvoch vektorov vyberovych hlavnych

komponentov pre Standardizované data.

Spoloc¢nost 1 2
MCD 0.3006 | -0.5757
F 0.4434 | 0.0608
X 0.2519 | 0.5556
KO 0.3376 | -0.5192
CNX 0.4369 | 0.2751
NKE 0.5871 | 0.1044
Percento celkovej variancie | 45.15% | 33.86%

Tabul'ka 6: Vektory vyberovych hlavnych komponentov pouzitim korela¢nej matice

Prvy komponent opit mozno interpretovat ako komponent velkosti, vSetky koeficienty
v iom maju rovnaké znamienko. Tentokrat vsak vysvetluje len 45.15% celkovej va-
riancie obsiahnutej v naSich datach. AvSak druhy vektor nemozno intepretovat tak
ako v predoslom pripade. Napriek tomu aj v tomto pripade vieme néajst intuitivnu in-
terpretaciu: ide o kontrast medzi spolo¢nostami The Coca-Cola Com. a McDonald’s
Corp. posobiacimi v potravinidrskom priemysle a spolo¢nostami posobiacimi v inych

odvetviach.
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3 KANONICKE KORELACIE

3 Kanonické korelacie

Tretia kapitola je cela venovana analyze kanonickych korelacii, dalSej metdde na line-
arnu redukciu dat. Opat je rozdelend na dve Casti. V prvej ¢asti je uvedené odvodenie
metody spolu s definiciou kanonickych korelacii a jednoduchym prikladom, pricom boli
vyuzité najmé zdroje |7], [4] a [18], ale aj [14]| a [3]. V druhej ¢asti st uvedené dve

aplikacie tejto metddy vyuzivajuce poznatky zo zdrojov [4] a [3].

3.1 Odvodenie metédy a definicia

Analyza kanonickych korelacii (Canonical Correlation Analysis, CCA) predstavuje zrejme
najpouzivanejsiu metdédu pre Stidium linedrnych vztahov medzi dvomi vektorovymi
premennymi. Napriek tomu, Ze tato metodda pristupuje k obom vektorom rovnako,
¢asto sa pouziva v pripade, ked zlozky jedného vektora st nezavislé premenné, za-
tial ¢o zlozky druhého vektora si premennymi zavislymi. CCA sa tiez pouziva vtedy,
ak potrebujeme najst vztah medzi dvomi réznymi reprezentiaciami toho istého pred-
metu. Vysledky ziskané aplikaciou CCA by mali pomdct zodpovedat otazky o tom,
aké vztahy existuju medzi dvomi viacrozmernymi vektorovymi premennymi a aké silné
tieto vztahy st.

Nech vektor
X

Y
je stibor 7 4+ s nahodnych premennych, pricom X = (Xy,...., X,)T a Y = (V1,....,Y)T
st ndhodné vektory, dva podsibory ndhodnych premennych, ktorych vektor strednych

hodno6t je dany:

E X _ |
Y 20'
a kovarian¢na matica ma tvar:
T
. X — iy X — pux [ Exx Xxy
Y -y Y — uy Yvyx Xvy

pricom predpokladéame, Ze matice Xxx a Xyvy st regularne a kedze ide o kovarian¢né

matice, st aj pozitivne definitné.
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Cielom metody CCA je nahradit tieto dva subory korelovanych premennych ¢ dvojicami

novych premennych
(&, wi), =12t t<min(r,s),
kde
§ = ngX = g1 Xq + 22iXa + ... + g X,
wj =hY = hyY1 4+ hy Yy + ...+ hy Y,

Premenné ¢;,w;, ktoré budeme nazyvat kanonické premenné, si teda linedrne kom-
bindcie zloziek vektorov X a Y. Vektory koeficientov g; a hj, nazyvané aj vektory

kanonickych korelacii, st vyberané tak, aby:

e dvojice (§;,w;) boli zoradené zostupne podla ich korelacie, ktoré je dana ako:

cov (ng, thY) B gJ.TEXYhJ- (13)

Pj = ,
/D (&%) /D (h]'Y) (g7 Sxxg;)"? (T Syvhy)"?

e ¢; je nekorelované s & pre k =1,...,j — 1: cov (§,&) =0,
e w; je nekorelované s wy, pre k =1,..., 5 — 1: cov (wj, wx) = 0.

Je dolezité uvedomit si, ze koeficient korelacie hovori len o linearnej zavislosti pre-
mennych. Ak sa teda dve premenné nekorelované, znamena to, Ze neexistuje linearna
funkcia, ktora popisuje ich vztah. Moze vSak existovat kvadratickd alebo ina nelinedrna

funkcia, ktora ho popisuje.

3.1.1 Odvodenie metody

Nech premenné ¢ = g'X aw = h'Y st Tubovolné linearne kombinAcie zloziek vektorov
X a Y. Bez ujmy na v8eobecnosti mozno predpokladat, 7e £ (X) = ux =0a E(Y) =
iy = 0 a teda aj &, w maji nulové stredné hodnoty.

Ak sa pozrieme na korela¢ny koeficient v (13), vidime, Ze je invariantny vzladom na
preskalovanie vektorov g a h, a teda ich mozno nasobit Tubovolnym koeficientom k.
Mozeme preto zaviest dodato¢ny predpoklad, ze £ a w maji jednotkové variancie:
gT¥xxg=1ahTEyvh=1.

Najprv treba najst vektory g, h také, aby korelacia medzi ndhodnymi premennymi &,
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w, corr (§,w) = gT¥xvh, bola maximélna zo vSetkych moznych linearnych kombinécii
vektorov X a Y, ktoré splitaju podmienky gT¥xxg = 1 a hTXyvh = 1. Potrebujeme
teda rie§it dlohu na viazany extrém.

Na néajdenie rieSenia mozno pouzit metédu Lagrangeovych multiplikdtorov, pricom

budeme pracovat s funkciou
1 1
f(g.h) =g "Txyh - % (g"2xxg - 1) — JH (h'Syyh - 1), (14)

kde A a p st Lagrangeove multiplikatory.
Rovnicu (14) postupne parcidlne zderivujeme podla g a h a z nutnej podmienky pre

viazany extrém dostavame

0

—f = Exyh — )\Exxg = 07 (15)

g

of

— =X — pXyyh =0. 16

9h YX8 — Hayy (16)
Prenasobenim rovnice (15) vektorom g zlava a rovnice (16) vektorom h' zlava do-
staneme

g'Sxyh — \g'Txxg =0, (17)

hTSyxg — pthTSyyh = 0. (18)

Vyuzitim predpokladov g'Xxxg = 1 a h?Xyvh = 1 potom ziskame vztah
A =p =g Txyh,

Lagrangeove multiplikdtory si teda rovné maximalizovanému korelacnému koeficientu.

V rovnici (16) mozno za u dosadit A, zéroven prendsobime rovnicu (15) maticou
-1,

YyvxExx:

— AEyxg + SyxTxxExyh =0, (19)
Syxg — AZyyh = 0. (20)
Po naslednom dosadeni vztahu (20) do rovnice (19) dostaneme
(EvxExxEZxy — AN’Eyy)h = 0.

Analogicky, ak v rovnici (16) za u dosadime A a prendsobime ju zl'ava maticou Xxy Xy

dostaneme

EXYE{&EYXg - )\Exyh =0. (21)
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Po dosadeni vztahu ¥xvh = A¥xxg ziskaného z rovnice (15) do rovnice (21), ziskame

rovnicu

(ExvyIyyEvx — AN’Exx) g =0.

Na ziskanie hladanych vektorov g a h je teda potrebné vyriesit rovnice
(EvxEZxxEZxy — N’Zyy)h =0, (22)

(EXYE;%{EYX — /\QEX)() g = O (23)

ktoré st zovSeobecnenymi problémami na vlastné cisla.
Nasledujticou jednoduchou tpravou rovnic mozno ukazat, ze vlastné ¢isla st pre obe
rovnice zhodné a medzi vlastnymi vektormi existuje jednoduchy vztah.

Najprv rovnicu (22) prenasobime maticou Xxy Xy
(EXYE?%(EYXE)_(;(EXY — AQEXY) h =0,
vlozime maticu EXXE)g( =1
(EXYEQ%{EYXE;&EXY — MExxXxxExy)h =0,
ak sprava vyjmeme spolo¢ny ¢len E;&EXY dostavame
(EXYE{&EYX - )\QEXX) Sk Exyh =0. (24)

Porovnanim rovnic (23) a (24) si mozno vsimnut, Ze ich rieSenim st rovnaké nenulové
vlastné ¢isla a pre vlastné vektory plati g = CE;&EXYh, pricom c je taka konsStanta,
pre ktort gT¥xxg = 1. Stadi teda vyriesif rovnicu (22), aby sme ziskali hladané
rieSenia.

Aby mala tato rovnica netrividlne rieSenie, musi byt determinant
det (TyxExxExy — V' Evyy)
rovny nule. KedzZe matica Xyv je podla predpokladu regularna, tak plati

0 # det (B) = det (T34/*) det (24Y?).
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Ekvivalentne teda mozno riesit rovnicu

det (TyY?) det (ByxTxkxy — A Tyy) det (311/7)

= det (EYY Syx Sk Exy Sei AQIS) —0
Oznac¢me R maticu E;¥2ZYXE;&EXYE}¥2. Z predchadzajiceho vidno, Ze jej vlastné
Cisla su taktiez rieSeniami rovnice (22). Charakteristicky polynom tejto matice je po-
lyném v A\? stupiia s, ktory, kedze ide o kladne semidefinitnti maticu, ma s reélnych

koretiov A2 > A2 > ... > A2 ku ktorym prislicha ortonormalny systém vlastnych vek-

torov vy, va,....vs. Tieto vlastné vektory spolu s vlastnymi ¢islami teda rieSia rovnicu
Sy Sy x Sk Oxy Se v = A%v.
Ak tato rovnicu prenasobime maticou 2;%{2, dostaneme
T Dyx Oxk Sxy Sy iV = A28V v (25)

Porovnanim rovnice (25) s rovnicou (22) vidno, 7e medzi vektormi v a h existuje vztah
~1/2

h=3%,y"v.

Kedze tlohou bolo maximalizovat korelaciu medzi € a w corr (§,w) = A = g'¥xvyh,

zvolime teda A = Ay, ¢o je odmocnina najvic¢sieho vlastného ¢isla matice R. Vektory

kanonickych korelacii g a h st potom dané ako
_ ~1/2
g1 = 012X§<EXY2YY/ Vi,

h1 = EYYZ Vi,

kde vy je ortonorméalny vlastny vektor matice R prislichajici vlastnému c¢islu A2,

Kongtanta c; je taka, aby gT¥xxg = 1 ¢ize aby platilo
clvTE_1/2EYXZXXEXXEXXEXYZ;(;/le =1.
Predosla rovnicu mozno prepisat s pouzitim matice R

AAviRvy = 1. (26)

Kedze vy je vlastny vektor matice R zodpovedajici vlastnému &slu A7 rovnicu (26)

mozno upravit

ANvivy = 1. (27)
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Vzhladom na to, Ze v; je ortonormalny vektor a vyuzitim predoslej rovnice nakoniec

dostavame
1

Poznajuc prvi dvojicu kanonickych premennych (&1, w;), hTadame dalsiu dvojicu line-

(28)

C1

arnych kombinacii € = g'X a w = h1Y, ktorych korelaciu g’ ¥xyh maximalizujeme.
Okrem podmienok g'¥xxg = 1 a hT3yyh = 1 naviac vyzadujeme, aby & bolo nekore-
lované s &; a aby w bolo nekorelované s wy, t.j. aby platilo g'¥xxg1 = h'Svyyh; = 0.

Naviac pre g1, hy a A; z rovnice (15) plati:
Yxvh = M ¥xxegr,
z ¢oho spolu s podmienkou g'Exxgi = 0 vyplyva
corr(&,w;) = g"¥xyhy = \ig' xxg1 = 0. (29)
Podobne z rovnice (16) dostavame
Yyxg1 = MYyvhy
a vyuzitim predpokladu h™¥yyh; = 0 nakoniec mame
corr(w, &) = h*Syxgr = AthTSyyh; = 0. (30)

Na néajdenie druhého paru kanonickych premennych teda hTadame vektory g, h také,

ktoré maximalizuju funkciu
1 1
f(gh) = gTEXYh—§/\ (g"Exxg — 1)—§M (W™ Syyh — 1) +ng" Bxxgi+vh" Syyhy,

kde A, u, v, n st Lagrangeove multiplikitory.

Z nutnych podmienok pre viazany extrém vyplyva

of

g = Yxvh — A¥xxg + n¥xxg1 = 0, (31)
of
a—h = Yyxg — uXyyh+v3yyh; =0. (32)

Po prenésobeni prvej rovnice vektorom g] zlava a druhej rovnice vektorom h] taktiez
zlava dostaneme:

g;FEXYh — )\gfzxxg + ﬁgfzxxgl =0,
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h]Xyxg — #th] Zyyh + vhi Zyyh; = 0.

Kedze gl ¥xxg1 = 1, hIZyyh; = 1 a g'¥xxg = h'3yvh; = 0 a naviac platia
vztahy (29) a (30), tak n = 0 a v = 0. Rovnice (31) a (32) preto mozno zjednodusit na
nasledujuci tvar

Yxyh — A¥xxg =0, (33)
Yyxg — uXyyh =0, (34)

pricom tieto vztahy st zhodné s rovnicami (15) a (16). Korela¢ny koeficient medzi &,
a ws je teda rovny odmocnine druhého najvicsieho vlastného ¢isla matice R a vektory

g, a hy si dané ako
g2 = o %k ZxySyy Va2, hy = 2y v, (35)

kde v, je ortonormalny vlastny vektor matice R zodpovedajtci vlastnému &islu A3 a
konstanta c, = /\LQ, aby g2 Xxxg2 = 1. Podobnym sposobom mozno najst k& = min (r, s)
dvojic premennych (&, w1), ..., (€, wg), pricom j-ta dvojica je tvorend vektormi g; =
ch;&EXYE;;ij, h; = E;¥2Vj, kde vj je vlastny vektor zodpovedajici vlastnému

X7 2 = 1
Cislu )\j acj =5
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3.1.2 Definicia kanonickych premennych a vyberové kanonické korelacie

Uvazujme nahodné vektory X = (X1,.....,X,)T a Y = (V1,....,Y,)T, ktorych kova-

rian¢nd matica ma tvar

> 2XX EXY

EYX EYY

Y
pricom predokladame, ze matice Yxx a Xyy st regularne. Oznac¢me
 w-1/2 ~1/2
B =3 YxvEyy

R =B"B = 2,1 Syx 3k Sxy Syl
Matica R je kladne semidefinitné a nech jej hodnost je m. Kedze je kladne semidefi-

nitna a teda aj symetricka, k jej vlastnym ¢islam vieme podla spektréalnej vety vybrat

ortonomélny systém vlastnych vektorov.
Definicia 3.1. Nech vq,va, ..., vy, je ortonormdlny systém vlastniyjch vektorov matice
R, ktorym zodpovedaji nenulové vlastné ¢isla N2 > ... > N2 > 0. Prei =1,...,m nech

DI 5NN YV

gi = )\i )

h; = oy v,

&=g/ X, wi=hY,

pi = Ai
Potom vektory g1, ..., 8m, h1, ....,hy nazveme vektory kanonickijch koreldcit, ndhodné
premenné &1,y ..., &m, W1, ..., W nazveme kanonické premenné a cisla pq, ...., pm nazveme

kanonické koreldcie.
Pre takto definované kanonické premenné plati nasledujica veta:

Veta 3.1. Pre vSetky i,j € {1,.....,m} plati

§
1 ak i=)

cov (&, §) = cov(wi, wy) = (36)
0 ak 1#]
pi ok 1=

cov(&,wy) = corr(&,wj) = (37)
0 ak i
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Dokaz: Najprv dokézeme rovnost (36), pri¢om vyuZijeme ortonormalitu vektorov

Vi, Vj
Ty /25 -1 y=ly 5-1/20
AN
A o
. V;FRVJ' )\_? =1 ak 1= 7
NN o
! s =0 ak i#j
Podobne
1 ak i=3
cov (wi, w;) = b Byyhy = v BV Byy BV v = viv; =
0 ak i#7

Pri¢om posledné rovnost opét vyplyva z ortonormality vektorov v; a v;. Tato vlastnost

vyuZijeme aj na dokaz rovnosti (37)

VS Sy x Sk Exy Y vy _
Ai

cov(&,wj) = corr(&, wj) = giTEXth =

A? . .
_VviRv; | =poak 1=
Ai 0 ak i#£j
O

Pozndmka: Pri odvodzovani metoédy sme ukdzali, Ze kanonické premenné & = gi X a
w1 = h]Y maja najvicsi korelacny koeficient spomedzi vietkych dvojic netrivialnych
linearnych kombinécii g*X a hTY. Pre k > 2 majt kanonické premenné &, = gl X a
wy = hi Y najvicsi korelacny koeficient spomedzi vetkych dvojic netrividlnych lineér-

nych kombinacii g" X a h7Y, ktoré st nekorelovanés g X, ...,g} ;X ah]Y,...hl Y.

Ked7ze v skuto¢nosti kovarianéni maticu vektorov X a Y nepozname, pouzivame
pre vypocty vyberovi kovarian¢nid maticu. Nech Xy, ..., X, je n nezavislych pozoro-
vani vektora X a Yy, ..., Y, je n nezavislych pozorovani vektora Y. Potom vyberovi

kovarian¢na matica ma tvar

g1 [ELE-X)X-X)" TLE-X)(Yi-Y) (38)
ALY - )X -X)T L (Y- Y)(Yi - )T

i=1

A

V tomto pripade nezalezi na tom, ¢i pouzijeme maticu 3 alebo maticu S = =2 hI

n—1

kedZe pocas vypoctov sa delitele n a n — 1 vykratia.
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Navyse, na rozdiel od PCA, maja kanonické korelacie velku vyhodu v tom, Ze s in-
variantné vzhladom na regularne linedrne transformacie vektorov X a Y. Ak teda
vezmeme 7 X r maticu D a s X s maticu F, potom vektory DX a FY maji rovnaké
kanonické korelacie ako vektory X a Y. Dosledkom toho nezalezi, ¢i na vypocet kano-
nickych korelacii pouzijeme maticu kovarian¢nii alebo korela¢ni, dostane totiz rovnaky

vysledok.

3.1.3 Priklad pouzitia CCA

Tak ako pri analyze hlavnych komponentov aj pre analyzu kanonickych korelacii sme sa
rozhodli uviest jednoduchy priklad na lepSie pochopenie metody. Tentokrat sme pouzili
data detroit, ktoré st dostupné na stranke [15]. V tychto datach je viacero premennych,
my sme sa vSak rozhodli vybrat z nich len niektoré. Za vektor nezavislych premennych
sme zvolili X = [FPT,UEMP, MAN, WE|T, kde premenna FTP hovori o mnoZstve
policajtov pracujucich na plny tvéizok na 100 000 obyvatelov, premennad UEMP je ne-
zamestnanost, MAN pocet obyvatelov, ktory pracuji v priemyselnej vyrobe v tisicoch
a WE je priemerna tyzdennd mzda. Za vektor zavislych premennych sme vzali vektor
Y = [HOM, ACC, ASR]*, kde HOM je pocet vrazd na 100 000 obyvatelov, ACC meria
umrtnost pri nehodéach na 100 000 obyvatelov a ASR je pocet prepadnuti opéit na sto-
tisic obyvatelov. Vektor X teda meria socidlne podmienky v Detroite, zatial ¢o vektor
Y hovori o mnozstve kriminalnych ¢inov v tomto meste. KedZe si myslime, Ze socidlne
podmienky ovplyviiuja kriminalitu, aplikovali sme na tieto data CCA a pokusili sme
sa najst linearne zavislosti medzi kanonickymi premennymi.

V tabulke 7 st v stIpcoch uvedené vektory kanonicky korelacii pre vektor X a v tabulke

8 st uvedené vektory kanonicky korelacii pre vektor Y.

Po aplikovani metody sa treba rozhodnit, ktoré kanonické premenné obsahuja dole-
zit informaciu. V [3] autori odpora¢aji pouzit kombinaciu troch kritérii. V prvom rade
sa pozrieme na velkost ziskanych kanonickych korelacii. Chceme, aby tento koeficient
bol ¢o najblizsie k ¢islu 1, avsak neexistuje presné pravidlo, ktoré by nam povedalo,
kedy je tento koeficient dostato¢ne velky. Autori tieZ odporucaju pozriet sa na hladinu

vyznamnosti jednotlivych kanonickych korelacii. Funkcia canoncorr(X,Y) v matlabe
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g1 g2 g3
FTP |-0.0161 | -0.0129 | -0.0185
UEMP | -0.1312 | -0.1073 | -0.4764
MAN | -0.0094 | 0.0163 | -0.0299
WE | 0.0017 | 0.0052 | 0.0496

Tabulka 7: Koeficienty vyberovych vektorov kanonickych korelacii pre nezavislé premenné

h, h, hg
HOM | -0,0575 | -0,0176 | -0,1408
ACC |-0.0043 | 0.2575 | 0.2445
ASS | -0.0011 | 0.0093 | 0.0420

Tabul'ka 8: Koeficienty vyberovych vektorov kanonickych korelacii pre zévislé premenné

podéva informaciu, ktora sa tyka testovania hypotéz Hék> . k + 1-v4 az m-ta korelacia
st vSetky nulové pre kK = 0, ..., m— 1. Okrem toho ndm pri rozhodovani moéze pomoct aj
index redundancie, ktory meria schopnost nezavislych premennych vysvetlit varianciu
jednotlivych zavislych premennych. Jeho vypocet mozno rozdelit do troch krokov. V
prvom kroku sa vypocita mnozstvo spolo¢nej variancie mnoziny zavislych premennych
zahrnutej v zavislej kanonickej premennej. V druhom kroku sa vypocita mnozstvo va-
riancie v zavislej kanonickej premennej, ktord moze byt vysvetlend pomocou nezéavislej
kanonickej premennej. Nakoniec spocitame index redundancie ako sicin tychto dvoch
¢isel. Cheeme aby tento index bol ¢o najblizie k ¢islu 1, av8ak tak ako pri kanonickych
korel4ciach ani pre tento index neexistuje presné pravidlo, ktoré by hovorilo, kedy je
dostatoc¢ne velky.
V tabulke 9 s uvedené vsetky tri kritéria, ktoré sme ziskali pri rieSeni nasho problému.
KedZe kanonické korelacie st pre prvé dva pary kanonickych premennych blizko k ¢islu
1 a boli zamietnuté hypotézy o ich nulovosti, usudili sme, Ze by mohli obsahovat pre
nas zaujimavé informacie.

Mozno si v8imnit, 7e pre prvi dvojicu kanonickych premennych (£, w;) je kanonicka
korelacia p; rovna takmer 1 a teda by medzi tymito premennymi mala existovat takmer

linearna zavislost. V premennej & ma celkom velka vahu velkost nezamestnanosti,
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(fbwl) (52,602) (537003)
kanonické korelacie 0.9884 0.9549 | 0.4291

p hodnota pre F &tatistiku | 2.8399 x 1076 | 0.0021 | 0.4431

index redundancie 0.5681 0.3222 | 0.0120

Tabul'ka 9: Hodnoty kritérii

ktora ma rovnaké znamienko ako koeficienty vektora h;. S rastom nezamestnanosti
teda oCakavame aj rast trovne kriminality. Aj pre druhy par kanonickych korelacii
(&2, ws) sme ziskali vysokd hodnotu kanonickej korelacie ps. Vidime, ze pre kanonicki
premennt & ma opéat velkd vahu miera nezamestnanosti, pre premend ws mé teraz

najvacsiu vahu premennd ACC, Cize pocet nehod.
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3.2 Aplikicie CCA

Analyza kanonickych korelacii sa pouZiva na rieSenie problémov v ekonometrii, finan-
ciach, geografii ¢i ekologii. V [9] je tato metdda pouZitd na skimanie vztahov medzi
ekonomickym vyvojom a dopravou, v [18] st kanonické korelacie pouzité pri analyze
re¢i. Medzi sposoby vyuzitia CCA patri taktiez doélezity $pecidlny pripad - koeficient
mnohonasobnej korelacie 4], ktory predstavime v nasledujicej podkapitole. Pri apli-

kécii sme sa tentokrat ingpirovali [10].

3.2.1 Koeficient mnohonasobnej korelacie

Uvazujme Specialny pripad analyzy kanonickych korelacii, kedy s, ¢ize rozmer vektora
Y, je rovny 1. V matici 3 je potom Xyvy realne ¢islo, ktoré pre jednoduchost oznac¢ime
0% a Xxy je vektor s rozmermi r x 1, ktory oznac¢ime a. Matica R v definicii 3.1 méa

v takomto pripade rozmery 1 x 1, ¢ize sa jedné o realne ¢islo

Ty-1
a Yygxa
2 Y

Oy

R:

a za predpokladu Xxx je kladne definitna, hodnost R je jedna. Existuje preto len jeden

pér kanonickych premennych (&;,w;), pricom vektory kanonickych korelacii maju tvar

—1
Yxxa

g1 == ah; = j:%. Jedina kanonicku korelaciu p; v takomto pripade nazveme

oy A1

koeficient mnohonasobnej korelacie a vypocitame ju pomocou vztahu

Ty —1
yJatXyxa

Oy

P11 =

Koeficient mnohonasobnej korelacie je tizko spéty s linedrnou regresiou y; = Bo+ 51241+
.+ Brxir+€;, kde €; st nekorelované chyby s rovnakou disperziou. Ak vezmeme vektory
vysvetlujucich premennych za realizacie ndhodného vektora X, tak druh& mocnina vy-
berového koeficientu mnohonasobnej korelacie je R?, ¢ize koeficientu determinécie.

Pre ilustraciu uvazujme ndhodni premenni Y je cena akcii spolo¢nosti Vodafone na lon-
dynskej burze a ndhodny vektor X =[inflacia,arok,nezamestnanost,vymenny kurz,cena
ropy|, kde inflacia hovori o vyske inflacie vo Velkej Britanii, arok je vyska troku na
pefiaznom trhu, nezamestnost je percento nezamestnanych taktiez vo Velkej Britanii
a vymenny kurz je vyska vymenného kurzu medzi librou a eurom. Zaujima nas teda,

¢ existuje linedrna zavislost medzi makroekonomckymi premennymi a cenami akcii
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danej spolo¢nosti. Potrebné data sme nasli na strankach: [19], [5], [17] a [6]. Pre tuto
aplikaciu sme vyuzili mesa¢né data za obdobie od 1. januara 2008 po 1. januar 2014.

Pre tieto data sme po aplikovani analyzy kanonickych korelécii, ziskali hodnotu ko-
eficientu mnohonésobnej korelacie rovni 0.8235, pricom bola zamietnuta hypotéza o
nulovosti tohto koeficientu. Dalsimi vystupmi ziskanymi z analyzy st vektor g; =
[—23.6068, 153.4489, 179.6780, 11.9092, —0.0305]T a ¢islo h; = —0.0127. MoZzno si v&im-
nut, ze cena akcii spolo¢nosti Vodafone rastie spolu s inflaiciou a cenami ropy a klesa
s nezamestnanostou, rastom troku na pehaznom trhu a vyskou vymenného kurzu.
Takmer linearnu zéavislost mozno pozorovat aj v grafe Obr.12, ktory zobrazuje name-
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Obr. 12: Namerané data vzhTadom na prvy par vyberovych kanonickych premennych

rané data vzhTadom na prvy par vyberovych kanonickych premennych (&1, w;).
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3.2.2 CCA a NHL

V tejto praci sme sa rozhodli vyskisat aj vlastnu aplikdciu CCA. Pokusili sme sa zistit,
¢o ovplyviiuje defenzivne a ofenzivne schopnosti hracov kanadsko-americkej ndrodnej
hokejovej ligy (NHL).

V prvom rade sme potrebovali zvolit vektory premennych. Za vektor nezavislych pre-
mennych sme tentokrat zvolili vektor X = [salary, age, height, weight]T, pricom salary
je mzda hrac¢a v miliénoch dolarov v sezone 2013/2014, age je jeho vek, height je vyska
hraca v centimetroch a weight je jeho vaha v kilogramoch. Defenzivne schopnosti hraca
sme merali po¢tom hitov (HITS) a po¢tom blokovanych striel (BS). Za meradlo ofen-
zivnych schopnosti hra¢ov sme vzali pocet strelenych golov (G) a pocet asistencii (A).
KedZe hrac¢i z roznych dovodov odohrali rozdielne pocty zapasov, povazovali sme za
vhodné predelit tieto Statistiky poc¢tom odohranych zapasov (GP). Zvolili sme teda
Y = [HITS/GP,BS/GP,G/GP,A/GP]*. Aby sme ziskali pozorovania vektorov X a
Y, pozreli sme sa na Statistiky hracov dvoch timov NHL: Pittsburghu Penguins a Ed-
montonu Oilers. Potrebné déata pochadzaju z oficidlnych stranok tychto klubov ([1],
[13]), ale tiez zo stranok |12] a |2].

Vdaka vlastnosti Skdlovej invariantnosti sme mohli CCA aplikovat priamo na data,
rozdielne jednotky nami zvolenych premennych nam preto neprekazaji. V tabulke 10
st uvedené vektory kanonickych korelacii g;,i = 1,...,4 pre nezavislé premenné a tiez
vektory kanonickych korelacii h;,i = 1,...,4 pre zavislé premenné. Vzhladom na hod-
noty kritérii v tabulke 11, len pri prvom péare kanonickych premennych je kanonicka
korel4cia blizka ¢islu 1, pricom sme tiez zamietli hypotézu o jej nulovosti. Preto sme
usidili, Ze pre nés podstatnd informaciu v sebe nesie len prvy par kanonickych pre-
mennych (&, w;). Kanonicka korelacia medzi tymito premennymi je rovna 0.8889, ¢o je
podla nas dostato¢ne velké ¢islo a teda medzi tymito premennymi by mohol existovat
linearny vztah.

Pri interpretacii vektorov kanonickych premennych sa pozrieme na absolatnu hod-
notu véah a tiez porovname znamienka jednotlivych koeficientov. Pri pohTade na vektor
g; si mozno v8imnat, Ze najvacsiu vahu ma mzda hracov. Tento fakt nie je az taky
prekvapivy, kedze vysoky plat si musia hraci zaslazit, zavisi od ich vykonov v predos-

lIych sezonach a zéroven je motivaciou pre hrac¢ov podavat dobré vykony. Pre zavislé
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g1 g2 g3 g4
wage 0.3890 | 0.0815 | -0.1814 | -0.0628
age -0.0621 | 0.0190 | -0.1580 | 0.1450

height -0.0019 | 0.2318 | 0.0021 | 0.0744
weight | -0.0437 | -0.0619 | -0.0599 | -0.1753

h, h, hj hy
HITS/GP | -0.1198 | -0.4623 | -0.4502 | -0.3689
BS/GP | 0.3434 | 1.5783 | -0.3852 | 0.5556
G/GP | 2.0150 | -1.0482 | -5.9621 | 11.4952
A/GP | 3.8649 | 0.8514 | 1.2829 | -6.9039

Tabul'ka 10: Koeficienty vektorov kanonickych korelacii

(&1, w1) (o, w2) | (&3,w3) | (§a,wa)

kanonické korelacie 0.8889 0.2960 | 0.2211 | 0.0187

p hodnota pre F §tatistiku | 1.2585 x 107 | 0.8049 | 0.7557 | 0.9089
redundancy index 0.3692 0.0158 | 0.0130 | 0.0000

Tabulka 11: Hodnoty kritérii

premenné maju vicsiu vahu goly na zapas a asistencie na zapas, ich vahy maja rov-
naké znamienko ako vaha priradena mzde, preto mozno ocakavat, Ze s rastom mzdy
narasta aj pocet strelenych goélov a pocet asistencii. V nami vybranej vzorke hracov
sa nachadzaju niektori z najlepsich ato¢nikov v NHL, akymi sa Crosby, Malkin, Neal
¢i Hall, ktorych platy sa pohybuji na drovni niekolkych milionov dolarov, preto nie
je prekvapivé, ze existuje zavislost medzi mzdou a ofenzivnymi schopnostami hracov.
Naopak malé vahy maju vyska a vaha hraca. To mozno vysvetlit tym, 7ze na velkosti
pri strielani golov a nahravani na goly nezalezi. Medzi hra¢mi s vys$sim poctom bodov
st napriklad Malkin, ktory je vysoky a Neal, ktory je na svoju vysku celkom tazky, ale
aj Eberle, ktory patri medzi hracov nizsieho vzrastu.

KedZe koeficienty vektorov kanonickych korelacii, nazyvané aj kanonické vahy, si ne-
stabilné a menia sa s roznymi vzorkami dat, na interpretaciu kanonickych korelacii sa

pouzivaju aj zafaze kanonickych premennych (koeficienty kanonickej struktiry, cano-
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nical loadings) a krizové kanonické zatfaze (canonical cross-loadings). Zataze kanonic-
kych premennych odzrkadluju varianciu, ktort pozorovana zavisla premenné zdiela so
zavislou kanonickou premennou a podobne aj pre nezavislé premenné. Pri krizovych
kanonickych zataziach sa hlada korelacia jednotlivych zavislych premennych s nezavis-
lou kanonickou premennou a naopak.

Pre nase data sme ziskali vektor kanonickych zatazi pre nezavislé premenné
L¢ = [0.8970, —0.3036, —0.2494, —O.3980]T

a vektor loadings pre zavislé premenné
L, = [-0.3833, —0.2870, 0.8308, O.9744]T .

Tieto naznacuju, ze tvar prvej kanonickej premennej & je ovplyvneny najméa premennou
wage, zatial ¢o na tvar premennej w; maju vplyv premenné G/GP a A/GP. Podobne
sme spocitali aj krizové kanonické zataze, pricom pre nezavislé premenné a kanonickid

premennd w; sme dostali vektor
CL, = [0.7973, —0.2699, —0.2217, —0.3538] ,

zatial ¢o krizové kanonické zataze pre zavislé premenné a kanonickt premennt & maja
tvar

CL, = [—0.3407, —0.2552,0.7085, 0.8661] .

Tieto vektory len potvrdzujti naSe tuSenie, Ze medzi nezavislou premennou wage a
kanonickou premennou w; existuje zavislost. Taktiez kanonicka premenna &; je spitéa
so zéavislymi premennymi G/GP a A/GP.

V nagom pripade teda kanonické vahy viedli k rovnakym zaverom ako kanonické zétaze.
Samozrejme mozno ocakavat, ze pre ini vzorku hricov by sme ziskali iné vysledky,
nami pouzité data nas vSak priviedli k zaveru, Ze medzi mzdami hracov a poc¢tom nimi
strelenych golov a poc¢tom prihravok by mohol existovat linearny vztah. V obrazku 13
st postupne vyobrazené namerané data vzhladom na pary kanonickych premennych
(&,w;) pre i = 1, ...,4. Z tychto vidno, Ze medzi prvym parom kanonickych premennych
by mohla existovat linedrna zavislost, no tak ako uz naznacili hodnoty vyberovych
kanonickych premennych, zvysné tri pari kanonickych premennych st zrejme velmi

slabo korelované.
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Obr. 13: Zobrazenie dat vzhladom na kanonické premenné
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Zaver

Cielom bakalarskej prace bolo nastudovat a spracovat metody na linearnu redukciu dat,
konkrétne analyzu hlavnych komponentov a analyzu kanonickych korelacii a nésledne
tieto metddy aplikovat. Pracu sme rozdelili na tri hlavné kapitoly. V prvej kapitole sme
zhrnuli dolezité poznatky linearnej algebry tykajice sa teodrie vlastnych cisel a vlast-
nych vektorov, vratane spektralnej vety (veta o hlavnych osiach) (Veta 1.2).

Analyze hlavnych komponentov bola venovana druha kapitola. V tejto kapitole sme
najprv opisali podrobné odvodenie PCA, pricom sme vyuzivali najma zdroje [8] a [7],
a uviedli sme definiciu hlavnych komponentov (Definicia 2.1). Pre lepsie pochopenie
metoddy sme uviedli jednoduchy priklad. V druhej ¢asti tejto kapitoly bolo nasim cie-
Tom poukazat na moznosti aplikicii PCA. Najprv sme ukézali, ingpirovani [11], ako
mozno PCA vyuzit pri spracovani obrazu. Vybrany obrazok sme aproximovali vyuzi-
tim vektorov skore, pricom sme ziskali celkom dobri aproximaciu Cierno bielej verzie
obrazka. Tiez sme ukazali ako mozno obrazok vyuzitim hlavnych komponentov a vztahu
(12) postupne zrekonstruovat. Druhé aplikicia PCA je spojené s cenami akeii na trhu.
Vytvorili sme jednoduché portfolio skladajtuce sa z akcii Siestich spolo¢nosti, ktoré sa
obchodovateIné na burze v New Yorku. Kedze sledovat ceny vSetkych tychto akcii je
celkom naroc¢né, aplikovali sme na data PCA, aby sme zmensili poc¢et premennych. V
pripade pouzitia kovarian¢enej matice prvé dva hlavné komponenty zodpovedali viac
ako 92% celkovej variancie v datach a preto ich uz pomerne dobre opisujt. Tento pri-
klad sme vSak zvolili hlavne preto, aby sme ukézali, Ze v niektorych pripadoch mozno
niekol'ko prvych hlavnych komponentov aj interpretovat. Nam sa to podarilo pre prvé
dva hlavné komponenty.

Tretia kapitola sa venovala analyze kanonickych korelacii. Opat sme najprv opisali
podrobné odvodenie metody, pritom sme vyuzili najmé zdroje [7] a [18] a nésledne
sme uviedli definiciu kanonickych premennych (Definicia 3.1). Tak ako pri PCA, aj pri
tejto metode sme najskor uviedli jednoduchy priklad a nasledne dve aplikicie. Prvou
z nich je Specidlny pripad kanonickych korelacii, tzv. koeficient mnohonéasobnej kore-
lacie. V tomto pripade sme hladali linearnu zavislost medzi vektorovou premennou,
hodnotami réznych makroekonomickych ukazovatelov, a ¢iselnou premennou - cenami

akcii spolo¢nosti Vodafone. Zaujimalo nas, ako makroekonomické premenné vo Velkej
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Britanii ovplyviuja ceny akcii tejto spolocnosti na burze v Londyne. Druha aplikacia
CCA je nasim vlastnym napadom. Snazili sme sa zistit ¢o ovplyviuje defenzivne a ofen-
zivne shopnosti hracov v kanadsko-americkej narodnej hokejovej lige. Pri tejto aplikacii
sme vyuzili data spojené s dvomi hokejovymi klubmi Edmontonom Oilers a Pittsburg-
hom Penguins. Nase vysledky naznacuju, ze existuje vztah najmé medzi mzdou hraca
a poc¢tom golov a asistencii. Treba v8ak vziat do uvahy fakt, Ze vysledky st znacne
ovplyvnené vyberom dat a pre iné timy tejto ligy by sme mohli ziskat iné vysledky.

Tato bakalarska praca umoznila autorovi rozsirit si vedomosti v oblasti Statistickych
metod, priniesla tiez moznost dané metody aplikovat a zamyslat sa nad interpretaciou
vysledkov. Prinosom préce pre ¢itatela je najmé podrobné spracovanie danych metod
od ich zédkladu v line4rnej algebre az po ich pouzitie v r6znych oblastiach praxe. Praca
oboznamuje ¢itatela s moZznostami linedrnej redukcie dat, ako aj s moznostou vyuZzitia

metod v redlnom Zivote.
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Priloha A - zdrojové k6dy programov

Zdrojovy kéd - spracovanie obrazu

function [Vuspo,12] = obr(a)
O = imread(a, jpg’);
t = size(O);
R =0(,:,1);
r = zeros(t(1) * t(2), 1);
for j=1:1t(2)

for i=1:¢(1)

(6(1) (= 1) +1) = RG, )
end

end

G=0C(,:2);
g = zeros(t(1) x t(2), 1);
for j=1:1(2)
for i=1:1t(1)
2(6(1) (1 — 1) +1) = G(3j);
end

end

B =0(,:3);
b = zeros(t(1) x t(2), 1);
for j=1:1(2)
for i=1:t(1)
b(t(1) % (j — 1) +1) = B(i, );
end

end

X =g b
C = cov(X);
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rp = mean(r);
gp = mean(g);
bp = mean(b);

m = (x = 1p);
gm = (g — gp);
bm = (b — bp);

[V, L] = eig(C);

1 = diag(L);

[12,in] = sort(—1);

12 — —12;

kumul = 12/sum(12)

for k=1:Ilength(in)
Vuspo(:, k) = V(:,in(k));

end

Y = Vuspo' * [rm’; gm’; bm’];

Xpruh = diag([rp, gp, bp]) * ones(3, length(r));

ol = Xpruh + Vuspo(:, 1) * Y(1,
rr = reshape(ol(1,:),t(1),t(2));
gg = reshape(01(2,:), t(1),t(2));
bb = reshape(ol(3,:),t(1),t(2));
O1(:,:,1) =13
O1(:,:,2) = gg;

O1(:,:,3) = bb;

02 = ol 4+ Vuspo(:, 2) * Y(2
rr = reshape(02(1,:),t(1),t

)

A~~~ -
N\ ..
~

gg = reshape(02(2,:),t
bb = reshape(02(3,:),t
02(:,:,1) =113

—
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02(:,:,2) = gg;

02(:,:,3) = bb;

03 = 02 + Vuspo(:, 3) * Y(3,:);
rr = reshape(03(1,:),t(1),t(2));
gg = reshape(03(2,:), t(1), t(2));
bb = reshape(03(3,:),t(1),t(2));
03(:,:, 1) =113

03(:,:,2) = gg;

03(:,:,3) = bb;

sedl = reshape(Y(1,:),t(1),t(2));
sed2 = reshape(Y(2,:),t(1),t(2));
sed3 = reshape(Y(3,:),t(1),t(2));

subplot(1, 3, 1), subimage(prepocet(0O1))

subplot(1, 3, 2), subimage(prepocet(02))

subplot(1, 3, 3), subimage(prepocet(O3))
%subplot(1, 2, 2), subimage(rgb2gray (prepocet(01)));
1,2,1

Y

%subplot ,subimage(rgb2gray(O));

Y%subplot , subimage(prepocet(sed2));

I )

); (

(1,2,1) ( (
%subplot(1, 2, 2), subimage(prepocet(sedl));

(1,3,2) ( (

(1,3,3) ( (

%subplot , subimage(prepocet(sed3));

Y 7
function  [x] = prepocet(x)

X = (x — min(min(min(x))))/(max(max(max(x))) — min(min(min(x))));

Zdrojovy kod - kanonické korelacie
function[g, h, kor, stats, redIndex, loadingsNEZavPre,
loadingsZavPre, CloadingsNEZavPre, CloadingsZavPre| = KanKorelacie2(X,Y)
lg, h, kor, U, V, stats] = canoncorr(X,Y);

p = size(X);
q = size(Y);
n = p(l);
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roz = [p(2),q(2)};
for =1:p(1)
i, 3) = * (X0, )’
omega(:, ) = I (Y(j, )
end
for 1=1: min(roz)
xi(l,:) = g(:;, 1) « X/;
end
xi = xi’;
for 1=1: min(roz)
omega(l,:) = h(;, 1)’ « Y’;
end
omega = omega’;

for i=1: min(roz)

for j=1:q(2)
maticaKorel2(j, 1) = corr(omega(:,1), Y(:,j))2;
end
end

sharedVar = mean(maticaKorel2);
explainedVar = kor?2;
redIndex = sharedVar. x explained Var;
for i=1: min(roz)
for j=1:q(2)
loadingsZavPre(j,1) = corr(omega(:,1), Y(:,j));
end
end
for i=1:min(roz)
for j=1:p(2)
loadingsNEZavPre(j, 1) = corr(xi(:, 1), X(:,]));
end

end
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for i=1: min(roz)
for j=1:p(2)
CloadingsNEZavPre(j, 1) = corr(omega(:, i), X(:,]));
end
end
for i=1:min(roz)
for j=1:q(2)
CloadingsZavPre(j, 1) = corr(xi(:, 1), Y(:,j));
end

end
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