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Abstrakt v statnom jazyku

FRONCOVA, Zuzana: Znime nerovnosti v matematike [Bakalarska pracal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikova-
nej matematiky a Statistiky; sSkolitel: RNDr. Maria Trnovska, PhD., Bratislava, 2014,
60 s.

V nagej praci sa zaoberame dvomi z najznamejsich a najpouzivanejsich nerovnosti.
St to Cauchy-Schwarzova nerovnost a nerovnost aritmetického a geometrického prie-
meru. Nagim cielom je zozbieranie a spracovanie mnozstva informécii z roznych zdrojov
a vytvorenie jedného celku, ktory ¢itatelovi predstavi dané nerovnosti aj s ich zovse-
obecneniami, alternativnymi dokazmi a suvislostami medzi nimi a im podobnymi ne-
rovnostami. Okrem zozbierania a spracovania je cielom tejto prace aj podrobné a ¢o
najzrozumitelnejSie podanie informaécii ¢itatelovi, ktory s touto problematikou nemusi
mat sktsenosti. Vyznam prace spociva v tom, Ze Citatelovi so zdujmom o tuto tému

poskytuje viac informécii ako iné, vSeobecnejsSie zamerané publikacie.

Krlucové slova: Cauchy-Schwarzova nerovnost, AG nerovnost, alternativne dokazy,

aplikacie



Abstract

FRONCOVA, Zuzana: Well-known inequalities in mathematics [Bachelor Thesis|, Co-
menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, De-
partment of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Méaria Trnovska,
PhD., Bratislava, 2014, 60 p.

Our thesis is dedicated to two of the best-known and most widely used inequalities,
which are the Cauchy-Schwarz inequality and the Inequality of arithmetic mean and
geometric mean. Our objective is collecting and processing information from different
sources and creating one unit, that makes the reader acquainted with these inequalities
with their generalizations, alternative proofs and connections to other similar inequali-
ties. Besides collecting and processing information, the aim of this work is to present
the information in the most detailed and comprehensible form to a reader, who might
not have any previous knowledge of this subject. The purpose of this thesis lies in
offering an interested reader more on the subject than other, more generally aimed

publications.

Keywords: Cauchy-Schwarz inequality, Arithmetic Mean-Geometric Mean

inequality, alternative proofs, applications
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Uvod

,Rovnosti neeristuju, dokonca aj v ludskom
4

Zivote sa vZdy stretdvame s nerovnostamsi.’

Dragoslav S. Mitrinovic¢

Ako tvrdi jeden z uznévanych matematikov, ktory venoval velku Cast svojej prace
prave nerovnostiam, Dragoslav S. Mitrinovi¢, s nerovnostami sa stretavame kazdodenne
bez toho, aby sme si to uvedomili a pritom zohravaji v nasom zivote celkom vyznamni
ulohu. V obchode mézeme minit najviac cela vyplatu, ak cesta do Skoly trva 5 minit,

musime z domu vyrazit aspofi 5 minit pred zac¢iatkom vyucovania...

Nerovnosti st uz oddavna povazované taktiez za dolezitd oblast matematiky a ich
platnost sa ¢asto vyuziva aj v inych matematickych odvetviach. Predstavuji neustale
sa meniace a vel'mi atraktivne pole pre vyskum. PodTa publikacie [21] boli zéklady te-
orie nerovnosti vybudované v 18. a 19. storo¢i matematikmi K. F. Gauss (1777 - 1855),
A. L. Cauchy (1789 - 1857) a P. L. Cebysev (1821 - 1894). V nasledujicich rokoch
nerovnosti oslovili aj dalsich vyznamnych matematikov ako H. Poincaré (1854 - 1912),
A. M. Lyapunov (1857 — 1918), O. Holder (1859 - 1937) alebo J. Hadamard (1865 -
1963).

20. storocie, ako sa mozeme doéitat v réoznych zdrojoch ako napriklad [17], [18] a
[22], bolo obdobim velkého pokroku a to hlavne vdaka siedmim konferenciam o nerov-
nostiach, ktoré sa konali v Nemeckom Oberwolfachu v rokoch 1976 az 1995. Vyvinula
sa celkom nové vetva modernej matematiky — nerovnosti. Prvou knihou venovanou vy-
lu¢ne nerovnostiam bola préaca ,Inequalities od autorov G. H. Hardy (1877 - 1947), J.
E. Littlewood (1885 - 1977) a G. Polya (1887 - 1985), prvykrat publikovana v roku 1934.
Tato kniha podnietila vydanie mnohych dalsich knih, napriklad ,Inequalities* (1961)
od E. F. Beckenbacha (1906 - 1982) a R. Bellmana (1920 - 1984), , Analytic Inequali-
ties* (1970) od D. S. Mitrinovic¢a (1908 - 1995) alebo ,Classical and New Inequalities
in Analysis* (1993) od D. S. Mitrinovi¢a, J. E Pecarica a A. M. Finka [18], z ktore]

budeme aj dalej v tejto préci ¢erpat. Objavili sa aj knihy zamerané na $pecidlne typy
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nerovnosti, ako napriklad diferenciadlne nerovnosti alebo nerovnosti priemerov. Medzi
takéto patria napriklad publikicie od P.S. Bullena a P. M. Vasic¢a ,Means and Their
Inequalities” a od D. S. Mitrinovic¢a, J. E. Pecarica (1948 - ) a A. M. Finka (1932 - )

snequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives* (1991).

V stcasnosti existuji zoskupenia matematikov z celého sveta zamerané na matema-
tické nerovnosti a ich aplikicie. Pokrac¢uju konferencie podla prikladu tych zo 70-tych
az 90-tych rokov minulého storocia venované nerovnostiam a moznostiam ich vylepse-

nia. Objavuja sa stale nové nerovnosti a nové dokazy tych starsich.

Cielom tejto préace bolo vytvorit uceleny prehlad niekolkych najznéamejsich a najvy-
uzivanejs$ich nerovnosti. Konkrétne sme vybrali dve nerovnosti, a to Cauchy-Schwarzovu
nerovnost a nerovnost aritmetického a geometrického priemeru, skratene nazyvani AG
nerovnost. O tychto nerovnostiach uz existuje vela roznych knih, ¢lankov a skolskych
prac. Kazdy zdroj uvadza iné dokazy, odvodenia, dosledky a aplikiacie. NaSim cielom
teda bolo zozbierat viaceré alternativne dokazy, aplikacie a poukézat na suvislosti s
inymi nerovnostami.

Pracu sme rozdelili na dve hlavné kapitoly. Prva kapitola bude cela venovana Cauchy-
Schwarzovej nerovnosti. Na zaciatok oboznamime ¢itatela s jej autormi, historickym
pozadim a postupnymi zovSeobecneniami. Nasledne dokazeme vSeobecny tvar Cauchy-
Schwarzovej nerovnosti a uvedieme niekolko §pecidlnych pripadov. Dalej bude nasle-
dovat ¢ast s viacerymi alternativnymi dokazmi. Nakoniec pridame niekolko aplikacii
Cauchy-Schwarzovej nerovnosti a jej stivis so vSeobecnejsou Holderovou nerovnostou.

V druhej kapitole ¢itatela oboznamime s AG nerovnostou. V tvode tejto kapitoly
uvedieme tri zakladné tvary tejto nerovnosti. Potom nasleduji dokazy, usporiadané od
najjednoduchsich po zlozitejsie. Dalej budi nasledovat aplikicie AG nerovnosti a tplne

na zaver uvedieme analégiu AG nerovnosti s izoperimetrickou nerovnostou.

11



1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

1 Cauchy-Schwarzova nerovnost

Nerovnost, s ktorou sa zoznamime v tejto kapitole je vo vysokoSkolskej matematike
povazovana za dolezity pojem. Vyznamni rolu, ako sa piSe aj v ¢lanku [32], zohrava
v teoérii Hilbertovych priestorov, matematickej analyze, numerickej analyze, pravde-
podobnosti a $tatistike alebo kvalitativnej teérii diferencidlnych rovnic. Najcastejsie
sa jej platnost vyuziva pri odhadoch matematickych vyrazov, dokazoch tvrdeni a je
jednym zo zékladnych néastrojov pri praci s nerovnostami. V literatire byva oznaco-
vana ako Cauchyho nerovnost, Schwarzova nerovnost, Cauchy-Schwarzova nerovnost
alebo Cauchy-Schwarzova-Bunyakovského nerovnost, podla troch slavnych matemati-

kov, ktorym vdacime za jej objavenie a viaceré rozsirenia.

Obr. 1: Zl'ava: Augustin Louis Cauchy [28], Viktor Jakovlevi¢ Bunyakovskij [27] a Hermann

Amandus Schwarz 8]

1.1 Historia

Prvykréat bola Cauchy-Schwarzova nerovnost, ako uvadza praca [15], z ktorej sme v
tejto podkapitole ¢erpali, publikovana v roku 1821 v diele Augustina Louisa Cauchyho
Cours d’ Analyse Algébrique |7], kde ju pouzil v zopar ilustrativnych prikladoch. O 8
rokov neskor ju pouzil znovu pri overovani Newtonovej metdédy na hladanie korenov
algebraickych rovnic.

Cauchy odvodil tuto nerovnost v nasledovnom zneni:

Nech uy, ..., Uy, vy, ..., v, st realne ¢isla, potom plati

n 2
(Z 'LLZ"U,L'> S zn:uiQ Xn:viQ. (1)
=1 =1 i=1

12



1.1 Histéria 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Rovnost nastava vtedy a len vtedy, ak u; = 0 pre vSetky ¢ = 1,...,n alebo existuje
t € R také, ze v; = tu; pre vSetky i =1, ..., n.

Tento tvar je aj dnes najcastejsie pouzivanym tvarom Cauchy-Schwarzovej nerovnosti.

Neskor ju Viktor Jakovlevi¢ Bunyakovskij v roku 1859 vo svojom diele Mémoires (6]
rozsiril aj na sic¢ty nekonec¢nych radov a integraly pomocou aproximacie sumami.
Pre nekonec¢né rady teda nadobudla znenie:

Nech w1, us, ..., v1, V9, ... st redlne ¢isla, potom plati

(Z uivi> < Z uf Z v?. (2)

Rovnost nastava vtedy a len vtedy, ak u; = 0 pre vSetky i = 1,2, ... alebo existuje t € R
také, 7e v; = tu; pre vSetky 1 = 1,2, ... .
Uvedieme aj integralnu formu pre funkcie:

Nech f, g st realne integrovatelné funkcie na intervale [a, b], potom

(/abf(m)g(ﬂc)clyc)2 < (/ab f2($)d3:> (/abg2(x)dx) , 3)

pri¢om rovnost plati prave vtedy, ked f a g su linearne zéavislé funkcie, teda g(z) =

Af(z), kde A € R.

Jednym z mien, ktoré sa s touto nerovnostou spajaju je aj meno matematika Her-
manna Amandusa Schwarza. Schwarz vo svojom ¢lanku [23] sformuloval Cauchyho

nerovnost pre vektorové priestory, skalarny sicin a jeho normu.

Nech V je vektorovy priestor nad polom F' so skalarnym su¢inom (.,.) : VxV — F
a normou ||.||, odvodenou od tohto skalarneho su¢inu ako ||u|| = /(u, u). Potom pre

Tubovolné vektory u,v € V plati
[ (w, 0} < [ul] f|o]] - (4)

Rovnost nastava prave vtedy, ked uw a v st linearne zavislé vektory, teda ak existuju

také redlne ¢isla kq, ko, Ze aspon jedno z nich je rézne od nuly a zaroven plati
kiu+ kyv = 0.

13



1.2 VSeobecny tvar 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

1.2 VsSeobecny tvar

Predtym, ako vyslovime a dokédZzeme tvrdenie o v§eobecnom tvare Cauchy-Schwarzovej
nerovnosti pre Tubovolny vektorovy priestor so skalarnym stu¢inom a od neho odvode-

nou normou, si pripomenieme pojmy vektorovy priestor, skalarny sic¢in a norma.

Hovorime, ze V' je vektorovyj priestor nad polom F, ak neprazdna mnoZzina V spolu
s binarnou operaciou +, (V,+) je komutativna grupa a kazdej dvojici c € F, v € V je
priradeny prvok c.v € V, pricom pre lubovolné ¢,d € F' a u,v € V plati:

(i) c.(u+v) = cu+ co,
(ii) (c+d).v =cv+dw,
(iii) (e.d).v = c.(dw),
(iv) 1o = v.

Skaldrny sucin na vektorovom priestore V' nad polom realnych ¢isel R je zobrazenie
gV xV — R. Zobrazenie g je kladne definitna symetrickd bilinedrna forma, to
znamena, ze pre [ubovolné u,v,w € V a ¢ € R plati:

(i) 9(u,0) = g(v, )

(i) g(u + v, w) = g(u, w) + g(v, w)
(iii) g(cu,v) = cg(u,v)

(iv) ak u # 0, tak g(u,u) >0 .

Vektorovy priestor V' spolu so skalarnym stc¢inom ¢ alebo inak povedané, usporia-
danu dvojicu (V) g), nazyvame unitdrnym vektorovgm priestorom.

Dalej budeme pre skalarny saéin pouZivaf namiesto g(u,v) oznacenie (u, v).

Norma vektora, teda jeho velkost je pre Tubovolny prvok unitarneho vektorového
priestoru V' definovana ako funkcia ||.|| : V' — R, ktora pre l'ubovolné u,v € V a pre
Tubovolné o € R splia vlastnosti:

(i) |Jul| > 0, ||u|| = 0 prave vtedy, ak u = 0,

(i) flaw| = laf[[ull,

(iid) [Ju+ ol < flull + ]

My budeme uvazovat len normy odvodené od niektorého skalarneho suc¢inu nasledov-

nym sposobom

lull = v/ (u, w).

14



1.2 VSeobecny tvar 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Teraz prejdeme ku vSeobecnému tvaru Cauchy-Schwarzovej nerovnosti pre unitarny

vektorovy priestor s normou.

Tvrdenie 1.1. Nech V' je unitdrny vektorovy priestor nad R. Potom pre lubovolné

vektory u,v € V plati
[(u, 0)| < [[ul] [|v]].

Rovnost nastdva vtedy a len vtedy, ak u a v su linedrne zdvislé vektory, t.j. existuje

keR, Ze u = kv.

Dokaz: Vlastnost (iv) skalarneho st¢inu nam zabezpedi, Ze ||u|| > 0 a ||u|] = 0 prave
vtedy, ked v = 0. Tento poznatok pouzijeme pre vektor u + cv, kde ¢ je Iubovolné

realne ¢islo. Vdaka vlastnostiam skalarneho si¢inu mozeme urobif tieto apravy

|u+ cv]|® = (u+ cv,u+ ev) = (u,u) + 2¢ (u,v) + (v, v) =

= |Ju|® + 2¢ (u,v) + & |jv]|* > 0.

KedZe uvedena nerovnost mala platit pre Tubovolné ¢, mézeme ju chapat ako kvadra-

tickd nerovnicu s nezndmou c. Diskriminant tejto nerovnice musi byt nekladny
D = 4 {u,v)” = 4|ful* ol* < 0.
7 tejto nerovnosti dostaneme
(u,0)* < Jlull o]
a po odmocneni mame
[(w, v)] < ull f[v]l;

¢o je prave nerovnost (4).
Tym sme dokazali platnost Cauchy-Schwarzovej nerovnosti pre [ubovolny vektorovy

priestor a skaldrny sic¢in s normou. O]

Pre rozne vektorové priestory a skalarne suciny nadobuda Cauchy-Schwarzova ne-

rovnost rozne tvary.

Ked napriklad zoberieme za V redlny n-rozmerny vektorovy priestor R™ a Stan-

dardny skalarny sicin definovany ako

15



1.2 VSeobecny tvar 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

n

(u,v) = ulv =" w;

=1

/ - 2
||U||2 = Uy,
=1

s Euklidovskou normou

tak dostaneme Cauchyho tvar (1).

Bunyakovského tvar pre nekone¢né sumy (2) dostaneme, ak vezmeme ako V' neko-

necnorozmerny realny vektorovy priestor a skaldrny stucin definovany nasledovne

oo
(u,v) = ulv =" u;
i=1

= 2
Jull = /3w,
i=1

Ak checeme dostat druhy Bunyakovského tvar pre funkcie (3), zoberieme za V' priestor

S normou

C'(a,b) vSetkych spojitych realnych funkecii definovanych na uzavretom intervale (a, b),

kde a < b st redlne ¢isla. Pre f, g € V definujeme skaldrny stac¢in nasledovne
b

(f.9) = [ f(x)g(x)dx

a

171 = /] F2(@)de.

Overime, Ze takto definovany skalarny stéin splita potrebné vlastnosti.

S normou

Néasobenie redlnych ¢isel je komutativne a integral méa vlastnost homogenity a aditivity.
7 toho vyplyva, Ze (f,g) je symetrickd bilinearna forma na V, teda spliia prvé tri
vlastnosti skalarneho sicinu. Dalej pre f # 0, je f2(x) > 0 pre kazdé z € (a,b). Zo
spojitosti f, a teda aj f2, vyplyva existencia uzavretého podintervalu {(c,d) C (a,b)
takého, ze f2(z) > 0 pre vietky = € (¢, d). Na tomto podintervale f? zaroveii nadobuda

svoje minimum, teda
b

(f, f) = [ fA(x)dz > ff?(:c)da: > (d —¢) min f2(z) > 0.

p c<z<d

16



1.2 VSeobecny tvar 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

To znamen4, Ze tento skalarny sacin spliia aj podmienku kladnej definitnosti, teda je

korektne definovany.

Dalsim prikladom skaldrneho saéinu su kladne definitné bilinedrne formy definované

nasledovne

(u,v) = ul Av
S normou tvaru

lull = VuT Au,

kde A je kladne definitnd n x n matica a u,v € R" st n-rozmerné realne vektory.
Cauchy-Schwarzova nerovnost mé pre n-rozmerny realny vektorovy priestor R™ a takto

definovany skalarny siac¢in nasledovny tvar
‘UTAU‘ < VuT AuvoT Av,

s rovnostou pre linearne zavislé vektory u a v.

Ak uvazujeme priestor redlnych m x n matic R™*™ a na fiom definovany skalarny

stucin matic U,V € R™*™ ako
(U, V) =tr(UTV),

kde tr(A) je stopa matice A € R™*" t.,j. tr(A) = > a;.
i=1

Norma odvodena od tohto skaldrneho stu¢inu vyzera nasledovne

Ul = (U, U) = \/tr(UTD).

Cauchy-Schwarzova nerovnost v tomto pripade nadobuda tvar

tr(UTV)| < /tr(UTU)\/tr(VTV).

Rovnost nastava vtedy a len vtedy, ked je jedna z matic nulova alebo je skalarnym

nésobkom druhej

3
I

cV,
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1.2 VSeobecny tvar 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

kde ¢ je realne cislo.

Napokon, Cauchy-Schwarzova nerovnost sa d& zovSeobecnit pre vektorovy priestor
nad komplexnymi ¢islami a Hermitovsky skaldrny stacin. Hermitovsky skalarny sicin
je zobrazenie h : V x V — C na n-rozmernom komplexnom vektorovom priestore V'

definované ako

h(u,v) = (u,v) = > u;v;,
i=1

kde u,v € C".

Hermitovsky skalarny saéin splia pre Tubovolné u,v,w € C* a ¢ € C nasledujice
vlastnosti:

) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)

i) (u,v+w) = (u,v) + (u, w)

iii) (cu,v) = ¢ (u,v
iv) (u, cv) =¢(u,v
v) (u,v) = (v, u)

i) (u,u) > 0, s rovnostou iba pre u = 0.

(i
(
(
(
(
(v

Norma pre hermitovsky skaldrny stcin ma tvar

n o n 2
Jull = \/z i = \/2 uf?.
=1 =1

Cauchy-Schwarzova nerovnost pri takejto definicii vektorového priestoru a skalarneho

stic¢inu vyzera pre u,v € V nasledovne

n n n
E Ujl}j S E Uj’dj E UjUj. (5)
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Vseobecny tvar Cauchy-Schwarzovej nerovnosti sme vSak mali dokédzany len pre
skalarne suciny na vektorovych priestoroch nad R. Uvedieme preto aj analégiu tohoto
dokazu pre komplexny priestor.

Doékaz: Vyuzijac vlastnosti hermitovského stc¢inu robime dpravy

(u+ cv,u+ cv) = (u,u) + (u, cvy + (cv,u) + {(cv, cv) = (u,u) + ¢ (u,v) + ¢ (v,u) +
e (v,v) = [|ull” +2{u,0) + c(u,v) + |el* [[o]|* = [lul]* + 2Re(e (u, v)) + |¢f* [|v].

18



1.2 VSeobecny tvar 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Kladna definitnost hermitovského skalarneho suéinu nam pre Tubovolné u,v € C" a

¢ € C zabezpeci nezapornost vyrazu (u + cv,u + cv), teda dostaneme nerovnost
lull® + 2Re(c (u,v)) + |ef o]} > 0. (6)

Vieme, Ze redlna cast komplexného ¢isla je vzdy mensia ako jeho absolutna hodnota,
teda Re(c(u,v)) < |c(u,v)| = |c||(u,v)|. Ked takto nahradime prostredny ¢len v

nerovnosti (6) mame nova nerovnost
lel* [oll* + 2 el [ u, 0)] + [lul* = 0,

ktoru uz vieme l'ahko vyriesit rovnakym spdsobom ako v readlnom pripade.

Z nekladného diskriminantu dostaneme nerovnost (5). O

Na druhej strane si mozeme v§imnit, ze ked jednotlivé zlozky u = (uy,ug, ..., u,)
prepiSeme ako uj, = xj +yii, da sa o C* uvazovat ako o R*". Teda komplexny vektorovy

priestor sa dé zrealnit na 2n rozmerny vektorovy priestor nad R.

Im
A .
Z=x+i
g z=x+ly
r/
e ook
oo x » Re
N
_}I’ I_ .
Z=x—iy

Obr. 2: Komplexné ¢islo z a k nemu komplexne zdruzené z [30]

V tom pripade je realna ¢ast hermitovského skalarneho suéinu Re(h) $tandardny
skalarny sucin a jeho imaginarna ¢ast I'm(h) je nedegenerovana (nulova len pre nulovy

prvok) bilinearna forma s meniacimi sa znamienkami.
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1.3 Alternativne dokazy a odvodenia 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

1.3 Alternativne dékazy a odvodenia

Sposobov dokazovania tejto nerovnosti je skuto¢ne velmi vela a vznikaja stale nové,
¢i uz podobné tym starsim alebo s celkom odlisnou technikou. V tejto praci urcite nie
je priestor, aby sme sa venovali kazdému z nich, tak uvedieme aspon tie jednoduchsie
alebo zaujimavejsie.Vetky dokazy sa tykaja tvaru (1).

1.3.1 Odvodenie pomocou Lagrangeovej identity

Tento dékaz vyuziva platnost Lagrangeovej identity

%Z Z (Uivj - UjUz')Q — Zluﬂ Zvﬂ _ (Zl uivi) . (7)

=1 j=1 =1

alebo inak zapisané ako
2 201112 2
Jux vlly = lullz [[0]l; = (u,v)

Uvedieme odvodenie inpirované ¢lankom [32].

NgE

Po umocneni a usporiadani vyrazu

n
> (uwj — Ujvi)2
i=1j=1

n n

n n n n
2 Z(Ui'l)j — Uj’UZ‘>2 = Z UZ'Q Z sz + Z Ui2 2 uj2_
=1 7=1 =1 7j=1

i=1j=1

n n n n n 2
—2 Z U;V; E VjU; = 2 <Z Uﬂ) (E 'U,L'2> -2 (Z Uﬂ]i)
=1 j=1 =1 =1 =1

dostaneme Lagrangeovu identitu (7).

Vidime, 7Ze vyraz na lavej strane (7) je nezaporny pre vietky reélne ¢isla, teda

(Uﬂ]j — UjUi)Q 2 0.
1

n n

N | —

n n n 2
Z Ui2 Z UiQ - (E Uﬂii) =
i=1 i=1 i=1

=17

7 toho vyplyva
n n n 2
Sou Y v > (Z Uﬂh‘) )
i=1 i=1 i=1

¢o je presne tvar (1). O
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1.3 Alternativne dokazy a odvodenia 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

1.3.2 Dokaz matematickou indukciou

Uplne odlisnym sposobom dokazovania je matematicka indukeia, no aj takymto
spdsobom sa da Cauchy-Schwarzova nerovnost dokazat. InSpirovali sme sa doékazom na

stranke [20] a v ¢lanku [32].
Pripad n =1 je trivialny.
Pre n = 2 mame
<U1U1 + U2U2)2 = U12U12 + 2U1U1U2’02 + U22’U22.

Vdaka nezdpornosti vyrazu (ujvs — usvy)? > 0 alebo ekvivalentne 2ujuavivy < udvs +

u3v? dostaneme
U12’U12 + 2’&1’011621)2 + UQQ/UQQ S ’LL12’U12 + U12’U22 + U22U12 + U22U22 = (U12 + U22) (1)12 + ’U22),
teda plati nerovnost

(u1v1 + ugv2)? < (ur? + u9?®)(v1? + v9?).

Predpokladajme, ze takdto nerovnost plati pre nejaké prirodzené ¢islo k > 2, teda

(&) < (£ (5) .

Dokézeme platnost tohto tvrdenia pre k£ + 1, teda

k+1 2 Rl k1
=1 =1 =1

Za¢neme od induk¢éného predpokladu (8), ktory odmocnime a pripoc¢itame k + 1-vé

¢leny

D=

1
k k 2/ k 3
Z UiV + U1V S <Z Uz‘2> (Z Ui2> + Uk4+1Vk+1- (9)
i=1 i=1

=1

Teraz vyuzijeme uz dokazani Cauchyho nerovnost pre n = 2 v tvare

aiby + agby < (a? + a%)%(b% + b%)%.
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1.3 Alternativne dokazy a odvodenia 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Za ay,as, by, by dosadime nasledovné vyrazy:

k
_ 2
ap = Z ui7
i=1
a2 = Uk+1,
i 2
by = Z e
i=1
by = Vk+1

a z pravej strany nerovnosti (9) dostaneme

[N

1
k 2

k
2 2
2 Uili + U1V < (Z u; + Uk+1>
i=1 =1

k
2 2
(m +) |
=1

kil 2 3 /kt1 , 3
i=1 =1 =1

To znamen4, ze Cauchy-Schwarzova nerovnost plati pre n = k+1, teda plati pre vSetky

¢o je to isté ako

prirodzené cisla.
Po umocneni dostaneme nerovnost (1). O
1.3.3 Dokaz pomocou postupnosti stuctov

V nasledujicom dokaze podla prikladu autora ¢lanku [32] vytvorime monoténnu
postupnost {5, }.
Definujeme ju nasledovne
Sp = (u1v1 + oo+ upvy)? — (U + o+ ud) (v 4 .+ 02,
Potom rozdiel po sebe iducich ¢lenov vyzeréd takto

Spt1 — S = (W01 + oo + Ups1Vng1)? — (UF + o Fud ) (0] + o+ 02 )—

(ugvg + oo+ )2 4 (U2 4 o+ ud) (0 4+ 0E) =

2,2 2 .2 2,2 2,2
UTVT U U5 2U001U90 + e 20U U U 1 U — UTUT — e — Uy U —
2,2 2,2 2,2 2,2
UTV] — ... — ULV, — 2UV UV — ... — 2UpUpUpt1Uny1 + UTVT + .o+ Ul vs

a dé sa zjednodusSit na
_ 2 2 2
Sn—i—l - Sn - _[(ulvn—l—l - Ulun-i—l) + (u2vn+1 - U2un+1) + ...+ (unvn—i-l - Unun-l—l) ]
Z toho vidno, ze
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1.3 Alternativne dokazy a odvodenia 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Sn+1 S Sn
a kedZe to plati pre vSetky n € N, tak
SnSSn—ISSSII )

¢o implikuje nasu nerovnost (1). O

1.3.4 Dokaz pomocou Jensenovej nerovnosti

Dalsim zaujimavym pristupom je ddkaz pomocou Jensenovej nerovnosti pre kon-
vexné funkcie, ktora znie nasledovne:
Funkcia f je konvexna na intervale J, ak pre [ubovolné xy, ..., x,, € J a pre Tubovolné

91, ...,8n7 (91 > 0, Z 61 =1 plati
i=1

1=

f (Z 91371') < Zezf(ﬂ%) (10)

Funkcia je konkavna, ak v uvedenom vyraze plati opa¢na nerovnost.

A teraz k dokazu Cauchyho nerovnosti, uvedenému v ¢lanku [32].

Uvazujeme realne ¢isla uq, ..., Uy, U1, ..., Up.
Vieme, Ze funkcia f(z) = 22 je konvexna na intervale (—oo, 00). Pouzitim Jensenove;

nerovnosti dostaneme
(121 + sy + ... + 0,1,)° < 0122 + 022 + ... + 0,22,

kdeﬁle, 61+82—|—+0n:17 z; € R.

Dokaz rozdelime na dve ¢asti:

L.Lv,#£0pret=1,....,n
v? u;
3 7 . . . .
: axr; =— pret=1,...,n dosadime do Jensenovej nerovnosti

vi+ .42 v;
pre f(z) = 2? a dostaneme

Polozime 6; =

ULV + ... + Upvy 2 < u%%—...—l—ui
v+ ...+ 02 Tl 4+

Po uprave dostaneme
(uvg + oo+ Upvy)? < (U + o+ u2) (V2 + .+ 02).
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1.3 Alternativne dokazy a odvodenia 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

II. Ak existuji v;; = v;9 = ... = v;, = 0 dostaneme

2
. 2
<Z Uivz’) = > uv; | < > u? > vt | <
i=1 ii1eip, 1 <i<n ii1yeig, 1 <i<n i1, 1 <i<n
n n
i=1 i=1

Tym je nerovnost (1) dokdzana. O

1.3.5 Dokaz pomocou AG nerovnosti

Dalsia nerovnost, pomocou ktorej sa da dokazat platnost Cauchy-Schwarzovej ne-
rovnosti je AG nerovnost, teda nerovnost aritmetického a geometrického priemeru, o
ktorej budeme pisat v kapitole 2. Najprv uvedieme jej znenie:

Pre nezaporné realne ¢isla x1, x5 plati

X1+ T2

NETETIRS 5

s rovnostou len pre x; = ws.

Dokaz Cauchy-Schwarzovej nerovnosti prevedieme nasledovne ako v ¢lanku [32].

Polozime A = \/u? + u? + ... +u2 a B = \/v? + v} + ... + v, pre u;,v; € R.
2 2

u? ‘
NapiSeme AG nerovnosti pre jednotlivé dvojice A—’Q, B_ZQ

wv; 1 [(u? v?
<o (B h),
AB — 2\ A2 B?

Ked tieto nerovnosti s¢itame pre v8etky ¢ = 1, ..., n dostaneme

n 1 n u? 2
< = X 4+ 1) = 17
i<k (G )
teda
uv; < AB = \Ju +u3 + ... + u2\/v? +v3 + ... + 02
i=1
Po umocneni dostane pozadovany tvar nerovnosti (1). O

1.3.6 Dokaz pomocou permutacénej nerovnosti

Permutac¢né nerovnost, ktorej platnost vyuziva nasledujtci dékaz, znie nasledovne:
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1.3 Alternativne dokazy a odvodenia 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Lema 1.2. Nechz; < ... < zy, y1 < ... <y st redlne ¢isla a 2,1y, ..., To(n) je nejakd

permutdcia Ty, ...,xN. Potom plat?

T1Y1 + ... + TNYN > Lo + ...+ To(N)YN > INY1 + ... + T1YN.
Uvéadzame postup dokazu z ¢lanku [32]. Pre N-tice z;, y; a 2,(;) z lemy 1.2 zavedieme
oznacenie A = (z1,...,an), B = (Y1, ....,yn), A = (To1), -, To(n))-
Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze prvky wv;, i = 1,2,...,n sa
usporiadané tak, ze
U1 < o<, S ut <L < ugt, <L <t <l < up .
Za N-tice z lemy 1.2 zoberieme

A =B = (U101, ..., U1Up, UgV1, ooy UaUpyy oeey U U, oevy U U, )

A = (U101, ooy UV, UV, ey UV, ey U Upyy ooy Uy U )
Ked na ne aplikujeme permuta¢ni nerovnost, dostaneme

(ugvy)(ugvr) + ... + (uvp) (urvy) + (u9vr) (ugvy) + ... + (ugvy) (ugvy,) + ... +
(U 1) (Upv1) + oo 4 (UpUR) (Unvy) > (ugv1)(ugvr) + oo+ (wg0,) (Unvy) + (ugvy) (Ugve) +
oo (ugvy) (Unv2) + oo+ (Upv1) (U1) + oo+ (UnUy) (UnUy).

Ked roznasobime jednotlivé zatvorky dostaneme

wivi + 4wl +udel 4wl 4wt L+ ude? >

U0 + L ULULVLV, F ULULVIV F e UsUp Vo A+ o+ UTURVI O, + s+ U2
¢o sa da napisat ako
(u2 +u3 + ... + 1) (V? + 03 + ... +02) > (v + UgVy + oo + UV, )?

a to je opat tvar (1), ktory sme chceeli dosiahnut. O

1.3.7 Odvodenie z tlohy na viazany extrém

Ingpirdciu pre nasledovné odvodenie sme nasli v publikicii [11], str. 62. Majme

optimaliza¢nt tlohu s linedrnou t¢elovou funkciou fo(u) = vTu, kde u,v € R™ a v je

25
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pevny vektor. MnoZina pripustnych riesen{ definovana rovnostou fi(u) = vTu —1=0
je kruznica, teda kompaktnd mnozina.

Ulohu budeme riegit pomocou Lagrangeovej funkcie L(u, \) = fo(u) — Mfi(u), A € R.

1= utu,=1

1] — u~=u,;

—1F B B
I ] —urmu+1
- —u-~=1u,+1

—4 = -

= U~ "

Obr. 3: Mnozina pripustnych riefeni fi(u) = u’u — 1 = 0, kde u € R? a vrstevnice ucelovej
funkcie fo(u) = vTu, pre v = (1,—-1) a hodnoty fo(u) = 0, fo(u) = —3, folu) = -1 a
folu) = —v2

Lagrangeova funkcia pre tito tilohu ma tvar
L(u,\) = vTu — AuTu — 1), € R.

Stacionarny bod Lagrangeovej funkcie splha rovnice

g—; =0v—2\u=0,
EI ufu—1=0.
Z prvého vztahu si vyjadrime u
heV
2\
a dosadime do ohranicenia f;(u)
vl v vTw

T = =

YT T e
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Vyjadrime A

V 4 2

a dosadime do vztahu pre u. Tym dostaneme dva stacionarne body Lagrangeovej fun-

kcie L

v
lvlly”
v

el

uy =

U2

Vdaka spojitosti Lagrangeovej funkcie L a kompaktnosti mnoziny pripustnych rieSeni ,
z Weierstrassovej vety vieme, ze na tejto mnozine Lagrangeova funkcia nadobida svoje
minimum aj maximum. To znamena, Ze ziskané stacionarne body budi bodmi minima

a maxima i o

. (%
Uy = — 9
o]l
. v
Uy = 7.
o]l

Dosadenim do ucelovej funkcie fo(u) dostaneme optimalne hodnoty

T

. . v
fo(ul) = UTul = - HUH = - ||UH2>
2
R R vTy
folta) = vy = ol = [v][5-
2

Kedze fo(t12) st maximom a minimom fy(u), tak plati
—lvlly < vTu < o],

Z ohranicenia vyplyva, ze ||u|| = 1 pre vSetky u, tak mozeme predosly vztah prepisat
na
ol < 2 < ol
[l ’
a odtial po jednoduchej uprave dostaneme

o] < ol [lull,

a to je prave nerovnost (1). O
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1.4 Aplikacie

Ako sme uz v uvode spomenuli, Cauchy-Schwarzova nerovnost ma bohaté vyuzitie
v roznych matematickych disciplinach.
1.4.1 Trojuholnikova nerovnost

Vel'mi znamou a ¢asto pouzivanou napriklad v matematickej analyze je trojuholni-
kova nerovnost, ktora znie nasledovne:

Pre Tubovolné vektory u, v z unitdrneho vektorového priestoru V' plati
[u+ vl < flull + o] (11)

Ukazeme jej platnost pomocou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti.

Budeme upravovat vyraz ||u + vl|?
o+ 0* = (v, 0+ 0) = Cu,u) + 2w, 0) + (0, 0) = JJull® + 2w, 0) + o]
Teraz vyuzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost (4) a nahradime ¢len 2 (u, v)
lall® +2 (o) + [0l < [lull® + 2 ffull o]l + ol = (lfull + [[v])>.
Dostévame nerovnost
lu+o[* < (lall + [lo]l)?,

odkial uz Tahko vyplyva nerovnost (11), ¢o sme chceli dostat.

1.4.2 XKosinus uhla dvoch vektorov

Jednou z dolezitych aplikacii je dobra definicia kosinusu uhla dvoch vektorov. Majme
dva vektory u a v so spolo¢nym pociatkom, ktoré zvieraju uhol 6. Spolu s vektorom
u — v tvoria trojuholnik. Vieme, Ze kosinus uhla je v pravouhlom trojuholniku podiel

prilahlej odvesny ku prepone. Potrebujeme teda nejako vytvorit pravouhly trojuholnik.

Urobime projekciu vektora v na u, ¢im dostaneme novy vektor v’, ktory je k nasob-

kom vektora u
v = ku.
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Rozdiel vektorov v" — v je kolmy na vektor u, ¢im sme dostali pravouhly trojuholnik,

zobrazeny na obrazku (4).

Obr. 4: Projekcia vektora v na vektor u

KedZe vektor v — v je kolmy na vektor u, tak plati
(V' —v,u) = 0.
Dosadime v" = ku
(ku —v,u) = kuTu —uTv =0,

odkial vyplyva

T T
utv uu
vV =ku=—u=

= = —u.
uTu uT'u

Teraz vyjadrime kosinus uhla 6 ako podiel odvesny |[v/|| a prepony ||v||

/
cos ) = v H
[[v]]
Dosadime v' = %v
uu®
uTuU
cosf =
[[v]]
a postupne upravujeme
Juo]
cosf v = L=l = ] (uz,v> _ ()
[l [Jull [Jull

Dostaneme vzorec na vypocet kosinusu uhla TubovoInych dvoch vektorov u a v

{u, v)

cosf = .
(]| {Jv]]
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V pripade, Ze je niektory z vektorov nulovy, polozime 6 = 0. Teraz pride na rad vyuzitie
Cauchy-Schwarzovej nerovnosti (4) tak, ako uvadza aj autor prednasky [12]. Vdaka nej

plati

< Swy)
Al o] T

KedZe cosf nadobuda len tieto hodnoty, takyto uhol vzdy existuje. Tym sme ukézali,

ze takato definicia kosinusu dvoch uhlov je korektné.

1.4.3 Korela¢ny koeficient

Dalsim prikladom vyuzitia tejto nerovnosti je z oblasti pravdepodobnosti a Sta-
tistiky. Pomocou $pecidlneho tvaru Cauchy-Schwarzovej nerovnosti pre nahodné pre-
menné ukazeme, ze korela¢ny koeficient je vzdy ¢islo z intervalu (—1,1).

Najprv je potrebné pripomenit si niektoré pojmy.

Mnozinu vsetkych moznych vysledkov experimentu nazyvame mnoZinou elemen-
tarnych udalosti a oznacujeme (). V pripade, Ze je €2 kone¢na, udalostou rozumieme

Tubovolni podmnozinu 2 a systém vSetkych udalosti oznac¢ujeme S.

Nahodnd premennd X je priradenie ¢iselnych hodnot elementarnym vysledkom expe-
rimentu. Pre ¢iselny vysledok z, ktory ndhodna premenni X nadobiida, oznacujeme
symbolom P[X = z] pravdepodobnost tej mnoziny elementérnych vysledkov, ktorym

X priraduje hodnotu .

Strednou hodnotou ndhodnej premennej nazyvame vazeny priemer moznych ¢isel-
nych vysledkov experimentu, kde vahy st pravdepodobnosti nadobudnutia tychto vy-
sledkov. Teda, ak ¢iselnymi vysledkami experimentu mozu byt hodnoty z1, ..., z,,, po-

tom stredna hodnota je
i=1

Disperzia ndhodnej premennej X je ¢islo



1.4  Aplikicie 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Ked mame nahodné premenné X a Y so strednymi hodnotami a disperziami, potom

strednd hodnota
cov(X,Y)=E(X - EX))(Y — E(Y)))

existuje a nazyva sa kovariancia X a Y.

Ak maji ndhodné premenné X a Y stredné hodnoty F(X), E(Y) a nenulové dis-
perzie D(X), D(Y), tak koeficient korelacie medzi X a Y je ¢islo

X —E(X) Y- EY)

VD(X) ' /DY)

pPxy = COU

p=0.95

Obr. 5: Korelaény koeficient pre rézne sady dat

Lema 1.3. ([13], str.50, Veta 7.7) Nech X md stredni hodnotu E(X) a disperziu
D(X). Oznacme

Potom E(X')=0a D(X') = 1.
Oznacme teda
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1.4  Aplikicie 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

X' = X_E(X)’
D(X)
D(Y)

Tvar Cauchy-Schwarzovej nerovnosti pre stredné hodnoty podla [13], str.50 vyzera
nasledovne:
Nech nahodné veli¢iny X, Y majt stredné hodnoty E(X), E(Y), E(X?), E(Y?). Po-

tom plati
E*(XY) < E(X®)E(Y?), (12)

pricom rovnost plati vtedy a len vtedy, ked existuju a,b € R, z ktorych aspon jedno je

nenulové a pravdepodobnost
P{w:aX(w)+bX(w)=0}) =1

Teraz odvodime spominané ohranic¢enie pre korela¢ny koeficient. Chceme teda do-
s b v
kézat, ze |pxy| < 1.

Postupne rozpisujeme
lpx.y| = [cov(X",Y")| = |[E(XY") = E(X)E(Y)].
Vdaka leme 1.3 vieme, 7ze E(X') = E(Y') =0, D(X’) = D(Y') =1, teda
[E(X'Y") - B(X)E(Y")| = [B(X'Y")|

Teraz pouzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost (12)

loxy| = E(XY)| < VEX?)VEY?) =/D(X)\/DY") =1,
teda
lpxy| <1,

¢o sme cheeli dosiahnut.

1.4.4 Uloha o kladne definitnych maticiach

Uloha zo zdroja [24] znie nasledovne:

Uloha: Najdite nutnt a postacujicu podmienku pre a a § tak, aby
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1.4  Aplikicie 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

T? +aT + B1

bola kladne definitna matica pre Tubovolna symetricka maticu 7.

Riesenie: Pre pripad 1 x 1 matice T' = t, t € R nutnd a postacujicu podmienku

dostaneme z nerovnosti
t2+at+ B> 0.
Ta plati prave vtedy, ked je jej diskriminant zaporny, teda
a? < 48. (13)

Podla vzoru jednorozmerného pripadu chceme ukazat, Ze pre Tubovolné n priro-
dzené plati, Ze matica T? + o7 + I je kladne definitna pre Tubovolni symetricki

n x n maticu T prave vtedy, ked o? < 48.

Pre symetrickd n x n maticu mézeme najst jej spektralny rozklad

T =QAQ",

kde A je diagonalna matica s vlastnymi ¢islami matice T" a () je ortogonalna matica
jej vlastnych vektorov.

Pre jej druht mocninu plati
T? = QA2Q7.

Matica T2 + oT + 31 bude kladne definitna prave vtedy, ked bude kladne definitna

matica
Q (A’ + aA + B1) QT = 0.
Kedze ortogonalna matica zachovava dizku vektora, staci aby
A? + al + BI =0,

odkial uz vyplyva podmienka (13).
Nagim cielom vSak bolo vyuzit Cauchy-Schwarzovu nerovnost, tak pouZijeme iny po-

stup.
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1.4  Aplikicie 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Zaujima nas kladna definitnost matice T?+aT+ 31, ¢o znamen, kedy pre l'ubovolné

v # 0 plati

vI(T? + oT + BI)v > 0.
Budeme teda skimat hodnotu vyrazu v* (7% + oT + 81 )v. Po roznasobeni dostaneme

VvI(T? 4+ oT + B1)v = (Tw, Tv) + a (Tv,v) + 6 (v,0) = || Tv||* + o (Tw,v) + B ||v]|*,
teda matica T2 + oT + I je kladne definitna ked plati
0 < [|Tv]|* + a(Tv,v) + 8 |lo]|*. (14)

Teraz pouzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost. Kedze plati

| (T'v, )| < |a [|To]| [|v]]
alebo inak zapisané

=l [|To][ lv]| < a(Tv,v) < |af | Tv]| o],

prostredny ¢len pravej strany (14) a (T'w,v) moéZeme nahradit nasledovne

2 2 2 2
[Toll” = la[ITol[ ol + Blloll” < [[Tvl|” + a(Tv, v) + Blo]|” <
|Tol* + laf | Tv] o]l + 8 o]l

¢o je to isté ako

2 2 2 2
ITv]” = [l 1T loll + Bllv]]” < v™(T? + aT + BI)v < | To||" + |af [ To]| [[o] + 8 [|v]".
Po uprave ohraniceni na $tvorec mame

2
(ol =Y s (5 SY i <P @2 4ot 4 om0 09

2
ol oll\?, (,_ o
< (ot + 2 e (5= %) ot

7 prvej nerovnosti (15) vyplyva postac¢ujica podmienka pre a a . To znamena,

platnost podmienky (13) sta¢i na to, aby
vI(T? + oT + BI)v > 0.

Z druhej nerovnosti (15) zas vyplyva nutnd podmienka. Teda, ak plati v7(T? + oT +

BI)v > 0, potom nutne « a 3 splia
2
o
—— >0
f-5 >0,

¢o je presne podmienka (13).
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1.5 Siivis s Hélderovou nerovnostou 1 CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

1.5 Suvis s Holderovou nerovnostou

Cauchy-Schwarzova nerovnost je §pecialnym tvarom Holderovej nerovnosti. Aj ked
Cauchyho nerovnost bola publikovana uz v roku 1821, kym Holderove zovSeobecnenie
sa podla [26] neobjavilo do roku 1889.

Holderova nerovnost mé nasledovné znenie:

Nech p,q > 0 su ¢&sla spliiajice rovnost
1

1
S =1
P q

Potom plati

n n 5 n 7
P q
Sl < (S 1) (S
i=1 i=1 i=1
s rovnostou pre
7=

[vi| = ¢u;

Ak polozime p = ¢ = 2, dostaneme Cauchy-Schwarzovu nerovnost (1).
Holderova nerovnost sa tiez niekedy uvadza v tvare s integralmi:

Nech p, g > 0 su ¢&isla spliiajice rovnost

11
R
p q

Potom plati nerovnost

J1f @)l < ( i \f(:x)\”dx); ( / \gwdx)

a a

Rovnost plati ak

lg(@)| =l f(z)"".

Opét pre p = ¢ = 2 dosiahneme tvar Cauchy-Schwarzovej nerovnosti (3).
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2 AG NEROVNOST

2 AG nerovnost

Nerovnost aritmetického a geometrického priemeru alebo AG nerovnost, ako sa cas-
tejsie nazyva, je jednou z najznamejsich a najpouzivanejSich nerovnosti. Jej prvé formy
boli podla publikicie [19] zname pravdepodobne uz v antike. Neskor, este pred zave-
denim infinitezimalneho poctu, sa vyuzivala na rieSenie optimaliza¢nych tloh, ktoré
by inak vyzadovali vypocet derivacie. Jej vSeobecny tvar s vazenymi priemermi pre
n premennych sa prvykrat objavil v tla¢i az v 19. storo¢i v poznamkach z Cauchyho
gkolenia, ktoré viedol na Ecole Royale Polytechnique. V sa¢asnosti sa pouziva hlavne

pri dokazoch inych nerovnosti a pri rieSeni minimaliza¢nych a maximaliza¢nych tloh.

2.1 Vsgeobecny tvar

Najprv pripomenieme pojmy aritmeticky, geometrickyj, vaZenyj aritmeticky a vaZeny

geometricky priemer vSeobecne pre n prvkov:

Majme n-ticu kladnych ¢isel © = (x, ..., x,). Potom veli¢iny

x1+x2+...+$n_

?

An(x) =

n

Gn(z) = /T 179... 10,

nazyvame aritmetickym a geometrickym priemerom prvkov zi,...,x, v tomto poradi.

Majme dve n-tice ¢isel x = (21, ...,2,), kde z; > 0 pre i = 1,....,n a w = (wy, ..., wy,)

n
tak, ze w; > 0 prei=1,...,n a y w; = 1. Potom veli¢iny
i=1

Ap(z;w) = wimy + wakg + ... + Wy Ty;

Gn(r;w) = o xy?...an

n
nazyvame vdZengm aritmetickym a vaZenym geometrickym priemerom prvkov xq, ..., T,,
s nezdpornymi vahami wy, ..., w, v tomto poradi.

AG nerovnost sa zvykne uvadzat vo viacerych tvaroch. Najjednoduchsim z nich je

tvar pre 2 premenné:
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2.2 Jednoduché dokazy pre 2 premenné 2 AG NEROVNOST

Nech x1 a x5 st kladné realne ¢isla, potom plati

ZE1+J]2

2> yam (16)

s rovnostou pre ry = Ia.

Rovnako ¢asty je aj tvar pre n premennych:

Nech x4, ..., x,, st kladné realne ¢isla, potom plati medzi nimi nasledujtica nerovnost

_.%’1+.I'2-|-—|—.Z‘n
n

An()

> {T1Ta. a0 = Gu(z), (17)

pricom rovnost je splnend vtedy a len vtedy, ak si vSetky x; pre ¢ = 1,...,n rovnaké.

NajvSeobecnejsi tvar AG nerovnosti je tvar s vizenymi priemermi:

Majme dve n-tice kladnych ¢isel x = (z1,...,x,) a w = (w1, ...,w,) tak, ze w > 0,
n
> w; = 1. Potom plati nerovnost
i=1

Ap(z;w) = wimy + waks + .o + wpx, > ) xy? . ant = Gz w). (18)

n

Rovnost je splnena prave vtedy, ak st vSetky x; rovnaké.

2.2 Jednoduché dbékazy pre 2 premenné

Zac¢neme od najjednoduchsich dokazov pre dva rozmery. Nasledujice dva dokazy

sme prebrali z ¢lanku [31].

2.2.1 Geometricky dbékaz ¢.1

Plocha velkého $tvorca na obrazku (6) je (z; + 2)*. Plocha vsetkych Zltych tro-
juholnikov dohromady je 2z1x2 a kedZe modré trojuholniky su zrkadlovymi obrazmi

zltych, ich plocha je takisto 2x,x9. Celkova plocha trojuholnikov je teda 4xizs.

Dalej vidime, Ze plocha bieleho §tvorca v strede je (x; — x2)?. Dlzky 21 a x5 su zvolené
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2.2 Jednoduché dokazy pre 2 premenné 2 AG NEROVNOST

Obr. 6: Geometricky dokaz ¢.1, [31]

tak, ze x; > x5. Ak by sme tieto dlzky postupne menili tak, Ze x; sa bude blizit k o,
tak plocha bieleho $tvorca sa bude zmengovat. Nulova bude prave vtedy, ked z; = x».

Zrejme plati nerovnost

(21 + x2)* > da1 29,
s rovnostou nastéavajucou pre x; = xo. Po niekolkych ekvivalentnych tpravach sa do-
pracujeme k tvaru nerovnosti (16). O
2.2.2 Geometricky dokaz ¢.2

V dalsom dokaze AG nerovnost vyplyva priamo z rovnosti dvoch roznych zapisov
tej istej plochy. Plocha velkého $tvorca na obrazku (7) sa d& zapisat bud ako (x1 +z2)?,
alebo ako stcet ploch obdlznikov 4zz5 a plochy malého Zltého §tvorca (z; —x2)2. Plati

teda rovnost

(1'1 + ZEQ)Z = (IL‘l — ZEQ)Z + 4:£L'1[EQ.
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2.2 Jednoduché dokazy pre 2 premenné 2 AG NEROVNOST

X
Xl 2

Obr. 7: Geometricky dokaz ¢.2, [31]

Je zrejmé, Ze ¢len (r; — x3)? je nezaporny, teda urcte bude platit nerovnost
(71 4 22)* > 4212,

odkial uz Tahko dostaneme tvar nerovnosti (16). O

2.2.3 Geometricky dokaz ¢.3

Nasledujici dokaz sme prebrali z publikacie [5].

Nech ABCD je §tvorec so stranou z; a ABFE je obdlznik so stranami z; a .

D C

A X, B

Obr. 8: Geometricky dokaz ¢.4, [5]
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2.2 Jednoduché dokazy pre 2 premenné 2 AG NEROVNOST

Plochu obdlznika ABFE ozna¢ime Pagpg. Je zrejmé, ze plati nasledovny vztah

Piapre = Page + Paprc < Page + Papc

to znamena

x22 7,2
NSty

¢o uz je dokazovana nerovnost (16). O

2.2.4 Geometricky dokaz ¢.4

Dalsi dokaz, ktory je ingpirovany dokazom z &lanku [16] vyuziva vlastnosti Télesove]
kruznice a Euklidovu vetu o vyske. Mozeme si ich v skratke pripomentt.
Talesova veta hovori, ze ak A, B, C st body na kruznici, kde AC je priemer kruznice,
potom uhol ABC je pravy uhol.
Euklidova veta o vyske hovori, Ze obsah $tvorca zostrojeného nad vyskou pravouhlého

trojuholnika sa rovna obsahu obdlZnika zostrojeného z oboch tsekov na prepone.

Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat, Zze pre realne ¢isla xq,zo plati
1 > T9. SkonStruujeme kruznicu s priemerom xq + xo. Polomer preto bude MT”, teda
aritmeticky priemer x; a xy. Dalej urobime kolmicu na priemer v spolo¢nom bode P

useciek x; a x5 a jej priesecnik s kruznicou nazveme C'.

Obr. 9: Geometricky dokaz ¢.3
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2.2 Jednoduché dokazy pre 2 premenné 2 AG NEROVNOST

Podl'a Télesovej vety bude uhol AC'B na obréazku (9) pravym uhlom, ¢o ndm umozni
pouzit Euklidovu vetu na vypocet vysky trojuholnika ABC, ktora bude maft dlzku
T1T. 7 obrazka (9) dalej vidime, Ze dlzka x,xy Cervenej tsecky (vysky) bude uréite
mengia ako dlzka modrej tisecky (polomer kruznice) LLE2 ktora je zaroveil preponou
trojuholnika SPC. Okrem pripadu a = b, ked je vyska trojuholnika ABC' totozna s

jeho polomerom. Opét sme tym dokazali nerovnost (16). ]

2.2.5 Doékaz pomocou doty¢nice hyperboly
Nasledujuci dokaz je opét prebrany z ¢lanku [31].
Zvolime Tubovolny bod (z,y) v prvom kvadrante roviny R?. Na obrazku (10) vidno,

ze ak priamka z 4+ y = 2m ma nejaky spolo¢ny bod s niektorou z hyperbol zy = ¢, tak

bud su to dva body, v ktorych ju pretina, alebo prave jeden dotykovy bod.

ity = 2m

Obr. 10: Dokaz pomocou doty¢nice hyperboly, |31]

Ak je priamka x + y = 2m doty¢nicou ku jednej z hyperbol, tak sa dotykaju v bode
(m, m). Pre dotykovy bod (m,m) potom plati
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2.3 Cauchyho dokaz spétnou indukciou 2 AG NEROVNOST

c=zy=m?

x+y2
:Uy—( 5 )

Kazdy iny bod tejto priamky je prieseCnikom s niektorou z hyperbol zy = c pre nejaké

a teda

iné, mensie ¢, ¢ < m?. Teda ak za (x,y) zvolime Tubovolné (xy,zs), z1, 12 > 0, tak

2
T+
$1I2<(12 2>,

T+ X9 2
T1T9 = B .

Tym sme dokizali AG nerovnost v tvare (16). O

alebo plati nerovnost

alebo rovnost ak 27, = 29

Teraz uvedieme dokazy AG nerovnosti pre vSeobecny pocet n premennych.

2.3 Cauchyho doékaz spatnou indukciou

Cauchyho dokaz sa uvadza v literattre najcastejsie zo vSetkych dokazov AG nerov-
nosti. My sme si ako predlohu vybrali publikicie [4] a [25].

Pre n = 2 nerovnost vyplyva z nezapornosti vyrazu
0 < (x1 — 22)* = 22 — 22119 + 22,

Dokazat platnost pre n = 3 sa nam teraz eSte nepodari, tak skisime prejst na n = 4.

Mozeme si vSimnit, ze ak AG nerovnost aplikujeme dvakrat, tak mame

/ + /
VT1T2X3T4 = \/\/T1T24/T3T4 < T 5 s <

T1+22 T3+ T4
< 92 2 _I1+JI2+I3+JI4
- 2 N 4 ’

¢o dokazuje nasu nerovnost pre n = 4.
Skiasme sa teraz vratit k pripadu n = 3. Uz vieme, Ze AG nerovnost plati pre Tubovolné

Styri kladné ¢isla.
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2.3 Cauchyho dokaz spétnou indukciou 2 AG NEROVNOST

Skisme teda ku xq, x9, x3 pridat kladné &islo, ktoré nezmeni ich aritmeticky priemer

a vyuzit tento poznatok

T1+ To+ X3 1
x1+z2+x3_$1+”52+$3+T>(:€$$ (I1+xz+x3>)4
= L2403\ /5 .

Jun

3 N 4 3

Dostali sme nerovnost

I1+$2+$3 4 $1+I2+$3
L1123 T S T;

ktorti moézeme postupne upravit

T1 4 T + 23 T+ 29+ 33\
] S T e

ST

Ty + Ty +x3)3

T1X2T3 <
3
na nerovnost

1+ To + I3

V12973 < 3

ktord sme potrebovali.
Vyzera, 7e by sa podobny postup dal pouzit aj v dalsich pripadoch pre vicsie n. Ked
AG aplikujeme k-krat, dokdZzeme platnost pre n = 2%,

T1+ Tog+ ... + Tok
2k ’

(l'lﬂfg....fgk)ﬁ <

pre Tubovolné k > 1.

Medzery medzi druhymi mocninami vyplnime nasledovne.

Vezmeme nejaké m < 2% a sktsime najst sposob ako pouzit m &isel 1, 2o, ..., T, na
vytvorenie dlhSej postupnosti aq, as, ..., age, na ktora by sme aplikovali AG nerovnost.

Zvolme teda postupnost {«a;} nasledovne
o = x; pre 1 < <m,

rT1+xr2+ ...+ )
o; = L 2m T =A oprem<i<?2F

inak povedané, len doplnime na miesta chybajicich 2¥ —m ¢lenov povodnej postupnosti
aritmetické priemery A. Po aplikovani AG dostaneme

1 o Haet . Fa,+2F—m)A  2FA
($1$2...xmA2k_m)2k < ! 2 o ( ) = o = A.
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2.4 Dokaz pomocou preskilovania prvkov 2 AG NEROVNOST

Mocniny A presunieme na pravd stranu nerovnosti
1 m
(T1X9...T ) 2F < A2F

] ; . . .
a ked umocnime obe strany na %, dostaneme presne pozadovany tvar dokazovanej

nerovnosti (17). O

2.4 Dokaz pomocou preskilovania prvkov

Dokaz, ktory teraz nasleduje je uvedeny v publikécii [14]. Najskor dokazeme platnost

nasledovného tvrdenia.

Tvrdenie 2.1. Ak je sucin n kladniyjch redlnych cisel xq,xs, ..., x, rovny 1, potom ich

sucet nie je mensi ako n, teda ak
T1T9...0p = 1,
potom plati nerovnost
$1—|—5E2—|—...—|—1’n Z n.

Na dokaz pouzijeme matematickt indukciu.
Najprv skontrolujeme platnost pre n = 2, to znamené, ze volime len také zi, xy, Ze
r1x2 = 1 a overime, ¢i vzdy plati z1 + z9 > 2.
Pre z1 = x5 = 1 je platnost zrejma.
Ak 1 # x4, bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze z; < x9, potom musi

byt 1 < 1 a 29 > 1, ked'Ze ich suc¢in ma byt rovny 1. Z rovnosti
(1—z)(z2—1) =21+ 29 — 2129 — 1
vyplyva
i+ ry=mr+ 1+ (1 —21)(xg — 1) =24+ (1 — 1) (29 — 1)
a kedze 11 < 1 < g, tak sicin (1 — xq)(z2 — 1) je kladny, teda
T+ 9 > 2,

¢im je tvrdenie 2.1 pre n = 2 dokdzané. Teraz predpokladajme, Ze tvrdenie 2.1 plati

pre n = k a dokazeme, Ze potom plati aj pre n = k + 1.
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2.4 Dokaz pomocou preskilovania prvkov 2 AG NEROVNOST

Ako prvé si treba vSimnut, Ze ak
T1X2...Xp41 = 1,

tak mozu nastat dva pripady:

I. Ked su vSetky ¢initele rovné 1
Ilzl'z:...:l'kzkarl:l.

Vtedy sa ich sucet rovna k + 1.

IT. V pripade, Ze nie si vSetky ¢initele rovnaké, musia niektoré z nich byt vicsie ako 1
a niektoré mensie ako 1.

Napriklad, predpokladajme, ze 21 < 1 a x4 > 1.

Polozme y = x12;,1. Potom mame
YTo...xp = 1.
Ide o sudin k ¢isel rovny 1, teda podla induk¢éného predpokladu o ich sucéte plati
y+xo+ ...+ > k.
f)alej je zrejmé, Ze plati

T+ Ty AT T = (Y22 T) F T — Y 2 2
2k—l—xk+1—y—|—x1:(k+1)+xk+1—y—i—x1—1.

V nasledujicom kroku vyuzijeme, Ze y = £1T11
T+ xo+ . xpt+rp > (k+ 1)+t ap —map o1 — 1= (+ 1)+ (2541 — 1) (1 — 7).
Kedze 1 < 1 a xg1 > 1, stéin (zg41 — 1)(1 — x1) je kladny a preto
T+ T+ T+ Tp > (k+ 1)+ (vper — (1 — 1) > k+ 1,
¢im je tvrdenie 2.1 dokazané.

Teraz prejdeme k samotnému dokazu AG nerovnosti.

Oznacime G, (z) = g.
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2.5 Dokazy vyuzivajice konvexnost alebo konkavnost 2 AG NEROVNOST

Z rovnosti
g = \/T1X2...Tp,
vyplyva
T1Ty T
1= p/222 22
99 9
alebo po umocneni
=22 I
99 9
r1 T x
Vdaka tvrdeniu 2.1 vieme, Ze sucet ¢lenov —1, —2, ..., = je aspoii n, teda plati
9 9 g

T T2 Tn
— 4 =4+ ...+ — >n.

9 g g

Prendsobenim oboch stréan 2 dostaneme pozadovany tvar (17).
n

. . T x x

Rovnost je splnena préave vtedy, ked =2 =2 1, teda 1 = 29 = ... =
g g g

rn = g, kde g oznacuje geometricky priemer x;, 1 = 1,...,n. O

2.5 Dokazy vyuZivajiace konvexnost alebo konkavnost
2.5.1 Doékaz pomocou konkavnosti geometrického priemeru

Prva ¢ast nasledovného dokazu sme prebrali z publikacie [3].
Ako prvy krok dokdzeme, ze geometricky priemer G, (z) je konkavna funkcia na klad-
nom ortante (R, )".
Na to aby funkcia definovana na n-rozmernom priestore bola konkavna, musi byt jej
Hessova matica, teda matica druhych derivacii V2G,,(z) zaporne definitna. To zna-

mend, 7e pre Tubovolny vektor y € R™ plati:
y' V3G, (x)y < 0.

Jednotlivé prvky matice druhych derivéacii V2G,,(z) vyzeraju nasledovne

) (H ) _ Gul)

092G ()
_ L = —(TL - -
axi ’I’L2l% ani
b
POux) _ Gul@) gy
O ,x) n2xLa;
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—(n—1) 1
x? T1T2 L1Tn
1 —(n—-1) 1
o G| mn E
1 1 —(n—1)
TpX1  Tplo x?

D4 sa napisat nasledovnym sposobom

Gn(z)

V2Gy(2) = ——5—= (nD — qq"),
n
- ) . 11 . ) . .
kde D je diagonalna matica s prvkami —, — ..., — na diagonale a g je vektor s prvkami
Ly Ty Lo
I
¢g=—,1=1..n.

7
Teraz chceme ukézat zaporna definitnost V2G,, (), to znamena Ze

n2

pre kazdé y. Predosla nerovnost vyplyva z Cauchy-Schwarzovej nerovnosti (1), o ktorej
sme pisali v kapitole 1, ked ju aplikujeme na vektory u =1a v = (ﬂ, %, o y—")

1 T2 Tn
Tym sme dokazali, ze geometricky priemer G, (x) je konkavna funkcia.

Vieme, ze ked skonstruujeme dotykovi rovinu ku konkévnej funkcii, tak v kazdom
bode okrem dotykového bude mat tato funkcia mensiu hodnotu, ako dotykova rovina.
Skonstruujme dotykovi rovinu $peciélne v bode 2’ = (2!, 2}, ..., 2]) takom, 7e z| =

/

[ — —
Ty=..=x,=a

Gn(z) < Gu(2") + VG, (2") (xz — o).

Po dosadeni hodnot G, (') a VG, (2') dostaneme

Gn(l,)§a+($1—a)+(l’2—a)+...+($n—a) :a+($1—|—...—|—ajn)—na:
n n
+$1+I2+...+1‘n_a:An(l’).
n

Na obrazku (11) mame geometricky priemer a aritmeticky priemer, ktory je zarovei

jeho dotykovou rovinou v bode 2’ = (2}, 2}, ..., x)).
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Obr. 11: Aritmeticky a geometricky priemer

Tym sme dokazali, Ze geometricky priemer G, (x) je vidy mensi ako aritmeticky

priemer A, (z), okrem pripadu, ked z; = 25 = ... = x,,. To je presne nerovnost (17). O

f)alej nasleduje niekolko dokazov pre najvSeobecnejsi tvar AG nerovnosti pre
n prvkov s vahami. Nasledovné dva dokazy, ktoré teraz uvedieme sa daji najst na

internetovej stranke [2].

2.5.2 Doékaz pomocou Jensenovej nerovnosti

Vsimnime si, ze funkcia f(x) = Inz je rydzo konkavna. Vyberieme n kladnych
¢isel xq, ..., x, a budeme skiimat vztahy medzi funkénymi hodnotami v tychto bodoch.

Podl'a Jensenovej nerovnosti (10), ktort sme si pripomenuli v podkapitole 1.3, plati

=1 i=1

i=1

n

kde w > 0, > w; = 1, pricom rovnost nastava len v pripade, ze vsetky z; si rovnaké.
i=1

Ked7e Inx je ostro rastica funkcia, tak plati:

n n
Yowir; > [ =",
i=1 i=1

s rovnostou len v pripade, Ze v8etky x; st rovnaké, ¢o je presne nerovnost (18). O
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2.5.3 Doékaz pomocou doty¢énice konvexnej funkcie

Dalsi dokaz pouziva konvexnost. Vieme, ze funkcia f(z) = e” je rydzo konvexna,
to znamend, %e dotyc¢nica v Tubovolnom bode lezi celd pod krivkou y = e*. Najdeme

teda doty¢nicu napriklad v bode xqg = 0 pomocou znadmeho vzorca
y = [(xo) + f'(wo)(x — o).
Dostaneme
y=1+ux.
Teda pre vSetky x redlne plati
1+x<e" (19)

s rovnostou v bode = 0. Obrazok (12) nadm moéze pomoct predstavit si dant situaciu.

Obr. 12: Doty¢nica k y = €® v bode x = 0, [25]

Pre lepsiu prehladnost zavedieme nasledovna oznacenia:

S(z) = Zn:lwixi,
P(x) = ] 2.

=1

Teraz polozme




2.6 Aplikécie 2 AG NEROVNOST

kde z; >0prei=1,..,na > w; =1, w; > 0. Vztah (19) potom hovori, 7e
i=1

ri+1<e, prei=1,2,....n
a tiez
(ri + 1) < evimy

lebo w; > 0. Vynésobenim n takychto nerovnosti dostaneme

n

[T+ <[ (20)

i=1 i=1
Nerovnost sa zachova vdaka nezdpornosti ;.
Po dosadeni za r; do Tavej strany (20) méme
P(x) P(x) <

n

rp )= = pre > w; = 1.
i=1( Z ) 2wy S(z) J; !

S(x)=
Po dosadeni za r; do pravej strany (20) zas méame
_— S(@) S5
ﬁ eWirTi — ﬁ e3@ Wi — 7 &™_ e =1.
i=1 i=1

Ked opét spojime obe strany (20), tak dostamene

Pl)
S(x) ~
alebo
[T <> wi,
=1 =1
¢o je presne nerovnost (18). O

2.6 Aplikacie
2.6.1 Maximaliza¢na uloha

Ako sme v tvode kapitoly spomenuli, jednym z vyuziti AG nerovnosti je pri rieSeni
maximaliza¢nych tloh. Uvedieme priklad rieSenia takejto tlohy bez pouzitia diferen-
cialneho poctu, len pomocou AG. Prebrali sme ho z prednéasky [9].

Uloha: Najdite maximalnu hodnotu x5 spliiajuceho podmienky
$1+$2+$3+$4+$5:O (21)

x} + 25 + 13 + 25 + 22 = 80. (22)
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2.6 Aplikécie 2 AG NEROVNOST

RieSenie: Z AG nerovnosti pre n = 2 mame

2 2
r3+ ]
2

2 2 2 2
T+ 5 r{+ T3

2

> T1%2, > T1T3  eeny > T3y,

s rovnostami pre x1 = ro = T3 = x4.

Vyjadrime x5 z prvej rovnice (21)
Iy = —(CCl + 22 + a3+ LIZ'4),

dosadime ho do druhej rovnice (22), nahradime ¢leny 2zqx5, 22123, ..., 22374 a dosta-

neme

x% = (x1+x2+x3+x4)2 = x%+x%+x§+xi+2x1x2+2x1x3+...+2:Z:3334 < x%+x%+x§+

i+ (el +a3) + (2 +25) + (2] + i) + .+ (25 +23) = Haf + a3+ a5+ 2) = 480 —23).
Teda dostavame nerovnost

g < 4(80 — x2),
z ktorej uz len ekvivalentnymi Gpravami dostaneme riesenie tlohy:

5r2 < 4.80

$5§87

s rovnostou pre r; = r9 = 13 = 14 = —2.

2.6.2 Eulerove ¢islo

Eulerove ¢islo e zohrava v matematike dolezita rolu. Je definované ako limita po-

stupnosti z,, = (1 + )"

1 n
e = lim z, = lim (1 + —) . (23)
n

n—oo n—oo

Dokézanim zopér tvrdeni s vyuzitim AG nerovnosti ukazeme, ze tato limita existuje,

a teda Eulerove ¢islo je korektne definované. Predlohou ndm bola publikacia [14].

Tvrdenie 2.2. Pre l[ubovolné kladné c¢isla a,b, a # b plati nerovnost

"t < N

n+1"

ol



2.6 Aplikécie 2 AG NEROVNOST

Dokaz: Podl'a AG nerovnosti plati

- a+b+..+b a+nb
Vab" < = .
¢ n+1 n+1

Tvrdenie 2.3. S rasticim n rasti aj hodnoty postupnosti

(2
Tp=|1+4+—
n

to znamend

1 n+1
n < Tp =(1 s
‘ ot ( +n+1)

1 n+1
n<Zpnt1=|(1— .
- s ( n+1>

Dokaz: Do nerovnosti z tvrdenia 2.2 dosadime a = 1,0 =1 + % a dostaneme

- 1'( 1>"<1+n(1—|—%):n+2_ 1

1+ — =1 .
+n n+1 n+1 +n+1

Ked umocnime obe strany na (n + 1), dostaneme

1 n 1 n+1
(1+_) <(1+ ) |
n n+1

¢o bolo treba dokazat. Druha nerovnost sa ukaze analogicky. 0

Tvrdenie 2.4. Postupnost vy, = (1 + %)nﬂ klesd s rasticim n, teda

1 n+2
n > Uner = | 1 )
Y Yn+1 <+n—|—1)

Dokaz: Mame

(1! 1\ 1 B 1 1
Yn = n - n - ( n )'r‘L—l—l - (1 1 >n+1 - Zn+1.

n—+1 n-+1

Kedze z, rastie s n, potom v, s n klesa.
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V tvrdeniach 2.3 a 2.4 sme dokazali, Ze

1\’ 1)’
1’1:<1+I) :2<I2:(1+§> :2,25<I3<...<l’n<...,

1\? 1\°
y1:(1+1> :4>y2:(1+§) =3,315 > ys > ... >y, > ...

1\" 1\""
n n

Postupnost x,, je teda monoténne rastica a ohranicena 2 < z,, < 4. Vieme, ze kazda

Zaroven

monoténna ohrani¢end postupnost mé konec¢niu limitu. Preto existuje aj limita x,,, ktora

je oznacovana e, teda

n—oo n—oo

1 n
e= lim z, = lim <1+—) .
n
Takisto aj limita y,, je rovna e
_ """ 1\" 1
e=lim |1+ — = lim (1+— l1+—] =el=ce.
n—00 n n— 00 n n
Nie je tazké overit, 7e e < 3
1\ ¢
Tn < Yp < Ys = (1 + 5> = 2,985984,
teda

e= lim z, < 2,985984 < 3.

n—oo

Presna hodnota Eulerovho ¢isla je e = 2, 7182818285490....

2.7 Analogia s izoperimetrickou nerovnostou

AG nerovnost je istou obdobou znamej izoperimetrickej nerovnosti.

Izoperimetricka nerovnost znie nasledovne:

Majme v rovine uzavretd, nepresekajicu sa krivku I'. Ozna¢ime L = L(I") dlzku

krivky I" a A = A(T") plochu ohrani¢ent touto krivkou. Potom plati nerovnost

L2
— > 1.
4T A —
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2.7 Analégia s izoperimetrickou nerovnostou 2 AG NEROVNOST

Rovnost plati vtedy a len vtedy, ked I' je kruznica.

Inak povedané izoperimetrickd nerovnost hovori:
1. Spomedzi vSetkych rovinnych ttvarov s rovnakym obvodom, kruh m4 najvicsiu plo-

chu.

Obr. 13: ZvédSenie plochy ohranicenej krivkou bez zmeny obvodu [1]

2. Spomedzi vSetkych rovinnych ttvarov s rovnakou plochou, kruh mé najmensi ob-

vod.

Obr. 14: Rovnaka plocha ohrani¢ena kruznicou a inou krivkou [29]

AG nerovnost v tvare (16) podla autora publikicie [25] tvrdi to isté o Stvorci.

Uvazujme mnozinu vietkych obdlznikov s plochou A a dlzkami stran z; a ..
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2.7 Analégia s izoperimetrickou nerovnostou 2 AG NEROVNOST

i,

ﬁ %7

Obr. 15: Obdiznik a Stvorec s plochou z12x-

PretoZe A = x1x9, nerovnost (16) nam hovori, Ze §tvorec s dlzkou strany s = /T2

musi maf najmensi obvod spomedzi vietkych obdlznikov s plochou z1x,

4s = 4 /x1709 < 211 + 275.

Teraz zoberme mnozinu obdlznikov s rovnakym obvodom p a stranami z; a z5. Potom

p = 2x1 + 2x,.

(2x,+2x, )4

(2x,+2x, )4

Obr. 16: Obdlznik a stvorec s obvodom 2z + 29

Stvorec so stranou s = £ potom dosahuje maximalnu plochu spomedzi obdlZnikov s

obvodom 2x; + 2z,

2 2
2= _ (#1 4 2)° Z@) > 1.
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ZAVER ZAVER

Zaver

Cielom tejto bakalarskej prace bolo vytvorenie uceleného prehlfadu o dvoch vybranych
nerovnostiach. Chceli sme s nimi ¢itatela bliz§ie oboznamit, pripadne vzbudit unho
VACST zéujem o tuto nevycerpatelnd tému. Z mnoZstva knih, Skolskych prac, ¢lankov,
prednésok a internetovych stranok sme zozbierali dokazy, aplikdcie a zaujimavosti a

spracovali ich do jedného celku.

V prvej kapitole, ktora bola venovana Cauchy-Schwarzovej nerovnosti, sme najprv v
podkapitole 1.1 predstavili jej historiu vzniku a postupnost objavovania novych tvarov
a zovSeobecneni. V dalSej podkapitole 1.2 sme si pripomenuli vSetky potrebné pojmy a
nasledne vyslovili a dokazali tvrdenie 1.1 o vS§eobecnom tvare Cauchy-Schwarzovej ne-
rovnosti pre Tubovolny unitarny vektorovy priestor. Potom sme uviedli niekolko tvarov
spominanej nerovnosti pre konkrétne vektorové priestory a skaldrne sticiny s normami.
Po vSeobecnom tvare nasledovala podkapitola 1.3 s roznymi dokazmi a odvodeniami.
Aplikéacie boli obsahom dalSej podkapitoly 1.4. Prvou aplikaciou bol dékaz trojuhol-
nikovej nerovnosti, ktora méa dolezité postavenie napriklad v matematickej analyze.
Druhou aplikdciou bola definicia uhla medzi dvoma vektormi v n-rozmernom pries-
tore. Vdaka Cauchy-Schwarzovej nerovnosti sme ukazali, Ze tato definicia je korektné.
Dalsou oblastou, v ktorej sa ¢asto vyuziva platnost tejto nerovnosti je pravdepodob-
nost a Statistika. Napriklad sme pomocou nej dokazali, ze korela¢ny koeficient je ¢islo
z intervalu (—1,1). Poslednym prikladom pouzitia v naSej préaci bolo rieSenie tlohy
o kladne definitnych maticiach. S pouzitim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti sme nasli
nutni a postacujicu podmienku kladnej definitnosti ur¢itého typu matic. Na zéver pr-
vej kapitoly sme pre zaujimavost ukazali v podkapitole 1.5 stvis Cauchy-Schwarzovej

nerovnosti s Hélderovou nerovnostou, ktora je jej zovseobecnenim.

V druhej kapitole sme sa venovali AG nerovnosti. V prvej podkapitole 2.1 sme si pri-
pomenuli definicie aritmetického a geometrického priemeru a uviedli sme tri zédkladné
tvary AG nerovnosti. Nasledovala podkapitola 2.2 s dokazmi pre dve premenné. Potom
nasledovala podkapitola 2.3 s Cauchyho ddokazom pomocou spatnej indukcie a podka-

pitola 2.4, kde bol uvedeny dokaz pomocou preskalovania prvkov. Dalej nasledovala
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podkapitola 2.5 s dokazmi vyuzivajucimi konvexnost a konkavnost. Ako prvia aplikaciu
sme v podkapitole 2.6 uviedli rieSenie maximaliza¢nej tlohy bez pouzitia diferenciél-
neho poc¢tu, len pomocou AG nerovnosti. Druhou aplikidciou bolo vymedzenie presnej
hodnoty Eulerovho ¢isla. Nakoniec sme v podkapitole 2.7 uviedli analégiu AG nerov-

nosti s izoperimetrickou nerovnostou.

Prinosom préce je podrobné spracovanie vzdy aktuélnej, stale sa meniacej a rozsi-
rujicej oblasti matematiky. V literattire venovanej nerovnostiam je casto uvedeny len
jeden dokaz danej nerovnosti. V nasej praci je ¢itatelovi poniknuté celé mnozstvo do-
kazov ako aj aplikacii, tak citatelia zaujimajuici sa o rézne zaujimavé dokazy a aplikacie
tychto nerovnosti uz nebuda musiet hladat v mnoZstve zdrojov. Téma je spracované,
¢o najdokladnejsie a najzrozumitelnejsie, teda pristupna aj ¢itatelom, ktori eSte nie
st s touto témou oboznameni. Pre autora prace bolo prinosom hlbsie preniknutie do

problematiky a ziskanie prehTadu o mnohych sivislostiach.
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