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Abstrakt

ILITOVA, Michaela: Matematické zaujimavosti [Bakalarska praca], Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: RNDr. Beata Stehlikova, PhD. Bratislava,
2014, 52s.

V naSej praci sa zaoberame tromi pravdepodobnostnymi paradoxmi ato paradoxom
kravat, problémom dvoch obélok a Simpsonovym paradoxom. Pri kazdom uvadzame
jeho zadanie, rieSenie, pripadne rieSenia a zovSeobecnenia. Nasim cielom je vzbudit
zéujem o Stadium vysokoskolskej matematiky a pokraovanie v iom, preto su rieSenia
formulované ¢o moZzno najzrozumitel’nejSie. Diskrétne rieSenie paradoxu kravat
z podkapitoly 1.1 ako aj vypocCty v realnych prikladoch vyskytu Simpsonovho paradoxu
z 3.1 sme formulovali zrozumitel'ne aj pre Studentov poslednych ro¢nikov gymnézii
a strednych Skol. V préci sa venujeme uz spominanému diskrétnemu a aj spojitému
rieSeniu paradoxu kravat, rieSeniu problému dvoch obdlok aj pri formulacii
s dodato¢nou informdciou, hl'adaniu podmienky pre vyhodnost vymeny obalky,
redlnym vyskytom Simpsonovho paradoxu a otdzke pravdepodobnosti jeho vyskytu.
Praca obsahuje zaujimavé matematické problémy, ktoré mézu posluzit’ na propagéaciu
vysokoskolského $tiidia matematiky ako aj na rozSirenie obzoru Citatela.

KPucové slova: Paradox kravat, Problém dvoch obalok, Simpsonov paradox



Abstract

ILITOVA, Michaela: Mathematical curiosities [Bachelor Thesis], Comenius University
in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Bedta Stehlikova, PhD. Bratislava,
2014, 52 p.

In our thesis we discuss three probability paradoxes, namely the necktie paradox, the
two envelopes problem and the Simpson’s paradox. For each we present its formulation,
solution, or solutions and expansions. Our objective is to rouse interest in university
mathematical studies and their continuation; therefore the solutions are drawn up in a
most understandable way. The discrete solution of the two envelopes paradox from
subsection 1.1 as well as the calculations in the examples of real occurrence of the
Simpson’s paradox in 3.1 are made to be understandable even for high school students.
In the thesis we address the aforementioned discrete, as well as the continuous solution
of the necktie paradox, the solution of the two envelopes paradox, even of the
formulation with additional information, the search for the condition of the
advantageous envelopes switch, the real occurrence of Simpson’s paradox and the
question of the probability of its occurrence. The thesis contains interesting
mathematical problems, which can serve to propagate university studies of
mathematics, as well as to widen our reader’s horizon.

Keywords: Necktie Paradox, Two Envelopes Problem, Simpson’s Paradox



Predhovor

Ako to iste vie§ aj ty, mily Citatel, matematika je pre velku cast’ populacie
nezaujimava, ba je az postrachom. Jej vyuzitie v redlnom svete si 'udia viac ¢i menej
uvedomuju, avSak privlastkom putava ¢i pritazliva alebo nebodaj zaujimava by ju len
tazko oznacili. Preto je malo tych, ktori sa odvazia prenikniit’ do nej hlbsie a eSte mene;j
tych, ktori sa rozhodnu zasvitit’ jej svoj zivot. Ved’ na prvy pohlad vyzera tak neldkavo,
samé Cisla, pocCty, problémy, koho by uz len nieco také mohlo oslovit'? Dokonca aj ti,
ktori sa jej sprvu nezl'aknl, sa Casto utopia v mori nudnych definicii, viet a dokazov.
Nadobudnu presvedcenie, ze matematika nemdze byt zaujimava, ze je na to prilis
skostnatena, ze zalubu v nej mozu mat’ len cudéci, jednoducho to nie je ni¢, o by
uputalo moderného ¢loveka.

Napriek tomu ma matematika aj inu tvar, ktora je tak zarazajuca, az z nej ¢loveku
padne sanka od Uzasu a ktorej pochopenie ho naplni slastnym pocitom uspokojenia.
Presne tuato jej stranku sa ti na nasledujicich stranach pokisime pribliZit. Samozrejme
len jej mala Cast. Matematickych zaujimavosti je totizto netirekom a stale pribudaju
nové. Preto nie je v naSich silaich ta obozndmit’ so vSetkymi. My ti len ponikneme
pohl'ad cez kl'i¢ovl dierku, maly ndznak toho, ¢o sa nachadza za dverami. Otvorit ich a
vstupit’ do jej divotvorného sveta je uz ale na tebe. Jedno ti vSak vieme povedat

s istotou. Neol'utujes to.
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Uvod

Matematika je uz od davna predmetom l'udského skiimania. Cez starocia v nej pribudlo
nespoCetne vela poznatkov, zktorych mnohé su pre ludstvo Zivotne dolezité,
nenahraditelné ale ajfascinujuce. Tato praca bude zamerand na posledné
z menovanych, fascinujuce, zaujimaveé, pozoruhodné. O mnohych takychto poznatkoch
pisSu autori popularnych matematickych knih, ako su [1] alebo [15]. My sme sa rozhodli
v tejto praci priblizit' Citatelovi zopar paradoxov, ktoré ako dufame, ho upttaju
a vzbudia v niom zaujem o matematiku ako celok.

Cielom tejto prace je poskytnut’ citatelovi ndhl'ad na vybrané matematické
problémy, konkrétne tri pravdepodobnostné paradoxy a tymto spOsobom v iiom
podnietit’ zadujem o dal§ie Stddium matematiky. Vzhl'adom k tomu, Ze toto Studium je
spolo¢nostou vnimané skor v negativnom svetle, ako naro¢né a nezaujimavé, pokusime
sa poukdzanim na pritazlivii strdnku matematiky povzbudit' Citatel'a k zmene tohto

nazoru.

Dovodom pre spracovanie tejto témy je na jednej strane snaha poskytnut’ putavy
obraz matematiky ¢&itatefovi ana druhej strane Gsilie autora o prehibenie svojich

poznatkov z r6znych oblasti matematiky.

V jednotlivych kapitoldch sa budeme venovat’ uz spominanym trom paradoxom.
Prva kapitola sa zameriava na paradox kravat. Vychddzame hlavne z [9], [12] a [6].
V druhej kapitole sa budeme venovat’ problému dvoch obalok ako ho popisuje [3].
Simpsonov paradox, jeho vyskyt v redlnom svete ako aj pravdepodobnost’ jeho vzniku
je obsahom tretej kapitoly. Cerpat budeme hlavne z [15] a [14]. V celej praci
vyuzivame zakladné poznatky zanalyzy, ktoré su Ccitatelovi k dispozicii v [5],

a pravdepodobnosti, ktoré najde napriklad v [4].




1 Paradox kravat

Paradox kravat je relativne zndmy a rozsireny. Jeho zadanie, ktoré teraz uvedieme,
sme Cerpali z [13]. Predstavme si nasledovnu situaciu: Dvaja muzi dostali od svojich
manzeliek na Vianoce kravaty. Za¢nu sa hadat’, koho kravata je drah$ia, az ich hadka
vyusti do stavky. Opytaji sa manzeliek kol'ko stala ich kravata a ten s drahSou kravatou
ju da tomu slacnejSou. Predpokladajme, Zze obe manzelky st srovnakou
pravdepodobnostou ochotné zaplatit’ za t ktort kravatu prislusna sumu a kupovali ich
nezavisle od seba, bez toho, aby vedeli, aka kravatu kupila t4 druha. Obom sa zda, ze
stavka je vich prospech. Ved moznost, Zze prehraji alebo vyhraji je rovnako
pravdepodobna. Ak je ich kravata drahSia, tak pridu len o hodnotu svojej kravaty, ak je
vSak lacnejSia, tak ziskaju viac ako hodnotu svojej kravaty. AvSak aby takato stavka
bola v prospech oboch nie je mozné.

Paradox kravat ma aj ini obmenu, ktora sa vel'mi Casto vyskytuje v literattre,
napr. v [9], odkial’ vychadzame. Je fiou paradox penazeniek obCas nazyvany aj paradox
hry s pefiazenkami. Problém v tomto paradoxe zostava rovnaky ako pri paradoxe kravat,
meni sa len situdcia, v ktorej sa uskutociluje stavka, respektive hra. Dvaja hraci polozia
svoje penazenky na stol. Nasledne sa spocitaju peniaze v kazdej petiazenke a hrac
s menSou sumou v petazenke vyhrava vSetky peniaze, ktoré mal stuper v tej jeho. Aby

¢

sa dosiahla isté ,,férovost™ tejto hry musime predpokladat’, Ze ani jeden z hracov nenosi
vzdy viac penazi vpenazenke, lebo vtakom pripade by bol samozrejme stéle
vnevyhode a pravdepodobne by sa do tejto hry nezapojil. Dalej sohladom na
»ferovost* budeme predpokladat, Zze sumy v penazenkach (teda aj ceny kravat) su
nezavislé nahodné premenné zrovnakého rozdelenia, o povazuji autori [9] za
najprirodzenejsi predpoklad.

Aj v paradoxe penazeniek predpokladaji obaja hraci, Zze hra je vich prospech,
nakol’ko ak prehraji, tak stratia len sumu v svojej peflazenke, ale ak vyhrajt, tak ziskaja
viac ako sumu vo svojej peflazenke. AvSak nie je mozné, aby bola tato hra vyhodna pre
oboch. Dochadza teda k rovnakému omylu ako pri paradoxe kravat (samozrejme za
predpokladu, Ze v penazenkach nemdze byt dlzobny 1pis). Analyza paradoxu
penazeniek je vo svojej podstate rovnakd ako paradoxu kravat, preto sa mu nebudeme
venovat’ samostatne. RieSenia, ktoré uvedieme pre paradox kravat je teda mozné

aplikovat aj na paradox penazeniek.




1.1 Diskrétne rieSenie paradoxu kravat

V nasledujicich uvahach vychddzame z[12]. UvaZujme najskor jednoduchu
situdciu, ze sa kravaty predavaju len za dve ceny a to 10€ a 15€. V Tab. 1.1 st uvedené
vSetky mozné situacie, pricom zo zadania ulohy vyplyva (vzhladom na nezavislost

arovnaki ochotu uoboch manzelieck kupit kravatu za 10€, alebo 15€), ze

pravdepodobnost’ kazdej zo situécii je rovnaka.

Pravdepodobnost’
Cena kravaty Cena kravaty '
Zisk prvého muza zisku prvého
prvého muza druhého muza 5
muza
10€ 10€ 0 50%
10€ 15€ Ziska 15€ 25%
15€ 10€ Strati 15€ 25%
15€ 15€ 0 50%

Tab. 1.1 Tabul’ka cien kravat a zisku prvého muza [12]

Ako vidime v Tab. 1.1, pravdepodobnost’, Ze ani jeden ni¢ neziska ani nestrati, je
0,5. Sanca, e prvy muz ziska 15€ je rovnaka, ako ze 15€ strati, konkrétne 0,25.
Pozrime sa teda eSte raz na to, ¢o sme nazvali hodnotou jeho kravaty aviac ako
hodnotou jeho kravaty a vSimnime si, Ze ide o rovnakl sumu, konkrétne 15€. Zaroven je
pravdou, Ze v prvom pripade je to skutocne viac ako hodnota jeho kravaty, ked'ze ta

stala 10€ a v druhom len hodnota jeho kravaty.

V [6] zovSeobecnili pripad s dvoma cenami kravat na rovnomerné rozdelenie cien
s hodnotami 0,1,...,100. My budeme uvazovat’ n cien. Stale predpokladdme rovnomerné
rozdelenie pravdepodobnosti kiipy kravaty medzi cenami od x; po x,, pricom x; <
X, < -+ < x,. Pravdepodobnost’ kiipy kazdej z n kravat je potom rovna 1/n. Tab. 1.2

zobrazuje zisk prvého muZa pri vSetkych kombinéaciach cien kravat.

Cena kravaty prvého
X1 X1 e X1 X2 X2 e X2
muza
Cena kravaty druhého
. X1 X2 Xn X1 X2 Xn
muza
Zisk prvého muza 0 X, Xn | —x2| O Xn
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X1 X Xis1 Xn X1 Xn

—X; 0 Xit1 Xn —Xn 0

Tab. 1.2 Zisk prvého muZa prin réznych cendch kravat

Podl'a Tab. 1.2 vieme urCit’ pravdepodobnost’ zisku pre kazda z cien x; pre j = 1, ...,n

Tieto pravdepodobnosti zachytava Tab. 1.3.

Zisk —Xp | e | =Xi | e | =X | X1 | O | xq | X5 | | X T
n—1 i—1 1 1 1 i—1 n—1
P(Zisk | — 0 -0 | =] ..
(Zisk) n? n? n? n n? n? n?

Tab. 1.3 Pravdepodobnosti zisku prvého muza prin réznych cenach kravat

Strednt hodnotu zisku pre diskrétne rozdelenie potom vypocitame zo vzorca

2n+1
E(Zisk) = Z Zisk; - P(Zisk;),
j=1
kde Zisk; je j-ta mozna hodnota dosiahnutého zisku (Zisk, = —x,, Zisk, = —xp_1,...,

Ziskoni1 = Xp).
V naSom pripade
-1 -1
E(Zisk) = (— xn) + -+ (- xl) + -+ (= xz) >+ (—x1)-0

1 1 i—1 n—1
+O-;+x1-0+x2ﬁ+---+xi?+---+xn7,

¢o mozeme napisat’ ako

i—1

E(Zisk) = Z(—xi) ‘;21

a teda
E(Zisk) = 0.
Vidime, Zze v konecnom dosledku je strednd hodnota zisku prvého a analogicky aj

druhého muza nulova. Stavka preto nie je v prospech ziadneho z nich.
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1.2 Spojité rieSenie paradoxu kravat

Teraz prejdeme k vSeobecnejSiemu, spojitému rieSeniu, pricom zovSeobecnime
naSe Uvodné predpoklady. Pri spojitom rieSeni, na rozdiel od diskrétneho, berieme do
uvahy stavky pri vSetkych (aj redlne neexistujiicich ako napriklad r eur) moznostiach
cien kravat prvého a druhého muza. Takéato aproximacia sa bezne vyuziva pri velkom
mnozstve moznych vysledkov. Hodnoty kravat su teda ndhodné premenné, ktoré
ozna¢ime X u prvého muza a Y u druhého. X a Y st kladné, inym slovom vylucujeme
moznost, ze manzelky dostali kravatu zadarmo, alebo Ze by im dokonca obchody za
kupu kravaty zaplatili. Stale predpokladame, Zze manzelky kupovali kravaty nezavisle od
seba aze obe boli, volne povedané', ochotné zaplatit za kravatu konkrétnu sumu
s rovnakou pravdepodobnostou. Matematicky vyjadrené¢, X a Y sa nezavislé
s rovnakym rozdelenim. Hustota ceny, ktori oznac¢ime f(x) ako aj distribu¢na funkcia
F(x), je teda rovnaka pre kravaty oboch muzov. Obe funkcie st nulové pre nekladné

argumenty, a teda aj
F(0) =0. (1.1)

Bez ujmy na vSeobecnosti budeme riesit’ tento problém z pohl'adu prvého muza. Zisk
prvého muza, ktory je tiez ndhodnou premennou oznacime Z, jeho hustotu f;(2)
a distribu¢ntl funkciu F,(z). Zisk Z moze nadobudat’ tri hodnoty. Ak je X <Y,Z =Y,
inym slovom ak je kravata prvého muZa lacnejSia tak ziska kravatu druhého. Ak je
naopak jeho kravata drah$ia, musi ju druhému muzovi dat’ ateda ak X > Y, Z = —X.
V pripade rovnosti X =Y je Z = 0, ziaden z nich ni¢ neziska ani nestrati. Teda

Y pre X<Y,
Z=4—-X pre X>Y, (1.2)
0 pre X=Y,.

V nasledujicom texte vypocitame hustotu zisku Z a pomocou nej vyjadrime
hodnotu nepodmienene;j strednej hodnoty zisku. Nas pristup je teda iny ako autorov [9],
ktory nepocitali hustotu zisku a uviedli len stredni hodnotu podmienenu cenou kravaty

prvého muza.
Teraz uvedieme vypocet f;(z), hustoty nahodnej premennej Z, z jej distribucne;j
funkcie F;(z). Budeme pri tom vyuzivat’ zakladné vlastnosti ndhodnych premennych

a vektorov, ktoré s popisané napriklad v [4].

'V skuto¢nosti je pravdepodobnost’ kiipy kravaty za jednu konkrétnu sumu pri spojitom rozdeleni nulova.
Tato formulécia je teda len intuitivnym vyjadrenim.
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Podl’a definicie distribu¢nej funkcie
F,(z) = P(Z < 2). (1.3)
Pravdepodobnost’ P(Z < z) vyjadrime podl'a vety o uplnej pravdepodobnosti

F,)=P(Z<2DANX<Y))VP((Z<2)AX>Y))

(1.4)
VP((Z<2)A X =Y)).
Z disjunktnosti udalosti v (1.4) vieme, ze
F,z)=P(Z<2)AX<Y)+P(Z<2DAX>Y)) 15
P(Z<DAX =) |
Ked’ze uvazujeme spojité rozdelenie,
P(X=Y) =0, (1.6)
a preto posledny ¢len v (1.5) je rovny nule a moéZeme tito rovnost’ napisat’ ako
F,)=P(Z<2)AX<))+P(Z<2)AX>Y)). (1.7)

RozliSime tri pripady atoz =0,z >0az < 0.

Pripad 1: z =0

V prvom pripade pre z = 0 je vysledok zrejmy priamo z definicie distribu¢nej funkcie
(1.3) po dosadeni
F,(0) =P(Z <0).

Pravdepodobnost’, Ze zisk Z je zdporny, je vzh'adom na nezavislost’ X, Ya ich rovnaké

rozdelenie rovny2 0,5, ateda
1
F,(z) = 5 bre z= 0. (1.8)

Pripad 2: z > 0

Pre z > 0 vyjadrime hodnoty oboch s¢itancov v (1.7) samostatne. Za¢neme s P((Z <
zZ) A(X >7Y)). Ak je X > Y, potom podla (1.2) je Z = —X. Kedze X > 0, Z je v tomto

pripade zaporné a ked’Ze z je kladné, urcite plati Z < z, a preto

? Presny dokaz tohto intuitivne jasného tvrdenia spravime nasledovnym vypo&tom:

Pz<0= P> = [ fereaxay
o Jr
=foof(x)F(x)dx=f udu=l,
0 0 2

kde sme pri vypocéte vyuzili substiticiu F (x) = u. Zdévodnenie jednotlivych krokov je podobné ako pri
vypoctoch, ktoré uvadzame v hlavnom texte, preto ich v tejto poznamke vynechavame.

13



P(Z<2)AX>Y))=P(X>Y)= % (1.9)
Dalej upravime P((Z < z) A (X < Y)) podra (1.2)
P(Z<DANX<Y)=P((Y<2)A(X<Y)) (1.10)

a vyjadrime (1.10) pomocou integralu zo zdruZenej hustoty vektora (X,Y), ktorého

integracnl mnoZinu vidno na Obr. 1.1.

4

X<Y

[l
Y<z

x€(0,z)
VE(X,2)

z X
Obr. 1.1 Integraéna mnoZina pre P((Y <zZ))ANX< Y)), kdez >0

Z nezavislosti X a Y vieme, ze zdruzend hustota je stcin hustot, a preto

P <A <1) = [ [ Fearorayax
0 x

] ] (1.11)
= [ s [ roayax
0 x
Kedze
ff(y)dy =P(Y € (x,2)) = F(2) - F(x), (1.12)
pravdepodobnost’ v (19.61 1) nadobudne tvar
P(Y<2)AX<Y)) = ff(x) [F(z) — F(x)]dx (1.13)
0
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- F(2) j F0)dx — j FOOF()dx.
0 0

Obidva integraly v (1.13) vyjadrime samostatne. Prvy z nich podobne ako (1.12)
VA
jf(x)dx =P(Y € (0,2)) = F(z) — F(0),
0

¢o vyuzitim (1.1) mézeme napisat’ ako

Z
jf(X)dx = F(2). (1.14)
0
V druhom integrali pouZzijeme nasledovnu substiticiu:
F(x) =u,
f(x)dx = du,
ateda
z F(2)
jf(X)F(x)dx = j udu. (1.15)
0 F(0)

Po integrovani a s vyuzitim (1.1) vieme (1.15) upravit’ na

j FEOF()dx = [ ] . (Z)z (1.16)
Dosadenim (1.14) a (1.16) do (1.13) ziskavame
P((Y <2)A(X <Y)) = F(2)? — F(?z - F(ZZ)Z_ (1.17)
Distribu¢nua funkciu (1.7) pre z kladné vyjadrime pomocou (1.9) a (1.17) ako
F,(z) == F(Z)z pre z>0. (1.18)

2
Pripad 3: 2 < 0

Zostava nam posledny pripad a to z < 0. Budeme postupovat obdobne ako v
predchadzajicom pripade. Najskor vyjadrime z (1.7) pravdepodobnost P((Z <zZ)A
(X <Y)). Podra (1.2) vieme, 7e pre X < Y je Z = Y. Avsak ked'ze Y > 0, nie je mozné

aby platilo Z < z pre z zadporné. Preto
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P(Z<2)AX<Y))=0, (1.19)

Prejdeme k druhému scitancu v (1.7). Pre X >Y podla (1.2) plati Z=—-X a

pravdepodobnost’ P((Z <z2HNX> Y)) vieme potom prepisat’ takto
P(Z<DAX>Y))=P((X>-2)AX>Y)), (1.20)

kde -z > 0. Rovnako ako v predoSlom pripade budeme pravdepodobnost’ (1.20)

vyjadrovat’ zo zdruZenej hustoty vektora (X, Y). Integratni mnozinu zobrazuje Obr. 1.2.

¥

_X>-Z/

—
i

F.

X>Y

-z X
Obr. 1.2 Integraéna mnoZina pre P((X >—z2)A (X > Y)), kdez <0

Znovu vyuzijeme nezavislost' X a Y a vyjardime pravdepodobnost’ (1.20) ako integral

zo suéinu hustot

P >-nax>1)= [ [ fereayax

0 (1.21)

= j G0 j )y dx.

Vnutorny integral vyjadrime cez distribu¢né funkcie tak, ako sme to spravili aj v (1.12)

a zaroven vyuzijeme na Upravu (1.1)
[ 1oy =p(r € ©.0) = £ - FO) = F0),
0

a teda (1.13) mézeme napisat’ ako
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P(X>-2)AX>Y)) = j f(x)F(x)dx. (1.22)

Opit’ vyuzijeme substiticiu

F(x) =u,
f(x)dx = du,
pomocou ktorej vieme integral v (1.22) vyjadrit’ takto:
F) 2217
P(X>-2)AX>Y)) = j udu = [71
F(=z) F(-2) (1.23)
| F(e0)? — F(—2)?

2 )
kde sme limitu limg_,., F(s) oznacili F(o). Ked’Ze distribu¢na funkcia v nekoneéne
dosahuje limitne hodnotu jedna, (1.23) je rovné

P((X >—z)A (X > y)) _ % _ F(;Z)z

(1.24)

Vyuzitim (1.19) a (1.24) vieme potom distribu¢nt funkciu (1.7) pre z zaporné upravit’
nasledovne

F;(z) = % - F(_ZZ)Z

pre z<O. (1.25)

Teraz vyjadrime F;(z) v (1.7) pre 'ubovol'né z spojenim (1.8), (1.18) a (1.25)

= + F@)’ >0
> > pre z ,
1 1.26
Fz(z) = 1 > pre z=0, (1.26)
1 F(—2)?
Vi pre z<O.

Hustota zisku Z je derivaciou jeho distribu¢nej funkcie (1.26), priCcom hodnotu pre
z =0 si zvolime’ tak, aby bola f,(z) spojitd v pripade, ze £(0) = 0, alebo aspoii
F(z)f(z) » 0 pre z -» 0%, ¢o je pre mnohé pravdepodobnostné rozdelenia splnené:
( F(2)f(z) pre z>0,
f2(2) = { 0 pre z=0, (1.27)
kF(—z)f(—z) pre z<0.

? Ak zmenime hodnotu hustoty v jednom bode, stale zostava hustotou tej istej nahodnej premenne;.
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Zisk Z presné rozdelenie

(]
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o | | | I I
-100 -50 0 a0 100

Zisk

Obr. 1.3 Hustota zisku Z pre X, Y z exponencidlneho rozdelenias A = 0,05

Hustotu zisku, t.J. nahodnej premennej Z , ak X,Y s0 nihodné premenné
s exponencialnym rozdelenim s A = 0,05 ilustruyje Obr. 1.3. Pri definovani
exponencidlneho rozdelenia nie je v literature jednozna¢nd parametrizicia. My

uvazujeme hustotu

le™™ x>0,
flx) =
0 inak.

To znamena, ze strednd hodnota takejto ndhodnej premenne;j je %, v nasom pripade 20.

Ako vidime Obr. 1.3 je symetricky, teda ocakdvame Ze stredna hodnota zisku prvého
muza, ktori ozna¢ime E (Z) je rovna 0. Overime to nasledovnym vypoétom, v ktorom
vyuzijeme rovnost’ f7(z) = f;(—z), vyplyvajacu z (1.27), matematicky vyjadrujicu
symetriu, ktord modézZeme pozorovat na Obr. 1.3. Budeme pritom predpokladat, ze
stredna hodnota ndhodnej premennej X existuje.

Do vSeobecného vzorca pre strednt hodnotu

[ee]

E(Z) = jtfz(t)dt

— 00
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dosadime hustotu (1.27), ¢im dostaneme

e}

E(Z) = j t(%F(t)f(t) +%F(—t)f(—t)) dt

e (1.28)

(o) (o)

=% jtF(t)f(t)dt+% jtF(—t)f(—t)dt.

Existencia tychto integralov vyplyva zpredpokladu existencie strednej hodnoty

, . .4 v s iy v .
nahodnej premennej” X . Teraz uskuto¢nime substitliciu —t = s v druhom séitanci

(1.28):

1 17
EZ) = 5 j tF(O)f(t)dt + > j (=s)F(s)f(s)(—ds).
Nakoniec oto¢ime interval integracie druhého scCitanca, ¢im sa zmeni aj jeho
znamienko:
1 [ 17
E(Z) = > j tF(t)f(t)dt —5 j sF(s)f(s)ds = 0. (1.29)

Podla (1.29) ako aj podla symetrickosti funkcie hustoty (1.27) vidime, Ze v
zovseobecnenom modeli je stredni hodnota zisku prvého aj druhého muza rovna nule, a
teda vzhl'adom na zisk daného muza tento model funguje rovnako ako ilustracny model

s dvomi cenami.

Priddvame moznost’ pozriet’ si simulacie stdvok zisku Z pre ndhodné hodnoty X, Y
z exponencialneho rozdelenia s A = 0,05 na Obr. 1.4 a Obr. 1.5. Ako vidime, so
stipajicim poctom simuldcii sa hustota stale viac priblizuje presnej hustote zisku Z pre

takéto X, Y.

* Podra tohto predpokladu existuje integral f_io |x|f (x) dx. Ked’ze distribu¢né funkcia F ma obor hodnot
[0,1], plati [tF (&) (O] < It]f(t) atiez [tF(—t)f (—t)] < [¢|f (—t).
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Zisk Z - presné rozdelenie a 100 simulacii
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o — Presna hustota zisku
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-100 -50 0 50 100
Zisk

Obr. 1.4 Sto simulacii zisku Z pre X, Y z exponencialneho rozdelenia s 4 = 0,05

Zisk Z - presné rozdelenie a 1 000 000 simulacii
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= — Presnd hustota zisku
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Obr. 1.5 Milion simulacii zisku Z pre X, Y z exponencidlneho rozdelenia s A = 0,05
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Na generovanie obrazkov Obr. 1.4 a Obr. 1.5 sme pouzili program RStudio. Kad,
ktorym sme generovali Obr. 1.4 zobrazuje Obr. 1.6. V pripade Obr. 1.5 sme pouzili ten
isty kod (az na popisy a farbu grafu) avsak pre N = 10°.

os5¥1 <- seq(-100,0,by=.01)
0s¥2 <- seq(0,100,by=.01)
osX3 <- seq(100,0,by=-.01)

N=10"2
X <- rexp(N, 0.05)
Y <- rexp(N, 0.05)
zisk=rep(0,N)
for (1 in 1:N){
if (x[il=y[i]) zisk[i]l=-x[1i]
if (x[il=<y[i]l) zisk[i]l=y[i]

cena kravaty prveého muza
y druhého muza
muZa

cena

Zisk

pride o svoju kravatu
ziska kravatu druhého muza

plot(c(osxl,osx2) , cldexp(osx3, 0.05)*pexpl(osx3, 0.05)
Jdexplosx2, 0.05)*pexp(osx2, 0.05)),
type="1", y1im=c{0,0.02), xlab="zisk", ylab="",
main="Zisk Z - presné rozdelenie a 100 simulacii”

1
4

Tines(density(zisk) ,col="purple”, Twd=2)
Tegend(x=-100,
y=0.02,
legend=c("Presna hustota zisku","Hustota zo 100 simulacii"),
Tty=c(1,1),
Twd=c(1,2),
col=c("black”, "purple")

b
F,

Obr. 1.6 Zdrojovy kod pouzity na vygenerovanie Obr. 1.4 v programe RStudio

Pri generovani Obr. 1.4 a Obr. 1.5 sme vyuzili funkcie density, dexp a pexp, ktoré teraz
vysvetlime. Funkcia density(x) podla [16] odhaduje funkciu hustoty pre x, kde x je
vektor hodnét. V kdde sme ju pouzili na vypocet hustoty zisku Z zo simuldcii. Funkcie
dexp (y,rate) a pexp(y,rate), ako to uvadza [17], sa obe viazu na exponencialne
rozdelenie, kde y je vektor hodnot a rate je rovné prevratenej hodnote zo strednej
hodnoty daného exponencialneho rozdelenia, pricom dexp (y,rate) pocita hodnotu
hustoty a pexp(y, rate) hodnotu distribu¢nej funkcie v y. Pomocou nich sme pocitali

hustotu zisku Z, ktort sme funkciou plot nasledne vykreslili.

Dokazali sme teda matematicky, ze ani jeden z muzov nema v takto
formulovanom pripade oproti tomu druhému vyhodu. Uvedieme eSte jednoduchi

intuitivnu tvahu, ktorou sa poktisime uplne ozrejmit’, preco je tomu tak.
V obchodoch sa nachadzaju kravaty s istymi cenami. Obe manzelky st rovnako
ochotné kupit’ kravatu pri danej cene a navzdjom sa pri kupe nijako neovplyviuju, t.j.

pravdepodobnost, Ze kupia kravatu za ista cenu, napr. 10€, je rovnakd u oboch, ale
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napriklad vicsia ako pravdepodobnost’, ze kupia kravatu za 100€. Cena kravaty ktora
kupia sa stdva ziskom (alebo stratou) v stavke ich manzelov, a teda pravdepodobnost’
zisku oboch muzov pri kazdej cene je pre oboch rovnakd, o znamend, Ze ani jeden
nemoze s istotou povedat’, Ze je prenho stavka vyhodnejsia.
Pozrieme sa eSte na mozny dovod vzniku paradoxu. Budeme uvazovat' len zisk Z
za podmienky, ze je Z > 0. Hustota v tomto pripade nadobudne tvar
2F(2)f(z) z>0,
f,(2) = (1.30)
0 inak.
Teraz vypocéitame stredni hodnotu E(Z|Z > 0) pre nahodné premenné X,Y
z exponencialneho rozdelenia a porovname ju so strednou hodnotou E(X). Pouzitim
(1.30) vieme podmienent stredni hodnotu zisku Z za podmienky, Ze je kladny vyjadrit’

nasledovne

e}

E(Z|1Z >0) = j x- 2(1 — e"l")/le‘lx dx
0

(1.31)
= 2] xde ™ dx + j x(—21)e 24 dx.
0 0

Oba integraly z (1.31) upravime pouzitim per partes a zakladnych poznatkov o urcitych

integraloch, ktoré st uvedené v [5]. Potom

B@12 > 0) = 2( [—xe |7 + [ e ax |+ [re]7 - [ e ax
0 0

_e—lx o _e—ZAx o ) 1
=2(“+[ 7 L)“"[ 2 Lﬁ‘ﬁ'

ateda

(1.32)

le
>>|r—k

E(Z|Z >0) =

Podmienena stredna hodnota zisku Z, ak Z > 0 ktoru Vyjadruje (1.32) je vacsia ako
strednd hodnota nadhodnej premennej X, kedze E(X) = =. Je moZné, Ze prave tato
skuto¢nost’ vzbudzuje dojem vyhodnosti stavky z pohl'adu oboch muzov.

Obr. 1.7 zobrazuje podmienent hustotu zisku (1.30) ako aj podmienenu strednti

hodnotu zisku (1.32) pre X,Y z exponencialneho rozdelenia s A = 0,05 v porovnani
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s hustotou a strednou hodnotou tohto exponencidlneho rozdelenia. Vidime, Ze
podmienena stredna hodnota E(Z|Z > 0) = 30 je vdc¢Sia ako strednd hodnota E(X) =
20.

Zisk Z - za podmienky Z>0

[Ty
o 4
= Hustota exponencialneho rozdelenia .
% Stredna hodnota exponencialneho rozdelenia
3 Podmienena hustota zisku Z, ak 7=0
o | *  Podmienena stredna hodnota zisku Z, ak Z=0
[ap]
[ p—
o
™
L R
o
o
(o= ]
[
o 4
< | | | | | |
0 20 40 60 80 100
Zisk

Obr. 1.7 Hustota exponencialneho rozdelenia s A = 0,05 a zisku Z za podmienky Z > 0

pre X, Y z exponencidlneho rozdelenia s A = 0,05
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2 Problém dvoch obalok

V tomto probléme je hraCovi poniknuta na vyber jedna z dvoch nerozliSiteI'nych
obalok s peniazmi. V jednej je pri tom dvakrat viac penazi ako v druhej. Hra¢ si vyberie
jednu obalku a rozhoduje sa, ¢i si ju nechd, alebo vymeni za druht.

Predpokladajme, Ze v obalke ktort sme si zvolili je 20€. To znamena, Ze v druhej
obalke moze byt bud 10€, alebo 40€. Pravdepodobnost, Ze sme si zvolili obalku
s menS$im obnosom penazi je rovnaka ako Ze sme si zvolili ta s va¢sim a to 0,5. M6zeme
sa domnievat’, Ze strednd hodnota oCakavanej sumy penazi v druhej obalke bude rovna
25€, ked’ze

%10€+ %40€ = 25€. 2.1
Vzhl'adom k tomu, Ze tento obnos je vyS$si ako obnos v povodne zvolenej obalke, zda
sa, ze je pre nas vzdy vyhodné obalku vymenit. Co v$ak ale na to hovori matematika?
Jednoducho, ako to Casto Zartovne nazyvaji profesori a predndsajuci, Ze spocitavame
jablka s hruskami. V skutocnosti pri takomto zadani problému vobec nezalezi na tom
aka suma sa nachadza v otvorenej obdlke. Vzdy sa v jednej nachadza x a v druhej 2x
penazi, ale ktord z tychto sim je v naSej obalke nevieme. To, ¢i sa v nami zvolenej
obalke nachadza 20€, ¢i hoci aj 2000€ nedava ziadnu d’al§iu informaciu pre vypocet
strednej hodnoty, ked’ze skuto¢na strednd hodnota nasej vyhry sa vypocita ako

1 1
- —2x = 15x. (2.2)
2x+2 X ,5x

V celej druhej kapitole a jej podkapitolach vychddzame z [3].

2.1 RieSenie problému dvoch obalok
PreCo sa skuto¢na strednd hodnota vypocita podla (2.2) a nie podla (2.1) a preco
hovorime o spo¢itavani jabik s hruskami? To si ukazeme v nasledujucich vypoétoch.

Prvotne zvolenu obdlku oznacCime O1 a jej obsah X. Druhu obélku oznac¢ime 02, sumu
vne] Y. MnoZstvd penazi v obdlkach oznaCime M menSie z nich a V to vicsie.

Konkrétne realizacie M, resp. V oznacime x, resp. y. Vzt'ah medzi nimi udéava (2.3)
y=2x x>0. (2.3)

Pravdepodobnost’, Ze v obdlke, ktort si zvolime je menSia suma, je rovnakd ako

pravdepodobnost’ zvolenia obalky s va¢Sou sumou, a teda
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PX=xIM=x)=PX =y|M=x) =%- (2.4)
Dalej zo zadania vieme, Ze
X
V= ) pre Y <X, 2.5)
2X pre Y >X,
¢o plati analogicky, t.j. ak vymenime vSetky X a Y, aj pre X.
Pocitajme strednti hodnotu pre sumu v 02 z vety o Uplnej strednej hodnote
EXYIM=x)=EX|Y >X,M=x)P(Y > X|M =x)
+E(Y|Y <X,M = x)P(Y < X|M = x). (2.6)

Vyuzitim (2.4) a (2.5) m6Zeme stredni hodnotu (2.6) upravit’ nasledovne

1 1
E(Y|M=x)=§E(2X|Y>X,M=x)+§E(X/2|Y<X,M=x)

1
=E(XIY > X,M =x) + ZEX|Y <X,M = x).

Ked’ze obsah obalky O1 uz pozname, stredni hodnotu Y vieme priamo vyjadrit
vyuzitim (2.3) a (2.5) nasledovne
E(YYIM=x)=x +12x = Ex.
4 2
Vidime teda, Ze zpravdepodobnostného hladiska je jedno, ktort obalku si
vyberieme, kedZze nam ani jedna z moznosti, vymenit’ ¢i ponechat’, neprinesie s vy$Sou

pravdepodobnostou vicsi zisk.

2.2 Iny variant problému dvoch obalok s dodato¢nou informaciou

Pozrime sa eSte na iny variant nasho problému, konkrétne, ze sme dostali
dodato¢nu informaciu o podmienenej pravdepodobnosti toho, ktord zo sim, vicsia,
alebo mensia, je vo zvolenej obalke. Za podmienku budeme v tomto pripade pokladat’
zistenie vySky peflazného obnosu vnami zvolenej obalke. Preco by ale takato
informacia mala zmenit nase rozhodnutie? NajjednoduchSie si to predstavime na
situécii, kedy s istotou vieme, aka suma sa ma nachadzat’ v obalke s va¢Sim finan¢nym
obnosom. Ak sa v tomto pripade pozrieme do prvotne zvolenej obalky, hned’ sa vieme
rozhodnat, ¢i si ju ponechat, alebo vymenit, ateda informdcia o podmienenej

pravdepodobnosti Gplne zmenila situdciu.
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Ako ale spravne narabat s takouto dodato¢nou informéciou v naroc¢nejSich
pripadoch, ked uz nie je na prvy pohlad zrejm¢, ¢i sa viac oplati ponechat’ alebo
vymenit obalku? To sa pokisime v nasledujicej Casti objasnit, priCom sa zameriame na
pripady diskrétnych rozdeleni, vzhladom ktomu, Ze konecny pocet moZnosti pre
konkrétne sumy v obalkach je podl'a nas nazornejsi.

2.2.1 Podmienka vyhodnosti vymeny obalky

V nasledujicom texte budeme pouzivat uz zavedené oznaCenia. Nahodne si
zvolime obdlku, ozna¢ime ju 01, pozrieme sa do nej a zistime, ze jej obsah X sa rovna
istej sume, ktort oznacime s. Budeme uvazovat’ moznost’, ze vymenit’ ju za 02 je pre
nas vyhodné len vtedy, ak strednad hodnota petiazného obnosu v obalke 02 je vicsia ako

s, teda ak plati
E(Y|X=5s)= %P(X =V|X=5)+2sP(X =M|X =s) > s. (2.7
Ked’ze s je kladné, predelime nim nerovnost’ (2.7):
%P(X =V|IX=5)+2PX=M|X=5)>1. (2.8)

Ak obsah O1 nie je V, teda vacsi, musi byt M, preto plati
PX=MX=s)=1-PX =V|X =5). (2.9)

Dosadenim (2.9) do (2.8) dostadvame podmienku pre vyhodnost’ v tvare

1
SPX=VIX=5)+2[1-PK =VIX =5)]>1,

3

EP(X =VIX=s5)<1.
Vymena 01 za 02 je preto vyhodna len ak

2

PX=V|X=5s)< 3 (2.10)
teda ak podmienend pravdepodobnost’, ze sme si zvolili obalku s vi¢§im mnozstvom
pefiazi je po zisteni sumy v 01 mensia ako 2/3, pri¢om podmienkou je, ze sme zistili
sumu v 01.

Nerovnost’ (2.10) nam udava vSeobecnti podmienku vyhodnosti vymeny obalky.
My ju eSte upravime pre diskrétne rozdelenia. Predpokladajme, Ze existuje fixné m

kladné také, ze suma v akejkol'vek obélke sa musi rovnat’ 2m€ pre nejaké k € Z. Clen
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2k odzrkadl'uje fakt, Ze najblizSie mensie ako ajnajblizSie vi¢Sie sumy st polovicou,
respektive dvojnasobkom obnosu v pdvodne zvolenej obédlke. Definujeme

P(X =2km|X =V) =p, prek =--,-1,0,1, .., (2.11)
¢o je pre prehladnost’ nazornejSie uvedené v tabulke Tab. 2.1. Pozadujeme, aby
{...,p_l', Do, P1, } definovali pravdepodobnostné rozdelenie, takze predpokladdme,

Zepr,=0a)y v =1

27km ! ! ! m | 2m | 4m | 8m 2%m
8m 4-m 2m
P-k P-3 | P2 | P-1 Po P1 D2 P3 Pk

Tab. 2.1 Definovanie pravdepodobnosti P(X = 2¥m|X = V) pri rdznych hodnotach k

Pre lepSie pochopenie uvadzame udaje z Tab. 2.1 eSte raz, tento krat konkrétne pre

m = 1€ v Tab. 2.2.

27k€ | .. | 12,5¢ | 25¢ | 50c | 1€ | 2€ | 4€ | 8€ 2k€

P-k P-3 P-2 | P-1 | Po P1 D2 P3 Pk

Tab. 2.2 Priklad sim v obélkach pre r6zne pravdepodobnosti
Vsimnime si, Ze
P(X =2*m|X =M) = P(X = 2¥*"'m|X = V) = pryq. (2.12)
Predpokladajme, Ze sme zistili, e hodnota vo zvolenej obélke X je rovné 2%m pre
nejaké k, potom aplikiciou Bayesovej vety na P(X = V|X = 2¥m) dostavame

P(X =2"m|X =V)P(X = V)

P(X =V|X =2"m) = POX = 2Fm) (2.13)

(2.9) upravime pre s = 2¥m nasledovne
PX=M|X=2km)+P(X =VI|X =2Fkm) =1,
potom pravdepodobnost’, ze X = 2¥m vieme napisat’ ako
P(X =2*m)=P(X = ka)(P(X =M|X=2km)+ P(X=V|X = ka)),
¢o po roznasobeni a pouziti Bayesovej vety nadobudne tvar
P(X =2*m) =P(X =2km|X = M)P(X = M) + P(X = 2km|X = V)P(X = V).

Potom (2.13) vieme prepisat’ ako

27



P(X =V|X = 2¥m)

_ P(X =2*m|X =V)P(X =V) (2.14)
T P(X =2km|X=MP(X=M)+P(X =2km|X =V)P(X =V)

a ked’Ze pravdepodobnost’, Zze vo zvolenej obalke je mensi obnos je rovnaka, ako

pravdepodobnost’, Ze sa v nej nachddza obnos vacsi, t.).

PX=M)=PX =V),

mdzeme upravit' (2.14) na tvar

P(X = 2km|X = V)

P(X =V|X = 2km) = _
&=Vl m) P(V = 2kmIX = V) + P(M = 2km|x = M) (2:15)

Po dosadeni (2.11) a (2.12) do (2.15) dostavame

Pk

PX=V|X= ka) =
Pk t Pk+1

(2.16)

Vseobecna podmienka vyhodnosti vymeny (2.10) vyuzitim (2.16) nadobudne pre takéto

diskrétne rozdelenia tvar

Pk 2

_— <,
Pk + Dk+1 3

t.J. vzhl'adom na kladnost’ suctu py + pr41
Pk < 2Pk+1, (2.17)

teda pri akejkol'vek sume v nami zvolenej obalke O1 by sme ju mali vymenit’ len vtedy,
ak pravdepodobnost, Ze sme si zvolili obalku s vd¢Sim obnosom V je menej ako
dvojnasobok pravdepodobnosti, Ze sme si zvolili ti s obnosom mens$im, teda s M. Inak
povedané, ak pravdepodobnost’, ze sme si zvolili obalku s vd¢Sou Ciastkou v porovnani
s pravdepodobnost’ou zvolenia tej s menSou je dostatone vel'ka (vdcSia nanajvys rovna
dvojnasobku pravdepodobnosti zvolenia obalky s menSou c¢iastkou) ponechdme si

zvolenu obalku O1.

2.2.2 Priklady splnenia a nesplnenia podmienky o vyhodnosti vymeny obalky

Pozrieme sa eSte na dva priklady, v ktorych je podmienka (2.17) obvykle

splnena, resp. nesplnena.

Jednym z prikladov, kedy je (2.17) obvykle splnend je nasledujuci. Nechm =1,
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1
— pre ke€{0,1,2,3},
P =14
0 pre keZ\({0,1,2,3}
ako je to uvedené v Tab. 2.3.V s rovnakou pravdepodobnostou obsahuje 1€, 2€, 4€,
alebo 8€. Podmienka (2.17) je splnena pre s rovné 50c, 1€, 2€ a 4€ ale nie pre s rovné
8€. Zrejme je teda splnend s pravdepodobnostou 7/8, pretoze aby nebola splnena
muselo by stcasne platitt X = L aj L = 8, ¢o ma pravdepodobnost’ rovna 1/2-1/4 =

1/8.

1 1
27ke | L. Z€ §€ 1€ | 2€ | 4€ | 8€ | 16€ | .. 2k€
1 1 1 1
0 0 0 — — — - 0 0
4 4

Tab. 2.3 Pravdepodobnosti P(X = 2*¥€|X = V) z prvého prikladu pri r6znych

hodnotach k
1/4 1/4 1/4 1/4
1€ 2€ 3€ 4 € 5€ 6€ 7€ 8 €

Obr. 2.1 Zobrazenie vybranych pravdepodobnosti z Tab. 2.3

Pozrime sa na priklad, kedy je podmienka (2.17) obvykle nesplnena. Ako
v predchadzajucom priklade, nechm = 1,
2
Pk = 3%
0 pre keZ\N

pre k €N,

Ako si mézeme vSimnut v Tab. 2.4, obdlka svidfSou sumou obsahuje 2€
s pravdepodobnostou 2/3, 4€ s pravdepodobnostou 2/9, &€ s pravdepodobnost'ou
2/27, atd’. Podmienka (2.17) je splnend, iba ak s = 1, ¢o plati lenak X =M aM =1
a ma pravdepodobnost’ 1/2-2/3 = 1/3.
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27k€ lelle|te| 1€ | 2e | 2e | se 2k€
~ | 5€ 7€ 3
2 |2 |2 ]2 2
0 w [ 000 | =] === | =
3 19 |27 81 3k

Tab. 2.4 Pravdepodobnosti P(X = 2*¥€|X = V) z druhého prikladu pri réznych
hodnotach k

2/3

2/9

2/27
2/81 2/243

1€ 2€ 3€ 4€ 5€ 6€ 7€ 8€ . . 16 €

Obr. 2.2 Zobrazenie vybranych pravdepodobnosti z Tab. 2.4
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3 Simpsonov paradox

Vysvetlenie Simpsonovho paradoxu, ktoré nasleduje sme volne prevzali z [15].
Majme dva stoly A a B. Na kazdy st6l umiestnime dva taniere, pravy a l'avy, v ktorych
sa nachadzaju Cervené a Cierne lentilky. Na stole A sa na jeho 'avom tanieri nachadzaju
4 Cervené a5 cCiernych lentilieck. Nazveme ho La. Pravy tanier na stole A, ktory
ozna¢ime P4 obsahuje 2 Cervené a 3 Cierne lentilky. Podobne pomenujeme aj taniere na
stole B, l'avy Lp ktory obsahuje 5 ¢ervenych a 2 Cierne lentilky a pravy Py v ktorom je 8
cervenych a 4 Cierne lentilky. Chceme zistit’ s akou pravdepodobnost'ou vyberieme so
zavretymi oCami Cervenu lentilku z toho ktorého taniera. Skiimajme teda na kazdom
stole zvlast’ jednotlivé pravdepodobnosti, a porovnajme, z ktorého taniera sa ndm podari
cervenu lentilku vybrat s vidcSou pravdepodobnostou. Pre lepSiu predstavu si cela

situéciu, aj s danymi pravdepodobnost’ami znazornime na obrazku Obr. 3.1.

B
4 2 9 2
s > - = S —
s 5 & 3

Obr. 3.1 Stoly A a B s taniermi a lentilkami

Ako vidime, na oboch stoloch je z hl'adiska pravdepodobnosti vybratia Cervene;j
lentilky ,,lepSim* l'avy tanier. Prisunieme teraz treti stol AB, ktory bude tieZ obsahovat’
dva taniere, do ktorych zosypeme lentilky zo stiborov A a B nasledovne: l'avé taniere zo
stolov A a B do l'avého taniera AB a pravé do pravého. Z La a Ly teda vznikne Lap ako
oznacime l'avy tanier stola AB, ktory obsahuje 9 ¢ervenych a 7 ¢iernych lentilky a z P4
a P vznikne Pap pravy tanier AB obsahujuci 10 Cervenych a7 Ciernych lentiliek.
Pozrime sa na obrdzok Obr. 3.2 ako to s pravdepodobnostami vybratia ¢ervenej lentilky

vyzera teraz.
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9 10

6 - 17
Obr. 3.2 St6l AB s taniermi a lentilkami
Vsimnime si, Ze v pripade stolov A a B vySiel vzdy ako ,,lepsi* l'avy tanier, avSak po
zosypani lentiliek, t.J. na stole AB, je paradoxne ,,lepSim* pravy tanier.
Na prvy pohl'ad teda vnimame tento priklad ako paradox, avSak podla [1] na to ma
vyznamny vplyv prave jeho formuladcia. Ak by sme k problému pristupovali

matematicky, daji sa jednotlivé pravdepodobnosti zapisat’ ako

a, ¢
S <2 3.1
b, <. (3.1)
a; G
2 <2 3.2
b, <4, (3.2)
z ¢oho vidno, Ze nevyplyva
a,+a, c+c (3.3)

b+b, “di+d,

3.1 Priklady vyskytu Simpsonovho paradoxu

Situdcie pri ktorych dochadza k vzniku Simpsonovho paradoxu vznikaju aj

v praxi. V nasledujucom texte uvedieme tri z mnohych realnych prikladov vyskytu.

3.1.1 Simpsonov paradox pri prijimacom konani na univerzitu Berkeley

Jednym z najznamejSich takychto prikladov je jesenné prijimacie konanie na
univerzitu Berkeley v Kalifornii, ktoré sa uskutoc¢nilo vroku 1973. Zo vSetkych
uchadzacov bolo prijatych priblizne 44% muzov aiba 35% Zien, z Coho prirodzene
vziSla otazka, ¢1 rozhodnutie o prijati alebo neprijati bolo ovplyvnené pohlavim
uchadzaca. Presné pocty prijatych ako aj neprijatych uchadzacov su uvedené

v nasledujucej tabul’ke Tab. 3.1.
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Pocet prijatych

Pocet neprijatych

Percento prijatych

Zeny

1494

2827

34,6%

Muzi

3738

4704

44,3%

Tab. 3.1 Pocty a percentd prijatych a neprijatych uchadzacov na Berkeley [2]

Vyskum [2], ktory viedli Bickel, Hammel a O’Connell vSak dokazal, ze po

rozdeleni Udajov o uchddzacoch podla katedier na ktoré sa hlasili existovala mala,

avSak Statisticky vyznamna odchylka v prospech zien. Ak by sme sa vratili k ivodnému

prikladu s lentilkami, celkové pocty uchddzacov uvedené v Tab. 3.1 moézZeme chapat’

ako lentilky zosypané z tanierov, ktorymi boli jednotlivé katedry. Vidime teda, Ze

spravne

spatné rozdelenie uchadzacov je ddlezité pre vyvodzovanie zaverov

o pravdepodobnosti prijatia a celkové pocty su vtomto pripade nedostacujiice. Pre

lepSiu predstavu rozdelenia, ktorym sa zmeni pomer prijatych muZov aZien na

jednotlivé katedry oproti pomeru celkového poctu prijatych uddva tabulka Tab. 3.2.

Pocet prijatych

Pocet neprijatych

Percento prijatych

Katedra matematiky

Zeny 100 100 50%
Muzi 200 200 50%
Katedra socialnej starostlivosti
Zeny 150 300 33,3%
Muzi 50 100 33,3%
Spolu
Zeny 250 400 38,5%
Muzi 250 300 45,5%

Tab. 3.2 Hypotetické rozdelenie uchadzacov do katedier prezentujiice ddlezitost’

spravneho rozdelenia udajov [2]

Dalej vyskum uvadza, Ze tato odchylka nebola spdsobena diskriminaciou zo strany

univerzity pri vyberovom konani, ale tendenciou Zien hlasit’ sa na niektoré Studijné

programy viac ako na iné.
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Departments

A B C D E F combined

67%
82%

Weormnen X

33% 6% 7%

Men

accepted .
combine rejected .
10 applicants = =

Obr. 3.3 Pocet prijatych a neprijatych uchadzacov vzhl'adom na jednotlivé katedry [8]

Lepsiu ilustraciu vplyvu rozdelenia uchadzacov do katedier poskytuje [8] odkial
uvadzame obrazky Obr. 3.3 a Obr. 3.4. Gul'6¢ky na nich predstavuji kazda desat’
uchadzacov, modré prijatych a Cervené neprijatych. V prvom riadku st udaje o zenach,
v druhom o muZoch. Druhy aZ siedmy stipec oznadené A-F predstavuji jednotlivé

katedry, stipec combined obsahuje suéty prijatych a neprijatych uchadzacov.

Departments

A B G D E F combined

Wornen

accepted .
-
Obr. 3.4 Pocet prijatych a neprijatych uchadzacov spolu [8]

Do pozornosti davame aj interaktivnu ilustraciu Simpsonovho paradoxu, ktort Citatel

mdze najst’ a vyskusat’ si na spominanej internetovej stranke [8].
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# applied # admitted % admitted
departments men women men women men women

"Easy" 1,884 551 1,175 439

"Hard" 807 1,285 207 340
| | | | [~

0 — T 11T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
% applied to easy department

w Combined 2,691 1.835 1,382 779

[ iose
2% spa

O«
oJolo,

Simpson's paradox? yes

Obr. 3.5 Ilustréacia vzniku Simpsonovho paradoxu vzhl'adom na pocet muzov a zien

uchadzajucich sa o Studium na 'ahSich odboroch — paradox vznika [8]

Zobrazuje ¢i dochadza, ako vidno na Obr. 3.5, alebo nedochadza, ¢o si mdzeme
v§imnut’ na Obr. 3.6, k Simsponovmu paradoxu vzhl'adom na pocet muzov a Zien
hlasiacich sa na l'ahSie odbory. Percento prijatych muzov a Zien samostatne na I'ahSie
a tazSie odbory zostdva rovnaké, avSak meni sa percento prijatych muZov a Zien na

univerzitu ako celok.

# applied # admitted % admitted
departments men women men women men
"Easy” 1426 734 890 585
B . 38%
£ 62%
£
&
®
"Hard" 1,265 1,101 324 292
| | I I [~
743
0 — T 11T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

% applied to easy department

m Combined 2,691 1,835 1214 877
d ‘45”5 ii%’

Simpson's paradox? no

Obr. 3.6 Ilustracia vzniku Simpsonovho paradoxu vzhl'adom na pocet muzov a zien

uchadzajucich sa o Studium na 'ahSich odboroch — paradox nevznika [8]

3.1.2 Simpsonov paradox vo vyskume rastu deti v Afrike

Druhy, novsi pripad vyskytu tohto paradoxu sa nachddza vo vyskume rastu deti
v Juznej Afrike [11] uskutocnenom v rokoch 1990-95. Zo 4092 deti, ktoré boli pri
narodeni zapojené do vyskumu sa po piatich rokoch dostavilo na interview, ktoré bolo
sucast'ou vyskumu len 964. Vyskumnici teda celili problému, ¢i vzorka deti, ktoré prisli
na interview moze posluzit na vyvodenie zaverov o pocCiatocnej vzorke, a teda ¢i st jej
charakteristiky podobné skupine deti, ktoré¢ sa vyskumnikom nepodarilo vystopovat'.

Z tohto dovodu skiamali podobnost’ tychto dvoch skupin vzhl'adom na viacero faktorov,
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jednym z ktorych bolo aj ¢i mala matka lekarsku starostlivost’ v ¢ase narodenia diet’ata.
Ako si mézeme vSimnut’ v tabulke Tab. 3.3, lekarska starostlivost’ bola poskytnuta

matkam nevystopovanych deti v 16,6% pripadov, pricom u tych, ktoré sa dostavili len
v 11,1%.

Deti, ktoré sa nedostavili Deti, ktoré sa dostavili

Pocet Percento Pocet Percento
Matka mala lek. pomoc 195 16,6% 46 11,1%
Matka nemala lek. pomoc 979 83,4% 370 88,9%

Tab. 3.3 Porovnanie deti vzhI'adom na lekarsku pomoc matkam pri ich narodeni [11]

Ak ale rozdelime deti do skupin podl'a rasovej prislusnosti na belochov a ¢ernochov
a opét’ porovname skupinu nevystopovanych deti so skupinou tych, ktoré sa dostavili,
zistime, Ze v oboch tychto skupinidch je percento matiek, ktorym bola poskytnuté

lekarska pomoc vysSie u deti, ktoré sa dostavili, ¢o vidno v tabul’ke Tab. 3.4.

Belosi Cernosi
Deti, ktoré sa Deti, ktoré sa Deti, ktoré sa Deti, ktoré sa
nedostavili dostavili nedostavili dostavili
Pocet | Percento | PocCet | Percento | Pocet | Percento | Pocet | Percento

Matka

mala lek. 104 | 82,5% 10 83,3% 91 8,7% 36 8,9%
pomoc
Matka

nemala lek. | 22 17,5% 2 16,7% | 957 | 91,3% | 368 | 91,1%
pomoc

Tab. 3.4 Porovnanie deti, rozdelenych podl'a rasovej prislusnosti, vzh'adom na lekarsku

pomoc matkam pri ich narodeni [11]

3.1.3 Simpsonov paradox v bejzbale

Vyskyt Simpsonovho paradoxu nie je nie¢im neobvyklym ani v Sportoch. [18]
uvadza priklad jeho vyskytu v bejzbale v rokoch 1995-96, kde porovndva uspesnost’
dvoch vtedajSich hra€ov Dereka Jetera a Davida Justicea. U oboch hracov sleduje pocet
uspesnych zasahov, ktoré oznac¢ime H (hits) a autov O (outs), ako to uddva Tab. 3.5.

Presné pravidla bejzbalu su k dispozicii aj na internetovej stranke [13].
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1995 1996
H O H O
Justice 104 307 Justice 45 95
Jeter 12 36 Jeter 183 399

Tab. 3.5 Udaje o H a O Justicea a Jetera v rokoch 1995 a 1996 [18]

Z udajov o H a O pre oboch hracov vypocitame UspeSnosti u postupne pre 1995, 1996 a

1995-1996. V roku 1995 boli podla Tab. 3.5 nasledovné

V roku 1996 sa zopakovala situdcia z predchadzajuceho roku a opit bol Justice

104

“=Tor+307 - 0%
12

U= o = 0,250.

uspesnej$i. Vychadzajac z udajov v Tab. 3.5

= = 0321
U=25395 - 0320
18 314
Y=183+399 O F
1995-1996
H 0
Justice 149 402
Jeter 195 435

Tab. 3.6 Udaje o H a O Justicea a Jetera za obdobie 1995-96 [18]

Teraz sa vSak pozrieme na celkové udaje v rokoch 1995-96, ako ich zachytava Tab. 3.6.

Uspesnost’ pre toto obdobie je

) 149
Justice: u = 149+—402 = 0,270,
195
Jeter: u= m = 0,310.

Ako vidime, dochadza k Simpsonovmu paradoxu, nakol'ko za obdobie 1995-1996 mal
vysSiu uspeSnost’ Jeter, napriek tomu, Ze v roénych porovnaniach vyhraval Justice.

Podla [18] sa v bejzbale u niektorych zaujimavych dvojic hradov’ vyskytuje Simpsonov
paradox priblizne raz do roka. Vynara sa teda otdzka, ako pravdepodobny je jeho

vyskyt? Na tato otdzku odpoveda nasledujuca podkapitola.

> Autor blizgie nedpecifikuje, ktorych hracov zaradil medzi zaujimavych.
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3.2 Pravdepodobnost’ vyskytu Simpsonovho paradoxu

Vyskyt Simpsonovho paradoxu je podla [11] zriedkavy. Na otazku ako vel'mi
zriedkavy sa teraz pokusime odpovedat’, pricom budeme vychadzat’ z [14]. Na rozdiel
od autorov ¢lanku [14] nebudeme riesit’ vSeobecny problém vyskytu v tabul’ke 2x2xl,
kde l € {2,3, ...}, ale zameriame sa na konkrétny pripad [ = 2. V [14] je tento pripad
uvedeny len okrajovo na zhruba 2,5 strany aj s predpokladmi, z ktorych vychéadza, ktoré
su formulované len vSeobecne. V tejto podkapitole ich uvedieme konkrétne pre | = 2

a jednotlivé kroky vysvetlime podrobnejsie.

Majme tri nahodné korelované udalosti A, B a C. Simpsonov paradox potom

nastava ak bud’

P(AnB|C) = P(A|C)P(B|C), (3.4)
P(AN B|C®) = P(A|CE)P(B|CO), (3.5)
P(AnB) < P(A)P(B), (3.6)

pricom asponl jedna z nerovnosti musi byt neostrd, alebo musia byt nahradené

opac¢nymi nasledovne

P(ANnB|C) < P(A|C)P(B|0), (3.7)
P(ANB|C®) < P(A|CE)P(B|CO), (3.8)
P(ANB) > P(A)P(B). (3.9)

Nerovnosti (3.4)-(3.6) nazveme pozitivny Simpsonov zvrat a nerovnosti k nim opacné

(3.7)-(3.9) negativny Simpsonov zvrat.

C
A- P1
AC - D2
T T
B B¢

Tab. 3.7 Tabul'ka pravdepodobnosti 2x2x2 spredu
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Predstavme si tabulku 2x2x2 vktorej sa vkazdej kolonke nachadza jedna
z pravdepodobnosti py, ... , pg koreSpondujucich s dichotomiami A, alebo A¢, B, alebo
B¢, C, alebo C¢. KedZe sa vtomto pripadne jednd o 3D tabulku, ilustrativne je

zobrazena v Tab. 3.7 pri pohl'ade spredu a v Tab. 3.8 pri pohl'ade zozadu.

CC
P A- p7 Ps
A > Ps Pe
T T
B¢ B

Tab. 3.8 Tabul'ka pravdepodobnosti 2x2x2 zozadu

Aby sme mohli vypocitat’ pravdepodobnosti udalosti zavisiacich od A,B,C ,
potrebujeme poznat' pravdepodobnostné rozdelenie pj, ... ,pg . Predpokladajme, ze
pravdepodobnosti  p = {p;, ... ,pg} su nahodné arovnomerne rozdelené na
pravdepodobnostnom priestore

Se ={plp; =0,..,pg =0, p; + -+ pg = 1} (3.10)

¢o je 7-dimenzionalna mnozina v R®. Sucet pravdepodobnosti Y.5_, p, = 1. Teraz
vyjadrime pozitivny Simpsonov zvrat (3.4)-(3.6) pomocou pravdepodobnosti py. Pre
lepSie pochopenie uprav rovnic odporucame Citatelovi sledovat’ Tab. 3.7 a Tab. 3.8.
Najskor vyjadrime posledni nerovnost’ pozitivneho Simpsonovho zvratu (3.6).

Prepisanim pravej strany nerovnosti pomocou pravdepodobnosti p;, dostdvame
P(ANB) =p; + ps. (3.11)
Lavu stranu prepiSeme nasledovne
P(A) = p1 +p3 +ps + 7, (3.12)
P(B) = p1 + P2 + Ps + Ds- (3.13)
(3.11),(3.12) a (3.13) dosadime do (3.6)

p1+ps < (p1 +p3 +ps + )P + P2+ Ps + pe),

po roznasobeni ¢oho ziskame
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P1+Ps = P1° — P1P2 — P1P3 — 2P1Ps — P1Pe — P1P7 — P2Ps — P3Ps — Ps° — PsPe
—DsP7 = P2P3 + DP2P7 + P3Ds t DsP7s
¢o d’alej upravime na
P1(1—=p1 —P2—P3—Ps —Ps — P7) + Ps(1 =Py —P2 — P3 — Ps — Ps — P7)
< p3s(p2 + ps) + P7(P2 + Ps). (3.14)
Vyuzijeme, Ze Y.5_; px = 1, a teda (3.14) vieme prepisat’ nasledovne
P1(Ps + Ps) + Ps(Ps + pg) < 03 (P2 + p6) + 07 (P2 + P6)-

Konecne

(1 + 0s)(Ps + Ps) < (P2 + P6) (P53 + 7).
Vyuzitim zakladnych poznatkov o zdruzenej pravdepodobnosti prepiSeme pravi stranu
(3.4) nasledovne
P(ANBNC) P1
P(C) =P1+P2+P3+P4.

P(ANBI|C) =

Rovnako upravime aj l'avu stranu a to

P(A|C)=P(Anc)= p1t+p3
P(C) p1+ P2+ D3+ Dy
P(BNnC +

P(C)  p1+Da+Ds+Ds

Dosadenim do nerovnosti (3.4) dostavame

121 S (p1 + p3)(P1 + P2)
P1+D;+D3+ps (p1+p2+ps+p)?

¢o upravime
p1(p1 + P2 + 03 +ps) = (p1 + p3)(P1 + D2),
P1% + P1P2 + P1P3 + P1Pa = P12 + P12 + P1bs + DD,

ateda

P1Ps = P2P3-

Nerovnost’ (3.5) sa d& ekvivalentnymi tpravami prepisat’ na

PsPs = DsD7,
a teda pozitivny Simpsonov zvrat modzeme ekvivalentne vyjadrit’ nasledujicimi

nerovnost'ami

40



P1Ps = D2P3, (3.15)
PsPs = DeP7» (3.16)

(1 + ps) (P4 + ps) < (2 +p6) (P35 + p7), (3.17)
priCom aspon jedna z nich musi byt’ neostra.

V nasledujicom texte ukdzeme, aka je pravdepodobnost, Ze p splni nerovnosti (3.15),
(3.16) a (3.17), ktoré oznac¢ime R, Ry a Rf. Nerovnosti k nim opa¢né ozna&ime Ry,

R; a Rz, ateda

{pozitivny Simpsonov zvrat} = ﬂ R{,
k=1
3
{negativny Simpsonov zvrat} = ﬂ Ry,
k=1

3 3
{Simpsonov paradox} = (ﬂ R,j) U (ﬂ R;).
k=1

k=1
Kedze N3_; R} a N, Rj; su disjunktné udalosti na Sg,
n == P(Simpsonov paradox pri Dg(1))

=P(QR;>+ P(ﬁR;) (3.18)

=t 4+,
Na vypocet tychto pravdepodobnosti pouZzijeme Dirichletovo rozdelenie. Vo
vSeobecnosti ma podla [7] n-rozmerné Dirichletovo rozdelenie s parametrami a =

(ay, ..., ay) hustotu

an—1

f,a) = F(erl(a; ( Z) ,piZO,i=1,...,n—1,ZpiS1_

=1
Ak oznatime p, =1 — {‘;11 p; , tak dostavame pravdepodobnostné rozdelenie na
mnozine {(py, ..., pp)Ipi = 0,27, p; = 1}, tj. na pravdepodobnostnom simplexe S,,.
Oznacime D,,(1) $pecialny pripad Dirichletovho rozdelenia, v ktorom a = (1,...,1).

Potom hustota D,, (1) je

fp,a) = F(r;)(l) ( Z ) =I'(n) =(m-1)L




Hustota je konS$tantnd, o koreSponduje s rovnomernym rozdelenim na S,,.
Podla algoritmu 4.67 v [7] vieme generovat hodnoty Dirichletovho rozdelenia
pomocou nezavislych ndhodnych premennych s gama rozdelenim. PrepiSeme tento
algoritmus pre nas Specialny pripad, kedy vSetky a; st rovné 1. Nech V,, ..., V, su
nezéavislé nahodné premenné s V;~Gama(l,1) pre i =1,..,n (vSimnime si, ze
Gama(1,1) je vlastne exponencialne rozdelenie s parametrom 1). Potom:

" v, )
- ~D.(1). (3.19)
P ( NN T M

Uvedieme nazornti ukazku pre n+ 1 = 3, kedy vieme ziskané hodnoty p graficky
znazornit. Simuldciu na S;, zobrazuje Obr. 3.8, ktory sme generovali v programe

RStudio nasledovne:

rel=rexp(1000, rate=1); # nahodné ¢islo z Exp(1) rozdelenia
re2=rexp(1000, rate=1);

re3=rexp(1000, rate=1);

¥x=rel/(rel+re2+rell; # pl

y=re2/(rel+re2+re3); # p2
z=re3l/(rel+rez2+rei)l; 03
Tibrary({rgl)

plot3d(x,y,z)

1t
t

Obr. 3.7 Zdrojovy kéd k vygenerovaniu Obr. 3.8 v programe RStudio

0 0z 04 06 0.8
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o
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Obr. 3.8 Simulacia rovnomerného rozdelenia na S3 pomocou nezavislych ndhodnych

premennych s exponencidlnym rozdelenim v programe RStudio
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V naSej analyze Simpsonovho paradoxu uvazujeme rovnomerné rozdelenie na Sg. Dalej
teda oznaCime Vj, ..., Vg nezdvislé ndhodné premenné s exponencidlnym rozdelenim so
strednou hodnotou 1. Potom vyuzitim (3.19) teda Rf, Ry a R} mozeme vyjadrit

pomocou V, ..., Vg nasledovne

VWV, =V,V, (3.20)
VeV = ViV, (3.21)
W+ Ve)(Va+Vg) <= (V2 +Ve)(Vs +17) (3.22)

kde (3.20), (3.21) a (3.22) zodpovedaji R, RF a Rf v uvedenom poradi.

Rovnako mézeme vyjadrit’ aj Ry, R, a R; v danom poradi takto:

VWV, < V,V; (3.23)
VsV < ViV, (3.24)
W+ Ve)(Va+Vg) > (V2 +Ve)(Vs +17) (3.25)

Oznacme
Vl = Vz, Vz = Vl’ V3 = V4, V4 = V3, VS = V6’ V6 = V5, V7 = Vg, V8 = V7,
potom Vj, ...,Vg st nezavislé ndhodné premenné s exponencidlnym rozdelenim so

strednou hodnotou 1. Nerovnosti (3.23), (3.24) a (3.25), vyjadrené pomocou V;,

vyzeraji v danom poradi nasledovne:
VLV, <V, = WV, >V,
VoV, < VsV = ViV > V15,
L+ V)V + V) > (V, + V) (V, + V) =
(7 + V) (7, + V) < (Vy + V) (V5 + 7,),
Ak tieto nerovnosti porovname s (3.20), (3.21) a (3.22) vidime, Ze sa liSia len
vlnovkami a moznostou rovnosti. Rozdelenie (V3, ..., V) a (171, - 178) je vsak rovnaké

a ked’Ze je spojité, pravdepodobnost’ sa nezmeni, ak v (3.23), (3.24) a (3.25) pouzijeme

neostré nerovnosti. Preto mézeme (3.18) prepisat’ na

3
T =2P (ﬂ Rk> (326

k=1

=2rt.
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Teraz vyjadrime hodnotu 7. Pravdepodobnost’ prieniku R, R a R} pri Dirichletovom
rozdeleni Dg(1), tj. P(N3—; RY), vyjadrime pomocou integrdlu, pricom budeme
integrovat’ zdruzenu hustotu vektora (V4, ..., Vg) a podmienky (3.20), (3.21) a (3.22) sa
premietnu do integracnej mnoziny. Kazdé V; ma exponencidlne rozdelenie

s parametrom 1, takze jeho hustota je

e x>0,
fvi(x) =
0 inak.
Nahodné premenné V7, ..., Vg st nezavislé, takze zdruzena hustota vektora (V4 ..., V) je
sucin hustot V;:
—(vy+--+vg)

fvl'_"'Vs(vl, ...,178) = e_vl ...e_vs =e

Rovnost’ (3.26) potom nadobudne tvar

T=2 j e~ (W1t-+vs) gy, .. dvg, (3.27)

K1
kde
K, = {(vy, ..., vg) € (0,00)8|v v, = V,V3, VsV = Vg7,
ale (v + v5) (W, + vg) < (V4 + v6) (V3 + V7))
Vypocet integralu uskuto¢nime pomocou dvoch transformacii.
Najprv uvazujme transformaciu T;: (vy, ..., Vg) = (Wy,.., Wy, 8y, ..., 84) kde w; =
V;/(Vj + Vj14) a8j = v + vy pre j € {1,2,3,4}. Konkrétne

vy v, s o
] w3 - ] w4- - )]
v, + Vg V3 + Uy v, + Vg

O s 2T
601=v,4+vs5, 6, =v,+vs, O3=V3+7V,;, O,=1v,+ Vs

Vidime, Ze defini¢ny obor premennych &; zostava (0,00), ale pri premennych w; sa
meni na (0,1).
Zobrazenie k T; inverzné, ktoré oznacime T; ' je potom definované

V1 = w16y, Uy = w30, V3 = w303, Uy = W40y,

vs = (1 - w8y, v6=(1— )8, v, =(1—w3)d3 vg=(1—wy)dy
Nerovnosti z mnoZiny K; vyjadrime pomocou novych premennych. Prvi nerovnost
V1V, = V,v3 mOzeme upravit nasledovne, priCom vyuzijeme kladnost pdvodnych

premennych v;
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V1Vy

> 1. 3.28
e (3.28)

Nerovnost’ (3.28) upravime tak, aby bolo mozné nahradit’ pévodné premenné novymi,
¢o dosiahneme nasledujiicim ndsobenim

Vi . _ Vs
v, Vs vy +vg_ (Wt ve) (vt vy)

Va2 . _ V3 7 (v; +vs)(vy +vg)
v, + Vg U3+ Uy

Substituciou novych premennych dostadvame

wiw, 0,03

> . (3.29)
wow3 ~ 616,
Druht nerovnost’ vsvg = v4v; mozeme upravit’ obdobne ako prva na
VsV
5V 1,
VU7
¢o po dosadeni novych premennych nadobudne tvar
(1 - w1)61(1 — wy)64
(1-w3)8,(1 —w3)d5 —
ktory uz len upravime, aby sa nam s nerovnost’ou neskor lepSie pracovalo, na

(1-w)(1—ws) ~ 6164
V tretej nerovnosti (v, + vs) (v, + vg) < (v, + V) (V3 + v;) postupujeme rovnako
ako u prvych dvoch, pricom stale vyuzivame kladnost’ premennych v;

(v1 + vs) (vy + vg)
(2 +ve)(vs +v;) ~

po substitucii

010 . (331)
5,0,

Pomocou (3.29), (3.30) a (3.31) vieme mnozinu K; napisat’ v zobrazeni T; takto
Tl(Kl) = {((1)1, ey (1)4,, 51; ey 54) € (Or1)4 X (Or OO)4|

646, <1 919 1 (1l-w)(l-w,) 1 (3.32)
o 5253_ ’(1)2(1)3 _t’(l—wz)(l—w3)_t '

Kvoli transformacii integralu v (3.27) potrebujeme este vyjadrit’ jakobian zobrazenia T;,

ktory ozna¢ime J;.
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5, 0 0 0 W, 0 0 0
0o & 0 0 0 W, 0 0
0 0 & 0 0 0 ws 0
0 0 0o &, 0 0 0 W,
h=1_5 o 0 0 1-w, 0 0 o || G
0 -5 0 0 0 1-w, O 0
0 0 -8 0 0 0 1-w; O
0 0 0o -6, 0 0 0 1-w,

Ked’ze Jacobiho matica prvych derivacii je po blokoch diagondlna, vyuzijeme pri jej

pocitani poznatky o determinante blokovych matic[10]

'g g =41-|p - cA™'B|

Jacobiho maticu J; vieme napisat’ ako

]1=|é1 g

kde kazdy z blokov ma rozmer 4x4.

K vypoétu J; vyjadrime matice A™" a CA™1B nasledovne

1
5 0 0 O
0 1 0 O
A—l _ 52
1 )
0 O 5 0
0 0 O 5
1
_51 5_(1)1 O O
1
1
O _52_(1)2 O
CA™'B = % 1
O O _53 5_3(1)3
0 0 0

Jakobian z (3.33) teda mézeme prepisat’ takto:

5 0 0 0 1-w, O 0 0
los, 00 0 1-w, 0 0
=10 0 &, of 0 0 1-w; O

00 0 6, 0 0 0 1-—w,

t.J. po odpocitani

0
0
0
1
_545_40)4
-w; 0 0 O
0 —w, 0 O
0 0 —-w3z O
0 0 0 —w,
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66 0 0 O |1000
los, 00[lo100

Ji=1o 05, 0| o010 (3.34)
0 0 0 6,1 10001

Z (3.34) vidime, ze J; je su¢inom determinantov dvoch diagondlnych matic, a teda
]1 = 51525354. (335)

Nakoniec vyjadrime Y.8_, v; pomocou novych premennych
VY] =1

8
Z vi = (1)151 + (1)252 + (1)353 + (1)454 + 51 - (1)151 + 52 - (1)252 +
i=1

(3.36)
4
53 - (1)353 + 54 - (1)454 = Z 5]
j=1
Na (3.27) aplikujeme transformaciu T, pri¢om vyuzijeme (3.32), (3.35) a (3.36)
T = 2 j e_(61+62+63+64)51525354 d51 dw4. (337)

T1(K1)
Ako si m6zeme v8imnut' v (3.37), v integrali vystupuju uz len premenné §;. Z tohto

dévodu rozdelime integraéni mnozinu nasledovne

m=2 j e_(61+62+63+64)51525354 j dw1 dw4 d51 d54,

(3.38)
2 8184
‘ s(s252)
kde
6,6
KZ = {(51! "'!54) € (Or 00)4 ﬁ S 1};
2Y3
— 4 (1)1(1)4 > 1 (1 - (1)1)(1 - (1)4_) > 1 _ 5154
5@ {(wl, ) € (O 210 > 2 T B e = 2

Podla[14] je pre 0 < t < 1 integral

(1—1¢)? 3t—2
o In(1—1¢t) + 1

q(t) = j dw, ...dw, = — (3.39)

NG)
Tento vysledok neskdr vyuzijeme pri dopoditani presnej hodnoty m,(1) . Podla

zavedeného znacenia teda moZeme (3.38) prepisat’ ako
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6104
T=2 je—(51+62+63+54)51525354 ‘q (5 ; )d(Sl .dwy. (3.40)
3
K>

Teraz vyuzijeme eSte jednu transformaciu Ty: (64, 85, 83, 84) — (%, Y, z, t) definovanh
6164
x=51, y=52, Z=53, t=5253.

Transformacia k nej inverzna je potom
51=x, 52=y, 53=Z, 54=_x.

Vyjadrime transforméciu mnoziny K, v zobrazeni T,
TZ(KZ) = {(xr yr Zr t) € (Or 00)3 X (O,l]lt S 1}r

kde podmienka t < 1 je vZdy splnend, vzhl'adom na jeho defini¢ny obor, a teda

T,(Kz) = {(x,y,2,t) € (0,0)° x (0,1]}. (3.41)

Jakobian zobrazenia T,, ktory oznacime J, je

1 0 0 0
0 1 0 0
2=10 0o 1 of
yz tz ty yz

x? x x x

Kedze J, je dolna trojuholnikova matica, jej determinant je sicin jej diagondlnych

prvkov
Z
]2=1-1-1-y7. (3.42)

Teraz transformujeme integral (3.40) v zobrazeni T,, pri¢om vyuzijeme (3.41) a (3.42)

tyz tyz
=2 j e TV x . (xyzL) I, - q(t)dxdydzdt
T2(K3)
(3.43)

e (x+y+z+_) ( &2)” )-q(t)dxdydzdt.

=2
T2 (K2)

Kedze mnozina T,(K,) uz neobsahuje podmienky na premenné, len ich defini¢né

obory, vyuZzitim Fubiniho vety upravime (3.43) na

0 00 ©o0 3
n=2jt q(®) jjje x4z (yz) YV axdydz |dt (3.44)
0 0 O
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1

= zjt-q(t)-l(t) dt.

0

Integral I(t)vypocitame samostatne pomocou trial verzie programu Mathematica pre

0 <t <1, ako to m6zeme vidiet na Obr. 3.9

12 [3ln (%) 1+ 6)(t2+8t+1) — (1 —t)(11¢2 + 38t + 11)]

1) = (1-1t)

(3.45)

Inf1]= Assoming [0 « t &kt =1, Integrate[E* (- (X + v + Z+ (Lwvez) /X)) » ({(vez)*3/x),
{x, 0, Infinity}, {v, 0, Infinity}, {z, 0, Infinity}]]
12 {{-1-+t) {11+t (38-+11t)) -3 (1l=-t) (l+-t (8+-1t)) Log[c])

ou[1E —

(-1+t)’

Inz}= 2% Integrate[(- ((1-t)*2) sLog[1-t]/(6E) + (3E-2) F12) atx
((-12((-1+%) (11+£(38:11t)) -3 (1+t) (1+t (B+t)) Log[t]})/
{(-1+%37)}, tx, 0, 1}]
1

outf2l —

60

Obr. 3.9 Zdrojovy kod na vypocet integralov I(t) a (3.44) v programe Mathematica

Na zaver dosadime (3.39) a (3.45) do (3.44) a vypocitame vysledny integral ako to
zobrazuje Obr. 3.9. Pravdepodobnost’ vzniku Simpsonovho paradoxu v tabulke 2x2x2

je teda

49



Z.aver

V tejto praci sme postupne presli tri vybrané paradoxy. Venovali sme sa paradoxu
kravat, problému dvoch obalok a Simpsonovmu paradoxu. Spracovali sme ich tak, aby
boli zrozumitelné Studentom vysokych 8$kol po absolvovani zdkladného kurzu
pravdepodobnosti a matematickej analyzy v rozsahu [4] a [5]. Podkapitola 1.1 o
diskrétnom rieSeni paradoxu kravat ako aj vypocty v realnych prikladoch vyskytu
Simpsonovho paradoxu z 3.1 st formulované tak, aby im porozumeli aj Studenti
posledného ro¢nika gymnazii a strednych $kol, a teda aby sme touto pracou vzbudili

zaujem o vysokoskolské Studium matematiky, pripadne pokracovanie v iom..

V snahe zmenit’ negativny pohl'ad na $tidium matematiky sme obozndmili Citatel'a
s tromi pozoruhodnymi pravdepodobnostnymi paradoxmi, no neobisli sme pri tom ani
analyzu aalgebru. V priaci sme vyuzili poznatky o nahodnych premennych,
Riemanovych integraloch aleaj o determinantoch blokovych matic. Uviedli sme
rieSenia kazdého z paradoxov. Pri paradoxe kravat sme sa venovali jeho diskrétnemu aj
spojitému rieSeniu. V probléme dvoch obalok sme okrem rieSenia uviedli aj rozSirenie
na variant s dodato¢nou informaciou, vyjadrili sme podmienku vyhodnosti vymeny
obalky ako aj priklady jej splnenia anesplnenia. V tretej kapitole sme sa venovali
Simpsonovmu paradoxu, trom prikladom jeho realneho vyskytu a na zaver sme vyjadrili

pravdepodobnost’ jeho vzniku v tabul'ke 2x2x2.

Ako pripadné rozSirenia uvddzame moznost’ pouzitia in€ho rozdelenia ceny kravaty
u kazdého z muzov v podkapitoldch 1.1 a 1.2, ako aj porovnanie strednych hodnot
z podkapitoly 1.2 pre dalSie rozdelenia, napriklad gama rozdelenie (exponencidlne

rozdelenie je jeho Specidlnym pripadom), lognormalne rozdelenie a pod.

Tato praca bola prinosom aj pre autorku, ked’ze mala moznost’ lepSie sa zorientovat’
hlavne v problematike pravdepodobnosti a analyzy. Okrem toho jej poskytla prilezitost’
na rozvoj schopnosti ako je tvorivé pisanie, samostatna praca a rieSenie problémov.
Dufame, Ze bude prinosna aj pre Citatelov a vzbudi v nich tazbu po hlbSom spoznani

zaujimavosti matematiky.
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