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Abstrakt v statnom jazyku

Iring, Andrej: Kritéria nezapornosti trigonometrickych Fourierovych radov [Bakalarska
préaca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: prof. RNDr. Daniel éevéovié,
CSc., Bratislava, 2014, 44 s.

V nasSej praci sa venujeme kritéridm nezipornosti pre Fourierove rady, konkrétne
Bochnerovym kritériom, a McLean-Woerdemanovym kritériom. Obe tieto kritéria trans-
formuju otézku, ¢ je Fourierov rad nezaporny, na otazku kladnej semidefinitnosti Spe-
cialnych matic. Cielom naSej prace je ukdzat pouzitie tychto kritérii na jednoduchych
prikladoch, pre konec¢né Fourierove rady, a ako pomocou spomenutych kritérii nume-
ricky odhadnit mnozinu koeficientov pre ktoré bude kone¢ny Fourierov rad nezaporny.
V naSej praci sme ukazali, Ze overenie predpokladov spomenutych kritérii moze byt
znacne obtiazné. Dalej v naSej préaci sme dokéazali niekol'ko vlastnosti mnoziny, koefi-
cientov, pre ktoré bude kone¢ny Fourierov rad neziporny, taktiez sme uviedli sposoby
na odhad tejto mnoziny. Na konci prace sa zaoberame vyuzitim dokézanych vlastnosti
mnoziny, ako i moznostou urcit ktoré nekonecné Fourierove rady nemoézu byt neza-

porné.

Kracové slova: Fourierove rady, koeficienty Fourierovych radov, kladne

semidefinitné matice



Abstract

Iring, Andrej: Criteria for nonnegativity of Fourier trigonometric series [Bachelor The-
sis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Infor-
matics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr.
Daniel Sevtovi¢, CSc., Bratislava, 2014, 44p.

In our work we devote to criteria of nonnegativity for Fourier series, namely Bochners
criterion, and McLean-Woerdeman criterion. Both of these criteria are transforming
question whether the Fourier series is non-negative to question if a special matrices are
positive semi-definite. The aim of our work is to show the application of these criteria on
simple examples, for finite Fourier series, and how to use those criteria to numerically
estimate the set of coefficients for which the finite Fourier series is non-negative. In our
work we have shown that verify the assumptions of mentioned criteria can be highly
difficult. Further, in our work we have proved several properties of the set of coefficients
for which the finite Fourier series is non-negative, we have also introduced methods for
estimating this set. At the end of our work we using proven properties of the mentioned

set, to determine if the infinite Fourier series can be non-negative.

Keywords: Fourier series, Fourier series coefficients, positive semi-definite matrices



OBSAH

Obsah

Zoznam pouzZitych symbolov
Uvod

1 Definicie zakladnych pojmov

1.1 Definicie a vety z Matematickej analyzy . . . . . . . ... ..

1.2 Definicie a vety z algebry . . . . . . . . ... ... ...,

2 Kritéria nezapornosti

2.1 Bochnerova veta . . . . . . . .. ...

2.2 McLean-Woerdemanovo kritérium . . . . . . . . .. .. ...

3 Prvy priklad

3.1 RieSenie pomocou Bochnerovho kritéria . . . . . .. .. ...
31.1 Pripad |a| <1 .. .. ... Lo
312 Pripad |a| >1 .. .. ... .. o
3.1.3 RozSirenie . . . . . . .. ... oo

3.2 RieSenie vyuzitim McLean-Woerdemanovho kritéria . . . . .

4 Druhy priklad

4.1 RieSenie pomocou Bochnerovho kritéria . . . . . . . . . . ..

4.2 RieSenie vyuzitim McLean-Woerdemanovho kritéria . . . . .

5 Problémy vyssieho radu

5.1 Vy¢islovacia metéda . . . . . . .. ...

5.2 Metoda zalozend na Bochnerovom kritériu . . . . . . . . ..

5.3 Metoda zaloZena na McLean-Woerdemanovom kritériu

Zaver

Zoznam pouzitej literatiry

Priloha A

24

...... 26
...... 28

32

...... 32
...... 33
...... 34

39

40

42



OBSAH

Zoznam pouzitych symbolov

H" priestor n X n Hermitovskych matic
r r = (z,y,2)", resp. v := (1, 12, 23)7T
R vektorovy priestor nad R

cr vektorovy priestor nad C

R™*™  mnozina vSetkych m X n-rozmernych matic nad R



UVOD

Uvod

V dnesnej dobe, st Fourierové rady nesmierne dolezité, najmé v oblasti technologii a
matematického programovania, preto je potrebné v praxi vediet, kedy si tieto rady ne-
zaporné. V tejto praci sme najmé vychadzali z knihy [2] a ¢lanku [11], kde st uvedené
kritéria, podla ktorych sa dé rozhodnut o nezapornosti Fourierovho radu na zéklade
jeho koeficientov. Za ciel si kl'adieme zosumarizovat informécie o nezapornosti Fourie-
rovych radov, ale taktiez chceme ukazat ako tieto kritéria pouzit, ¢o budeme ilustrovat
na jednoduchych prikladoch. NavySe na spomenutych prikladoch ukazeme aj to, ze pou-
zitie tychto kritérii nemusi byt vzdy trividlne, najmaé ¢o sa tyka overenia predpokladov.
V tejto praci, by sme sa chceli tiez venovat presnému urceniu, alebo aspon aproximé-
cii mnoziny koeficientov, pre ktoré st Fourierove rady nezaporné. Vyznam tejto prace
spociva v tom, ze na zaklade ziskanych informacii budeme moct testovat nezdpornost
funkcii, ktorych Fourierov rozvoj budeme poznat. Vyuzitie a aplikdcia spomenutych
kritérii je mozna v pracach v oblasti Statistiky, matematického programovania, ale aj

v technickych smeroch.



1 DEFINICIE ZAKLADNYCH POJMOV

1 Definicie zdkladnych pojmov

V tejto kapitole si zadefinujeme najzé-
kladnejSie pojmy, s ktorymi budeme da-
lej pracovat. Fourierove rady si pomeno-

vané na pocest franctuzského matematika

Jean Baptiste Joseph Fourier, Joseph Fou-
rier sa narodil roku 1768 v Auxerre, vo Obr. 1: J. B. Fourier.!
Francizsku. V roku 1780 nastipil na vo-
jensku skolu v Auxerre, kde sa ukazal jeho

talent pre matematiku.

V roku 1790 zacal ucit na Benediktinskej kole, Ecole Royale Militaire of Auxerre,
ktort ako mlady tieZ navstevoval. V roku 1795 zacal studovaf v Parizi na Ecole Nor-
male, kde ho udili Lagrange, Laplace a Monge, s ktorymi udrziaval dobré vztahy. Od
konca 1795 Fourier bol menovany ako uéitel na Ecole polytechnique. V roku 1798 sa
Fourier pridal k Napoleonovej armade v invazii do Egypta ako vedecky poradca. Pocas
pobytu v Egypte sa zoznamil s Napoleonom a v Alexandrii dopomohol k zalozeniu
Egyptského vedeckého tstavu. Potom ako Napoleon prebral moc vo Francuzsku, sa
Fourier vracia z Egypta do vlasti v roku 1801. Po jeho navrate ho Napoleon vymenoval
za Prefekta v departemente Isere. Fourier nebol nadSeny z predstavy, zZe musi opustit
akademicky svet v Parizi, ale nemohol sa vzprie¢it Napoleonovej ponuke. AvSak pocas
jeho posobenia v Grenoble sa zacal Fourier venovat matematickej monografii zaoberaji-
cej sa teoriou tepla. V roku 1807 mal spisanii celit monografiu o prudeni tepla v tuhych
latkach, v ktorej sa taktiez zaoberal moznostou zapisat funkciu ako trigonometricky
rad. Neskor v roku 1822 bolo vydané jeho najznamejsie dielo Théorie analytique de
la chaleur (Analytické teoria tepla), ktoré bolo rozsirenim uz spominanej monografie.
Text bol volnym prekladom z [19]. Na zaciatok by sme radi uviedli niektoré definicie

a vety, ktoré budeme vyuzivat v nasledujiacich kapitolach.

lzdroj http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier
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1 DEFINICIE ZAKLADNYCH POJMOV

1.1 Definicie a vety z Matematickej analyzy

Nasledujtice definicie a vety si prebraté z ([1],]9],[10]).

Definicia 1.1. Nech f : [0,T] C R — R je 2w-periodickd a integrovatelnd funkcia.

Potom rad:
F(z) = (aycos(nx)+ b, sin(nz)), kde
n=0
1 2m
apg — % ; f(I)dI, b(] = O,
1 2m
ap = — (x) cos(nz)dz,

0

T
1 27

b, = —/ f(z)sin(nz)dx, pre n=1,2,3 ...
T Jo

nazveme Fourierovgm radom funkcie f(z), a an, b, nazveme redlnymi koeficientmi Fou-

rierovho radu.
Definicia 1.2. Nech f : [0,T] C R — R je T-periodickd a integrovatelnd funkcia.

Potom rad:

> P 1 [T 2
Z 7,8 kde 0, = T/ Flx)e Ty, pre n=0,£1,42, ...
0

n=—oo

nazveme Fourierovym radom funkcie f.

Pozndmka: Medzi koeficientmi Fourierovho radu vyjadraného v definicii (1.1) a koefi-

cientmi z definicie (1.2) plati vztah:
1
n — o\Un — bn .
o 2(@ iby)
épecialne, pre n=0 g9 = ay.
Veta 1.3 (Moivreova veta). Nech ze C. Potom plati:

z = d(cos(p) +isin(p)),

2 = 5% (cos(nyp) + isin(ny)).

Veta 1.4. Nech postupnosti {a,}5, a {b,}22, si konvergentné. Nech pre nekonecne

mnoho prirodzengjch ¢isel n plati: a, < b,. Potom plati: lim,,_, a, < lim,,_, b,

11



1 DEFINICIE ZAKLADNYCH POJMOV

1.2 Definicie a vety z algebry

Nezapornost Fourierovych radov je tzko spojend s kladnou semi-definitnostou Spe-
cidlnych matic, preto je dolezité uviest definicie a vety z algebry. Vety a definicie st

prebraté z ([17],[6], a [8]).

Definicia 1.5. Nech A € R™*" je symetrickd matica. Potom A sa nazijva kladne defi-
nitnd, ak Vr € R, x # 0 plati 27 Az > 0.

Definicia 1.6. Nech A € R™" je symetrickd matica. Potom A sa nazijva kladne semi-

definitnd, ak ¥Yx € R™ plati 27 Ax > 0.

Pri vypoctoch by bolo tazkopadne zistovat, ¢i matice si kladne definitné, z definicie
preto uvedieme eSte postacujice podmienky pre kladna definitnost a kladnia semidefi-

nitnost.

Veta 1.7 (|6, str.263] Sylvestrovo kritérium). Nech A € R™™ je symetrickd matica.

Potom:

(a) matica A je kladne definitnd prdve vtedy, ked vsetky jej hlavné rohové minory (de-

terminanty hlavngch rohovych podmatic) si kladné.

(b) matica A je kladne semidefinitnd prave vtedy, ked vietky jej hlavné minory (deter-

minanty hlavngch podmatic) si nezdaporné.

Veta 1.8 (Laplaceov rozvoj determinantu). Nech A € R™*", 1 < k,l <n. Oznaéme
|Ay;| determinant matice, ktord vznikne vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca z ma-

tice A. Potom

n n

Al =D (D) a | Ay = Y (1) aq| Ayl

=1 i=1
Uvedené sucty nazgvame Laplaceovymi rozvojmi determinantu |A|- prvyg podla k-teho

riadku, druhy podla l-teho stipca.

Veta 1.9. Nech A € H" ak je A striktne diagondlne dominantnd, a vSetky cleny na

diagondle su kladné, potom su vsetky vlastné c¢isla matice A redlne a kladné.

Dosledok 1.10. Ak si splnené predpoklady Vety(1.9), tak matica A je kladne definitnd.

12



2 KRITERIA NEZAPORNOSTI

2 Kritéria nezapornosti

7 poznamky v kapitole (1.1) plati $pecialne, pre n=0 oy = %fon(:c) cos(nx)dx =
%fOT f(z), ak ap < 0 tak z vlastnosti Riemanovho integralu vieme, ze funkcia f(z)
je bud skoro v8ade nulova, alebo nadobuda zaporné hodnoty, a teda takéto funkcie
nas nemusia zaujimat. Preto budeme vySetrovat Fourierove rady s og > 0. Navyse
Tubovolny takyto rad sa da vynormovat tak, aby platilo g = 1, priGom normovanim
sa nezmeni to, ¢ rad je alebo nie je nezaporny. Rad tvaru o(z) =1+ ,_ (Jke"’“)

budeme nazyvat normovany Fourierov rad.

2.1 Bochnerova veta

Salomon Bochner narodeni 20.8.1899 v Podgorze, ned aleko Krakova v Raktisko-Uhorsku.
V roku 1914 sa celd jeho rodina prestahovala do Berlina pred strachom z ruskej inva-
zie, kde Salomon zacal navstevovat gymnazium. V roku 1918 nastapil na Humboldtovu
univerzitu v Berline. Jeho PhD praca bola na tému ortogondlne systémy komplexnych
analytickych funkcii. Doktorat ziskal v roku 1921. Medzi rokmi 1924 az 1933 prednasal
na Mnichovskej Univerzite. V roku 1932 publikoval pracu v ktorej rozoberal zovSeobec-
nenie Lebesgueovho integralu, toto rozsirenie je dnes zname ako Bochnerov integral.
V roku 1933 prijal ponuku prednasat na Princetonskej univerzite, kde posobil do roku
1968. Potom do svojej smrti posobil na univerzite Rice do roku 1982. Pocas svojho
7ivota sa zaoberal tedriou pravdepodobnosti, no jeho najvyznamesie prace sa zaoberali
harmonickou analyzou. Jeho najznamejsie dielo je z roku 1932 a origindlny nazov je
Vorlesungen iiber Fouriersche Integrale, v tomto diele publikoval zndmu Bochnerovu

vetu, s ktorej obmenou pracujeme v tejto praci aj my.

Definicia aj veta st prebraté z [2]

13



2 KRITERIA NEZAPORNOSTI

Definicia 2.1. Matica Ac C**" tvaru:

Qo a1 G- A-3 ... Q_p41
aq apg Qa_—q1

as ay Qo . . a_s
as a_q s

aq Qo a_q

sa nazyva Toeplitzovskd.

My sa budeme Specidlne venovat hermitovskym Toeplitzovskym maticiam t.j. mati-
ciam spliajicim: A = AT = A¥ takéto matice si ozna¢ime A = Toepl(cg,01,09,...,0,_1)

a ich tvar teda bude:

(o)) 01 52 oo Op—1
01 oy
A= 09 09
(o)) 01
Op—1 ... O9 01 o)

Veta 2.2 (]2, str.9] Bochnerova veta). Necho(x) = > ;2 ore’™ je Fourierov rad. Po-
rom o(x) je nezdporny pre Vo € R prdve vtedy, ked matice A™ = Toepl(cg, 01,09, ...,0n_1)

st kladne semidefinitné pre lubovolné n € N.

2.2 McLean-Woerdemanovo kritérium

Druhym velmi vyznamnym kritériom pre nezdpornost Fourierovych radov je McLean-
Woerdemanovo kritérium, ktoré bolo publikované v 2001 v ¢lanku [11]. Publikoval ho
doktorant J.W. McLean s H. J. Woerdeman, ktory momentalne posobi ako profesor
na Drexel University v Amerike. My uvedieme zjednoduseny tvar tohto kritéria z [11],
aj s dokazom pre Fourierove rady s jednou premennou. Toto kritérium je jednoduchsie
na overenie ako Bochnerovo kritérium nezapornosti. Overovanie predpokladov tohto
kritéria sa da previest na problém semidefinitného programovania, ale problémom je

7e toto kritérium je pouzitelné iba pre konec¢né Fourierove rady.

14



2 KRITERIA NEZAPORNOSTI

Veta 2.3 (McLean-Woerdeman). Konecng Fourierov rad o(z) = S0 1N+1 et je

nezdporny pre Vo € R, vtedy a len vtedy ak mnoZina M C HY je neprdzna, kde :

M = {FG'HN|F>-O Z Fppn =0, pre n:(),l,...,n—l}.

p=n-+1

Dokaz. < Predpokladajme, ze M je neprazdna teda existuje F = 0 spliajuca o, =
N
Yo Fopn = Z F,q, pre n=0,1,..., N — 1. Potom

p=n-+1
1<pq<N
N-1
o= > >
n=-—N+1 p—q=n
1<p,g<N
N-1
_ i(p—q)x
= 2 D B
n=—N—+1 p—q=n
1<p,g<N
= E e Fyettt >0, lebo F = 0.
1<p,g<N

= PodTla Riesz-Fejérovej faktorizacnej vety [2, str.3], ak polyném o(z) > 0 tak potom

musi existovat polynom p(z) = Zﬁ/[:__lMH pe’™ taky, ze o(x) = |u(z)[?, teda

o(x) = Z e’ Z et

k=—M+1 —M+1
M-1
_ Z Mkﬁlez(k—l)w
kl=—M+1
N-1
= > > wo | €™, kde N =2M —1.
=—N+1 k—Il=n

~M4+1<kI<M—1
Oznatme Fyy = pipy mply_py prep=1,...,N,g=1,...,N.
Potom pouzitim substiticie p — M =k, q— M = [ dostaneme:

Z Hifty = Z pg

k—l=n
—M+1<kJI<M-1 1<p q<N

a teda

N-1
— E O_neznw’
n

=—N+1

kde:

Z Ey.

1<p q<N

15



2 KRITERIA NEZAPORNOSTI

Naviac F' = 0 lebo

2
Z Zpbp—r| =0

1<p<N

zx Fz = E : ZpFpgZq = E ZpHp—MZqlq—M =

1<p,g<N 1<p,g<N

]

Podmienka McLean-Woerdemanovho kritéria sa da overit pomerne Tahko, potom

ako si tento problém prevedieme na optimalizac¢nd tlohu, tvaru:

min 0
F
s.t. Z Fopw=0r, pre k=01...,n—-1, (1)
p=k+1

F>0, FeH"

Dostaneme, Ze ak tato tloha ma aspon jedno pripustné rieSenie tak mnozina M de-
finovana v (2.3) je neprazdna a teda Fourierov rad pre zadane koeficienty oy, k =
0,1,...,n — 1 je nezdporny. Takyto typ nelinedrnych optimaliza¢nych problémov sa
da riesit v programe Matlab s naingtalovanym roZsirenim cvx(convex disciplined prog-
ramming) ([3],[4]). Naprogramovali sme skript v Matlabe, ktory je schopny s vyuZitim
rozsirenia cvx rozhodnit o tom ¢ konecény Fourierov rad s koeficientami o, € C, je
nezaporny alebo nie, pricom sme vyuzivali solver SeDuMi([12]). Zdrojovy kod mozno

najst na konci prace v prilohe A.

16



3 PRVY PRIKLAD

3 Prvy priklad

V tejto kapitole sa zamerame na niekol'ko prikladov ako pouzit Bochnerovo a McLean-
Woerdemanovo kritérium pre nezapornost.
Mame Fourierov rad:

f(x) =14+ acosw.

U7 na prvy pohlad je jasné, 7e pre parameter a musi platit a # 1 aby bol tento rad
nezaporny. No napriek tomu spravime rozbor prikladu, s tym Ze najprv pouzijeme

Bochnerovo kritérium a potom McLean-Woerdemanovo kritérium.

3.1 RieSenie pomocou Bochnerovho kritéria

V prvom rade si musime vypisat koeficienty radu. og = 1,01 = 5,01 =

o, =0 pre k=42 43, ..

(JIS]

Nésledne si vytvorime Toeplitzovské matice, ktoré buda mat tvar:

12 0 0 0
s 13

|08 0

0 - a0

s L3

0 0 0 ¢ 1

Teraz ked mame spraveny tvar Toeplitzovske] matice za¢neme vySetrovat jej defi-
nitnost pre Tubovolné n. Pre jednoduchost najprv budeme pozadovat, 7e matice A™
su kladne definitné a potom prejdeme ku kladnej semi-definitnosti. Pre dalSie vypodcty
sme si oznadili determinant matice det(A™) = A,. Najdolezitejsou ¢astou bolo si uve-
domit, ze determinanty A, sa daji pomocou Laplaceovho rozvoja determinantu (Veta
1.8) vyjadrit ako: )

Ay = Ayy — %AH_Q, 2)

kde:

17



3 PRVY PRIKLAD

a2 (3)
A2 — 1 - Z,
¢o je homogénna diferen¢né rovnica druhého radu s jednym parametrom, s pociatoc-

nymi podmienkami (3). Potom charakteristicky polynom tejto diferen¢nej rovnice bude

a __

mat tvar: r? —r — 0. VyrieSenim tejto rovnice dostaneme v§eobecné rieSenia rovnice

4
(2) ato:
1+ v1l-a?
r = 9 ) (4)
1—+vV1-a?
rg = — .
2

Moézme si vSimnut, Ze pre 1 a1y platia vztahy:

ri+1re =1,
a2 (5)
.79 = Z
Taktiez si mézme vSimnit, ze korene rq, 79 st zévislé od parametra a, najprv sa budeme
venovat pripadu, kedy |a| # 1 a teda r; a 7o st rozne a vSeobecné rieSenie rovnice (2)

ma tvar:

A, =] + corly.

Potom najdenim koeficientov ¢;, ¢ pre poc¢iatoéné podmienky (3), s vyuzitim vztahov

(5) dostaneme:

&
C1 = s
T —T9
Co = — )
=T
a teda rieSenie rovnice (2) je:
Tn+2 o Tn+2
1 2
Ay = ) (6)
rL— T2

kde 71,75 st definované v (4).

Pre pripad ked |a| = 1 nastava r; = ro = 3 a teda vieobecné rieSenie rovnice (2) ma

1 n
A, = (§> (1 + n.cy),

18
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3 PRVY PRIKLAD

a pre dané podmienky (3) dostaneme, ze rieSenie rovnice (2) pre |a| = 1 mé tvar:

1 n
Dovod, preco sme sa venovali rovnici (2) je ten, ze A;, pre ¢ = 1,2,...,n su determi-
nanty hlavnych rohovych podmatic matice A™ | a preto sa nam staci zaoberat otazkou
pre ktoré hodnoty parametra a su jednotlivé A; kladné. Z tvaru rq, ry je vidno, Ze tito

otazku budeme riesit pre dva pripady, naprv ked |a| < 1, a potom pre |a| > 1.

3.1.1 Pripad |a| <1

Ak |a] < 1 je tento pripad dost trivialny, lebo r; aj 7o st rozne reélne ¢isla a na prvy

pohTad je vidno, Ze r; > 1o a teda platia nasledujice nerovnosti:

ry—1r9 >0,

n+2 n+2

z tychto nerovnosti vyplyva, ze A, je kladné pre Tubovolné n € N. Pre |a| = 1 dostéa-

vame, ze A, = (%)n (¢1 +n.co) a je jasne vidiet, Ze tento vyraz je kladny pre [ubovolné
n € N.

Dostali sme, ze A,, definované v (6),(7) je kladné, pre Tubovolné n € N. Teda sme
dostali, ze pre hodnoty parametra |a| < 1 je vySetrovany Fourierov rad 1 + acos(x)

nezaporny.

3.1.2 Pripad |a| > 1

Ukazeme, 7e o(z) < 0 pre vhodnia volbu n. Ak |a| > 1 tak, korene 7,7y stt komplexné
¢isla, pricom plati, zZe ro je komplexne zdruzené k r;. Na lepSiu pracu s ri,ry si ich

prevedieme do goniometrického tvaru

ry = 6(cos(B) + isin(B)),

ro = 0(cos(8) — isin(f)), kde
_ gl

§= 5
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Na zaklade Moivreovej vety (1.3) dostaneme tvar pre rieSenie rovnice (2) v tvare:

nsin((n + 2]5)
A, = |2 (8)
sin()
Chceme ukazat, ze Ing € N také, 7e ng+ 2 € (%, %”) a teda A,, bude zaporné. Také
prirodzené ¢&islo existuje prave vtedy, ak dizka intervalu (%7 %”) je vacsia ako jedna.

Dostavame nerovnost % > 1, ktord pre 3 € (0, 5) je ekvivalentna s nerovnostou 3 < 7.

T 2n
BB
jedna a teda existuje ng € N také, ze A,, je zdporné a teda nie je splnené Bochnerovo

Posledné nerovnost je splnend pre V3 € (0, Z) a teda dlzka intervalu ( ) je vicsia ako

kritérium.
Je zaujimavé sa pozriet na problém aj z iného uhla a to, Ze pre pevné n € N aké
je maximalne |a| € R také aby platilo A, > 0. Z poznatkov v (3.1.2) vidime, Ze musi

platit (n + 2)5 = 7 a dostaneme :

1 s
arccos | — | = )
|a| n+ 2

Po vyjadreni |a| dostaneme |a| = @, 7 tejto rovnosti dostaneme hranicu pre |a|
n+2

tak aby pre pevné n boli vSetky ¢leny Ay nezdporné pre k=1,2,...,n.

Veos(pif(n+21)

18r B

Obr. 2: Vztah medzi n a |al.

3.1.3 RozSirenie

Mozme, sa pytat pre ktoré parametre o € C je rad 1 + o€ + e~ nezaporny?

M I s e M M M v e 2 e
Po substittcii o = £, bude postup rovnaky aj s rovnicami, az na vyraz %, ktory
VB |22

bude nahradeny vyrazom - = - a teda rieSenia budia rovnakého charakteru ako v

20



3 PRVY PRIKLAD

pripade 1 + acos(z). Ako vysledok nam vyjde, Ze determinanty A, st neziporné ak
|| < 1, spatnym dosadenim o dostaneme |o| < %, pre o spliiajice tuto nerovnost je

rad 1+ oe' +Te~ " nezaporny. To ekvivalentne znamend, 7e rad 1+ a cos(z) + bsin(z)

je nezaporny ak plati: a® + b? < 1.

21
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3.2 RieSenie vyuzitim McLean-Woerdemanovho kritéria

Teraz pristipime k rieSenému problému inym spoésobom a budeme sa ho snazit vyriesit
cez McLean-Woerdemanovo kritérium nezépornosti. V kapitole 2.2 sme uviedli ako
sa d4 McLean-Woerdemanovo kritérium pretransformovat na optimaliza¢ény problém
(1). Momentalne neméame zadany koeficient, ale hfadame maximalny mozny koeficient,
ktory splita podmienky z McLean-Woerdemanovho kritéria, a teda moézme upravit (1)

do tvaru:
max |al
F

s.t. ZFW’ =1

a
FLQ:E, CLER

F=0, Fe#H

Tato uloha sa da pomerne l'ahko vyriesit, kedze F' ma tvar

(NS

r— p
3 1-p

Aby F bola kladne semi-definitna musia byt splnené podmienky

O0<p<l,

a2

0§p(1—p)—z<:>a2§4p(1—p).
7Z poslednej nerovnosti vidno, ze nam sta¢i maximalizovat vyraz 4p(1 — p), pre p €
(0,1). Pre maximalné a musi nastat rovnost v poslednej nerovnosti. Ak by nenastala
vedeli by sme najst vicsie a, také aby boli nerovnosti splnené a teda F' bola kladne
semi-definitnd. Vidno, ze vySetrovana funkcia je kladna a spojitd na kompakte (0, 1)
a teda nadobida svoje maximum a minimum. Tatiez vidno, Ze nadobida minimum
rovné nule v bodoch p =0, p = 1, to znamen4, Ze maximum sa musi nadobudat v
otvorenom intervale (0, 1). Z nutnej podmienky lokalného extrému dostaneme 1—2p = 0
a teda maximum sa nadobtuda v p = % a je rovné jednej. Dostali sme teda, 7e a® <
1 & |a| < 1. Na vyrieSenie optimalizacnej ulohy(9) vyuZijeme aj rozsirenie cvx, pre
Matlab, z dovodu, pripravy na rieSenie zlozitejSich tloh. Problémom je, Ze cvx nevie

maximalizovat konvexné funkcie ako absolitna hodnota, preto budeme maximalizovat

iba parameter a. Neskor ukazeme, Ze tento pristup nam da rovnaky vysledok, ako keby
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sme maximalizovali absolitnu hodnotu z a. Zdrojovy kod pre rieSenie ulohy (9) je,

uvedeny v Prilohe A, po jeho spusteni dostaneme vystup:

Calling sedumi: 4 variables, 2 equality constraints

SeDuMi 1.21 by AdvOL, 2005-2008 and Jos F. Sturm, 1998-2003.
Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
eqgs m = 2, order n = 3, dim = 9, blocks = 2
nnz(A) = 3 + 0, nnz(ADA) = 4, nnz(L) = 3
it : bx*y gap delta rate t/tPx t/tD¥ feas cg cg prec

0 : 6.72E+00 0.000
1 : -1.22E+00 1.41E+00 0.000 0.2097 0.9000 0.9000 1.23 1 1 1.2E+00
2 : -9.83E-01 5.72E-02 0.000 0.0406 0.9900 0.9900 1.31 1 1 3.7E-02
3 : -1.00E+00 3.62E-07 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1 1.9E-07
4 : -1.00E+00 3.65E-14 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1 2.0E-14
iter seconds digits c*X b*y
4 0.1 Inf -1.0000000000e+00 -1.0000000000e+00
|Ax-b| = 1.2e-14, [Ay-c]_+ = 0.0E+00, |x|= 1.0et+00, |yl= 1.0e+00

Detailed timing (sec)

Pre IPM Post
6.240E-02 6.240E-02 6.240E-02
Max-norms: ||bl||=1, |lcl| = 2,

Cholesky l|add|=0, |skipl = 0, |IL.LII = 1.

Status: Solved

Optimal value (cvx_optval): +1

Z vystupu vydiet, ze optimalnym rieSenim ulohy (9) je a = 1, avSak tento pristup
nam nepovedal konkrétny interval koeficientov, pre ktoré by bol rad 1+ a cos(z) neza-
porny. V nasledujucej kapitole ukadZeme, 7e na zaklade vysledku pre maximalizaciu a

bude rieSenim pre nezédpornost radu 1 + a cos(z) cely interval |a| € [0, 1].
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4 Druhy priklad

V predchadzajtcej kapitole sme ukazali ako sa daju vyuzit kritéria, uvedené v kapitole
2, na jednoduchy priklad, ktorého vysledok sme vedeli, uz vopred. V tejto kapitole

rozobereme pripad, kedy vysledok nie je okamzite zrejmy, a budeme sa zaoberat radom:
f(z) =1+ acosx + bcos2x

Predtym nez pristipime k aplikacii viet (2.2),(2.3) je dobré zistit, aspon priblizni mno-

7inu rieSeni, ktora nam ma vyjst, aby sme mohli potom overit vysledky.

Tvrdenie 4.1. MnoZina

k=1

M, = {a e R": 1+Zakcos(k:x) >0, pre Va € [0,27r]}

je konvexnd.

Doékaz. Nech p,q € M, ukizeme, ze Va € (0,1) vektor ap + (1 — a)g € M, ¢o je
ekvivalentné s 14+ > 7 [apy + (1 — &)qx] cos(kx) > 0
Nech a € (0, 1) potom pre Va € [0, 27] plati:

1+ Zpk cos(kx) >0 (I)
k=1

1+ Z qx cos(kz) >0 (II)
k=1

Vynasobenim (I) vyrazom « a (II) vyrazom (1 — «) a ich s¢itanim dostaneme, Ze pre

Va € [0, 2] plati:

1+ Z[ozpk + (1 — a)qg] cos(kx) >0

¢o znamena, ze vektor ap + (1 — a)q € M,,. ]

Pozndmka: Vidno, Zze mnozina M, je neprazdna, lebo vektor 0ecC patri vzdy do

mnoziny M,.

Dosledok 4.2. Vyuzitim Turdenia(4.1) a Poznamky(2), pre vysledok z kapitoly (3.2)

vidno, Ze mnoZina vhodnijch parametrov je [0,1].
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Tvrdenie (4.1), m6zme rozsirit do tvaru:

Tvrdenie 4.3. MnoZina

V, = {O’ eC": 1+ Z (ake““” +a_ke_““”) >0, pre Vx € [0, 27r]}
k=1

je konvexnd.

Dékaz. Nech o,y € V,, ukdzeme, ze Yo € (0,1) vektor ao + (1 — a)u € V, ¢o je ekvi-
valentné s 1+ ) _  [aoy + (1 — a)u]e™ >0
Nech a € (0, 1) potom pre Vz € [0, 27] plati:

1+ Z oe™™ >0 (I
k=—n

L+ ) e >0 (11)
k=—n

Vynasobenim (I) vyrazom « a (II) vyrazom (1 — «) a ich s¢itanim dostaneme, ze pre

Va € [0, 2] plati:

1+ Z [aoy, + (1 — a)p)e™ >0
k=—n

¢o znamend, ze vektor ao + (1 — a)u € V,,. O
Pozndmka: 7 definicie mnozin M,,,V,, vidno, ze plati: M, C V,,.

Pomocou Matlabu sme nagenerovali dvojice ¢isel [a,b], z obdlZnika s vrcholmi (-1.5.-
1),(1.5,1), potom sme pre kazda vygenerovani dvojicu rozhodli ¢ je rad 1 + acosx +
b cos 2x nezaporny. Body, pre ktoré bol nezaporny sme, zakreslili do Obr.(3). VyuZitim

Tvrdenia(4.1) dostaneme mnozinu, ktora je zaznacend v Obr.(4)

Obr. 3: Odhad mnoziny Mo Obr. 4: Konvexny obal odhadu mnoziny M»
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4.1 RieSenie pomocou Bochnerovho kritéria

Teraz sa pokusime pomocou Bochnerovho kritéria, zistit pre ktoré koeficienty je vySet-
rovany rad nezaporny. Na zaciatok si zapiSeme tvar Toeplitzovskych matic pre tento

konkrétny priklad.

1 ¢ L 0 .00

3 13
B(n):%% 1 0
0 5 3
3 1 3
0 ... 0 2 ¢ 1

Obdobne ako v predchédzajicej kapitole, sme pomocou Laplacovho rozvoja deter-
minantu (Veta 1.8) nasli vyjadrenie medzi determinantom matice B pomocou deter-

minantov matic s mensSim rozmerom. Dostali sme diferenc¢na rovnicu piateho radu:

a’> b b a® b b b b°
B =S Bua— (G- DBus—Baa =0 ()

b
B —-—1)B

2
Jej charakteristickd rovnica m4 tvar:

a_2_§)T3_9<“_2_9)T2_ﬁ(9_1)r—b—5:O (B)

b
5 __1 4
r° =+ ( )r +(4 5

2

Zrejme r; = g je korenom. Ostatné korene ry, 13, 74, 15 ziskame po vykrateni charakte-

ristického polynému vyrazom (r — %) a riesenim polynému §tvrtého stupna, pomocou

substitucie r = y — ble, a nasledne rozlozenim na dva kvadratické trojcleny. Korene

charakteristického polynému, si:

b
mr = 5, (10)

r2,3 =

%(- BT —a+1-bF/(— <b+1)2—a2+1—b)2—4b2>, (11)

mzi<¢<b+1>—2—a2+1—b¢\/W(b+1>2—a2+1—b>2—462>7 (12)

d4 sa jednoducho ukazat, Ze vyrazy 12345 SU naozaj rieSenim rovnice (B), ¢i uz roz-

. ) 5 : ; : .
nasobenim [[,_,(r — 74), alebo numericky dosadenim, niektorého z rj2345 a pevne

zvolenej dvojice (a,b). Vieobecné rieSenie rovnice (A) bude mat tvar:

By, = e + cory + ey + eury + 51y, kde ¢q, ..., 5 € C. (C)
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Na zéklade pociato¢nych podmienok:

B, =1,
e 2 (00
Bt (0 (2B Wy

dostaneme, vyjadrenie c; 2345 :

1

(r1 —ro)(re — r3)(re — 14)(r1 — 75)

Cc1 = [Bs — (ra+r3 + 1o+ 175)By

-+ (7’47’5 + T4T9o -+ 4T3 + 379 -+ 375 + 7“27“5)83 — (7“47“37"2 —+ TAT3Ts —+ T4ToTs + 7”37”27"5>Bg

+rar3rers Byl
1

(7“2 - 7“1)(7"2 - 7“3)(7”2 - 7“4)(7’2 - 7”5)

Cy = [B5—<T4+T3+7’5+7’1)B4

+ (r4r1 + raTs + 143 4 1375 + 7371 + 7571) By — (147375 + 147371 + 147571 + 737571 ) By

+T47’3T5T1B1] s
1

(rs —r1)(rs —ra)(r3 — r4)(r3 — 75)

c3 = [Bs — (ra+rs +12+171)By

+ (7’47’1 + 479 + T4Ts + TsTo + rsT1 + Tg’f‘l)Bg — (T47‘57’2 + T4T5T1 + TqToT1 + 7’5T2T1>B2

+ryrsrer By,
1

(ra —r1)(ra —r2)(ra — 13)(ra — 75)

cy = [Bs — (r5 +1r3+1re+1r1)By

+ (7’57’1 + 579 + rsTs + 379 + 31 + 7“27’1)83 — (7“57’37"2 + T'sT3T1 + T'sTaT1 + 7"37“27"1>BQ

+rsr3rer By,
1

(rs — 1) (15 — 12) (15 — 73) (15 — 74)

Cy — [B5—<T4+T3+7’2+7’1)B4

+ (rary 4 raro + T4r3 + 1379 4+ 1371 + 17o11) By — (rarsry + 14r3ry + ramory 4 137971 ) Ba
+T47’3T2T1B1] .

V pripade, Ze by sme vedeli vyjadrit podmienky pre dvojicu parametrov (a,b), pre
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ktori je vyraz B, nezdporny pre Vn € N, dostali by sme presny predpis mnoziny M.

Tato mnozina sa da ekvivalentne zapisat ako M, = {(a,b), B, > 0,Vn € N}. AvSak
kvoli zlozitosti vyrazov 71, 79, r3, 4, 5 sa ndm nepodarilo urcit presné podmienky, ktoré

by jednoznac¢ne ur¢ili mnozinu Ms. Ale z tvaru odhadu tejto mnoziny znazornenom na

Obr.(5):

Obr. 5: Odhad mnoziny Mo

predpokladame, Ze mnozina M bude zjednotenim trojuholnika s vrcholmi (0, —1),

(%4, %), (%, %) a elipsy so stredom v bode (0, %) a dlzkou osi v/2, pre hlavna os, a %
pre vedlajsiu os. Ttto hypotézu sa nam, ale nepodarilo overit, kvoli zna¢nému skom-
plikovaniu urcenia nezapornosti vyrazov B, oproti pripadu, ktory sme rozoberali v

kapitole 3. VzhTadom na tito komplikaciu, sa pokusime vyrieSit tento problém pomo-

cou McLean-Woerdemanovho kritéria.

4.2 RieSenie vyuzitim McLean-Woerdemanovho kritéria

V tejto Casti prace sa uz nebudeme zameriavat na urcenie presnych podmienok pre
dvojicu parametrov (a,b), ktoré by ur¢ili mnozinu M, presne. Ststredime sa skor ako

urcit zna¢ne presny odhad mnoziny M,. Nasim zamerom v tejto kapitole bude vyriesSit,
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pre pevne zvolené oy,, optimalizac¢nu ulohu:

max o,

ea

s.t. Z Fopr=0r pre k=01...,n—-1,
p=k+1 (Opt.1)

F =0,

FecH", ocC

Na zaklade ktorej sa dozvieme aké maximalne oy, moze byt. Na rieSenie tejto opti-
malizécie budeme opétovne vyuzivat nadstavbu na Matlab CVX. Av8ak pri rieSeni ta-
kejto tlohy nastava celkom zévazny problem, v tom ze CVX nedokaze maximalizovat
konvexnii funkciu akou je absolitna hodnota komplexného ¢isla pri takychto ohrani-
¢eniach. Tomuto problému sa da vyhnut, ale musime najprv dokdzat dve tvrdenia, s

vyuzitim ktorych sa nam to podari.

Tvrdenie 4.4. Rad o(z) =1+ ,_, <akeikx + U_ke*“”) je nezdaporny pre Vzx € [0, 2],
prdve vtedy ked, pre lubovolné a € R je rad o(z+a) = 1+ ,_, (04e™@F) 4 Gre~kata)),

je tiez nezdporny, pre Vx € [0, 27].

Dokaz. —
Kedze o(x) je 2m-periodické funkcia, tak plati o(z) = o(x + 2km) pre Vk € Z a teda ak
je o(x) nezaporna pre vsetky x € [0, 27| potom je nezédporna pre Va € R. Potom pre
rad o(x 4+ a) moézme spravit substiticiu ¢ = x + «, dostaneme rad o(t), ale na intervale
t € |o, 27+, na zaklade toho, Ze rad je nezaporny pre vietky x € R je tiez nezaporny
na [o, 2 + o a teda rad o(z + «) je nezaporny pre Vz € [0, 27]

—
Zvolenim o = 0 dostaneme, ze rad o(z) =1+ >, (okeik’” + U_ke_“”) je nezaporny.

]

Tvrdenie 4.5. Nech o € V,,, navyse nech pre pevné ko plati o, = |ple’* potom pre

Tubovolné § € (0,27 ewistuje vektor v € V,, taky, Ze vy, = |p|e’¢+).

Dékaz. Oznatme o = k%. Vytvorime vektor v pre ktorého zlozky plati:

Y =er %, prek=1,2,...,n
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Vidime, Ze y, = |p|e?¢®), potrebujeme este ukazat v € V,.
Teda musime ukézat, ze rad: y(z) = 1+ Y p_, (we* 4+ Fe~"**) je nazaporny. Tento

rad sa da prepisat do tvaru:

3

n
f)/(x) _ Z (O_keikaeikm + O_—kefikaefikx) _ (O_keik:(:rJra) + O_—kefik(:era))
k=1 k=1

Vidime, Ze tento rad je iba posunutym radom o(z+«) s vyuzitim Tvrdenia (4.4) vieme,

7e tento rad je nezaporny a teda vy € V, O]

Dosledok 4.6. Sprdavnou volbou 6 z tvrdenia 4.5 vieme docielit, Ze g, bude redlne

cislo.

Ak existuje optimalne riesenie v tlohe Opt.1, oznac¢ime ho @, tak potom z désledku
4.6 vyplyva, Ze existuje pripustné rieSenie,y také, ze vz, € R a |og,| = |7k, |- To znamena,
ze aj ~v je optimalné rieSenie tlohy Opt.1. Vytvorime nova tlohu, ktorej optimélne
rieSenie bude ekvivalentné s optiméalnym rieSenim tlohy Opt.1 avSak ucelova funkcia
uz bude pripupné v zmysle CVX:

max ¢
Fio,c

s.t. Z Fopr=o0k pre k=01...,n—-1,
p=k+1

(Opt.2)
Oky = G,
F >0,
FeH", oceC" ceR.

Jednoduchymi tvahami sa da prist na to, ze ak tilohaOpt.1 ma optimalne rieSenie,
tak aj dloha Opt.2 ma optimalne rieSenie a hodnoty ucelovych funkcii sa rovnaju.
Taktiez sa da ukazat, Ze ak tiloha Opt.2 mé optimalne rieSenie, tak aj iloha Opt.1 ma
optimélne rieSenie a hodnoty tcelovych funkcii sa rovnaji. Na zéklade tychto zisteni
sme boli schopny naprogramovat funkciu, ktora pre zadany rozmer problému vypocita
aki maximalnu hodnotu moéze mat koeficient oy, pre zvolené ky. Zdrojovy kod pre

rieSenie ulohy Opt.2 je uvedeny v Prilohe A. Konkrétne pre nasu funkciu f(z) =

1+ acosx + bcos 2z bude mat optimaliza¢né tloha tvar:
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max f(a,b)

Fia,b

3
s.t. ZFM =1,
p=1

3
a
Z Fypp-1= 9 (Opt.3)
p=2

b
Fi3= 5

F >0,
FeH abeR.

Ak chceme maximalizovat parameter a zvolime funkciu f(a,b) = a, rieSenie pre
takto zvolent téelovii funkciu je dvojica [a,b] = [v/2,0.5], z Tvrdenia(4.5) pre 6 = 7
vyplyva, Ze pripustné riesenie bude aj dvojica [a,b] = [v/2* €™, 0.5 % €27] = [—/2,0.5].
Pre maximalizaciu parametra b, zvolime u¢elovi funkciu f(a, b) = b, dostaneme dvojicu
[a,b] = [0, 1], obdobne ako pred chvilou vyuzitim Tvrdenia(4.5) dostaneme, ze opti-
maélne rieSenie je aj [a,b] = [0, —1]. S vyuzitim predchadzajiceho prikladu vieme, 7e
mmnozina M, uréite obsahuje vektory: [v/2,0.5],[—+/2,0.5], [0, 1], [0, —1],[1,0],[=1,0], s
vyuzitim faktu, ze M, je konvexnd, dostaneme odhad mnoziny M,. Do obrazka sme za-
znacili numericky zistent celd mnozinu M; a odhad mnoziny M, ziskany ako konvexny
obal nami zistenymi vektormi. Ako je vidno z Obr.(6) nepokryli sme tymto postupom

celi mnozinu M.

Obr. 6: Porovnanie mnoziny Ms s jej odhadom

Otéazku ako mnozinu M,, aproximovat presnejsie, budeme riesit v nasledujicej kapitole.
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5 Problémy vyssieho radu

V kapitole 4 sme zadefinovali mnoziny M, a V,,. V tejto kapitole sa budeme zaobe-
rat numerickou aproximéciou tychto mnozin. Budeme sa zaoberat najma kone¢nymi
Fourierovymi radmi. Na konci kapitoly sa vyjadrime aj k nekoneénym radom. Vyuzi-
jeme tvrdenia 4.1 a 4.3 teda, Zze mnoziny M, a V, st konvexné. Najprv sa budeme
zaoberat mnozinou M, a neskor, sa budeme venovat rozsireniu postupov na mnozinu
V,.. Zakladna myslienka je taka, ze vygenerujeme dostatocne vela bodov z dostato¢ne
velkej mnoziny a potom uréime, na zaklade jedného z kritérii, pre ktoré z tychto bo-
dov je vySetrovany Fourierov rad nezidporny. Potom spravime komplexny obal tychto
bodov, ¢im dostaneme aproximaciu tychto mnozin. Avsak vsetky postupy s generova-
nim zna¢ného poc¢tu bodov maju ten nedostatok,ze vyrazne zalezi od toho aké body
vygenerujeme, navySe mnoho bodov je tak povediac zbyto¢nych, lebo v podstate po-
trebujeme iba body na hranici mnozin M, a V,,. Taktiez moze vyvstat problém, ze
pocet bodov potrebny na urcenie mnozin M, a V,,, bude aZ moc velky, ¢o ndm zvysi
¢asovu zlozitost algoritmov. Otazkou je, ktoré kritérium pouzit tak aby tento postup

bol ¢o najpresnejsi, a ¢o najmenej vypoctovo narocny.

5.1 Vy¢cislovacia metéda

Prva moznost, ktora sa pontka je pre zadanych n koeficientov, vypocitat rad o(z) v do-
stato¢ne vela kontrolnych bodoch x; a pozriet, sa ¢i st vypocitane hodnoty nezaporné.
Tento postup je pre malé n znac¢ne rychly a relativne presny. AvSak so stupajicim n
rastie pocet potrebnych kontrolnych bodov, v ktorych tento rad musime vy¢islit, aby
sme mohli povedat & je nezaporny. A teda rastie pocet potrebnych vypoc¢tov a na-
sledne i Casova zlozitost. Dali problém tohto postupu je numerickd nepresnost, kedze
so zvy$jicim sa n musime brat body z; stale blizsie k sebe. NavySe takyto sposob sa

neda pouzit na zistovanie nezdpornosti nekone¢nych Fourierovych radov.
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5.2 Metoéda zalozend na Bochnerovom kritériu

Dal%ou moznostou na presné urcenie mnozin M,, a V,,, je vyuzit Bochnerovo kritérium,
avSak v praxi je rozhodovanie na zéaklade tohto kritéria znac¢ne neefektivne. Ako sme
mohli vidiet v kapitolach (3), (4) vypoctova zlozitost vyrazne rastie pre narastajici
rozmer radu. Popripade keby, sme sa zmierili s urc¢itou mierou nepresnosti, mohli by
sme len spravit determinanty Toeplitzovskych matic v kazdom vygenerovanom bode.
Problém je, ze vypocet determinantu je znacne c¢asovo zlozitd operécia, s tym zZe by
sme museli pocitat tieto determinanty v kazdom vygenerovanom bode. NajvicSiou vy-
hodou Bochnerovho kritéria je, ze plati aj pre nekonec¢né Fourierove rady, ale aj pre ne
je prakticky nemozné s jeho vyuzitim néajst celit mnozinu vyhovujicich koeficientov.
Pomocou Bochnerovho kritéria sa da spravit urc¢ita aproximéacia mnozin M, a V,,, ktora
nie je velmi ¢asovo naro¢na. Pri tejto aproximacii sa vyuzije Veta (1.9) a dosledok vy-
plyvajici z nej. Pre normované kone¢né Fourierove rady, Toeplitzovské matice spliiaji
skoro v8etky predpoklady Vety (1.9). Ak by tieto matice boli eSte striktne diagonéalne
dominantné, vedeli by sme, Ze st kladne definitné pre lubovolne velky rozmer. Vzhla-
dom na $pecidlny tvar Toeplitzovskych matic, na ich striktnt diagonalnit dominantnost

je potrebné, aby koeficienty o;, = 1,2,...,n spliali nerovnost:
> lowl + [ow] < 1 (13)
k=1

ktora po rozpisani do realnych Fourierovych koeficientov bude mat tvar:

i (wai—l—bi) <1
=1

V pripade, Ze tato nerovnost je splnend, tak nekonecny Fourierov rad je urcite neza-
porny pre Va € [0,7T]. Pre nazornost uvedieme porovnanie tohto odhadu mnoziny so
samotnou mnozinou pripustnych koeficientov z Kapitoly 4. Vidno, Ze tymto spdosobom
sme nenasli celd mnozinu Ms, existuji Fourierové rady, pre ktoré Toeplitzovské matice
nespliiaji striktna diagonalnu dominantnost, a s nezaporné. Ako priklad spomenieme
rad 1 + v/2cos(x) + 0.5 cos(2x), ktory je nezaporny, ale nespliia nerovnost 13. Na za-
ver by sme spomenuli, Ze Bochnerovo kritérium sa da pouzit aj opa¢nym sposobom a
to tak, ze ak vieme o Fourierovom rade, Ze je nezaporny tak prislusna Toeplitzovska

matica je kladne semidefinitna pre Tubovolny rozmer.
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Obr. 7: Porovnanie mnoziny My s aproximaciou ziskanou Bochnerovym kritériom

5.3 Metoéda zalozend na McLean-Woerdemanovom kritériu

Posledny sposob ako numericky ziskat mnoziny M,, a V,, je pouzitie McLean-Woerdemanovho
kritéria. Vyhodou tohto kritéria je daleko menS$ia ¢asové zlozitost ako pri Bochnero-
vom kritériu. VSetky grafy mnozin, v tejto praci sme zhotovili takymto spésobom, ze
sme si nechali rovnomerne vygenerovat stotisic bodov v rovine a nasledne sme vsetky
otestovali scriptom, ktory na zdklade McLean-Woerdemanovho kritéria rozhodol, ktoré
body boli vyhovujice a ktoré nie. Tento postup trval priemerne okolo pétdesiat mi-
nut. Problém tohto pristupu je, ako sme uz spomenuli na zaciatku kapitoly, Ze mnoho
bodov ktoré vySetrime st zbyto¢né lebo, ndm stacia iba body na hranici mnozin M,
alebo V,,. Problém so zbyto¢nymi bodmi, by sa dal obist, ak by sme dokazali priamo
generovat iba body na hranici mnozin M,, a V,, potom by sme potrebovali mensi pocet
bodov na utvorenie konvexného obalu. Toto by sa dalo dosiahnut ak by M, a V,boli
kompaktné. Nasledne by sme optimalizaciou $pecialne zvolenych funkcii, cez mnoziny

M, a V, dokazali generovat body na ich hranici.
Veta 5.1. MnoZina V,, je ohranicend a uzavretd.

Dokaz. Najprv dokdZzeme uzavretost mnoziny V,,. DokdZeme, Ze pre [ubovolnu konver-

gentni postupnost vektorov o®)7" | <V, plati, Ze klir_{l o)
—+00

= ¢ patri do mnoziny V,,.
Kedze plati V,, C C" tak plati:

lim ¢® =5 < lim al(k) =a, pre [(=1,2,...,n. (I)
k—+4o0 k—+o00

Oznacme si o®(z) = 1+ >, (Ul(k)e“w —|—El(k)e_il$>. Vieme, 7e o®)(x) > 0 pre k =

1,2,.... Treba ukazat, ze (x) > 0, z ¢oho dostaneme, 7e vektor 6 € V,. Vyuzitim
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vlastnosti limity pre sacet postupnosti a vyuzitim (I) dostaneme, Ze pre Tubovolné
pevné z € R plati:

. (k) _ =
Jim o) =00

Vyuzitim vety (1.4) dostavame, ze 6(x) > 0 a teda & = kEI—Poo o® eV,

Ukazeme, Ze mnozina V,, je ohrani¢ena, teda Ze existuje gula B, = {z eCr:vzz< r}
s kone¢nym polomerom r taka, ze V,, C B,. Vzhladom na to ako je mnozina V,, de-
finovana plati, ze pre vSetky vektory o € V,, je splnené Bochnerovo kritérium. Pre
Tubovolny vektor o € V,, plati, Ze matica A = Toepl(1,04,...,0,) je kladne semi-
definitna. Kedze matica A1) je kladne semi-definitna, musi spliat Vetu (1.7), z ¢oho

vyplyva, Ze vietky hlavné minory A+ musia byt kladne semi-definitné. Z podmienky

kladnej semi-definitnosti pre pecialne zvolené hlavné minory matice A+ tvaru:

L oy
Ok 1 7
dostaneme podmienku:
o> < 1. (11)
Nerovnost (II) plati pre & = 1,2,...,n. S¢tanim nerovnosti (II) cez vSetky k =

1,2,...,n dostaneme:

00 = lok]? < n < Voo < /n. (14)
k=1

Dostali sme, Ze norma lubovolného vektora o € V,, je mensia ako \/n a teda mnozina

V,, je urcite podmnoZzinou B, 5, takze V,, je ohranicena. O
Veta 5.2. MnoZina M, je kompakind.

Dokaz. Kedze M, C R" staci ukazat, ze M, je ohrani¢end a uzavreta. Najprv dokazeme
uzavretost mnoziny M,,. Dokézeme, Ze pre [ubovolnu konvergentna postupnost vekto-

rov a(k)zil C M, plati, ze klim a®) = @ patri do mnoziny M,,. Kedze plati M, C R

—+00

tak plati:

(k)
l

lim «® =a< lim o =a, pre [=1,2,...,n. (I)

k—+o00 k—+o00
Oznacme si a®(x) =1+ >, (al(k) cos(lm)). Vieme, 7e a™(x) > 0 pre k = 1,2, .. ..

Treba ukazat, ze plati a(x) > 0, z ¢oho dostaneme, ze vektor a € M,. VyuZitim
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vlastnosti limity pre sacet postupnosti a vyuzitim (I) dostaneme, Ze pre Tubovolné
pevné z € R plati:

. (k) _
Jim o) = ata)

Vyuzitim vety (1.4) dostavame, Ze a(x) > 0 a teda @ = lim a® € M,. Kedze plati:

k——~+o0
M, C V,, vyuzitim predchédzajiceho tvrdenia dostaneme, ze M, je tiez ohranicena. [

Dosledok 5.3. Z dokazu vety(5.1) vidno, Ze pre vietky k = 1,2, ... plati:
ok> <1 (/a2 + b7 <2. (%)

Lubovolng normovany Fourierov rad, ktory nespliia (I*) pre aspoti jedno k € N uz

nemoze byl nezaporny.

Kedze sme dokazali, Ze mnozina V,, je ohrani¢end a uzavreté, tak je kompaktna,
kedZe je podmnozinou v C", a teda kazda spojitd funkcia na mnozine V,, nadobuda
maximum a minimum. Obdobne, kedze M, je kompaktna, tak kazda spojita funkcia
nadobuda na M,, svoje maximum a minimum. Spravnou volbou funkcii mé6zme docielit,
7e jej maximum alebo minimum na mnozine M, sa bude nadobidat na hranici M,,.

Riesenim tlohy

min flai,az,... a,)
Fla1,a2,...,an

s.t. zn:Fp,p =1,
p=1

n
E Foprp=ar, pre k=1,...,n—1,
p=k+1

F>0, FeH",

(15)

a17a27"'7an€]R7

pre dostatocne vela funkeif f; sme schopny zistit dostato¢ne vela bodov na hranici
M, a teda budeme moct spravit konvexny obal M, a dostaneme znacne presnii ap-
roximéaciu tejto mnoziny. Pre pripad mnoziny M, sta¢i pouzit linedrne funkcie tvaru
flai,a2) = cra; + czag kde ¢1, o st volené konstanty. Hlavna podmienka, ktora by
funkcie f;(ay,as,...,a,) mali spliat je aby nemohli mat extrém vo vnitri mnoziny
M, ¢o vo v8eobecnosti znamenad, ze by nemali mat Zziadny lokdlny extrém. Vyvstavaji

otazky, ako napriklad volit funkcie pre vyssie n, alebo ako spravne zvolit funkcie ak by
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sme cheeli generovat body na hranici mnoziny V,,. Tieto otdzky mozu byt predmetom
dalieho hlbsieho skiimania. Ako sme uz spominali McLean-Woerdemanovo kritérium
nemozno pouzit pre nekone¢né Fourierove rady, avSsak mohli by sme ho pouzit pre ko-
necny sucet vySetrovaného nekonecného radu, pre znacne velké n a potom rozhodnit
o nezapornosti vySetrovaného radu. Tento postup nie je moc pouZitelny. Mohlo by sa
stat, Ze ¢ilasto¢ny sucet bude nezaporny no celkovy rad nebude, alebo ¢iastoény su-
¢et nebude nezaporny, ale celkovy rad bude. Pre druhti moznost uvedieme konkrétny

pripad. Ak vezmeme rozvoj funkcie f(z) = z? = %(1 +> e 1%7(;32 Cos(wnx)) na

intervale [—1,1] vieme, Ze f(z) = z? je nezapornd a teda aj jej Fourierov rozvoj bude

nezaporny, ale ak by sme zvolili ¢iastocény stcet iba po n = 1 dostaneme funkciu

1

(1 — & cos(mx)), ktord nie je nezaporna ako mozno vidiet z Obr.8.

T
¥2

= (1—12!(pi2)cos(pix))f3

I I I ! I I I I 1
-1 08 0B 04 02 i} 0z 04 0B 08 1

Obr. 8: Kontrapriklad rozgirenia kritéria pre funkciu f(z) = 22

Avsak na zaklade dodatku (5.3) mézeme s urcitostou povedat, ze Tubovolny neko-
ne¢ny normovany Fourierov rad, ktorého aspon jeden redlny koeficient je ostro vacsi
ako dva, uz nemoéze byt nezaporny. Na zaver eSte uvedieme niekolko odhadov mnozin
M, definovanych vo Vete 4.1, a ich rezov, v grafickej podobe. Na obrazkoch Obr. 9-16,
st vykreslené mnoziny My, M3, ako aj rezy mnozin Ms, My. Vsetky tieto odhady boli

vypocitané pomocou metody zalozenej na McLean-Woerdemanovom kritériu a vyge-

nerovania zna¢ne velkého poétu dvojic (a, b).
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T+acos{lxyHbcos(2x)

T+acos{ix}#b cos(Ix)

Obr. 9: Mnozina My Obr. 10: Rez mnozinou Ms, ak as =0

T+atcas(aybicos() T4atcos()sbteostiy)

Obr. 11: Rez mnozinou M3z, ak a1 =0 Obr. 12: Rez mnozinou My, ak a; = a3 =0

Obr. 13: MnoZina M3 Obr. 14: MnoZina Ms

Obr. 15: Rez mnozinou My, ak a1 =0 Obr. 16: Rez mnozinou My, ak a1 =0
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ZAVER

Zaver

V nasej praci sme uviedli dve kritéria, ktoré na zéklade koeficientov rozhodnii o ne-
zapornosti Fourierovych radov. Ukazali sme v kapitolach (3),(4) na jednoduchych pri-
kladoch, ako tieto kritéria pouzit na zistenie celych mnozin koeficientov pre ktoré je
Fourierov rad nezaporny. Taktiez sme ukazali ako sa ich pouzitie komplikuje pre zlo-
zitejsie priklady. Nésledne sme sa venovali v kapitole (5) ako tieto mnoziny numericky
odhadnut aj pomocou optimalizacie vhodnych funkcii na mnozinach M, a V,,. Pri tomto
postupe ale vyvstala otédzka ako volit optimalizované funkcie. Tato otazka moze byt
predmetom dal'Sieho skiimania. V naSej praci sme nespomenuli vyuZzitie a mozni apli-
kaciu kritérii nezapornosti. Touto témou sa zaoberaja d'alSie prace, napriklad vyuzitim
Bochnerovho kritéria sa zaobera 2|, z ktorej sme Cerpali aj my pri pisani tejto prace.
Ako dalsi priklad uvedieme ¢lanky [13],[14], v ktorom je uvedend aplikicia a vyuzitie
McLean-Woerdemanovho kritéria. NaSa praca by mohla byt prinosna ¢itatelom, ktori

sa snazia ziskat zaklad o vySetrovani Fourierovych radov, pomocou ich koeficientov.
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Priloha A

Priloha A

function[a]=tester (sigma)
$Funkcia ktora urci ci konecny Fourierov rad s koeficientami sigma a sigma
$komplx. zdruzene, je nezaporny

$pre k=0

[m,n]=size (sigma);

cvx_begin sdp quiet

%cvx_solver sdpt3 %moznost zmenit solver
cvx_solver sedumi

variable F(n,n) hermitian

minimize( 0 )

for k=1l:n
sum (diag (F,—k+1)) == sigma(l,k)
end

F>=0

cvx_end
a=cvx_status;
switch a
case {'Solved'}
a=1; $fprintf ('Fourierou rad so zadanimi koeficientmi je nezaporny \n')
case{'Infeasible'}
a=0; $fprintf ('Fourierou rad so zadanimi koeficientmi nie je nezaporny \n'")
case 'Failed'
a=[];%warning ('Program zlyhal \n'")
end
end

g

$prikladl
cvx_begin sdp
cvx_solver sedumi

variable F(2,2) hermitian
variable a

maximize (a)

sum (diag(F,0))
sum(diag (F,—1))

F>=0

cvx_end

g

function[a]= priklad2 (k)

$pre k=1 budeme maximalizovat koeficient a
$pre k=2 budeme maximalizovat koeficient b
%pre k rozne od 1 alebo 2 funkcia nezbehne
cvx_begin sdp %quiet

cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2)

% Objective function
maximize (a(k, 1))

sum (diag(F,0))
sum(diag (F,—1))
sum (diag (F,—2))

F>=0

cvx_end
a=cvx_optval;

end

g

function [k,bl= fourier2(n,p)

%n je dlzka konecneho Fourierovho radu, alebo aj pocet koeficientov ak
%neratame sigma_0
%p je index koeficientu ktoreho normu chceme maximalizovat
% musi platit p<=n

%k je maximalna norma sigma_p
%b je vektor koeficientov pre ktory sa nadobuda maximum

cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(n+l,n+1l) hermitian
variable
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function[a]=tester(sigma)

%Funkcia ktora urci ci konecny Fourierov rad s koeficientami sigma a sigma 

%komplx. zdruzene, je nezaporny

%sigma musi byt riadkovy vektor, a musi to byt vektor obsahujuci c_k, 

%pre k=0,1,2,...,n nezaporne, z vyjadrenia radu cez e^(ikx)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%



  

[m,n]=size(sigma);



cvx_begin sdp quiet

%cvx_solver sdpt3 %moznost zmenit solver

cvx_solver sedumi

variable F(n,n) hermitian



minimize( 0 )



 for k=1:n

        sum (diag(F,-k+1)) == sigma(1,k)

end



F>=0



cvx_end

a=cvx_status;

switch a

    case {'Solved'}

        a=1;%fprintf('Fourierou rad so zadanimi koeficientmi je nezaporny \n')

    case{'Infeasible'}

        a=0;%fprintf('Fourierou rad so zadanimi koeficientmi nie je nezaporny \n')

    case 'Failed'

        a=[];%warning('Program zlyhal \n')

end

end


%priklad1

cvx_begin sdp 

cvx_solver sedumi



variable F(2,2) hermitian

variable a 

 

maximize(a)



        sum (diag(F,0)) == 1

        sum(diag(F,-1)) == a/2

F>=0



cvx_end




function[a]= priklad2(k)

%pre k=1 budeme maximalizovat koeficient a

%pre k=2 budeme maximalizovat koeficient b

%pre k rozne od 1 alebo 2 funkcia nezbehne

cvx_begin sdp %quiet

cvx_solver sedumi



variable F(3,3) hermitian

variable a(2) 



% Objective function

maximize(a(k,1))



        sum (diag(F,0)) == 1

        sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2

        sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2

F>=0



cvx_end

a=cvx_optval;



end


Priloha A

variable a(n) complex

% Objective function

maximize (c)
a(p,1)==c
sum (diag(F,0)) == 1
for i=1:n—1

sum(diag(F,—1i)) == a(i,1)/2

end

F>=0

cvx_end

k=cvx_optval;

b=a;

end

g

Program ktory vykresli mnozinu koeficientov pre ktoré je rad 1 + a,cos(nz) +

ay, cos(kx) nezaporny.

function=rezy(n,k, 1)
$funkcia

ficientov pre ktore je rad:
1 n* 7

Y

tic
a=—2+4*rand (
b=—2+4xrand (
sigma=ones (1
sigma(:,n+1)

)

ter(sigma(i, :));
——1

cas=toc/60

al=a(j,1);

bl=b(3,1);

X=[al,bl];

K=convhulln (X) ;

figure;

fill(al(K),bl1(K),'b")

title( sprintf ('l+axcos (%ix)+bxcos(%ix)"',n,k))
end

g

Script ktory odhaduje mnozinu Ms pomocou McLean-Woerdemanovho kritéria, cez

generovanie bodov na hranici mnoziny:

b=[];

a=[1;

tic

for i=—100:1:100
c=1/100;

cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2)

% Objective function

maximize (a(l,1)+c*a(2,1))
sum (diag(F,0)) == 1
sum(diag(F,—1)) == a(1l,1)/2
sum(diag (F,—2)) == a(2,1)/2

F>=0

cvx_end

b=[b;a(2,1)];

d=[d;a(1,1)];

end

for i=—100:1:100

c=1/100;

cvx_begin sdp quiet

cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian

variable a(2)

% Objective function

maximize(—a(l,1)+c*a(2,1))
sum (diag(F,0)) == 1
sum(diag(F,—1)) a(l,1)/2
sum(diag (F,—2)) a(2,1)/2

F>=0

cvx_end
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function [k,b]= fourier2(n,p)

%n je dlzka konecneho Fourierovho radu, alebo aj pocet koeficientov ak 

%neratame sigma_0

%p je index koeficientu ktoreho normu chceme maximalizovat

% musi platit p<=n

%k je maximalna norma sigma_p

%b je vektor koeficientov pre ktory sa nadobuda maximum



cvx_begin sdp quiet

cvx_solver sedumi



variable F(n+1,n+1) hermitian

variable b

variable a(n) complex 

 

% Objective function

maximize(c)

        a(p,1)==c

        sum (diag(F,0)) == 1

        for i=1:n-1

            sum(diag(F,-i)) == a(i,1)/2

        end

        

F>=0



cvx_end

k=cvx_optval;

b=a;

end


function=rezy(n,k,l)

%funkcia ktora vykresli mnozinu keoficientov pre ktore je rad:

% 1+a_n*cos(nx)+ a_k*cos(kx) nezaporny

%n index jedneho koeficientu

%k index druheho koeficientu

%l pocet vyhodnocovacich bodov

tic

a=-2+4*rand(l,1);

b=-2+4*rand(l,1);

sigma=ones(l,1);

sigma(:,n+1)=a./2;

sigma(:,k+1)=b./2;

a1=[];

b1=[];

j=[];

for i=1:l

    p=tester(sigma(i,:));

    if p==1

        j=[j;i];

    end

end

toc;

cas=toc/60

a1=a(j,1);

b1=b(j,1);

X=[a1,b1];

K=convhulln(X);

figure;

fill(a1(K),b1(K),'b')

title( sprintf('1+a*cos(%ix)+b*cos(%ix)',n,k))

end


Priloha A

for i=—100:1:100
c=1/100;

cvx_begin sdp quiet

cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2)

% Objective function
maximize (cxa(1l,1)+a(2,1))

sum (diag(F,0)) == 1
) a(l,1)/2
a(2,1)/2

sum (diag (F,—1)
sum(diag (F,—2))

F>=0

cvx_end

for i=—100:1:100
c=1i/100;

cvx_begin sdp quiet

cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2)

¥ Objective function
maximize (cxa(l,1)—a(2,1))
sum (diag(F,0))

sum (diag (F,—1))
sum(diag (F,—2))

X=[d,b];
K=convhulln (X) ;
figure;
fill(d(K),b(K),'b")
axis('tight')

4
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b=[];

d=[];

tic

for i=-100:1:100

    c=i/100;

cvx_begin sdp quiet

cvx_solver sedumi



variable F(3,3) hermitian

variable a(2) 



% Objective function

maximize(a(1,1)+c*a(2,1))



        sum (diag(F,0)) == 1

        sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2

        sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2

F>=0



cvx_end

b=[b;a(2,1)]; 

d=[d;a(1,1)];

end



for i=-100:1:100

    c=i/100;

cvx_begin sdp quiet

cvx_solver sedumi



variable F(3,3) hermitian

variable a(2) 



% Objective function

maximize(-a(1,1)+c*a(2,1))



        sum (diag(F,0)) == 1

        sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2

        sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2

F>=0



cvx_end

b=[b;a(2,1)]; 

d=[d;a(1,1)];

end







for i=-100:1:100

    c=i/100;

cvx_begin sdp quiet

cvx_solver sedumi



variable F(3,3) hermitian

variable a(2) 



% Objective function

maximize(c*a(1,1)+a(2,1))



        sum (diag(F,0)) == 1

        sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2

        sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2

F>=0



cvx_end

b=[b;a(2,1)]; 

d=[d;a(1,1)];

end



 for i=-100:1:100

     c=i/100;

 cvx_begin sdp quiet

 cvx_solver sedumi

 

 variable F(3,3) hermitian

 variable a(2) 

 

 % Objective function

 maximize(c*a(1,1)-a(2,1))

 

         sum (diag(F,0)) == 1

         sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2

         sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2

 F>=0

 

 cvx_end

 b=[b;a(2,1)]; 

 d=[d;a(1,1)];

 end

toc

X=[d,b];

K=convhulln(X);

figure;

fill(d(K),b(K),'b')

axis('tight')
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