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Abstrakt v ²tátnom jazyku

Iring, Andrej: Kritériá nezápornosti trigonometrických Fourierovych radov [Bakalárska

práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,

Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: prof. RNDr. Daniel �ev£ovi£,

CSc., Bratislava, 2014, 44 s.

V na²ej práci sa venujeme kritériám nezápornosti pre Fourierove rady, konkrétne

Bochnerovým kritériom, a McLean-Woerdemanovým kritériom. Obe tieto kritéria trans-

formujú otázku, £i je Fourierov rad nezáporný, na otázku kladnej semide�nitnosti ²pe-

cialných matíc. Cie©om na²ej práce je ukáza´ pouºitie týchto kritérií na jednoduchých

príkladoch, pre kone£né Fourierove rady, a ako pomocou spomenutých kritérií nume-

ricky odhadnú´ mnoºinu koe�cientov pre ktoré bude kone£ný Fourierov rad nezáporný.

V na²ej práci sme ukázali, ºe overenie predpokladov spomenutých kritérií môºe by´

zna£ne obtiaºné. �alej v na²ej práci sme dokázali nieko©ko vlastností mnoºiny, koe�-

cientov, pre ktoré bude kone£ný Fourierov rad nezáporný, taktieº sme uviedli spôsoby

na odhad tejto mnoºiny. Na konci práce sa zaoberáme vyuºitím dokázaných vlastností

mnoºiny, ako i moºnos´ou ur£i´ ktoré nekone£né Fourierove rady nemôºu by´ nezá-

porné.

K©ú£ové slová: Fourierove rady, koe�cienty Fourierových radov, kladne

semide�nitné matice



Abstract

Iring, Andrej: Criteria for nonnegativity of Fourier trigonometric series [Bachelor The-

sis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Infor-

matics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr.

Daniel �ev£ovi£, CSc., Bratislava, 2014, 44p.

In our work we devote to criteria of nonnegativity for Fourier series, namely Bochners

criterion, and McLean-Woerdeman criterion. Both of these criteria are transforming

question whether the Fourier series is non-negative to question if a special matrices are

positive semi-de�nite. The aim of our work is to show the application of these criteria on

simple examples, for �nite Fourier series, and how to use those criteria to numerically

estimate the set of coe�cients for which the �nite Fourier series is non-negative. In our

work we have shown that verify the assumptions of mentioned criteria can be highly

di�cult. Further, in our work we have proved several properties of the set of coe�cients

for which the �nite Fourier series is non-negative, we have also introduced methods for

estimating this set. At the end of our work we using proven properties of the mentioned

set, to determine if the in�nite Fourier series can be non-negative.

Keywords: Fourier series, Fourier series coe�cients, positive semi-de�nite matrices
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Zoznam pouºitých symbolov

Hn priestor n× n Hermitovských matíc

r r := (x, y, z)T, resp. r := (x1, x2, x3)
T

Rn vektorový priestor nad R

Cn vektorový priestor nad C

Rm×n mnoºina v²etkých m× n-rozmerných matíc nad R
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ÚVOD

Úvod

V dne²nej dobe, sú Fourierové rady nesmierne dôleºité, najmä v oblasti technológii a

matematického programovania, preto je potrebné v praxi vedie´, kedy sú tieto rady ne-

záporné. V tejto práci sme najmä vychádzali z knihy [2] a £lánku [11], kde sú uvedené

kritéria, pod©a ktorých sa dá rozhodnú´ o nezápornosti Fourierovho radu na základe

jeho koe�cientov. Za cie© si k©adieme zosumarizova´ informácie o nezápornosti Fourie-

rových radov, ale taktieº chceme ukáza´ ako tieto kritéria pouºi´, £o budeme ilustrova´

na jednoduchých príkladoch. Navy²e na spomenutých príkladoch ukáºeme aj to, ºe pou-

ºitie týchto kritérií nemusí by´ vºdy triviálne, najmä £o sa týka overenia predpokladov.

V tejto práci, by sme sa chceli tieº venova´ presnému ur£eniu, alebo aspo¬ aproximá-

cií mnoºiny koe�cientov, pre ktoré sú Fourierove rady nezáporné. Význam tejto práce

spo£íva v tom, ºe na základe získaných informácií budeme môc´ testova´ nezápornos´

funkcií, ktorých Fourierov rozvoj budeme pozna´. Vyuºitie a aplikácia spomenutých

kritérií je moºná v prácach v oblasti ²tatistiky, matematického programovania, ale aj

v technických smeroch.
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1 DEFINÍCIE ZÁKLADNYCH POJMOV

1 De�nície základnych pojmov

V tejto kapitole si zade�nujeme najzá-

kladnej²ie pojmy, s ktorými budeme ¤a-

lej pracova´. Fourierove rady sú pomeno-

vané na po£es´ francúzského matematika

Jean Baptiste Joseph Fourier, Joseph Fou-

rier sa narodil roku 1768 v Auxerre, vo

Francúzsku. V roku 1780 nastúpil na vo-

jenskú ²kolu v Auxerre, kde sa ukázal jeho

talent pre matematiku.

Obr. 1: J. B. Fourier.1

V roku 1790 za£al u£i´ na Benediktínskej ²kole, École Royale Militaire of Auxerre,

ktorú ako mladý tieº nav²tevoval. V roku 1795 za£al ²tudova´ v Paríºi na École Nor-

male, kde ho u£ili Lagrange, Laplace a Monge, s ktorými udrºiaval dobré vz´ahy. Od

konca 1795 Fourier bol menovaný ako u£ite© na École polytechnique. V roku 1798 sa

Fourier pridal k Napoleonovej armáde v invázií do Egypta ako vedecký poradca. Po£as

pobytu v Egypte sa zoznámil s Napoleonom a v Alexandrii dopomohol k zaloºeniu

Egyptského vedeckého ústavu. Potom ako Napoleon prebral moc vo Francúzsku, sa

Fourier vracia z Egypta do vlasti v roku 1801. Po jeho návrate ho Napoleon vymenoval

za Prefekta v departemente Isere. Fourier nebol nad²ený z predstavy, ºe musí opusti´

akademický svet v Paríºi, ale nemohol sa vzprie£i´ Napoleonovej ponuke. Av²ak po£as

jeho pôsobenia v Grenoble sa za£al Fourier venova´ matematickej monogra�í zaoberajú-

cej sa teoriou tepla. V roku 1807 mal spísanú celú monogra�u o prúdení tepla v tuhých

látkach, v ktorej sa taktieº zaoberal moºnos´ou zapísa´ funkciu ako trigonometrický

rad. Neskôr v roku 1822 bolo vydané jeho najznámej²ie dielo Théorie analytique de

la chaleur (Analytická teória tep©a), ktoré bolo roz²írením uº spomínanej monogra�e.

Text bol vo©ným prekladom z [19]. Na za£iatok by sme radi uviedli niektoré de�nície

a vety, ktoré budeme vyuºíva´ v nasledujúcich kapitolách.
1zdroj http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier
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1 DEFINÍCIE ZÁKLADNYCH POJMOV

1.1 De�nície a vety z Matematickej analýzy

Nasledujúce de�nície a vety sú prebraté z ([1],[9],[10]).

De�nícia 1.1. Nech f : [0, T ] ⊂ R → R je 2π-periodická a integrovate©ná funkcia.

Potom rad:

F (x) =
∞∑
n=0

(an cos(nx) + bn sin(nx)), kde

a0 =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)dx, b0 = 0,

an =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(nx)dx,

bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(nx)dx, pre n = 1, 2, 3, . . .

nazveme Fourierovým radom funkcie f(x), a an, bn nazveme reálnymi koe�cientmi Fou-

rierovho radu.

De�nícia 1.2. Nech f : [0, T ] ⊂ R → R je T-periodická a integrovate©ná funkcia.

Potom rad:
∞∑

n=−∞

σne
i 2π
T
nx, kde σn =

1

T

∫ T

0

f(x)e−i
2π
T
nxdx, pre n = 0,±1,±2, ...

nazveme Fourierovým radom funkcie f.

Poznámka: Medzi koe�cientmi Fourierovho radu vyjadraného v de�nícii (1.1) a koe�-

cientmi z de�nície (1.2) platí vz´ah:

σn =
1

2
(an − ibn).

�peciálne, pre n=0 σ0 = a0.

Veta 1.3 (Moivreova veta). Nech z∈ C. Potom platí:

z = δ(cos(ϕ) + i sin(ϕ)),

zk = δk(cos(nϕ) + i sin(nϕ)).

Veta 1.4. Nech postupnosti {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 sú konvergentné. Nech pre nekone£ne

mnoho prirodzených £ísel n platí: an ≤ bn. Potom platí: limn→∞ an ≤ limn→∞ bn

11



1 DEFINÍCIE ZÁKLADNYCH POJMOV

1.2 De�nície a vety z algebry

Nezápornos´ Fourierových radov je úzko spojená s kladnou semi-de�nitnos´ou ²pe-

ciálnych matíc, preto je dôleºité uvies´ de�nície a vety z algebry. Vety a de�nície sú

prebraté z ([17],[6], a [8]).

De�nícia 1.5. Nech A ∈ Rn×n je symetrická matica. Potom A sa nazýva kladne de�-

nitná, ak ∀x ∈ Rn, x 6= 0 platí xTAx > 0.

De�nícia 1.6. Nech A ∈ Rn×n je symetrická matica. Potom A sa nazýva kladne semi-

de�nitná, ak ∀x ∈ Rn platí xTAx ≥ 0.

Pri výpo£toch by bolo ´aºkopádne zis´ova´, £i matice sú kladne de�nitné, z de�nície

preto uvedieme e²te posta£ujúce podmienky pre kladnú de�nitnos´ a kladnú semide�-

nitnos´.

Veta 1.7 ([6, str.263] Sylvestrovo kritérium). Nech A ∈ Rn×n je symetrická matica.

Potom:

(a) matica A je kladne de�nitná práve vtedy, ke¤ v²etky jej hlavné rohové minory (de-

terminanty hlavných rohových podmatíc) sú kladné.

(b) matica A je kladne semide�nitná práve vtedy, ke¤ v²etky jej hlavné minory (deter-

minanty hlavných podmatíc) sú nezáporné.

Veta 1.8 (Laplaceov rozvoj determinantu). Nech A ∈ Rn×n, 1 ≤ k, l ≤ n. Ozna£me

|Aij| determinant matice, ktorá vznikne vynechaním i-teho riadku a j-teho st¨pca z ma-

tice A. Potom

|A| =
n∑
j=1

(−1)k+jakj|Akj| =
n∑
i=1

(−1)l+iail|Ail|

Uvedené sú£ty nazývame Laplaceovými rozvojmi determinantu |A|- prvý pod©a k-teho

riadku, druhý pod©a l-teho st¨pca.

Veta 1.9. Nech A ∈ Hn ak je A striktne diagonálne dominantná, a v²etky £leny na

diagonále sú kladné, potom sú v²etky vlastné £ísla matice A reálne a kladné.

Dôsledok 1.10. Ak sú splnené predpoklady Vety(1.9), tak matica A je kladne de�nitná.

12



2 KRITÉRIA NEZÁPORNOSTI

2 Kritéria nezápornosti

Z poznámky v kapitole (1.1) platí ²peciálne, pre n=0 σ0 = 1
T

∫ T
0
f(x) cos(nx)dx =

1
T

∫ T
0
f(x), ak a0 ≤ 0 tak z vlastností Riemanovho integrálu vieme, ºe funkcia f(x)

je bu¤ skoro v²ade nulová, alebo nadobúda záporné hodnoty, a teda takéto funkcie

nás nemusia zaujíma´. Preto budeme vy²etrova´ Fourierove rady s σ0 > 0. Navy²e

©ubovolný takýto rad sa dá vynormova´ tak, aby platilo σ0 = 1, pri£om normovaním

sa nezmení to, £i rad je alebo nie je nezáporný. Rad tvaru σ(x) = 1 +
∑n

k=−n
(
σke

ikx
)

budeme nazýva´ normovaný Fourierov rad.

2.1 Bochnerova veta

Salomon Bochner narodení 20.8.1899 v Podgórze, ne¤aleko Krakova v Rakúsko-Uhorsku.

V roku 1914 sa celá jeho rodina pres´ahovala do Berlína pred strachom z ruskej invá-

zie, kde Salomon za£al nav²tevova´ gymnázium. V roku 1918 nastúpil na Humboldtovu

univerzitu v Berlíne. Jeho PhD práca bola na tému ortogonálne systémy komplexných

analytických funkcií. Doktorát získal v roku 1921. Medzi rokmi 1924 aº 1933 predná²al

na Mníchovskej Univerzite. V roku 1932 publikoval prácu v ktorej rozoberal zov²eobec-

nenie Lebesgueovho integrálu, toto roz²írenie je dnes známe ako Bochnerov integrál.

V roku 1933 prijal ponuku predná²a´ na Princetonskej univerzite, kde pôsobil do roku

1968. Potom do svojej smrti pôsobil na univerzite Rice do roku 1982. Po£as svojho

ºivota sa zaoberal teóriou pravdepodobnosti, no jeho najvyznáme²ie práce sa zaoberali

harmonickou analýzou. Jeho najznámej²ie dielo je z roku 1932 a originálny názov je

Vorlesungen über Fouriersche Integrale, v tomto diele publikoval známu Bochnerovu

vetu, s ktorej obmenou pracujeme v tejto práci aj my.

De�nícia aj veta sú prebraté z [2]

13



2 KRITÉRIA NEZÁPORNOSTI

De�nícia 2.1. Matica A∈ Cn×n tvaru:

A =



a0 a−1 a−2 a−3 . . . a−n+1

a1 a0 a−1
. . . . . .

...

a2 a1 a0
. . . . . . a−3

a3
. . . . . . . . . a−1 a−2

...
. . . . . . a1 a0 a−1

an−1 . . . a3 a2 a1 a0


sa nazýva Toeplitzovská.

My sa budeme ²peciálne venova´ hermitovským Toeplitzovským maticiam t.j. mati-

ciam sp¨¬ajúcim:A = AT = AH , takéto matice si ozna£ímeA(n) = Toepl(σ0, σ1, σ2, . . . , σn−1)

a ich tvar teda bude:

A =



σ0 σ1 σ2 . . . σn−1

σ1 σ0
. . . . . . ...

σ2
. . . . . . . . . σ2

... . . . . . . σ0 σ1

σn−1 . . . σ2 σ1 σ0


Veta 2.2 ([2, str.9] Bochnerova veta). Nech σ(x) =

∑∞
k=−∞ σke

ikx je Fourierov rad. Po-

rom σ(x) je nezáporný pre ∀x ∈ R práve vtedy, ke¤ matice A(n) = Toepl(σ0, σ1, σ2, . . . , σn−1)

sú kladne semide�nitné pre ©ubovolné n ∈ N.

2.2 McLean-Woerdemanovo kritérium

Druhým ve©mi významným kritériom pre nezápornos´ Fourierových radov je McLean-

Woerdemanovo kritérium, ktoré bolo publikované v 2001 v £lánku [11]. Publikoval ho

doktorant J.W. McLean s H. J. Woerdeman, ktorý momentálne pôsobí ako profesor

na Drexel University v Amerike. My uvedieme zjednodu²ený tvar tohto kritéria z [11],

aj s dôkazom pre Fourierove rady s jednou premennou. Toto kritérium je jednoduch²ie

na overenie ako Bochnerovo kritérium nezápornosti. Overovanie predpokladov tohto

kritéria sa dá previes´ na problém semide�nitného programovania, ale problémom je

ºe toto kritérium je pouºite©né iba pre kone£né Fourierove rady.

14



2 KRITÉRIA NEZÁPORNOSTI

Veta 2.3 (McLean-Woerdeman). Kone£ný Fourierov rad σ(x) =
∑N−1

n=−N+1 σke
ikx, je

nezáporný pre ∀x ∈ R, vtedy a len vtedy ak mnoºinaM⊂ HN je neprázna, kde :

M =

{
F ∈ HN |F � 0,

N∑
p=n+1

Fp,p−n = σn, pre n = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Dôkaz. ⇐ Predpokladajme, ºe M je neprázdna teda existuje F � 0 sp¨¬ajúca σn =
N∑

p=n+1

Fp,p−n =
∑

p−q=n
1≤p,q≤N

Fpq, pre n = 0, 1, . . . , N − 1. Potom

σ(x) =
N−1∑

n=−N+1

∑
p−q=n

1≤p,q≤N

Fpqe
inx

=
N−1∑

n=−N+1

∑
p−q=n

1≤p,q≤N

Fpqe
i(p−q)x

=
∑

1≤p,q≤N

eiptFpqeiqt ≥ 0, lebo F � 0.

⇒ Pod©a Riesz-Fejérovej faktoriza£nej vety [2, str.3], ak polynóm σ(x) ≥ 0 tak potom

musí existova´ polynóm µ(x) =
∑M−1

n=−M+1 µe
inx taký, ºe σ(x) = |µ(x)|2, teda

σ(x) =
M−1∑

k=−M+1

µke
ikx

M−1∑
l=−M+1

µle
ilx

=
M−1∑

k,l=−M+1

µkµle
i(k−l)x

=
N−1∑

n=−N+1

 ∑
k−l=n

−M+1≤k,l≤M−1

µkµl

 eint, kde N = 2M − 1.

Ozna£me Fpq = µp−Mµq−M pre p = 1, . . . , N , q = 1, . . . , N .

Potom pouºitím substitúcie p−M = k, q −M = l dostaneme:∑
k−l=n

−M+1≤k,l≤M−1

µkµl =
∑
p−q=n

1≤p,q≤N

Fpq, ,

a teda

σ(x) =
N−1∑

n=−N+1

σne
inx,

kde:

σn =
∑
p−q=n

1≤p,q≤N

Fpq.

15



2 KRITÉRIA NEZÁPORNOSTI

Naviac F � 0 lebo

z ∗ Fz =
∑

1≤p,q≤N

zpFpqzq =
∑

1≤p,q≤N

zpµp−Mzqµq−M =

∣∣∣∣∣ ∑
1≤p≤N

zpµp−M

∣∣∣∣∣
2

≥ 0

Podmienka McLean-Woerdemanovho kritéria sa dá overi´ pomerne ©ahko, potom

ako si tento problém prevedieme na optimaliza£nú úlohu, tvaru:

min
F

0

s.t.
n∑

p=k+1

Fp,p−k = σk, pre k = 0, 1, . . . , n− 1,

F � 0, F ∈ Hn.

(1)

Dostaneme, ºe ak táto úloha má aspo¬ jedno prípustné rie²enie tak mnoºina M de-

�novaná v (2.3) je neprázdna a teda Fourierov rad pre zadáne koe�cienty σk, k =

0, 1, . . . , n − 1 je nezáporný. Takýto typ nelineárnych optimaliza£ných problémov sa

dá rie²i´ v programe Matlab s nain²talovaným roº²írením cvx(convex disciplined prog-

ramming) ([3],[4]). Naprogramovali sme skript v Matlabe, ktorý je schopný s vyuºitím

roz²írenia cvx rozhodnú´ o tom £i kone£ný Fourierov rad s koe�cientami σk ∈ C, je

nezáporný alebo nie, pri£om sme vyuºívali solver SeDuMi([12]). Zdrojový kód moºno

nájs´ na konci práce v prílohe A.
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3 PRVÝ PRÍKLAD

3 Prvý príklad

V tejto kapitole sa zameráme na nieko©ko príkladov ako pouºi´ Bochnerovo a McLean-

Woerdemanovo kritérium pre nezápornos´.

Máme Fourierov rad:

f(x) = 1 + a cosx.

Uº na prvý poh©ad je jasné, ºe pre parameter a musí plati´ a 6= 1 aby bol tento rad

nezáporný. No napriek tomu spravíme rozbor príkladu, s tým ºe najprv pouºijeme

Bochnerovo kritérium a potom McLean-Woerdemanovo kritérium.

3.1 Rie²enie pomocou Bochnerovho kritéria

V prvom rade si musíme vypísa´ koe�cienty radu. σ0 = 1, σ1 =
a
2
, σ−1 =

a
2
,

σk = 0 pre k = ±2,±3, ...

Následne si vytvoríme Toeplitzovské matice, ktoré budú ma´ tvar:

A(n) =



1 a
2

0 0 . . . 0

a
2

1 a
2

. . . . . . ...

0 a
2

1
. . . . . . 0

0
. . . . . . . . . a

2
0

... . . . . . . a
2

1 a
2

0 . . . 0 0 a
2

1


.

Teraz ke¤ máme spravený tvar Toeplitzovskej matice za£neme vy²etrova´ jej de�-

nitnos´ pre ©ubovolné n. Pre jednoduchos´ najprv budeme poºadova´, ºe matice A(n)

sú kladne de�nitné a potom prejdeme ku kladnej semi-de�nitnosti. Pre ¤a©²ie výpo£ty

sme si ozna£ili determinant matice det(A(n)) = An. Najdôleºitej²ou £as´ou bolo si uve-

domi´, ºe determinanty An sa dajú pomocou Laplaceovho rozvoja determinantu (Veta

1.8) vyjadri´ ako:

An = An−1 −
a2

4
An−2, (2)

kde:
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3 PRVÝ PRÍKLAD

A1 = 1,

A2 = 1− a2

4
,

(3)

£o je homogénna diferen£ná rovnica druhého rádu s jedným parametrom, s po£iato£-

nými podmienkami (3). Potom charakteristický polynóm tejto diferen£nej rovnice bude

ma´ tvar: r2−r− a
4
= 0. Vyrie²ením tejto rovnice dostaneme v²eobecné rie²enia rovnice

(2) a to :

r1 =
1 +
√
1− a2
2

,

r2 =
1−
√
1− a2
2

.

(4)

Môºme si v²imnú´, ºe pre r1 a r2 platia vz´ahy:

r1 + r2 = 1,

r1.r2 =
a2

4
.

(5)

Taktieº si môºme v²imnú´, ºe korene r1, r2 sú závislé od parametra a, najprv sa budeme

venova´ prípadu, kedy |a| 6= 1 a teda r1 a r2 sú rôzne a v²eobecné rie²enie rovnice (2)

má tvar:

An = c1r
n
1 + c2r

n
2 .

Potom nájdením koe�cientov c1, c2 pre po£iato£né podmienky (3), s vyuºitím vz´ahov

(5) dostaneme:

c1 =
r21

r1 − r2
,

c2 = −
r22

r1 − r2
,

a teda rie²enie rovnice (2) je:

An =
rn+2
1 − rn+2

2

r1 − r2
, (6)

kde r1, r2 sú de�nované v (4).

Pre prípad ke¤ |a| = 1 nastáva r1 = r2 = 1
2
a teda v²eobecné rie²enie rovnice (2) má

tvar:

An =

(
1

2

)n
(c1 + n.c2),

18



3 PRVÝ PRÍKLAD

a pre dané podmienky (3) dostaneme, ºe rie²enie rovnice (2) pre |a| = 1 má tvar:

An =

(
1

2

)n
(1 + n). (7)

Dôvod, pre£o sme sa venovali rovnici (2) je ten, ºe Ai, pre i = 1, 2, . . . , n sú determi-

nanty hlavných rohových podmatíc matice A(n) , a preto sa nám sta£í zaobera´ otázkou

pre ktoré hodnoty parametra a sú jednotlivé Ai kladné. Z tvaru r1, r2 je vidno, ºe túto

otázku budeme rie²i´ pre dva prípady, naprv ke¤ |a| ≤ 1, a potom pre |a| > 1.

3.1.1 Prípad |a| ≤ 1

Ak |a| < 1 je tento prípad dos´ triviálny, lebo r1 aj r2 sú rôzne reálne £ísla a na prvý

poh©ad je vidno, ºe r1 > r2 a teda platia nasledujúce nerovnosti:

r1 − r2 > 0,

rn+2
1 − rn+2

2 > 0,

z týchto nerovností vyplýva, ºe An je kladné pre ©ubovolné n ∈ N. Pre |a| = 1 dostá-

vame, ºe An =
(
1
2

)n
(c1+n.c2) a je jasne vidie´, ºe tento výraz je kladný pre ©ubovolné

n ∈ N.

Dostali sme, ºe An de�nované v (6),(7) je kladné, pre ©ubovolné n ∈ N. Teda sme

dostali, ºe pre hodnoty parametra |a| ≤ 1 je vy²etrovaný Fourierov rad 1 + a cos(x)

nezáporný.

3.1.2 Prípad |a| > 1

Ukáºeme, ºe σ(x) < 0 pre vhodnú vo©bu n. Ak |a| > 1 tak, korene r1, r2 sú komplexné

£ísla, pri£om platí, ºe r2 je komplexne zdruºené k r1. Na lep²iu prácu s r1, r2 si ich

prevedieme do goniometrického tvaru

r1 = δ(cos(β) + i sin(β)),

r2 = δ(cos(β)− i sin(β)), kde

δ =
|a|
2
,

β = arccos

(
1

|a|

)
, β ∈ (0,

π

2
).
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3 PRVÝ PRÍKLAD

Na základe Moivreovej vety (1.3) dostaneme tvar pre rie²enie rovnice (2) v tvare:

An = |δ|n sin([n+ 2]β)

sin(β)
(8)

Chceme ukáza´, ºe ∃n0 ∈ N také, ºe n0 + 2 ∈ (π
β
, 2π
β
) a teda An bude záporné. Také

prirodzené £íslo existuje práve vtedy, ak d¨ºka intervalu (π
β
, 2π
β
) je vä£²ia ako jedna.

Dostávame nerovnos´ π
β
> 1, ktorá pre β ∈ (0, π

2
) je ekvivalentná s nerovnos´ou β < π.

Posledná nerovnos´ je splnená pre ∀β ∈ (0, π
2
) a teda d¨ºka intervalu (π

β
, 2π
β
) je vä£²ia ako

jedna a teda existuje n0 ∈ N také, ºe An0 je záporné a teda nie je splnené Bochnerovo

kritérium.

Je zaujímavé sa pozrie´ na problém aj z iného uh©a a to, ºe pre pevné n ∈ N aké

je maximálne |a| ∈ R také aby platilo An ≥ 0. Z poznatkov v (3.1.2) vidíme, ºe musí

plati´ (n+ 2)β = π a dostaneme :

arccos

(
1

|a|

)
=

π

n+ 2
.

Po vyjadrení |a| dostaneme |a| = 1

cos( π
n+2)

, z tejto rovnosti dostaneme hranicu pre |a|

tak aby pre pevné n boli v²etky £leny Ak nezáporné pre k = 1, 2, . . . , n.

Obr. 2: Vz´ah medzi n a |a|.

3.1.3 Roz²írenie

Môºme, sa pýta´ pre ktoré parametre σ ∈ C je rad 1 + σeix + σe−ix nezáporný?

Po substitúcií σ = µ
2
, bude postup rovnaký aj s rovnicami, aº na výraz a2

4
, ktorý

bude nahradený výrazom µµ
4

= |µ|2
4

a teda rie²enia budú rovnakého charakteru ako v
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3 PRVÝ PRÍKLAD

prípade 1 + a cos(x). Ako výsledok nám vyjde, ºe determinanty An sú nezáporné ak

|µ| ≤ 1, spätným dosadením σ dostaneme |σ| ≤ 1
2
, pre σ sp¨¬ajúce túto nerovnos´ je

rad 1+σeix+σe−ix nezáporný. To ekvivalentne znamená, ºe rad 1+ a cos(x)+ b sin(x)

je nezáporný ak platí: a2 + b2 ≤ 1.
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3 PRVÝ PRÍKLAD

3.2 Rie²enie vyuºitím McLean-Woerdemanovho kritéria

Teraz pristúpime k rie²enému problému iným spôsobom a budeme sa ho snaºi´ vyrie²i´

cez McLean-Woerdemanovo kritérium nezápornosti. V kapitole 2.2 sme uviedli ako

sa dá McLean-Woerdemanovo kritérium pretransformova´ na optimaliza£ný problém

(1). Momentálne nemáme zadaný koe�cient, ale h©adáme maximalný moºný koe�cient,

ktorý sp¨¬a podmienky z McLean-Woerdemanovho kritéria, a teda môºme upravi´ (1)

do tvaru:
max
F

|a|

s.t.
2∑
p=1

Fp,p = 1

F1,2 =
a

2
, a ∈ R

F � 0, F ∈ H2

(9)

Táto úloha sa dá pomerne ©ahko vyrie²i´, kedºe F má tvar

F =

p a
2

a
2

1− p


Aby F bola kladne semi-de�nitná musia by´ splnené podmienky

0 ≤ p ≤ 1,

0 ≤ p(1− p)− a2

4
⇔ a2 ≤ 4p(1− p).

Z poslednej nerovnosti vidno, ºe nám sta£í maximalizova´ výraz 4p(1 − p), pre p ∈

〈0, 1〉. Pre maximalné a musí nasta´ rovnos´ v poslednej nerovnosti. Ak by nenastala

vedeli by sme nájs´ vä£²ie a, také aby boli nerovnosti splnené a teda F bola kladne

semi-de�nitná. Vidno, ºe vy²etrovaná funkcia je kladná a spojitá na kompakte 〈0, 1〉

a teda nadobúda svoje maximum a minimum. Tatieº vidno, ºe nadobúda minimum

rovné nule v bodoch p = 0, p = 1, to znamená, ºe maximum sa musí nadobúda´ v

otvorenom intervale (0, 1). Z nutnej podmienky lokálného extrému dostaneme 1−2p = 0

a teda maximum sa nadobúda v p = 1
2
a je rovné jednej. Dostali sme teda, ºe a2 ≤

1 ⇔ |a| ≤ 1. Na vyrie²enie optimaliza£nej úlohy(9) vyuºijeme aj roz²írenie cvx, pre

Matlab, z dôvodu, prípravy na rie²enie zloºitej²ích úloh. Problémom je, ºe cvx nevie

maximalizova´ konvexné funkcie ako absolútna hodnota, preto budeme maximalizova´

iba parameter a. Neskôr ukáºeme, ºe tento prístup nám dá rovnaky výsledok, ako keby
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3 PRVÝ PRÍKLAD

sme maximalizovali absolútnu hodnotu z a. Zdrojový kód pre rie²enie úlohy (9) je,

uvedený v Prílohe A, po jeho spustení dostaneme výstup:

Calling sedumi: 4 variables, 2 equality constraints

------------------------------------------------------------

SeDuMi 1.21 by AdvOL, 2005-2008 and Jos F. Sturm, 1998-2003.

Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500

eqs m = 2, order n = 3, dim = 9, blocks = 2

nnz(A) = 3 + 0, nnz(ADA) = 4, nnz(L) = 3

it : b*y gap delta rate t/tP* t/tD* feas cg cg prec

0 : 6.72E+00 0.000

1 : -1.22E+00 1.41E+00 0.000 0.2097 0.9000 0.9000 1.23 1 1 1.2E+00

2 : -9.83E-01 5.72E-02 0.000 0.0406 0.9900 0.9900 1.31 1 1 3.7E-02

3 : -1.00E+00 3.62E-07 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1 1.9E-07

4 : -1.00E+00 3.65E-14 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1 2.0E-14

iter seconds digits c*x b*y

4 0.1 Inf -1.0000000000e+00 -1.0000000000e+00

|Ax-b| = 1.2e-14, [Ay-c]_+ = 0.0E+00, |x|= 1.0e+00, |y|= 1.0e+00

Detailed timing (sec)

Pre IPM Post

6.240E-02 6.240E-02 6.240E-02

Max-norms: ||b||=1, ||c|| = 2,

Cholesky |add|=0, |skip| = 0, ||L.L|| = 1.

------------------------------------------------------------

Status: Solved

Optimal value (cvx_optval): +1

Z výstupu vydie´, ºe optimálnym rie²ením úlohy (9) je a = 1, av²ak tento prístup

nám nepovedal konkrétny interval koe�cientov, pre ktoré by bol rad 1+ a cos(x) nezá-

porný. V nasledujucej kapitole ukáºeme, ºe na základe výsledku pre maximalizáciu a

bude rie²ením pre nezápornos´ radu 1 + a cos(x) celý interval |a| ∈ [0, 1].
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4 Druhý príklad

V predchádzajúcej kapitole sme ukázali ako sa dajú vyuºi´ kritéria, uvedené v kapitole

2, na jednoduchý príklad, ktorého výsledok sme vedeli, uº vopred. V tejto kapitole

rozobereme prípad, kedy výsledok nie je okamºite zrejmý, a budeme sa zaobera´ radom:

f(x) = 1 + a cosx+ b cos 2x

Predtým neº pristúpime k aplikácií viet (2.2),(2.3) je dobré zisti´, aspo¬ pribliºnú mno-

ºinu rie²ení, ktorá nám má výjs´, aby sme mohli potom overi´ výsledky.

Tvrdenie 4.1. Mnoºina

Mn =

{
a ∈ Rn : 1 +

n∑
k=1

ak cos(kx) ≥ 0, pre ∀x ∈ [0, 2π]

}

je konvexná.

Dôkaz. Nech p, q ∈ Mn ukáºeme, ºe ∀α ∈ (0, 1) vektor αp + (1 − α)q ∈ Mn £o je

ekvivalentné s 1 +
∑n

k=1[αpk + (1− α)qk] cos(kx) ≥ 0

Nech α ∈ (0, 1) potom pre ∀x ∈ [0, 2π] platí:

1 +
n∑
k=1

pk cos(kx) ≥ 0 (I)

1 +
n∑
k=1

qk cos(kx) ≥ 0 (II)

Vynásobením (I) výrazom α a (II) výrazom (1 − α) a ich s£ítaním dostaneme, ºe pre

∀x ∈ [0, 2π] platí:

1 +
n∑
k=1

[αpk + (1− α)qk] cos(kx) ≥ 0

£o znamená, ºe vektor αp+ (1− α)q ∈Mn.

Poznámka: Vidno, ºe mnoºina Mn je neprázdna, lebo vektor ~0 ∈ C patrí vºdy do

mnoºiny Mn.

Dôsledok 4.2. Vyuºitím Tvrdenia(4.1) a Poznámky(2), pre výsledok z kapitoly (3.2)

vidno, ºe mnoºina vhodných parametrov je [0,1].
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4 DRUHÝ PRÍKLAD

Tvrdenie (4.1), môºme roz²íri´ do tvaru:

Tvrdenie 4.3. Mnoºina

Vn =

{
σ ∈ Cn : 1 +

n∑
k=1

(
σke

ikx + σke
−ikx) ≥ 0, pre ∀x ∈ [0, 2π]

}

je konvexná.

Dôkaz. Nech σ, µ ∈ Vn ukáºeme, ºe ∀α ∈ (0, 1) vektor ασ + (1− α)µ ∈ Vn £o je ekvi-

valentné s 1 +
∑n

k=−n[ασk + (1− α)µk]eikx ≥ 0

Nech α ∈ (0, 1) potom pre ∀x ∈ [0, 2π] platí:

1 +
n∑

k=−n

σke
ikx ≥ 0 (I)

1 +
n∑

k=−n

µke
ikx ≥ 0 (II)

Vynásobením (I) výrazom α a (II) výrazom (1 − α) a ich s£ítaním dostaneme, ºe pre

∀x ∈ [0, 2π] platí:

1 +
n∑

k=−n

[ασk + (1− α)µk]eikx ≥ 0

£o znamená, ºe vektor ασ + (1− α)µ ∈ Vn.

Poznámka: Z de�nície mnoºín Mn, Vn vidno, ºe platí: Mn ⊆ Vn.

Pomocou Matlabu sme nagenerovali dvojice £ísel [a,b], z obd¨ºnika s vrcholmi (-1.5,-

1),(1.5,1), potom sme pre kaºdú vygenerovanú dvojicu rozhodli £i je rad 1 + a cosx +

b cos 2x nezáporný. Body, pre ktoré bol nezáporný sme, zakreslili do Obr.(3). Vyuºitím

Tvrdenia(4.1) dostaneme mnoºinu, ktorá je zazna£ená v Obr.(4)

Obr. 3: Odhad mnoºiny M2 Obr. 4: Konvexný obal odhadu mnoºiny M2
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4.1 Rie²enie pomocou Bochnerovho kritéria

Teraz sa pokusíme pomocou Bochnerovho kritéria, zisti´ pre ktoré koe�cienty je vy²et-

rovaný rad nezáporný. Na za£iatok si zapí²eme tvar Toeplitzovských matíc pre tento

konkrétny príklad.

B(n) =



1 a
2

b
2

0 . . . 0

a
2

1 a
2

. . . . . . ...
b
2

a
2

1
. . . . . . 0

0
. . . . . . . . . a

2
b
2

... . . . . . . a
2

1 a
2

0 . . . 0 b
2

a
2

1


Obdobne ako v predchádzajúcej kapitole, sme pomocou Laplacovho rozvoja deter-

minantu (Veta 1.8) na²li vyjadrenie medzi determinantom matice B(n) pomocou deter-

minantov matíc s men²ím rozmerom. Dostali sme diferen£nú rovnicu piateho rádu:

Bn+1+(
b

2
−1)Bn+(

a2

4
− b
2
)Bn−1−

b

2
(
a2

4
− b
2
)Bn−2−

b3

8
(
b

2
−1)Bn−3−

b5

32
Bn−4 = 0 (A)

Jej charakteristická rovnica má tvar:

r5 + (
b

2
− 1)r4 + (

a2

4
− b

2
)r3 − b

2
(
a2

4
− b

2
)r2 − b3

8
(
b

2
− 1)r − b5

32
= 0 (B)

Zrejme r1 = b
2
je kore¬om. Ostatné korene r2, r3, r4, r5 získame po vykrátení charakte-

ristického polynómu výrazom (r − b
2
) a rie²ením polynómu ²tvrtého stup¬a, pomocou

substitúcie r = y − b−1
4
, a následne rozloºením na dva kvadratické troj£leny. Korene

charakteristického polynómu, sú:

r1 =
b

2
, (10)

r2,3 =
1

4

(
−
√

(b+ 1)2 − a2 + 1− b∓
√

(−
√

(b+ 1)2 − a2 + 1− b)2 − 4b2
)
, (11)

r4,5 =
1

4

(√
(b+ 1)2 − a2 + 1− b∓

√
(
√

(b+ 1)2 − a2 + 1− b)2 − 4b2
)
, (12)

dá sa jednoducho ukáza´, ºe výrazy r1,2,3,4,5 sú naozaj rie²ením rovnice (B), £í uº roz-

násobením
∏5

k=1(r − rk), alebo numericky dosadením, niektorého z r1,2,3,4,5 a pevne

zvolenej dvojice (a, b). V²eobecné rie²enie rovnice (A) bude ma´ tvar:

Bn = c1r
n
1 + c2r

n
2 + c3r

n
3 + c4r

n
4 + c5r

n
5 , kde c1, . . . , c5 ∈ C. (C)
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Na základe po£iato£ných podmienok:

B1 = 1,

B2 = 1− a2

4
,

B3 = 1 +
a2

2

(
b

2
− 1

)
− b2

4
,

B4 = 1− b2

2
− 3a2

4
+
a2b

2
+

(
a2

4
− b2

4

)2

,

B5 = 1 +
a2

2

(
b3

4
+

3b

2
− 2

)
+ 2

(
a2

4
− b2

4

)2

− 3b2

4
+
a4

16
(1− 2b) ,

dostaneme, vyjadrenie c1,2,3,4,5 :

c1 =
1

(r1 − r2)(r1 − r3)(r1 − r4)(r1 − r5)
[B5 − (r4 + r3 + r2 + r5)B4

+ (r4r5 + r4r2 + r4r3 + r3r2 + r3r5 + r2r5)B3 − (r4r3r2 + r4r3r5 + r4r2r5 + r3r2r5)B2

+r4r3r2r5B1] ,

c2 =
1

(r2 − r1)(r2 − r3)(r2 − r4)(r2 − r5)
[B5 − (r4 + r3 + r5 + r1)B4

+ (r4r1 + r4r5 + r4r3 + r3r5 + r3r1 + r5r1)B3 − (r4r3r5 + r4r3r1 + r4r5r1 + r3r5r1)B2

+r4r3r5r1B1] ,

c3 =
1

(r3 − r1)(r3 − r2)(r3 − r4)(r3 − r5)
[B5 − (r4 + r5 + r2 + r1)B4

+ (r4r1 + r4r2 + r4r5 + r5r2 + r5r1 + r2r1)B3 − (r4r5r2 + r4r5r1 + r4r2r1 + r5r2r1)B2

+r4r5r2r1B1] ,

c4 =
1

(r4 − r1)(r4 − r2)(r4 − r3)(r4 − r5)
[B5 − (r5 + r3 + r2 + r1)B4

+ (r5r1 + r5r2 + r5r3 + r3r2 + r3r1 + r2r1)B3 − (r5r3r2 + r5r3r1 + r5r2r1 + r3r2r1)B2

+r5r3r2r1B1] ,

c5 =
1

(r5 − r1)(r5 − r2)(r5 − r3)(r5 − r4)
[B5 − (r4 + r3 + r2 + r1)B4

+ (r4r1 + r4r2 + r4r3 + r3r2 + r3r1 + r2r1)B3 − (r4r3r2 + r4r3r1 + r4r2r1 + r3r2r1)B2

+r4r3r2r1B1] .

V prípade, ºe by sme vedeli vyjadri´ podmienky pre dvojicu parametrov (a, b), pre
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ktorú je výraz Bn nezáporný pre ∀n ∈ N, dostali by sme presný predpis mnoºiny M2.

Táto mnoºina sa dá ekvivalentne zapísa´ ako M2 = {(a, b), Bn > 0,∀n ∈ N}. Av²ak

kvôli zloºitosti výrazov r1, r2, r3, r4, r5 sa nám nepodarilo ur£i´ presné podmienky, ktoré

by jednozna£ne ur£ili mnoºinu M2. Ale z tvaru odhadu tejto mnoºiny znázornenom na

Obr.(5):

Obr. 5: Odhad mnoºiny M2

predpokladáme, ºe mnoºina M2 bude zjednotením trojuholníka s vrcholmi (0,−1),

(−4
3
, 1
3
), (4

3
, 1
3
) a elipsy so stredom v bode (0, 1

2
) a d¨ºkou osí

√
2, pre hlavnú os, a 1

2

pre ved©aj²iu os. Túto hypotézu sa nám, ale nepodarilo overi´, kvôli zna£nému skom-

plikovaniu ur£enia nezápornosti výrazov Bn, oproti prípadu, ktorý sme rozoberali v

kapitole 3. Vzh©adom na túto komplikáciu, sa pokusíme vyrie²i´ tento problém pomo-

cou McLean-Woerdemanovho kritéria.

4.2 Rie²enie vyuºitím McLean-Woerdemanovho kritéria

V tejto £asti práce sa uº nebudeme zameriava´ na ur£enie presných podmienok pre

dvojicu parametrov (a, b), ktoré by ur£ili mnoºinu M2 presne. Sústredíme sa skôr ako

ur£i´ zna£ne presný odhad mnoºinyM2. Na²im zámerom v tejto kapitole bude vyrie²i´,
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4 DRUHÝ PRÍKLAD

pre pevne zvolené σk0 , optimaliza£nu úlohu:

max
F,σ

|σk0|

s.t.
n∑

p=k+1

Fp,p−k = σk, pre k = 0, 1, . . . , n− 1,

F � 0,

F ∈ Hn, σ ∈ Cn.

(Opt.1)

Na základe ktorej sa dozvieme aké maximálne σk0 môºe by´. Na rie²enie tejto opti-

malizácie budeme opätovne vyuºíva´ nadstavbu na Matlab CVX. Av²ak pri rie²ení ta-

kejto úlohy nastáva celkom závaºný problem, v tom ºe CVX nedokáºe maximalizova´

konvexnú funkciu akou je absolútna hodnota komplexného £ísla pri takýchto ohrani-

£eniach. Tomuto problému sa dá vyhnú´, ale musíme najprv dokáza´ dve tvrdenia, s

vyuºitím ktorých sa nám to podarí.

Tvrdenie 4.4. Rad σ(x) = 1+
∑n

k=1

(
σke

ikx + σke
−ikx) je nezáporný pre ∀x ∈ [0, 2π],

práve vtedy ke¤, pre ©ubovolné α ∈ R je rad σ(x+α) = 1+
∑n

k=1

(
σke

ik(x+α) + σke
−ik(x+α)),

je tieº nezáporný, pre ∀x ∈ [0, 2π].

Dôkaz. =⇒

Kedºe σ(x) je 2π-periodická funkcia, tak platí σ(x) = σ(x+2kπ) pre ∀k ∈ Z a teda ak

je σ(x) nezáporná pre v²etky x ∈ [0, 2π] potom je nezáporná pre ∀x ∈ R. Potom pre

rad σ(x+α) môºme spravi´ substitúciu t = x+α, dostaneme rad σ(t), ale na intervale

t ∈ [α, 2π+α], na základe toho, ºe rad je nezáporný pre v²etky x ∈ R je tieº nezáporný

na [α, 2π + α] a teda rad σ(x+ α) je nezáporný pre ∀x ∈ [0, 2π]

⇐=

Zvolením α = 0 dostaneme, ºe rad σ(x) = 1 +
∑n

k=1

(
σke

ikx + σke
−ikx) je nezáporný.

Tvrdenie 4.5. Nech σ ∈ Vn, navy²e nech pre pevné k0 platí σk0 = |ρ|eiξ potom pre

©ubovolné δ ∈ [0, 2π] existuje vektor γ ∈ Vn taký, ºe γk0 = |ρ|ei(ξ+δ).

Dôkaz. Ozna£me α = δ
k0
. Vytvoríme vektor γ pre ktorého zloºky platí:

γk = eikασk, pre k = 1, 2, . . . , n

29
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Vidíme, ºe γk0 = |ρ|ei(ξ+δ), potrebujeme e²te ukáza´ γ ∈ Vn.

Teda musíme ukáza´, ºe rad: γ(x) = 1 +
∑n

k=1

(
γke

ikx + γke
−ikx) je nazáporný. Tento

rad sa dá prepísa´ do tvaru:

γ(x) =
n∑
k=1

(
σke

ikαeikx + σke
−ikαe−ikx

)
=

n∑
k=1

(
σke

ik(x+α) + σke
−ik(x+α))

Vidíme, ºe tento rad je iba posunutým radom σ(x+α) s vyuºitím Tvrdenia (4.4) vieme,

ºe tento rad je nezáporný a teda γ ∈ Vn

Dôsledok 4.6. Správnou vo©bou δ z tvrdenia 4.5 vieme docieli´, ºe γk0 bude reálne

£íslo.

Ak existuje optimálne rie²enie v úlohe Opt.1, ozna£íme ho σ, tak potom z dôsledku

4.6 vyplýva, ºe existuje prípustné rie²enie,γ také, ºe γk0 ∈ R a |σk0| = |γk0|. To znamená,

ºe aj γ je optimalné rie²enie úlohy Opt.1. Vytvoríme novú úlohu, ktorej optimálne

rie²enie bude ekvivalentné s optimálnym rie²ením úlohy Opt.1 av²ak ú£elová funkcia

uº bude prípupná v zmysle CVX:

max
F,σ,c

c

s.t.
n∑

p=k+1

Fp,p−k = σk, pre k = 0, 1, . . . , n− 1,

σk0 = c,

F � 0,

F ∈ Hn, σ ∈ Cn, c ∈ R.

(Opt.2)

Jednoduchými úvahami sa dá prís´ na to, ºe ak úlohaOpt.1 má optimálne rie²enie,

tak aj úloha Opt.2 má optimálne rie²enie a hodnoty ú£elových funkcií sa rovnajú.

Taktieº sa dá ukáza´, ºe ak úloha Opt.2 má optimálne rie²enie, tak aj úloha Opt.1 má

optimálne rie²enie a hodnoty ú£elových funkcií sa rovnajú. Na základe týchto zistení

sme boli schopný naprogramova´ funkciu, ktorá pre zadaný rozmer problému vypo£íta

akú maximálnu hodnotu môºe ma´ koe�cient σk0 pre zvolené k0. Zdrojový kód pre

rie²enie úlohy Opt.2 je uvedený v Prílohe A. Konkrétne pre ná²u funkciu f(x) =

1 + a cosx+ b cos 2x bude ma´ optimaliza£ná úloha tvar:
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max
F,a,b

f(a, b)

s.t.
3∑
p=1

Fp,p = 1,

3∑
p=2

Fp,p−1 =
a

2
,

F1,3 =
b

2
,

F � 0,

F ∈ H3, a, b ∈ R.

(Opt.3)

Ak chceme maximalizova´ parameter a zvolíme funkciu f(a, b) = a, rie²enie pre

takto zvolenú ú£elovú funkciu je dvojica [a, b] = [
√
2, 0.5], z Tvrdenia(4.5) pre δ = π

vyplýva, ºe prípustné rie²enie bude aj dvojica [a, b] = [
√
2 ∗ eiπ, 0.5 ∗ ei2π] = [−

√
2, 0.5].

Pre maximalizáciu parametra b, zvolíme ú£elovú funkciu f(a, b) = b, dostaneme dvojicu

[a, b] = [0, 1], obdobne ako pred chví©ou vyuºitím Tvrdenia(4.5) dostaneme, ºe opti-

málne rie²enie je aj [a, b] = [0,−1]. S vyuºitím predchádzajúceho príkladu vieme, ºe

mnoºina M2 ur£ite obsahuje vektory: [
√
2, 0.5], [−

√
2, 0.5], [0, 1], [0,−1], [1, 0], [−1, 0], s

vyuºitím faktu, ºeM2 je konvexná, dostaneme odhad mnoºinyM2. Do obrázka sme za-

zna£ili numericky zistenú celú mnoºinuM2 a odhad mnoºinyM2 získaný ako konvexný

obal nami zistenými vektormi. Ako je vidno z Obr.(6) nepokryli sme týmto postupom

celú mnoºinu M2.

Obr. 6: Porovnanie mnoºiny M2 s jej odhadom

Otázku ako mnoºinuMn aproximova´ presnej²ie, budeme rie²i´ v nasledujúcej kapitole.
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5 Problémy vy²²ieho rádu

V kapitole 4 sme zade�novali mnoºiny Mn a Vn. V tejto kapitole sa budeme zaobe-

ra´ numerickou aproximáciou týchto mnoºín. Budeme sa zaobera´ najmä kone£nými

Fourierovými radmi. Na konci kapitoly sa vyjadríme aj k nekone£ným radom. Vyuºi-

jeme tvrdenia 4.1 a 4.3 teda, ºe mnoºiny Mn a Vn sú konvexné. Najprv sa budeme

zaobera´ mnoºinou Mn a neskôr, sa budeme venova´ roz²íreniu postupov na mnoºinu

Vn. Základná my²lienka je taká, ºe vygenerujeme dostato£ne ve©a bodov z dostato£ne

ve©kej mnoºiny a potom ur£íme, na základe jedného z kritérií, pre ktoré z týchto bo-

dov je vy²etrovaný Fourierov rad nezáporný. Potom spravíme komplexný obal týchto

bodov, £ím dostaneme aproximáciu týchto mnoºín. Av²ak v²etky postupy s generova-

ním zna£ného po£tu bodov majú ten nedostatok,ºe výrazne záleºi od toho aké body

vygenerujeme, navy²e mnoho bodov je tak povediac zbyto£ných, lebo v podstate po-

trebujeme iba body na hranici mnoºín Mn a Vn. Taktieº môºe vyvsta´ problém, ºe

po£et bodov potrebný na ur£enie mnoºín Mn a Vn, bude aº moc ve©ký, £o nám zvý²i

£asovú zloºitos´ algoritmov. Otázkou je, ktoré kritérium pouºi´ tak aby tento postup

bol £o najpresnej²í, a £o najmenej výpo£tovo náro£ný.

5.1 Vy£íslovacia metóda

Prvá moºnos´, ktorá sa ponúka je pre zadaných n koe�cientov, vypo£íta´ rad σ(x) v do-

stato£ne ve©a kontrolných bodoch xi a pozrie´, sa £i sú vypo£ítane hodnoty nezáporné.

Tento postup je pre malé n zna£ne rýchly a relatívne presný. Av²ak so stúpajúcim n

rastie po£et potrebných kontrolných bodov, v ktorých tento rad musíme vy£ísli´, aby

sme mohli poveda´ £i je nezáporný. A teda rastie po£et potrebných výpo£tov a ná-

sledne i £asová zloºitos´. �a©²í problém tohto postupu je numerická nepresnos´, kedºe

so zvy²júcim sa n musíme bra´ body xi stále bliº²ie k sebe. Navy²e takýto spôsob sa

nedá pouºi´ na zis´ovanie nezápornosti nekone£ných Fourierových radov.
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5.2 Metóda zaloºená na Bochnerovom kritériu

�a©²ou moºnos´ou na presné ur£enie mnoºínMn a Vn, je vyuºi´ Bochnerovo kritérium,

av²ak v praxi je rozhodovanie na základe tohto kritéria zna£ne neefektívne. Ako sme

mohli vidie´ v kapitolách (3), (4) výpo£tová zloºitos´ výrazne rastie pre narastajúci

rozmer radu. Poprípade keby, sme sa zmierili s ur£itou mierou nepresnosti, mohli by

sme len spravi´ determinanty Toeplitzovských matíc v kaºdom vygenerovanom bode.

Problém je, ºe výpo£et determinantu je zna£ne £asovo zloºitá operácia, s tým ºe by

sme museli po£íta´ tieto determinanty v kaºdom vygenerovanom bode. Najvä£²iou vý-

hodou Bochnerovho kritéria je, ºe platí aj pre nekone£né Fourierove rady, ale aj pre ne

je prakticky nemoºné s jeho vyuºitím nájs´ celú mnoºinu vyhovujúcich koe�cientov.

Pomocou Bochnerovho kritéria sa dá spravi´ ur£itá aproximácia mnoºínMn a Vn, ktorá

nie je ve©mi £asovo náro£ná. Pri tejto aproximácií sa vyuºije Veta (1.9) a dôsledok vy-

plývajúci z nej. Pre normované kone£né Fourierove rady, Toeplitzovské matice sp¨¬ajú

skoro v²etky predpoklady Vety (1.9). Ak by tieto matice boli e²te striktne diagonálne

dominantné, vedeli by sme, ºe sú kladne de�nitné pre ©ubovolne ve©ký rozmer. Vzh©a-

dom na ²peciálny tvar Toeplitzovských matíc, na ich striktnú diagonalnú dominantnos´

je potrebné, aby koe�cienty σi, i = 1, 2, . . . , n sp¨¬ali nerovnos´:

∞∑
k=1

|σk|+ |σk| < 1 (13)

ktorá po rozpísaní do reálnych Fourierových koe�cientov bude ma´ tvar:

∞∑
k=1

(√
a2k + b2k

)
< 1

V prípade, ºe táto nerovnos´ je splnená, tak nekone£ný Fourierov rad je ur£ite nezá-

porný pre ∀x ∈ [0, T ]. Pre názornos´ uvedieme porovnanie tohto odhadu mnoºiny so

samotnou mnoºinou prípustných koe�cientov z Kapitoly 4. Vidno, ºe týmto spôsobom

sme nena²li celú mnoºinu M2, existujú Fourierové rady, pre ktoré Toeplitzovské matice

nesp¨¬ajú striktnú diagonálnu dominantnos´, a sú nezáporné. Ako príklad spomenieme

rad 1 +
√
2 cos(x) + 0.5 cos(2x), ktorý je nezáporný, ale nesp¨¬a nerovnos´ 13. Na zá-

ver by sme spomenuli, ºe Bochnerovo kritérium sa dá pouºi´ aj opa£ným spôsobom a

to tak, ºe ak vieme o Fourierovom rade, ºe je nezáporný tak príslu²ná Toeplitzovská

matica je kladne semide�nitná pre ©ubovolný rozmer.
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Obr. 7: Porovnanie mnoºiny M2 s aproximáciou získanou Bochnerovým kritériom

5.3 Metóda zaloºená na McLean-Woerdemanovom kritériu

Posledný spôsob ako numericky získa´ mnoºinyMn a Vn je pouºitie McLean-Woerdemanovho

kritéria. Výhodou tohto kritéria je ¤aleko men²ia £asová zloºitos´ ako pri Bochnero-

vom kritériu. V²etky grafy mnoºín, v tejto práci sme zhotovili takýmto spôsobom, ºe

sme si nechali rovnomerne vygenerova´ stotisíc bodov v rovine a následne sme v²etky

otestovali scriptom, ktorý na základe McLean-Woerdemanovho kritéria rozhodol, ktoré

body boli vyhovujúce a ktoré nie. Tento postup trval priemerne okolo pä´desiat mi-

nút. Problém tohto prístupu je, ako sme uº spomenuli na za£iatku kapitoly, ºe mnoho

bodov ktoré vy²etríme sú zbyto£né lebo, nám sta£ia iba body na hranici mnoºín Mn

alebo Vn. Problém so zbyto£nými bodmi, by sa dal obís´, ak by sme dokázali priamo

generova´ iba body na hranici mnoºín Mn a Vn potom by sme potrebovali men²í po£et

bodov na utvorenie konvexného obalu. Toto by sa dalo dosiahnú´ ak by Mn a Vnboli

kompaktné. Následne by sme optimalizáciou ²pecialne zvolených funkcií, cez mnoºiny

Mn a Vn dokázali generova´ body na ich hranici.

Veta 5.1. Mnoºina Vn je ohrani£ená a uzavretá.

Dôkaz. Najprv dokáºeme uzavretos´ mnoºiny Vn. Dokáºeme, ºe pre ©ubovolnú konver-

gentnú postupnos´ vektorov σ(k)∞
k=1 ⊂ Vn platí, ºe lim

k→+∞
σ(k) = σ̃ patrí do mnoºiny Vn.

Kedºe platí Vn ⊆ Cn tak platí:

lim
k→+∞

σ(k) = σ̃ ⇔ lim
k→+∞

σ
(k)
l = σ̃l, pre l = 1, 2, . . . , n. (I)

Ozna£me si σ(k)(x) = 1 +
∑n

l=1

(
σ
(k)
l eilx + σ

(k)
l e−ilx

)
. Vieme, ºe σ(k)(x) ≥ 0 pre k =

1, 2, . . . . Treba ukáza´, ºe σ̃(x) ≥ 0, z £oho dostaneme, ºe vektor σ̃ ∈ Vn. Vyuºitím
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vlastností limity pre sú£et postupností a vyuºitím (I) dostaneme, ºe pre ©ubovolné

pevné x ∈ R platí:

lim
k→+∞

σ(k)(x) = σ̃(x)

Vyuºitím vety (1.4) dostávame, ºe σ̃(x) ≥ 0 a teda σ̃ = lim
k→+∞

σ(k) ∈ Vn.

Ukáºeme, ºe mnoºina Vn je ohrani£ena, teda ºe existuje gu©a Br =
{
z ∈ Cn :

√
zz ≤ r

}
s kone£ným polomerom r taká, ºe Vn ⊆ Br. Vzh©adom na to ako je mnoºina Vn de-

�novaná platí, ºe pre v²etky vektory σ ∈ Vn je splnené Bochnerovo kritérium. Pre

©ubovo©ný vektor σ ∈ Vn platí, ºe matica A(n+1) = Toepl(1, σ1, . . . , σn) je kladne semi-

de�nitná. Kedºe matica A(n+1) je kladne semi-de�nitná, musí sp¨¬a´ Vetu (1.7), z £oho

vyplýva, ºe v²etky hlavné minory A(n+1) musia by´ kladne semi-de�nitné. Z podmienky

kladnej semi-de�nitnosti pre ²pecialne zvolené hlavné minory matice A(n+1) tvaru: 1 σk

σk 1

 ,

dostaneme podmienku:

|σk|2 ≤ 1. (II)

Nerovnos´ (II) platí pre k = 1, 2, . . . , n. S£ítaním nerovnosti (II) cez v²etky k =

1, 2, . . . , n dostaneme:

σσ =
n∑
k=1

|σk|2 ≤ n⇔
√
σσ ≤

√
n. (14)

Dostali sme, ºe norma ©ubovolného vektora σ ∈ Vn je men²ia ako
√
n a teda mnoºina

Vn je ur£ite podmnoºinou B√n, takºe Vn je ohrani£ená.

Veta 5.2. Mnoºina Mn je kompaktná.

Dôkaz. KedºeMn ⊆ Rn sta£í ukáza´, ºeMn je ohrani£ená a uzavretá. Najprv dokáºeme

uzavretos´ mnoºiny Mn. Dokáºeme, ºe pre ©ubovolnú konvergentnú postupnos´ vekto-

rov a(k)
∞
k=1 ⊂ Mn platí, ºe lim

k→+∞
a(k) = ã patrí do mnoºiny Mn. Kedºe platí Mn ⊆ Rn

tak platí:

lim
k→+∞

a(k) = ã⇔ lim
k→+∞

a
(k)
l = ãl, pre l = 1, 2, . . . , n. (I)

Ozna£me si a(k)(x) = 1 +
∑n

l=1

(
a
(k)
l cos(lx)

)
. Vieme, ºe a(k)(x) ≥ 0 pre k = 1, 2, . . . .

Treba ukáza´, ºe platí ã(x) ≥ 0, z £oho dostaneme, ºe vektor ã ∈ Mn. Vyuºitím
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vlastností limity pre sú£et postupností a vyuºitím (I) dostaneme, ºe pre ©ubovolné

pevné x ∈ R platí:

lim
k→+∞

a(k)(x) = ã(x)

Vyuºitím vety (1.4) dostávame, ºe ã(x) ≥ 0 a teda ã = lim
k→+∞

a(k) ∈ Mn. Kedºe platí:

Mn ⊆ Vn vyuºitím predchádzajúceho tvrdenia dostaneme, ºeMn je tieº ohrani£ená.

Dôsledok 5.3. Z dôkazu vety(5.1) vidno, ºe pre v²etky k = 1, 2, . . . platí:

|σk|2 ≤ 1⇔
√
a2k + b2k ≤ 2. (I*)

�ubovo©ný normovaný Fourierov rad, ktorý nesp¨¬a (I*) pre aspo¬ jedno k ∈ N uº

nemôºe by´ nezáporný.

Kedºe sme dokázali, ºe mnoºina Vn je ohrani£ená a uzavretá, tak je kompaktná,

kedºe je podmnoºinou v Cn, a teda kaºdá spojitá funkcia na mnoºine Vn nadobúda

maximum a minimum. Obdobne, kedºe Mn je kompaktná, tak kaºdá spojitá funkcia

nadobúda naMn svoje maximum a minimum. Správnou vo©bou funkcií môºme docieli´,

ºe jej maximum alebo minimum na mnoºine Mn sa bude nadobúda´ na hranici Mn.

Rie²ením úlohy

min
F,a1,a2,...,an

f(a1, a2, . . . , an)

s.t.
n∑
p=1

Fp,p = 1,

n∑
p=k+1

Fp,p−k = ak, pre k = 1, . . . , n− 1,

F � 0, F ∈ Hn,

a1, a2, . . . , an ∈ R,

(15)

pre dostato£ne ve©a funkcií fj sme schopný zisti´ dostato£ne ve©a bodov na hranici

M, a teda budeme môc´ spravi´ konvexný obal Mn a dostaneme zna£ne presnú ap-

roximáciu tejto mnoºiny. Pre prípad mnoºiny M2 sta£í pouºi´ lineárne funkcie tvaru

f(a1, a2) = c1a1 + c2a2 kde c1, c2 sú volené kon²tanty. Hlavná podmienka, ktorú by

funkcie fj(a1, a2, . . . , an) mali sp¨¬a´ je aby nemohli ma´ extrém vo vnútri mnoºiny

Mn, £o vo v²eobecnosti znamená, ºe by nemali ma´ ºiadny lokálny extrém. Vyvstávajú

otázky, ako napríklad voli´ funkcie pre vy²²ie n, alebo ako správne zvoli´ funkcie ak by

36



5 PROBLÉMY VY��IEHO RÁDU

sme chceli generova´ body na hranici mnoºiny Vn. Tieto otázky môºu by´ predmetom

¤a©²ieho hlb²ieho skúmania. Ako sme uº spomínali McLean-Woerdemanovo kritérium

nemoºno pouºi´ pre nekone£né Fourierove rady, av²ak mohli by sme ho pouºi´ pre ko-

ne£ný sú£et vy²etrovaného nekone£ného radu, pre zna£ne ve©ké n a potom rozhodnú´

o nezápornosti vy²etrovaného radu. Tento postup nie je moc pouºite©ný. Mohlo by sa

sta´, ºe £iasto£ný sú£et bude nezáporný no celkový rad nebude, alebo £iasto£ný sú-

£et nebude nezáporný, ale celkový rad bude. Pre druhú moºnos´ uvedieme konkrétny

prípad. Ak vezmeme rozvoj funkcie f(x) = x2 = 1
3

(
1 +

∑∞
k=1

12(−1)n
(πn)2

cos(πnx)
)
na

intervale [−1, 1] vieme, ºe f(x) = x2 je nezáporná a teda aj jej Fourierov rozvoj bude

nezáporný, ale ak by sme zvolili £iasto£ný sú£et iba po n = 1 dostaneme funkciu
1
3
(1− 12

π2 cos(πx)), ktorá nie je nezáporná ako moºno vidie´ z Obr.8.

Obr. 8: Kontrapríklad roz²írenia kritéria pre funkciu f(x) = x2

Av²ak na základe dodatku (5.3) môºeme s ur£itos´ou poveda´, ºe ©ubovolný neko-

ne£ný normovaný Fourierov rad, ktorého aspo¬ jeden reálny koe�cient je ostro vä£²í

ako dva, uº nemôºe by´ nezáporný. Na záver e²te uvedieme nieko©ko odhadov mnoºín

Mn, de�novaných vo Vete 4.1, a ich rezov, v gra�ckej podobe. Na obrázkoch Obr. 9-16,

sú vykreslené mnoºiny M2,M3, ako aj rezy mnoºín M3,M4. V²etky tieto odhady boli

vypo£ítané pomocou metódy zaloºenej na McLean-Woerdemanovom kritériu a vyge-

nerovania zna£ne ve©kého po£tu dvojíc (a, b).
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Obr. 9: Mnoºina M2 Obr. 10: Rez mnoºinou M3, ak a2 = 0

Obr. 11: Rez mnoºinou M3, ak a1 = 0 Obr. 12: Rez mnoºinou M4, ak a1 = a3 = 0

Obr. 13: Mnoºina M3 Obr. 14: Mnoºina M3

Obr. 15: Rez mnoºinou M4, ak a1 = 0 Obr. 16: Rez mnoºinou M4, ak a1 = 0
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Záver

V na²ej práci sme uviedli dve kritéria, ktoré na základe koe�cientov rozhodnú o ne-

zápornosti Fourierových radov. Ukázali sme v kapitolách (3),(4) na jednoduchých prí-

kladoch, ako tieto kritéria pouºi´ na zistenie celých mnoºín koe�cientov pre ktoré je

Fourierov rad nezáporný. Taktieº sme ukázali ako sa ich pouºitie komplikuje pre zlo-

ºitej²ie príklady. Následne sme sa venovali v kapitole (5) ako tieto mnoºiny numericky

odhadnú´ aj pomocou optimalizácie vhodných funkcií na mnoºináchMn a Vn. Pri tomto

postupe ale vyvstala otázka ako voli´ optimalizované funkcie. Táto otázka môºe by´

predmetom ¤a©²ieho skúmania. V na²ej práci sme nespomenuli vyuºitie a moºnú apli-

káciu kritérií nezápornosti. Touto témou sa zaoberajú ¤a©²ie práce, napríklad vyuºitím

Bochnerovho kritéria sa zaoberá [2], z ktorej sme £erpali aj my pri písaní tejto práce.

Ako ¤a©²í príklad uvedieme £lánky [13],[14], v ktorom je uvedená aplikácia a vyuºitie

McLean-Woerdemanovho kritéria. Na²a práca by mohla by´ prínosná £itate©om, ktorí

sa snaºia získa´ základ o vy²etrovaní Fourierových radov, pomocou ich koe�cientov.
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Príloha A

function[a]=tester(sigma)
%Funkcia ktora urci ci konecny Fourierov rad s koeficientami sigma a sigma
%komplx. zdruzene, je nezaporny
%sigma musi byt riadkovy vektor, a musi to byt vektor obsahujuci c_k,
%pre k=0,1,2,...,n nezaporne, z vyjadrenia radu cez e^(ikx)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

[m,n]=size(sigma);

cvx_begin sdp quiet
%cvx_solver sdpt3 %moznost zmenit solver
cvx_solver sedumi
variable F(n,n) hermitian

minimize( 0 )

for k=1:n
sum (diag(F,−k+1)) == sigma(1,k)

end

F>=0

cvx_end
a=cvx_status;
switch a

case {'Solved'}
a=1;%fprintf('Fourierou rad so zadanimi koeficientmi je nezaporny \n')

case{'Infeasible'}
a=0;%fprintf('Fourierou rad so zadanimi koeficientmi nie je nezaporny \n')

case 'Failed'
a=[];%warning('Program zlyhal \n')

end
end

%priklad1
cvx_begin sdp
cvx_solver sedumi

variable F(2,2) hermitian
variable a

maximize(a)

sum (diag(F,0)) == 1
sum(diag(F,−1)) == a/2

F>=0

cvx_end

function[a]= priklad2(k)
%pre k=1 budeme maximalizovat koeficient a
%pre k=2 budeme maximalizovat koeficient b
%pre k rozne od 1 alebo 2 funkcia nezbehne
cvx_begin sdp %quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2)

% Objective function
maximize(a(k,1))

sum (diag(F,0)) == 1
sum(diag(F,−1)) == a(1,1)/2
sum(diag(F,−2)) == a(2,1)/2

F>=0

cvx_end
a=cvx_optval;

end

function [k,b]= fourier2(n,p)
%n je dlzka konecneho Fourierovho radu, alebo aj pocet koeficientov ak
%neratame sigma_0
%p je index koeficientu ktoreho normu chceme maximalizovat
% musi platit p<=n
%k je maximalna norma sigma_p
%b je vektor koeficientov pre ktory sa nadobuda maximum

cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(n+1,n+1) hermitian
variable b
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function[a]=tester(sigma)
%Funkcia ktora urci ci konecny Fourierov rad s koeficientami sigma a sigma 
%komplx. zdruzene, je nezaporny
%sigma musi byt riadkovy vektor, a musi to byt vektor obsahujuci c_k, 
%pre k=0,1,2,...,n nezaporne, z vyjadrenia radu cez e^(ikx)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

  
[m,n]=size(sigma);

cvx_begin sdp quiet
%cvx_solver sdpt3 %moznost zmenit solver
cvx_solver sedumi
variable F(n,n) hermitian

minimize( 0 )

 for k=1:n
        sum (diag(F,-k+1)) == sigma(1,k)
end

F>=0

cvx_end
a=cvx_status;
switch a
    case {'Solved'}
        a=1;%fprintf('Fourierou rad so zadanimi koeficientmi je nezaporny \n')
    case{'Infeasible'}
        a=0;%fprintf('Fourierou rad so zadanimi koeficientmi nie je nezaporny \n')
    case 'Failed'
        a=[];%warning('Program zlyhal \n')
end
end


%priklad1
cvx_begin sdp 
cvx_solver sedumi

variable F(2,2) hermitian
variable a 
 
maximize(a)

        sum (diag(F,0)) == 1
        sum(diag(F,-1)) == a/2
F>=0

cvx_end



function[a]= priklad2(k)
%pre k=1 budeme maximalizovat koeficient a
%pre k=2 budeme maximalizovat koeficient b
%pre k rozne od 1 alebo 2 funkcia nezbehne
cvx_begin sdp %quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2) 

% Objective function
maximize(a(k,1))

        sum (diag(F,0)) == 1
        sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2
        sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2
F>=0

cvx_end
a=cvx_optval;

end
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variable a(n) complex

% Objective function
maximize(c)

a(p,1)==c
sum (diag(F,0)) == 1
for i=1:n−1

sum(diag(F,−i)) == a(i,1)/2
end

F>=0

cvx_end
k=cvx_optval;
b=a;
end

Program ktorý vykreslí mnoºinu koe�cientov pre ktoré je rad 1 + an cos(nx) +

ak cos(kx) nezáporný.

function=rezy(n,k,l)
%funkcia ktora vykresli mnozinu keoficientov pre ktore je rad:
% 1+a_n*cos(nx)+ a_k*cos(kx) nezaporny
%n index jedneho koeficientu
%k index druheho koeficientu
%l pocet vyhodnocovacich bodov
tic
a=−2+4*rand(l,1);
b=−2+4*rand(l,1);
sigma=ones(l,1);
sigma(:,n+1)=a./2;
sigma(:,k+1)=b./2;
a1=[];
b1=[];
j=[];
for i=1:l

p=tester(sigma(i,:));
if p==1

j=[j;i];
end

end
toc;
cas=toc/60
a1=a(j,1);
b1=b(j,1);
X=[a1,b1];
K=convhulln(X);
figure;
fill(a1(K),b1(K),'b')
title( sprintf('1+a*cos(%ix)+b*cos(%ix)',n,k))
end

Script ktory odhaduje mnoºinu M2 pomocou McLean-Woerdemanovho kritéria, cez

generovanie bodov na hranici mnoºiny:

b=[];
d=[];
tic
for i=−100:1:100

c=i/100;
cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2)

% Objective function
maximize(a(1,1)+c*a(2,1))

sum (diag(F,0)) == 1
sum(diag(F,−1)) == a(1,1)/2
sum(diag(F,−2)) == a(2,1)/2

F>=0

cvx_end
b=[b;a(2,1)];
d=[d;a(1,1)];
end

for i=−100:1:100
c=i/100;

cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2)

% Objective function
maximize(−a(1,1)+c*a(2,1))

sum (diag(F,0)) == 1
sum(diag(F,−1)) == a(1,1)/2
sum(diag(F,−2)) == a(2,1)/2

F>=0

cvx_end
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function [k,b]= fourier2(n,p)
%n je dlzka konecneho Fourierovho radu, alebo aj pocet koeficientov ak 
%neratame sigma_0
%p je index koeficientu ktoreho normu chceme maximalizovat
% musi platit p<=n
%k je maximalna norma sigma_p
%b je vektor koeficientov pre ktory sa nadobuda maximum

cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(n+1,n+1) hermitian
variable b
variable a(n) complex 
 
% Objective function
maximize(c)
        a(p,1)==c
        sum (diag(F,0)) == 1
        for i=1:n-1
            sum(diag(F,-i)) == a(i,1)/2
        end
        
F>=0

cvx_end
k=cvx_optval;
b=a;
end


function=rezy(n,k,l)
%funkcia ktora vykresli mnozinu keoficientov pre ktore je rad:
% 1+a_n*cos(nx)+ a_k*cos(kx) nezaporny
%n index jedneho koeficientu
%k index druheho koeficientu
%l pocet vyhodnocovacich bodov
tic
a=-2+4*rand(l,1);
b=-2+4*rand(l,1);
sigma=ones(l,1);
sigma(:,n+1)=a./2;
sigma(:,k+1)=b./2;
a1=[];
b1=[];
j=[];
for i=1:l
    p=tester(sigma(i,:));
    if p==1
        j=[j;i];
    end
end
toc;
cas=toc/60
a1=a(j,1);
b1=b(j,1);
X=[a1,b1];
K=convhulln(X);
figure;
fill(a1(K),b1(K),'b')
title( sprintf('1+a*cos(%ix)+b*cos(%ix)',n,k))
end
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b=[b;a(2,1)];
d=[d;a(1,1)];
end

for i=−100:1:100
c=i/100;

cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2)

% Objective function
maximize(c*a(1,1)+a(2,1))

sum (diag(F,0)) == 1
sum(diag(F,−1)) == a(1,1)/2
sum(diag(F,−2)) == a(2,1)/2

F>=0

cvx_end
b=[b;a(2,1)];
d=[d;a(1,1)];
end

for i=−100:1:100
c=i/100;

cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2)

% Objective function
maximize(c*a(1,1)−a(2,1))

sum (diag(F,0)) == 1
sum(diag(F,−1)) == a(1,1)/2
sum(diag(F,−2)) == a(2,1)/2

F>=0

cvx_end
b=[b;a(2,1)];
d=[d;a(1,1)];
end

toc
X=[d,b];
K=convhulln(X);
figure;
fill(d(K),b(K),'b')
axis('tight')
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b=[];
d=[];
tic
for i=-100:1:100
    c=i/100;
cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2) 

% Objective function
maximize(a(1,1)+c*a(2,1))

        sum (diag(F,0)) == 1
        sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2
        sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2
F>=0

cvx_end
b=[b;a(2,1)]; 
d=[d;a(1,1)];
end

for i=-100:1:100
    c=i/100;
cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2) 

% Objective function
maximize(-a(1,1)+c*a(2,1))

        sum (diag(F,0)) == 1
        sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2
        sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2
F>=0

cvx_end
b=[b;a(2,1)]; 
d=[d;a(1,1)];
end



for i=-100:1:100
    c=i/100;
cvx_begin sdp quiet
cvx_solver sedumi

variable F(3,3) hermitian
variable a(2) 

% Objective function
maximize(c*a(1,1)+a(2,1))

        sum (diag(F,0)) == 1
        sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2
        sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2
F>=0

cvx_end
b=[b;a(2,1)]; 
d=[d;a(1,1)];
end

 for i=-100:1:100
     c=i/100;
 cvx_begin sdp quiet
 cvx_solver sedumi
 
 variable F(3,3) hermitian
 variable a(2) 
 
 % Objective function
 maximize(c*a(1,1)-a(2,1))
 
         sum (diag(F,0)) == 1
         sum(diag(F,-1)) == a(1,1)/2
         sum(diag(F,-2)) == a(2,1)/2
 F>=0
 
 cvx_end
 b=[b;a(2,1)]; 
 d=[d;a(1,1)];
 end
toc
X=[d,b];
K=convhulln(X);
figure;
fill(d(K),b(K),'b')
axis('tight')
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