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Abstrakt

IVANOVA, Katarina: Matematika na pohladniciach [Bakalarska praca|, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane]
matematiky a Statistiky; Skolitel: RNDr. Beata Stehlikovéa, PhD., Bratislava, 2014, 69
S.

Préaca spracovava témy zobrazené na pohladniciach podobnym sposobom ako baka-
larske prace z minulych rokov, ktoré obsahovali motiva¢né priklady zalozené na ukaz-
kach z filmov a romanov. Obsahuje tlohy z niekol’kych matematickych sutazi, zékladné
algoritmy na rieSenie bludisk, geometriu a fraktaly. Cielom tejto prace je prostrednic-
tvom pohladnic priblizit matematiku beZnému ¢itatelovi a ozrejmit ich matematické

pozadie.

Krlacové slova: matematickd olympidda, Putnamova sutaz, bludisko, fraktéaly,

Mandelbrotova mnozina



Abstract

IVANOVA, Katarina: Mathematics on postcards [Bachelor Thesis|, Comenius Univer-
sity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of
Applied Mathematics an Statistics; Supervisor: RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Brati-
slava, 2014, 69 p.

The thesis deals with themes shown on postcards in a similar way as bachelor theses
from the previous years, which included motivational examples based on the excerpts
from films and novels. It contains problems from several mathematical competitions,
basic algorithms for maze solutions as well as geometry and fractals. The aim of this
work is to describe mathematics to an ordinary reader and clarify the mathematical

background through postcards.

Keywords: mathematical olympiad, Putnam Competition, maze, fractals,

Mandelbrot set
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UVOD UVOD

Uvod

Matematika je vSade okolo nas. Vynimkou nie st ani pohladnice. Komunika¢ny pros-
triedok, ktory je v tejto dobe vyuzivany uz podstatne menej ako v minulom storoci.
Rucne pisana korespondencia je postupne vytla¢ani modernymi sposobmi komunikacie,
ktoré nie st cudzie takmer ziadnej vekovej kategorii. Napriek tomu modzeme matema-
tiku objavit aj na takomto, pre mnohych nezvyc¢ajnom, mieste.

Pohladnice su posielané ako pripomienka mnohych vyznamnych udalosti Zivota.
Taktiez st vytvarané s tym istym tmyslom - slazit ako spomienka na nieco, ¢o sa nam
zapacilo alebo nas nejakym sposobom oslovilo. Vynimkou nie st ani vyroc¢ia roznych
podujati. Preto by malo byt samozrejmostou, 7ze matematika zasahuje aj do tejto oblasti
Tudskej komunikécie.

V tejto praci predstavime prave také pohladnice, ktoré poukazuju na matematické
vnimanie sveta alebo pripominaji vyznamné stretnutie matematickej komunity. Cie-
Tom tejto préace je poukazat na fakt, Ze matematika je suc¢astou zivota kazdého cloveka.
Nasledne ukazat, kolko matematiky sa moze skryvat za oby¢ajnou pohladnicou a pri-
blizit tieto poznatky aj beznému ¢itatelovi.

Praca je rozdelena do troch kapitol. Ustrednou témou prvej kapitoly je pohladnica,
ktorej popis uvadzal, Ze sa jednd o matematicki olympiddu. Z tohto dovodu je ka-
pitola zamerand na rieSenie prikladov z medzinarodnych matematickych olympiad a
Skolskych sutazi. V druhej kapitole priblizime vizualne zaujimavé objekty - fraktaly.
Podrobnejsie sa v tejto ¢asti budeme venovat znamej Mandelbrotovej mnozine. Tretia
kapitola obsahuje poznatky o bludiskdch. Tiez sa v nej pozrieme na rézne moznosti,

ako sa z bludiska dostat von alebo ho celé preskimat.



1 MATEMATICKA OLYMPIADA

1 Matematickid olympiada

V tejto kapitole si predstavime niekol’ko matematickych sutazi, ktoré sa zvykni kazdo-
ro¢ne konat po celom svete. Dovodom nésho zaujmu je pohladnica,ktora je na obrazku
1. K tejto pohl'adnici bol uvedeny popis: The 26th Mathematics Olympiad, 1946, Prin-
ceton, NJ. Preto sme sa rozhodli najst sutaz, ktora sa konala prave v tomto roku.
Prvé tvahy néas viedli k medzinarodnej matematickej olympiade (IMO - International
Mathematical Olympiad), ale tiez aj k sutazi Putnam, ktora sa v tomto roku konala.
Ukazeme preto aj rieSenia niektorych vybranych prikladov z tychto sutazi a objasnime,

¢o sa vlastne na naSej pohladnici nachadza.

Obr. 1: Pohladnica: Podl'a popisu prijemcu - The 26th Mathematics Olympiad, 1946, Prin-
ceton, N.J. [46]

1.1 Medzinarodni matematicki olympiada

Medzindrodna matematicka olympidda je uréené pre Studentov strednych §kol. Od roku
1959, kedy sa tieto majstrovstva sveta v matematike prvykrat uskutocnili v Rumun-
sku, sa kazdorocCne stretavaji Studenti v inej hostitel'skej krajine. Na prvom takomto
stretnuti sa zacastnilo len 7 krajin. Boli to Bulharsko, éeskoslovensko, Rumunsko,

Vychodné Nemecko, Polsko, Madarsko a Sovietsky zviz, ako uvadza [23]. Podla [57]



1.1 Medzindrodna matematicka olympiada 1 MATEMATICKA OLYMPIADA

bola povodne tato sutaZz organizovana iba pre krajiny vychodnej Eur6py vzhladom na
rozdelenie Eur6py na Vychodny a Zapadny blok. Kazdym rokom pomaly narastal aj

pocet zicastnenych krajin.

VzhTadom na to, 7e sa tato olympidda zacala organizovat a7z od roku 1959, urcite k
nej teda nemdze patrit nasa pévodna pohladnica. Napriek tomu si uvedieme ukazku
prikladu z tejto olympiddy, a to tplne prvého prikladu v historii medzinarodnej ma-
tematickej olympiady. 23| K miestu konania tejto stutaze patri aj takato pohladnica

hostitel'skej krajiny - Rumunska na obrazku 2.

ROMANIA

Obr. 2: Pohladnica: Stu¢asné Rumunsko, miesto konania prvej IMO.[49]

IMO, priklad 1 z roku 1959:

21 4
] 4n i 3 je pre kazdé prirodzené ¢islo n uvedeny v zékladnom tvare.
n

Dokazte, ze zlomok

23]

RieSenie:
Na prvy pohlad to tak mozno nevyzera, ale daju sa néjst celkom jednoduché rieSenia

tohto problému, ktoré su uvedené v [54].

10



1.1 Medzindrodna matematicka olympiada 1 MATEMATICKA OLYMPIADA

Prvy sposob vyuziva nasledovné vlastnosti delitela. Ak d deli dve celé ¢isla, potom

deli aj ich nasobky, ich sucet a rozdiel. Kedze plati:
3(14n +3) —2(2In+4) =1,

potom spolo¢ny delitel ¢itatela a menovatela tiez deli 1. Z tohto dovodu zlomok
2In+4

14n +3
vatela zlomku je 1 a zlomok je v zakladnom tvare.

nemoze byt zjednoduSeny. Teda najvacsi spolo¢ny delitel ¢itatela aj meno-

Druhym moZnym sposobom najdenia rieSenia podla [54] pre tato tlohu je aj
znamy Euklidov algoritmus.! Citatela 21n + 4 predelime menovatelom 14n 4+ 3. Vy-
sledkom je 1 a zvySok 7n + 1. ZapiSeme to takto:

21n—|—4_ +7n+1
l4n+3 14n 4+ 3°

V druhom kroku urobime rovnakid operéciu s vyrazmi 14n + 3 a 7n + 1. Dostavame:

14n + 3 1

Tm+1 +7n+1‘

Pokracujeme podobne s vyrazom 7n + 1 a zvyskom 1.

™m+1
1

=(Tn+1)+0.

Dalej dostavame nsd(1,0), ¢o je rovné 1. Teda vidime, Ze najvac¢si spolo¢ny delitel

¢itatela a menovatela je prave 1. Preto je dany zlomok uvedeny v zdkladnom tvare.

!Pripometime si podla [8] Euklidov algoritmus na najdenie najviicsieho spoloéného delitela dvoch
¢isel. Ako vstup sluzia nezaporné celé ¢isla a a b. Ako vystup dostaneme najvicSieho spolo¢ného
delitela ¢isel a a b (nsd(a,b)).

Algoritmus:
1. Sucasne nahradit a za b a b zvySkom z delenia a a b.
2. Opakovat tento krok, az kym sa b nerovna 0.
3. Vysledok: najvacsi spoloény nasobok je a.

Spravnost tohto algoritmu vyplyva z nasledovnych vlastnosti najvacsieho spolo¢ného delitela:

nsd(a,b) = nsd(b, a), nsd(a,b) = nsd(a,b — ka), kde k je celé ¢islo a nsd(a,0) = a.

11



1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKA OLYMPIADA

1.2 Putnam Competition

Medzi dal$ie matematické sutaze patri aj sutaz Williama Lowella Putnama, ktora je
urcena pre vysokoskoldkov v Kanade a Spojenych Statoch americkych. Prva Putna-
mova sitaz sa konala v roku 1938. Jej historické pozadie vzniku sa podla [19] vSak
datuje uz do roku 1933, kedy sa pod zastitou Elizabeth Lowell Putnam, manzelky zo-
snulého Williama, uskutocnila matematickd stitaz medzi desiatimi Studentmi Harvardu
a desiatimi Studentmi United States Military Academy. Sttaz sa vydarila lepSie, ako
sa predpokladalo, a preto sa planovalo kazdoro¢ne v nej pokracovat. Plan sa podarilo
naplno zrealizovat az v roku 1938, kedy sa uskutocnila prva oficidlna Putnamova sitaz.
Sutazit sa dalo ako v timoch tak aj individualne. Samozrejme, nechybali ani ceny pre

vitazov vo forme pefiaznej odmeny.

William v8ak nebol jedinou zndmou osobnostou v rodine. Elizabeth mala totiz dvoch
bratov a jednu sestru, ktori sa preslavili v oblasti svojho pdsobenia. Percival Lowell
bol astronomom a zakladatelom Lowellovho observatoria vo Flagstaffe. Abbott La-
wrence Lowell sa zase stal prezidentom Harvardu a Elizabethina sestra Amy Lowell
bola slavnou poetkou. [67] Na obrazku 3 vidime aj pohladnicu Lowellovho observato-

ria vo Flagstaffe.

Sutaz Putnam sa sice konala v spominanom roku 1946, ale bol to len deviaty ro¢nik,
teda neslo o dvadsiaty Siesty ro¢nik, takZe ani tato moznost ndm nedava odpoved na

nasu otazku, z akej olympiady je nasa pohladnica.

V tejto Casti si vyberieme niekol'ko prikladov z minulych ro¢nikov Putnamovej sutaze.
Ukéazeme si jednoduchsie priklady, ale aj tie zlozitejsie. Tato skuska je totiz notoricky
tazka. Na stranke seminara pripravujiceho Studentov Stanfordu na Putnamovu sttaz
[59] sa do¢itame, Ze vo vicSine rokov je median skore 0, ale v poslednych rokoch sa

stala sitaz trochu jednoduch$ou s medianom 1.

Zadanie tejto sutaze pozostava zo Siestich prikladov v doobednajsich hodinach a
Siestich prikladov poobede. Za kazdy vyrieSeny priklad je mozné ziskat od 0 do 10

bodov. Na ziskanie plného poc¢tu bodov je potrebné poskytnit rieSenie so vSetkymi

12



1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKA OLYMPIADA

potrebnymi krokmi, ktoré st nutné na vyrieSenie prikladu, ako sa piSe na stréanke
Putnamovej sutaze [67|. Zamerne sa piaty a Siesty problém zdaju byt naro¢nejsie ako
tie ostatné, ale dolezitym faktorom je aj zostavajuci ¢as, kedZe na vyrieSenie kazdej
sady Siestich tloh st k dispozicii tri hodiny. V rozmedzi rokov 1974-2012 sa vyskytli
dva problémy, v ktorych nikto z prvych dvesto? najlepsich neziskal kladné skore. Bol
to priklad A6 z roku 1979 a priklad B6 z roku 2011. [19] Uvedieme preto aj na jeden
takyto problém a jeho rieSenie. Ukazeme si v8ak aj rieSenie prikladov z prvej polovice,

ktoré su povazované za jedny z tych Tahsich.

Obr. 3: Pohladnica: Lowellovo observatérium vo Flagstaffe.|51]

Najprv sa zameriame na priklady z uz spominaného roku 1946, ktorych zadanie aj

rieSenie ndjdeme v |20|. Podla vysledkov [31] sa v tomto roku stali vitazmi Studenti z

2(V?asopis The American Mathematical Monthly, publikujuci kazdy rok zadania a rieSenia prikladov
zo sutaze, uvadza bodovy zisk 200 najlepsich riesitelov. Podobne knihy [20], [1], v ktorych s zozbierané

priklady z viacerych rokov.

13



1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKA OLYMPIADA

Univerzity v Toronte. Na obrazku 4 je zobrazen& University Avenue, Toronto, Ontario,

1939.

Taoranto, Ontario, Canada

Obr. 4: Pohladnica: University Avenue, Toronto, Ontario, 1939. [37]

Putnam, priklad A1l z roku 1946
Nech p(z) je realny polynom stupiia mengieho ako 3 a splita |p(z)| < 1 pre z € [—1,1].
Ukazte, ze potom |p(z)| < 4 pre x € [—1,1].[20]

RieSenie:
Postupujeme podla [20]. KedZe p(z) je realny polyném stupiia mensieho ako 3, splia
predpis p(z) = az?+bx + c. Jeho derivécia je p'(x) = 2az +b. Derivacia polynému p(z)
je teda linedrna funkcia, a tak dosahuje svoje maximum aj minimum na uzavretom
intervale [—1, 1] v jednom z koncovych bodov. To isté plati aj pre maximum absolitne;

hodnoty p(z). Pre derivacie v krajnych bodoch sti¢asne plati:
p'(1) = 2a + b,
p'(=1) = —2a +b.

Preto maxgc(—1,1) [P/ (2)| = |2a + b| alebo max,¢j—11) [p'(x)| = | — 2a + b| = [2a — b|.

14



1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKA OLYMPIADA

Teraz funkéné hodnoty derivacii v bodoch 1 a —1 vyjadrime ako kombinéciu funké-

nych hodnét p(1), p(—1) a p(0), pre ktoré plati:
p(1) = a+b+c,
p(—1) = a—b+ec,
p(0) = c
Plati:
3 1
20+ b= §(a+b+c)+§(a—b+c) — 2¢,

Co znamena, ze

P(1) = 2p(1) + Lp(~1) - 2p(0).

2 2
Podobne
1 3
20 — b= §(a—b+c)+§(a—b—|—0)—20,
¢ize
, 1 3
p(=1) = 51)(1) + 519(—1) — 2p(0).

7 tohto dostaneme ohranicenie pre absolitne hodnoty, pricom vyuzijeme predpoklad

p(z)] < 1:

3 1 3 1
P (1)) = 20+ < Slp()] + 5lp(-D) +20p(O)] < 5 + 5 +2=1,

1 3 1 3
P/(=1)] = 20— bl < SIp(1)] + SIp(~ D] +20p(0)] < 5 + 5 +2 =4,

a teda

Jnax [p'(2)] = max {lp (D], [ (~1)[} < 4.

Teraz ukdzeme stvrty priklad z poobediajsieho stretnutia a jeho riesenie. Budeme

sa riadit zadanim a rieSenim z |20].

Putnam, priklad B4 z roku 1946

Pre kazdé celé kladné ¢islo n majme

1\" 1\"*! 20, P,
n — 1 - 7Pn: 1 - 7hn: .
Y ( +”) ( +n) pn+ P,

Dokéazte, 7ze hy < hy < ... < h,, < ..., t.j., Ze postupnost je rastica.

15



1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKA OLYMPIADA

RieSenie:
Postupnost h,, ma kladné ¢leny, preto jej rastuicost je ekvivalentna s rasticostou po-
stupnosti logaritmu In h,,. Rasttcost h, teda dokdzeme tak, ze dokdzeme rastiicost
In h,,. Pred vypoc¢tom logaritmickych ¢lenov h, potrebujeme upravit vyraz definujtci

h, na sucin ¢lenov. Robime preto tieto upravy:

21+ 5"+ 5™ 2+ 1)l 2+ 1) (n+ 1) A
A+ 3+ (14 L)+t nlddbidm ()" (2nt 1)

nntl L

n

=2(n+ 1" 20+ 1)

Dostali sme teda vyjadrenie pre postupnost h, v pozadovanom tvare sic¢inov, po-

mocou ktorého vyjadrime
Inh,=In2+n+1)n(n+1) —nlnn—In(2n+1).
Dalej definujeme funkeiu ¢ s defini¢nym oborom (0, 00) tak, aby platilo, ze In h,, = g(n):
gl) =2+ (z+1)In(x+1) —zlnz —In(2z + 1).
Ak dokazeme, ze funkcia g je rastica, bude z toho Specialne vyplyvat, ze
g9(1) <g(2) <.,

£].
Inhy <Inhy < e

z ¢oho uz vyplyva rasticost postupnosti h,,.

Vypocitame derivacie:

() = 1 1+ 4 B 1
g S+l oz 2e+1)2 x4+ 1) +1)2

Teda ¢"(x) < 0 pre z € (0,00), ¢o znamend, Ze ¢'(x) je klesajica na (0, 00).

Dalej plati:

x+1 2
lim ¢'(z) = lim 1 — li =
e o) = I ) - I s

Y

z ¢oho, spolu s klesajucostou ¢, vyplyva, ze ¢’ je kladna na (0, 00). Preto plati, ze g je

rastica na (0, 00), ¢o sme potrebovali dokazat.

16



1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKA OLYMPIADA

Pre porovnanie narocnosti jednotlivych uloh z prvej casti sitaze Putnam uva-

dzame prvy priklad z roku 1954.

Putnam, priklad A1l z roku 1954
Nech n je nepéarne celé ¢islo vacsie ako 1. Nech A je n x n symetrickd matica taka, ze
kazdy riadok a kazdy stlpec tejto matice pozostéva z permutacie ¢isel 1,...,n. Ukazte,

ze kazdé jedno ¢islo 1, ...,n sa musi objavit na diagonéle matice A.[20]

RieSenie:

Uvedieme najskor konkrétne priklady takejto matice:

1 23465
1 23 2 345 1
Az3=12 3 1|, A=1[3 4 5 1 2
31 2 451 2 3
51 2 3 4

Tieto priklady nam mozu pomoct pri vytvoreni nasledovného vSeobecného dokazu.
Kazdé z ¢isel 1,...,n sa musi objavit v A presne n—krat. Mimo diagonaly sa ¢isla
objavuja v paroch kvoli symetrickosti matice A. KedZe n je nepéarne, kazdé ¢islo sa
musi objavit prinajmenSom raz na hlavnej diagonale. NavySe, kedZe diagonala ma n

prvkov, kazdé z ¢isel 1,...,n sa na nej nachadza prave raz.

Teraz pride na rad nieco zloZitejsie. Podla $tatistik uvedenych v [19] boli v rozmedzi
rokov 1974 - 2011 dva priklady, v ktorych nebol dosiahnuty kladny pocet bodov. Za-
meriame sa na rok 1979 a problémovy priklad A6. V tomto roku sa na prvom mieste
umiestnila skola MIT (Massachusetts Institute of Technology). [31] K tejto univerzite sa
podarilo najst aj pohladnicu s matematicko-fyzikalnou tematikou, ktora je na obrazku
5.

Zadanie a navod k rieseniu prikladu A6 z roku 1979 najdeme v [1]. Jeho rieSenie nie

je intuitivne, vyzaduje si najst nejaka fintu.

Putnam, priklad A6 z roku 1979
Nech 0 < p; <1prei=12,..,n Ukaite, ze Y, —— <81+ 35+ ++ ..+ 57)

i=1 To—pi] =

pre niektoré z spliajice 0 < z < 1.

17



1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKA OLYMPIADA

HIT

Obr. 5: Pohladnica: MIT. [50]

RieSenie:
Pre k = 0,1, ...,2n—1 zvolme I} ako otvoreny interval (- k k“) Spomedzi 2n intervalov
I;; existuje n takych, ktoré neobsahuji ziadne p;. Zvolime si z; ako stred kazdého z

tychto n intervalov.

Nech |z; — pi| = dij a B = 8n(l + 4 + 1 + ... + 3. Pre fixované i splha d;;

najviac dva z nich nesplitaju dij > 2, najviac Styri nesplitaju

b
nerovnost d;; > i

1
4n?
dij > %, a podobne, ako to vidno aj na obrazku 6.

Potom plati:

En:1<24+4+4n++ i
R /”L JE— —
X dij - 3 5 2n — 1
j=1 h=0
Podl'a nasho oznacenia tak dostavame:
n n n—1

Sl

j=1 pi 5= oot T
a teda

- 1
—— <B (1)
= |z = pil
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1/2n 1/2n 1/2n 1/2n 1/2n
™, ™,
3 -
dij
r—)‘—ﬁ
| | | | | I | |
| | 1 | | I | [
X; pi
i _,_p'l
\_1}'4n
. Wf ,-'
34
. 5 A
"
5/4n

Obr. 6: Ohranicenie vzdialenosti d;; k prikladu A6 z roku 1979

Nerovnost (1) plati pre kazdé i (i = 1, ..., n), s¢itanim tychto n nerovnosti dpstavame:

) & () =

Takze je tu hodnota j, pre ktora > , ] < < B a x; pre takéto j moze slazit ako

hladané z.

Na zéaver eSte vysvetlime, ¢o znamend néapis na tabuli na pohladnici z obréazku 5.

o Prvy vyraz & 7 pochédza zo znamej fyzikalnej rovnice £ = mc?. Teda nasa prva

Cast predstavuje pismeno M.

o Vyraz v/—1, ktory dostaneme riegenim i?> = —1, predstavuje imaginarne &islo i.

o Posledna cast % sa tyka rovnice idedlneho plynu PV = nRT. Tym padom

posledny vyraz je pismeno T.

Takze napis na pohladnici je:

FE PV
—/—1—=MIT
c? nR ’

¢o je Massachusetts Institute of Technology.
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1.3 Odpoved, ktorit hl'adame

Po dlhSom péatrani sa nam nakoniec podarilo zistit, o aki udalost z pohladnice na
obrazku 1 ide, a kto su v8etci ti Tudia. Nebolo to jednoduché. Naga odpoved prisla
z Talianska vd’aka mailovej komunikacii s Lucom Damianim [9], ktory bol pévodnym
vlastnikom spominanej pohladnice. Nejedné sa teda o ziadnu olympiadu, ako bolo
uvedené v popise pri pohladnici podla [46]. Fotografia, ktora bola predlohou tejto
pohladnici, bola zhotoven& na konferencii ,,Problems in Mathematics“ na univerzite
Princeton v roku 1946, ktora sa konala pri prilezitosti dvestého vyrocia zaloZenia tejto
univerzity a je mozné ju najst na stranke [10] univerzity v Illinois.

Na tejto konferencii sa zucastnili mnohi odbornici v matematickej a fyzikalnej ob-
lasti. V kratkosti predstavime tri vyznamné osobnosti, ktoré boli pritomné na konferen-
cii v Princetone: Vaclava Hlavatého pochadzajiceho z éeskoslovenska, Carl Haralda
Craméra a Johna Wilder Tukeyho, o ktorych sme uz poculi na kurze zo Statistiky.

Farebne ich vyznac¢ime na obrazku 7.

John W. Tuk

il

Obr. 7: Konferencia ,,Problems in Mathematics“, Princeton University,1946. [10]
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Vaclav Hlavaty
éesky matematik zijici v rokoch 1894-1969. Studoval na Filozofickej fakulte Univerzity
Komenského a matematiku a deskriptivnu geometriu na éeskej vysokej Skole technic-
kej v Prahe. Niekolko rokov po vystudovani prednasal na Oxfordskej univerzite vo
Velkej Britanii. Posobil aj ako profesor na Matematickom oddeleni Indiana University
v Bloomingtone v USA a na Graduate Institute for Applied Mathematics v rokoch
1948-1962, ako sa mdzme docitat na [52]. Dokumenty z Indiana University st ulozené
v kniznici v Bloomingtone a obsahuju dlhu koreSpondenciu medzi Vaclavom Hlavatym
a Albertom Einsteinom tykajicu sa matematickych dokazov Einsteinovych teodrii. Jeho
znamy citat: ,Cim dalej ideme, tym viac sa od nas konetné vysvetlenie vzdaluje, a

vSetko, ¢o zostava, je viera.“ [25]

Carl Harald Cramér
V roku 1893 sa v Svédsku narodil znamy matematik Carl Harald Cramér. V roku
1912 nastpil na $tadium na univerzitu v Stokholme. V roku 1919 bol uz menovany
docentom a zacal produkovat sériu ¢lankov o analytickej teérii ¢isel. Jeho hlavnou
oblastou vyskumu sa v8ak neskor stala najmé tedria pravdepodobnosti a Statistika. V
roku 1927 publikoval text Tedria pravdepodobnosti a jej aplikdcie. O dva roky neskor bol
menovany do novovytvorenej pozicie v Stokholme a sa stal prvym Svédskym profesorom

poistnej matematiky a matematickej Statistiky. Zomrel v roku 1985. [4]

John Wilder Tukey
John W. Tukey sa narodil v roku 1915 v State Massachusetts v USA. Na Brown uni-
verzite ziskal bakalarsky titul v roku 1936, rok nato titul magistra v odbore chémia.
Nasledne na to iSiel na Princeton, kde sa po ziskani doktoratu stal instruktorom ma-
tematiky. O desat rokov neskor, vo veku 35 rokov, sa stal profesorom. John Tukey
pritahoval medzinarodnu pozornost pre jeho $tudie Statistiky a ich aplikdcie v najroz-
nejsich vedeckych a technickych odboroch. Je spajany s vyrazmi bit a bindrna cislica.

Zomrel v roku 2000. 3]
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1.4 Talianska olympiada v Cesenaticu

V tejto podkapitole predstavime taliansku matematicka olympiadu. K tejto mySlienke
nés priviedol préave Luca Damiani [9], ktory nam poskytol informécie préave k tejto
téme. Vysvetlil nam, Ze sa pri prileZitosti matematickej olympiady v Taliansku vydavaja
pohladnice.

Podla [24] sa matematické sutfaze v Taliansku konaji v troch fazach. V polovici no-
vembra je to I giochi di Archimede, ktora je zbierkou otazok s viacerymi odpovedami.
La gara di Febbraio usporiadavané vo februari pozostava z otazok s viacerymi odpove-
dami ale aj otvorenymi otazkami. A nakoniec je to talianska matematicka olympiada,
ktora sa kona kazdoroc¢ne v méji v Cesenaticu od roku 1985 a7z na prvé Styri roky, kedy

sa konala vo Viareggio.

Obr. 8: Pohladnica: Mesto Cesenatico, v ktorom sa koné celogtatne kolo talianskej matema-

tickej olympiady. [45]

Ukazeme zadanie a rieSenie jedného prikladu z talianskej matematickej olympiady v
Cesenaticu. Konkrétne uvedieme prvy priklad z patnésteho ro¢nika, ktory prebiehal v
roku 1999. Zadania aj rieSenia najdeme na stranke olympiady z matematiky [53]. Pri
tejto prilezitosti bola zhotovend aj pohladnica, ktortt mozeme vidiet na obrazku 9. Na

tejto pohladnici je podla [9] taliansky matematik Ennio De Giorgi (1928 - 1996). Viac
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1.4 Talianska olympiada v Cesenaticu

o jeho 7Zivote najdeme na [15].

X

XV EDIZIONE NAZIONALE
OLIMPIADI DI MATEMATICA

Cortesia Foto Frassi - Pisa

Obr. 9: Pohladnica: Matematicka olympiadda v Cesenaticu, XV. ro¢nik. [43]

Talianska MO, priklad 1 z roku 1999
Majme obdlznikovy list so stranami a, b, pricom plati @ > b. Uréite plochu trojuholnika,

ktory vznikne ohnutim listu pozdiz diagonaly obdiznika ako na obrazku 11. [53]

Obr. 10: Nac¢rt skladania papiera k prikladu 1 z roku 1999.

RieSenie:
Zavedme oznacenie podla obrazku 11. Vidime, Ze trojuholnik ABC' je rovnora-

menny. Vyplyva to zo zhodnosti uhlov BAC' a ABC' (resp. zo zhodnosti trojuholnikov
ABD a ABE). Obsah trojuholnika ABC teda vypocitame takto:

o_ |BDI-|AD| |CD|-|AD| _ |AD[(|BD| - |CD|) _ |CB|-|AD|
2 2 2 2 ’
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Obr. 11: RieSenie prikladu 1 z roku 1999.

kde AD je vyska strany C'B. Podla zadania:
DB =a,AD = b,
dalej mame oznacenie podla obrazku 11:
CB=AC=2x2,DC=a—=x.

Podl'a Pytagorovej vety pouzitej na pravouhly trojuholnik AC'D vypocitame x.
Plati:

teda
? = a® — 2ax + 2° + b?

a dostavame

a’® + b?
T = )
2a

Obsah trojuholnika ABC teda je:

Ako sme uz spominali, k olympiade vychadzaja pohladnice s roznymi motivmi. Naj-
castejSie ide o vyznamné osobnosti matematického sveta. Na obrazku 12 vidime po-
hladnicu zhotovent pri prilezitosti Sestnasteho ro¢nika narodnej matematickej olym-

piddy, na ktorej je zobrazeny taliansky matematik Nicolo Tartaglia. Tento matematik
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Obr. 12: Pohladnica: Matematickd olympiada v Cesenaticu, XVI. ro¢nik. [44]

zil podl'a [33] v Sestnéstom storo¢i a pre mnohych je zndmy najmi néjdenim rieSenia
kubickej rovnice.

V tomto roku (2014) vysla pri prilezitosti matematickej olympiady v Taliansku po-
hl'adnica ,Miza logiky“, ktora je na obrazku 13. |9]

Obr. 13: Pohladnica: Matematické olympidda v Cesenaticu, 2014. [9]
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2 Fraktaly

Matematika je oblast Zivota, ktora skiima mnohé javy a ¢asto nepochopitelné suvis-
losti medzi tymito javmi. Jednou z jej disciplin je aj fraktalna geometria, jednoducho
povedané - fraktaly. Mnohym Iudom je tento pojem znamy, ini zase videli obrazky
najznamejsich fraktalov. Dolezité vsak je, ze matematické pozadie, ktoré sa skryva za
tymto pojmom, nie je celkom jednoduché. Budeme sa preto v tejto kapitole snazit do
urcitej ¢asti ozrejmit principy vzniku fraktalnych obrazkov, predstavime znamu Man-
delbrotovu mnoZinu 2, uvedieme praktické vyuZitie fraktalnej geometrie a ukéZeme, kde

vsade sa fraktéaly vyskytuja.

Obr. 14: Pohladnica: Fraktalne umenie, Seppo Rihlama, 1992. [3§]

2.1 Fraktalna geometria

Fraktaly st podla [26] objekty, ktorych geometricka Struktira sa opakuje v fiom sa-
mom. V [30] sa uvadza, ze fraktalny objekt by mohol byt definovany ako rozdrobeny
geometricky tutvar, ktory moze byt rozdeleny do ¢asti, z ktorych kazda priblizne pred-
stavuje zmensSenu kopiu celku.

Podobnu definiciu najdeme aj v [35] a teda, 7e fraktaly sa na seba podobaji v

roznych mierkach. Vsetky fraktaly tak maji vo vSeobecnosti vstavani formu iteracie

3Slovo fraktal bolo vytvorené prave Benoitom Mandelbrotom. Toto slovo pochidza z latinského

slovesa frangere (rozbif) a od prislusného pridavného mena fractus (roztrieSteny, nepravidelny). [35]
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(opakovania) alebo rekurzie. Niekedy je dokonca mozné tato rekurziu uvidiet v tom,
ako je dany fraktal skonstruovany. Medzi také patri aj Kochova vlocka a Sierpinského

trojuholnik, ktoré vidime na pohladniciach na obrézkoch 15 a 16.

Obr. 15: Pohl'adnica: Kochova vlocka. [28]

T

> 4

v
% X
‘1‘1 ;

Obr. 16: Pohl'adnica: Sierpinského trojuholnik v 3D. [56]

Na stranke [26] k predmetu GeoComputation najdeme kody pre program Mathema-
tica, od spolo¢nosti Wolfram Research, na vytvorenie Kochovej krivky a Sierpinského

trojuholnika. Jedna sa o trochu netradi¢né prevedenie tychto fraktalov, kedze maju
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pouzity zakladny graficky objekt, ktory vidime na obrazku 17. Na obrazku 18 méame

zndzorneni Kochovu krivku.

™
@ S
& &
g D € e
ared—Gired SRt
2 &
2 {
E
s 3 e
o g € W
ard S ared S and S
Fy 3 Fy & Py 7Y
o D E we 2D E ww 2 E  ww
b @ e e W v fwed fwd few

Obr. 18: Kochova krivka vytvorena pomocou grafického objektu z obrazku 17. [26]

V nasledujtcich ¢astiach vysvetlime, ako vytvorit uz spominané fraktalne ttvary:

Kochovu vloc¢ku a Sierpinského trojuholnik.

2.1.1 Kochova vloc¢ka

Helge von Koch (1870 - 1924) bol §védsky matematik, podla ktorého je pomenovana
jedna z prvych popisanych fraktalnych kriviek - Kochova krivka. V povodnom ¢lanku
Kocha z roku 1906 [65] ndjdeme na¢rt postupného vzniku Kochovej krivky, ktory je na
obrazku 19. Okrem iného je v tomto diele aj dokaz, ktory potvrdzuje spojitost krivky
a zaroven tiez fakt, Ze nie je diferencovatelna.

Vidime, ze Kochova krivka vznika opakovanim jednoduchého postupu. Zac¢iname s

useckou a v kazdom kroku vykoname nasledovné:
1. Usecku rozdelime na tretiny.

2. Nad strednou castou zostrojime rovnostranny trojuhonik.
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Obr. 19: Nac¢rt Kochovej krivky. [65]

3. Stredné cast trojuholnika sa zmaze.

Kochova vlocka je v skutoc¢nosti zlozen4 z troch Kochovych kriviek. Jej konstrukceia je
velmi podobné konstrukcii Kochovej krivky. Rozdiel je v po¢iato¢nom ttvare, na ktory
sa aplikuje uz spominany postup od bodu 2. V [66] sa teda do¢itame, 7ze vznik Kochovej
vlo¢ky zac¢iname rovnostrannym trojuholnikom, pokracujeme odstranenim vniitornej
tretiny kazdej strany a na tomto mieste nakreslime dalsi rovnostranny trojuholnik.

Tento proces mozeme opakovat az do nekonec¢na.

2.1.2 Sierpinského trojuholnik

Waclaw Sierpinski, pol'sky matematik zijaci v rokoch 1882 - 1969, je vedticou osobnos-
tou topologie?. Ako sa d'alej do¢itame v [14], vynaloZil nemalé tsilie pri topologicke;

charakterizécii kontinua - mnoziny realnych ¢isel a popri tom objavil priklady topologic-

4Topologia je (volne povedané) odvetvie matematiky, v ktorom st dva objekty povazované za
rovnaké, ak mozu byt spojito pretvorené jeden na druhy prostrednictvom ohybania, natahovania a
pod. pri¢om sa ich stavba nenarusi (nerozoberu sa na Casti a opat poskladaja). [13] Podla [62] je kruh
topologicky ekvivalentny elipse (deformovany natahovanim) a gula zodpoveda elipsoidu. Definicia
topologie vedie k nasledujicemu matematickému vtipu [55]. Otazka: Kto je to topolog? Odpoved:
Niekto, kto nedokaZe rozlisit §isku od 8alky kavy. Animacia vysvetlujuca tento vtip sa da najst na

stranke [61].
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kych priestorov s neo¢akavanymi vlastnostami. Po tomto matematikovi je pomenovany

aj znamy fraktalny tutvar - Sierpinského trojuholnik, ktory vznik4 nasledovne:
1. Vezmeme rovnostranny trojuholnik.
2. Tento trojuholnik rozdelime na Styri zhodné rovnostranné trojuholniky.
3. Odstranime prostredny trojuholnik.

4. Opakujeme body 2 a 3 s kazdym zo zostavajicich trojuholnikov.

Vysledny utvar je sebepodobny, t.j. malé ¢asti st zmensené kopie celku. |14]

A L G540

Obr. 20: Prvych pit iteracii Sierpinského trojuholnika. [58]

2.2 Mandelbrotova mnozina

Kratky prehlad o fraktéloch a zaklady ich vzniku méme uZ za sebou. Nastal teda
¢as predstavit si slubovany pojem Mandelbrotovej mnoziny. Podla [63] je tento po-
jem ikonou teorie chaosu, ktord sa stala sucastou fyziky koncom dvadsiateho storocia
a jej vyznamom ju mozeme porovnavat s kvantovou mechanikou ¢ dokonca tedriou
relativity.

James Gleick v [21] piSe: ,Mandelbrotova mnoZina sa stala verejnym symbolom
teorie chaosu, ktory sa objavoval na titulnych stranach zbornikov z konferencii a na
odbornych ¢asopisoch. Bola jadrom vystavy pocitacového umenia, ktora v rokoch 1985
a 1986 cestovala po svete. Z obrazkov bola jej krasa I'ahko uchopitelnd; tazsie sa jej
vyznam chapal matematikom, ktori sa jej pomaly udili porozumiet.

Pri praci s Mandelbrotovou mnozinou potrebujeme mat vedomosti o komplexnych
¢islach. Budeme pracovat s funkciou komplexnej premennej. Funkcia komplexnej pre-

mennej, ako sa doc¢itame na stranke [63], je taka funkcia, ktora kazdému komplexnému

¢islu z jeho defini¢ného oboru priradi iné komplexné ¢islo. Mandelbrotova mnozina sa
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Obr. 21: Pohladnica: Mandelbrotova mnozina. [41]

na prvy pohlad moze zdat velmi zlozita. AvSak funkcia, ktora ju vytvara, je jednodu-
cha.

Bude nas zaujimat tato funkcia:
f(z) =2*+c¢

kde ¢ je komplexné konstanta a argumentom je komplexné ¢islo z.

Tato funkcia vykona s ¢islom z nasledovné veci [26], ktoré vidime aj na obrazku 23:

e Otodi ho tak, aby s osou x zvieralo dvojnasobny uhol.

e Natiahne ho alebo stlac¢i, aby bola jeho velkost rovna druhej mocnine pévodnej

velkosti. °

®Nasobenie komplexnych ¢isel zahfiia dve geometrické transformécie. Je to rovnolahlost (t.j. na-
tiahnutie alebo skratenie) a ota¢anie. V pripade nasobenia dvoch komplexnych ¢isel teda vypocitame
sucet uhlov, ktoré zvieraju vektory tychto komplexnych ¢isel s redlnou osou. Vysledny vektor tak s
osou x zviera uhol rovny suc¢tu povodnych uhlov vektorov. Velkost vysledného vektora je sucin ab-
solutnych hodnot velkosti vektorov danych komplexnych ¢isel. [63] Nazorne to vidime na obrazku

22.
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Im

Pr+ P2

X
¥ P2
L P

Re

Obr. 22: Nésobenie dvoch komplexnych ¢isel. [63]

e Pripocita k nemu komplexnt konstantu c.

im

Obr. 23: Operacie vykonavané funkciou f na komplexnom &isle z. [63]

Zapisme funkciu f algebraicky podla [26]. Vyuzijeme zékladné vlastnosti pri praci
s komplexnymi ¢islami. Mame teda komplexné ¢isla z a ¢, ktoré maji svoju realnu aj
imaginarnu cast:

z=2zy+ 21,
c=c¢ +c¢-t.

Potom predpis pre 22 bude vyzerat:
22 = (22— 22) + (22,2) - 0.
Dostavame teda predpis pre funkciu f:
f(2)=24c= (22— 22 +e)+ (222 + ¢) - i (2)
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Tento predpis funkcie f sa da dobre vyuzit na generovanie postupnosti

Znt1 = f(2n),20 =10 (3)

napr. v programe Excel. Na nasledujtucich obrazkoch 24, 25 a 26 vidime, ako vytvorit
takato postupnost a tiez ako sa meni postupnost v zavislosti od zvolenych velkosti
pociato¢nych podmienok pre ¢islo ¢. Na obrazku 24 moézeme konkrétne vidiet vzorec

pouzity v Exceli, ktorym pomocou (2) generujeme postupnost.

Microsoft Excel - mandelbrot

E‘_W Subar I:lprg\-'y Zobrazit  VloEE Format  Mastroje [Idajg Okno  Pomocnik
=N~ N A AR NN - RIS A RN R RS TR N VR (- - HE
SUM * X J & =B32-CI2+EF52
A B | C D E | F G |
1 kemplexné cislo z konstanta ¢ |
> Gslo eracie * iE
3 ] 0,000 0,000 02
4 =B32-C3 2 +§F 52
5 2 0,350 0,320 0,50
E 3 0,320 0,424 045
7 4 0,223 0471
g g 0,127 0,410 0,40
g E 0,148 0,304 . 03
10 7 0,229 0,290 2
11 B 0,258 0,333 S 030
12 g 0251 0,379 £ o
13 10 0225 0,398 =2
14 11 0,192 0,379 2 020
15 12 0,134 0,346 E s
15 13 0218 0,334
17 14 023 0,345 Ao
18 15 0,236 0,353 0,05
19
ﬁ 0,00
? 0,00 010 0,20 0,30 0,40
= Redlna cast’
23

Obr. 24: Generovanie postupnosti (3) vyuzitim zapisu (2) v Exceli, ¢ = 0,3 40,2 - 1.

Mandelbrotova mnozina je v [69] aj v [63] definovana ako mnozina vSetkych bodov
komplexnej roviny ¢ = (¢, ¢;) takych, Ze postupnost (3) je ohrani¢ené. Z definicie nam
teda vyplyva, 7e bod ¢ = (¢, ¢;) do Mandelbrotovej mnoziny nepatri, ked absoliatne
hodnoty ¢lenov prislichajicej postupnosti rasti do nekone¢na. V [63] nadjdeme nasle-
dujice tvrdenie: Bod ¢ = (¢, ¢;) nepatri do Mandelbrotovej mnozZiny, ak postupnost

prekroci hraniéni kruZnicu s polomerom 2.
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B3 Microsoft Excel - mandelbrot

@_] Sibor  Upravy Zobrazi Vot Form&t  Mastroje  Udaje  Okno  Pomocnik

HRN=N® RERE NS NE kAR =N A RACRA N RS TN Lo - L
C37 - 3
A [ B | 5 [ D [ E [ F G [ H |
1 komplexné cislo z konstanta c
2 | ¢islo iteracie 05
3 a 0,000 0,000 02
4 1 0500 0,200
a 2 0,710 0,400 300
5 3 0,544 0,768
7 4 0523 14597
a 3 -1352 2054
] 3 1,931 5,380

[}

r
i
=}

Imaginarna cast’

6,00

[T F U] N N ) DU R e (e Ry DR DU
M | Wk = | OO0 00~ 0 e (LD R —

Realna cast’

Obr. 25: Divergencia bodov postupnosti (3), ¢ =0,5+0,2 - 1.

B3 Microsoft Excel - mandelbrot

(] siber  Upravy  Zobrazt  Yiodlt Formdt  Mastroje  Udaje  Okno  Pomecnik

HRNE=A" RERE ISRk AR =N - R A RS N RS T LR o L
H3z2 - #
A [ B | C [ D [ E | F G | H |
1 komplexné cislo z konstanta ¢
2 | cislo iteracie 0,35
3 0 0,000 0,000 035
4 1 0350 0350
5 2 0350 0595 0,90
& 3 0,118 0767
7 4 0273 0532
] 5 0,117 0,112
] B 0351 0376
10 7 0332 0514
11 E 0,053 0757 .
12 g 0217 0475 g
13 10 0,171 0,144 2
14 11 0359 0399 s
15 12 0,319 0536 =
16 13 0,047 0,756 z
17 14 0220 0421 E
18 15 0221 0,165
19 16 0372 0423
20 17 0,309 0,564
21 18 0,004 0,761
22 19 0,229 0356
23 20 0275 0,187
24 21 0391 0453
55 3 0253 0704 -0,30 -0,20 =010 0,00 o010 0,20 0,30 0,40 0,50
% 23 0057 0,769 Realna cast’
7 24 0,239 0262

Obr. 26: Oscilacia bodov postupnosti (3), ¢ = 0,35+ 0,35 - i.
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Veta o velkosti hrani¢nej kruznice [63]:
Majme funkciu f(z) = 22 + c. Nech ¢ je komplexné ¢islo a {zo, 21, 29, 23, . . .} je postup-
nost komplexnych ¢isel dané rekurentne vztahmi z,.1 = f(z,), 20 = 0. Ak pre nejaky
k—ty ¢len postupnosti plati, ze |zx| > 2, tak dalsie ¢leny postupnosti sa budi zviésovat

nad vSetky medze. Taka postupnost bude teda neohranic¢ena.

Dokaz (podla [63]):
Neohrani¢enost postupnosti komplexnych ¢isel {zo, 21, 29, 23, - - - } dokdZzeme pomocou
geometrickej postupnosti redlnych ¢isel {dy,d;,ds, ...}, o ktorej vieme, ze ide do neko-
nec¢na. UkaZeme, Ze kazdy ¢len rasticej postupnosti {z,} je vacsi ako jemu zodpoveda-
juci ¢len postupnosti {d,}. A vzhladom na to, ze postupnost {d,} ide do nekonec¢na,
pojde do nekone¢na aj rastica postupnost {z,}.

V tomto dokaze vyuzijeme tieto nerovnosti, ktoré platia pre komplexné ¢isla a a b.
la +b| < |a| + 0] (4)

|+ 0] > [a] —[b]. (5)

Dokaz eSte rozdelime na dva pripady podla toho, ¢ je absolitna hodnota konstanty

¢ vacsia alebo mensia ako 2.

PRIPAD 1: |¢| <2

V tvode dokazu sme uviedli, ze postupnost {|z,x|}22, je rastuca. V kratkosti teda
najprv dokdzeme rastticost postupnosti {|z, x|}, ktord ndm umozni vykonat dalsie
kroky pri dokazovani neohrani¢enosti postupnosti.

Nech z, je prvy taky &len postupnosti splhajici |z;| > 2, t.j.
|zk| > 2> |e] & —|zk| < =2 < —|¢]. (6)
Pre velkost dalsieho ¢lena postupnosti z;,1 potom plati:
|2k1] = |2 +c| = [2¢] = el = |2]* = |e]. (7)
K vztahu (6) pripoc¢itame |z;|?, vyuzijeme vztah (7) a dostaneme:
|2 = T2kl < 2l = |el,
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(k1] = Jznl” = lel > Jzel” — 2] = |2l (2] —1).
—_——
>1

Pre ¢len |z;41| nakoniec plati:
|Zk+1’ > |Zk| > 27

[2ka] > (l2e] = Dzl

Rovnakym sposobom je tento postup pouZitelny pre ostatné ¢leny a dostaneme

zovSeobecnenie:
[2ktn| > (|2k4n-1] = 1) |2k4n-1] > |2k4n] > 2, (8)
N————
>1
2tral > (Zpnot] = D(2n2l = 1) (zne] = D2l = Dzl (9)

7 tychto dvoch nerovnic vyplyva, ze vSetky ¢leny postupnosti nasledujice za k—tym
¢lenom uz maja velkost vac¢siu ako 2 a sucasne, Ze postupnost velkosti je rastica, t.j.
|2k < 21| < [2hr2] < |zk4s] < |zpsal .-

Mozeme teraz pokracovat v hlavnej ¢asti dokazu. Zvolime si pomocni geometricki
postupnost nasledovne:

dn - qn"zk‘a

kde kvocient g = |zx| — 1 je vacsi ako 1.
Kedze z rastucosti plati |zxy1] > |2k, potom aj |zx11] — 1 > |2x| — 1. Podobne to
——

=q
plati aj pre ostatné c¢leny, t.j.:

[zkvel = 1> ¢, |24l = 1> ¢, [2pna] — 1> ¢

Vo vztahu (9) tak prichddzame k pozadovanej nerovnosti:

Zian! > (Zhen—1|=D) (| zian—2|=1) ... (|zZes1 =) (|ze|=D) 26| > q-q---q-qlzi] = ¢"|z].
24| > (|2k4n-1]=1) (|254n-2|=1) .. (|Zrs1 [ = D) (2| =Dl 2| > g~ q---q- qlzi| = ¢"[z]

n

A teda

|Zk+n| > qn|zk| = d,,

¢o sme chceeli dokazat, ze postupnost komplexnych ¢isel {zx, zx11, ...} v pripade |c| < 2

rastie v absolttnej hodnote do nekonecna.
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PRIPAD 2: |¢]| > 2
V tomto pripade je prvy ¢len postupnosti, ktorého velkost je vicgia ako 2, uz ¢len
z; = c. Stcasne teda pre ¢len z; plati, Ze |z1]| = |¢| > 2. Pre dalsi ¢len postupnosti bude
platit:
|2 = |21 + | = |c® +¢| = [ef* —|e| = (|e] = 1) |e].
T

Teda |z5| > |¢| > 2 = —|c| > —|22|. Podobne pre ¢len z3 plati:

23] = |25 + ¢ = |2f® = [c] > |2]” = |22| = (|z2] = 1) |z.
—_—
>1

Dostavame nasledovné:

|23 > |22| > || > 2,
23] > (|22 = 1)(Je] = 1)]c].
Rovnako méZeme pokracovat s dalsimi ¢lenmi a prideme k vSeobecnému vysledku:

|2n] > |2n_1| > .o > |22| > || > 2, (10)

[2n] > (Jzn-a] = 1) - ([22] = D)(le] = Dle]. (11)

Dokazali sme, ze postupnost {z,}>, je rastica aj pre |c| > 2.
Dokaz neohranicenosti urobime pomocou geometrickej postupnosti d,, = ¢"|c|, kde

q = |c| — 1 je véic¢sie ako 1. Dokazeme:
dy < |zn).
Ako sme uz dokazali, plati |z3] > |21| = |¢|. Potom plati aj |ze] — 1 > |¢| — 1. Podobne
——
=q>1
to funguje aj pre ostatné ¢leny rasticej postupnosti, t.j.
|z —1>q,|za| —1>q,...,|20-1] — 1> q.

Potom zo vztahu (11) dostavame

Znl > (lzn=1] = 1) ... (|z2] = D)(|c| = Dle| > qg---q-qlec] = q"|c|.
[2n] > ([2n-1] = 1) .. (Jz2] = D([e] = Ve[ > g---q-qlc| = ¢"|]

n

Teda sme dokézali, Ze postupnost rastie do nekone¢na aj pre |c| > 2:
|zn] > q"|c| = d,.
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Ukéazali sme, ze ak pre nejaky k—ty ¢len postupnosti plati |z;| > 2, dalsie ¢leny po-
stupnosti sa budu zvécSovat nad vSetky medze a takato postupnost bude neohranic¢ené.
Bod ¢ teda nebude patrit do Mandelbrotovej mnoziny, ak postupnost prekroc¢i hranic¢ni

kruznicu s polomerom 2.

2.2.1 Mandelbrotova mnozina v programe Mathematica

Pomocou programu Mathematica® a kodov zo stranky k predmetu Computational Phy-
sics na University of California [69] sa nam podarilo vykreslit Mandelbrotovu mnozinu
na roznych oblastiach, ktoré mozeme vidiet na obrazkoch 28, 29, 30, 31 a 32.
Nasledujuce kody sa pouzivaju na generovanie Mandelbrotovej mnoziny. Argumenty
funkcie si: redlna ¢ast ¢, komplexného ¢isla ¢, imaginarna cast ¢; komplexného éisla ¢
a hodnota lim - maximalny pocet itercii. Dalej je zadefinovana pociato¢na hodnota
z = 0 a pocet iteracii je nastaveny na hodnotu 0, t.j. ¢¢ = 0. Nasleduje podmienka:
pokial plati |z| < 2 a ¢t < lim, potom z = 2% + ¢, + 1 - ¢; (teda sa vypocita dalsi
¢len postupnosti a jeho hodnotou sa prepiSe premennd z) a zvySujeme pocet iteracii ct.
Funkcia potom vracia (minus) pocet iteréacii, ktoré su potrebné, aby zobrazenie uniklo
za hranicu |z| = 2 aZ po maximélne lim - maximalny pocet iteracii. Ak aj po tomto

pocte iterdcii plati |z| < 2, funkcia vrati hodnotu —(lim + 1).

Definujeme teda podla [69] funkciu mandelbrot, ktora je skonstruovanéa na zéklade

uvedeného postupu:

mandelbrot|cr_, c¢i_, lim_ | = (
z = 0; ct = 03
While [Abs|z] < 2.0 && ct <= lim,
z =272 + cr + 1 cij
+tct
I

—ct

);

630-denné trial verzia softvéru Wolfram Mathematica, ktortt ndjdeme na stranke |68].

38




2.2  Mandelbrotova mnoZina 2 FRAKTALY

V pripade, Ze chceme vediet iba pocet iteracii, ktoré si potrebné na tunik do neko-

necna, posta¢i nam zadat hodnoty ¢,, ¢; a lim.

mandelbrot 0.4, 0.2, 100]
Out[1] —31

Zacinajic z bodu z = 0 a ¢ = 0,4 + 0,2¢ je teda potrebnych 31 iteracii na anik za
hranicu |z| > 2. Na obrazku 27 vidime, aké hodnoty nadobtda postupnost za¢inajica

prave v spominanych zac¢iato¢nych bodoch. Hodnoty pri 30. iteracii si: z = —1, 366 +

0,215 a |z| = v/(—1,366)% + (0,215)2 = 1,383 < 2. Pri 31. iteracii uz m4 ¢islo 2 tvar
z =2,219 — 0,387 a hodnotu |z| = 2,252 > 2.

Microsoft Excel - mandelbrot

@_] sibor  Upravy  Zobrazit  vioZik  Formdt  Mastroje  Odaje Okno Pomocnik

NN RS =N - =N -NA A AR NS 11 RN L ]
Bda - i)
A | B | C [ b ] E [ F & | A ]
1 komplexné cislo z konstanta c
2 | eislo iteracie
3 0 0,000 0,000
4 1 0,400 0,200
=3 2 0,520 0,360 160
5 3 054 0574
7 4 0,363 0,521 1,40
&} 5 0143 0,795
9 5 0,212 -0,023
1o 7 0,444 0212
11 g 0,553 0,383
12 9 0555 0529
13 10 0,312 0,395 ks
14 i 0,309 0,760 g
15 12 0,033 0,269 z
16 13 0,334 0,245 8
17 14 0,432 0,364 r§_,
15 15 0472 0529 £
19 16 0,343 0599 -
20 17 0,023 0580
A 15 0,062 0,240
2 19 0,346 0,171 200 1,50 2,50
23 20 0,43 0,318
24 g 0 540 0512 040
25 22 0,429 0,753 '
26 23 0,07 0346 .60
X 24 0315 0,228 . o
28 25 0447 0,056 Realna cast
29 26 0597 0,250
30 e 0 594 0,498
)l 28 0533 0,592
32 29 0,006 1,329
33 30 -1,366 0215
34 k)l 2219 0,387

Obr. 27: Generovanie postupnosti (3) pomocou Excelu, ¢ = 0,4+ 0,2 - i.

Nasledujuci kod tiez definuje Mandelbrotovu funkciu. Funkciu potrebujeme pri kres-
leni grafov vy¢islit velakrat, preto sa nam oplati pouzit prikaz Compile, vd aka ktorému

bude program ,bezat* rychlejsie.

39




2.2  Mandelbrotova mnoZina 2 FRAKTALY

mandelbrotC = Compile[{ c¢r, ci, lim },
Module| { z = 0. + 1 0., ¢t = 0},
While [Abs [z] < 2.0 && ct <= lim,
z =272+ cr +1 ci;
++ct
E
—ct
|
I

Hodnota funkcie, ktora je vykreslena, je charakterizovana stupiiom ,¢ernoty” v pri-
kaze DensityPlot. Cim je ¢islo mengie, tym je graf ¢ernejsi. Kedze vo funcii mandelbrotC
pocitame iteracie ako zaporné ¢islo, najtmavsia c¢ast obrazku 28 je ta, kde funkcia vrati

hodnotu —(lim + 1).

DensityPlot |
mandelbrotC|[cr, ¢i, 100], {cr, =2, 0.6}, {ci, —1.3, 1.3},
PlotPoints —> 40, Mesh — False, ColorFunction — GrayLevel,
Epilog — {{GrayLevel [0.6], Thickness|[0.008],
Line[{{—0.3, 0.6}, {—0.3, 1}, {0.1, 1}, {0.1, 0.6}, {—0.3,

0.6} 1}

05k

LR o

=05

-20 -15 -0 -0.5 0.0 0.5

Obr. 28: Mandelbrotova mnozina v odtiefioch ¢iernej, vypocet zrealizovany podla [69].
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Nasledujtci obrazok 29 ukazuje mnozinu s lepsimi vysledkami a vo farebnom preve-
deni (vol'ba ColorFunction). Oblasti zafarbené modrou farbou potrebuji viési pocet

iteracii na tnik za stanovent hranicu, ¢ervené oblasti potrebuja iba par iteracii.

-0 -1.3 -10 -0.5 o0 0.5

Obr. 29: Farebnad Mandelbrotova mnozina, vypocet zrealizovany podla [69].

Na obrazku 30 vidime priblizent ¢ast obrazku 29, konkrétne oblasti v sivom ramiku.

Vsimnime si, 7e rovnaki Struktira je opakovani v roznych mierkach a na roéznych

Castiach, ¢o je typické pre fraktaly. [69]

] o

03

0T

06

Obr. 30: Priblizenie Mandelbrotovej mnoziny z obrazku 29, vypocet zrealizovany podla [69].
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Este blizsie priblizenie mozeme vidiet na obrazku 31, ktory vyobrazuje oblast starad-
nic v okoli bodu er = —0.023, ¢z = 1. Na detailnejSie zobrazenie struktiry sa vyuziva
nastavenie maximalneho poctu iteracii, v tomto pripade na hodnotu 1000. Potrebny

kod na vykreslenie tejto casti Mandelbrotovej mnoziny:

DensityPlot [mandelbrotC|cr, c¢i, 1000, {cr, —0.0234, —0.0229},
{c¢i, 0.99875, 0.99925}, PlotPoints —> 200, Mesh —> False,
ColorFunction — (Hue[0.8 #1°7] &)

0.0003

00001

0.9390

0.0ag0

00035 -

-0.0234 -0.0233 =0.0232 -0.0231 -0.0230 =0.0229

Obr. 31: Zvysenie poCtu iterdcii, vypocet zrealizovany podla [69].

Na dalsom obrazku vidime zvac¢senie Tavého ,,$picu” mnoziny z obrazku 29. V tomto
vyobrazeni je mierka takmer tisickrat vacsia ako v pripade obraku 29.

Pohl'adnica na obrazku 33 je farebnou verziou typického zobrazenia Mandelbrotove;j
mnoziny. Vy$Sie sme vysvetlili, preco je obrazok farebny, aj ked st pri vykreslovani
mnoziny pre jednotlivé body len dve moznosti - bud bod do mnoziny patri alebo

nepatri.
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0.0630

0.0625

0.0620 -

0.0615F

0.0610

0.0605

0.0600 -

=0.7300

=0.7495

=0.7450

=0.7485

=0.7480

=0.7475

-0.7470

Obr. 32: Mandelbrot, vypocet zrealizovany podla [69].

Obr. 33: Pohladnica: Typicky obrazok Mandelbrotovej mnoziny. [34]
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2.3 Fraktaly okolo nas

Pre mnohych moéze byt zdhadou, kde v8ade okolo nas najdeme fraktaly. Nejedné sa len
o premyslené diela vedcov, ako by sa mohlo na prvy pohlad zdat, hlavné slovo tu mé
priroda sama. Na opakovanie Struktiry nie je ni¢ neprirodzené.

Pripomenieme si teda vlastnost sebepodobnosti. V matematickom ponimani je tato
vlastnost znama skor pod pojmom invariancie vo¢i zmene mierky. Teda objekt, na
ktory sa pozerame, vyzerd podobne pri akomkolvek zviacgeni. [60] Sebepodobnost je
teda pritomna aj v prirode a jednym z prikladov moze byt napriklad karfiol na obrazku

34, ktory méa tuto vlastnost. Jeho tvar sa v iom samom opakuje v roznych mierkach.

Obr. 34: Pohl'adnica: Fraktalny karfiol. [18]

Ako sa dalej doc¢itame v [35], rozne druhy fraktalov a vlastnost sebepodobnosti st
aplikované v roznych oblastiach. Svoje vyuzitie ndjdu napriklad v pocitacovej grafike
alebo virtuédlnej realite. V [26] sa tiez uvadza, ze je mozné vytvorit mnoho fraktalov.
Daju sa generovat mesta, pohoria (obrazok 35), oblaky, ¢ dokonca 3D objekty na vy-
plnenie krajiny. Podla [60] st sebepodobné sucasti Zivej aj nezivej prirody ako kamen,
mraky, stromy aj rastliny. Dalej sa tu tiez uvadza, ze javy ako vetvenie stromov, vet-
venie ciev a zil v zivo¢ichoch alebo hromadenie baktérii a rias v koloniach, sa daja

spolahlivo popisat iba pomocou fraktalnej geometrie. Fraktély tiez slazia k modelova-
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niu a porozumeniu zlozitejsich dejov odohravajucich sa v c¢ase, teda ide o dynamické

javy.

22 454 32032

Obr. 35: Generovanie fraktalneho pohoria. [35]

V terminologii pocitacovej grafiky bol pojem fraktélneho objektu zovSeobecneny
mimo Mandelbrotovej povodnej definicie. [17] Aplikacia fraktalnej geometrie v tomto
obore je v kompresii obrazkov. Takato fraktalna kompresia sa uskutociuje lokalizo-
vanim sebepodobnych ¢asti obrazku a nésledného pouzitia fraktidlneho algoritmu na
generovanie celych casti. Na obrazku 36 vidime, ako opakované kompresia a dekompre-

sia obrazku spo6sobi postupnu stratu kvality. [35]

Obr. 36: Kompresia a dekompresia obrazku, pri ktorej dochadza k strate kvality. [35]
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3 Bludiska

Vyraz bludisko pozname vsetci. Neraz sme sa ocitli v situaciach, v ktorych sa nam
nedarilo najst spravnu cestu. A presne to vyjadruje tento pojem.

V tejto ¢asti sa pozrieme na historické pozadie vzniku bludisk a labyrintov. Vysvet-
lime stvislosti medzi tedriou grafov a bludiskami a uvedieme spdsoby najdenia cesty z
bludisk. Inspiraciou je pre nas pohladnica bludiska vo franctzskej katedrale v Chartres,

ktort vidime na obrazku 37.

Obr. 37: Pohladnica: Bludisko v katedrale v Chartres, Francuzsko. [47]

3.1 Niecdo malo z historie

Najznamejsi mytus o labyrinte je podla [16] grécka legenda o Tézeovi a Minotau-
rovi. Pribeh, v ktorom aténsky princ Tézeus zabije Minotaura - napoly byka a napoly
¢loveka, ktory sa ukryva v labyrinte postavenom pre krétskeho krala Minosa. Podla
legendy boli Aténc¢ania niteni posielat sedem mladencov a sedem panien ako poctu vi-
tazovi vojny - kralovi Minosovi. Pomocou klbka od Ariadny, dcéry krala Minosa, najde
po hrdinskom ¢ine Tézeus cestu z labyrintu a spolu s Ariadnou utecie. Na obrazku 38

vidime pohladnicu vyobrazujucu detail zabitia Minotaura.

Pri archeologickom vyskume palaca krala Minosa sa nezistili Ziadne informacie o

existencii labyrintu, aj ked samotna budova ma tento charakter, ako sa do¢itame v [16].
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Obr. 38: Pohladnica: Doska zobrazujuca zabitie Minotaura Tézeom z Acropolisu. [42]

Povod slova labyrint sa odvodzuje od pojmu ,labrys“, ktory pomenovaval obojstranni

sekeru, zbrai pouzivanu v ¢asoch vlady krala Minosa okolo roku 1700 pred n.l.

V |12] sa dozvieme, 7e labyrint alebo bludisko je systém spletitych chodieb a sle-
pych uli¢iek. Labyrint bol nazov budov dany starymi Grékmi a Rimanmi, ktoré boli
uplne alebo ¢lastocne podzemné, obsahovali niekolko komor a chodieb, ktoré tazko po-
skytovali vychod. Neskor, najmé od eurdpskej renesancie, sa labyrinty alebo bludiska
objavovali vo formalnych zahradach, skladajicich sa zo spletitych ciet oddelenych vy-

sokymi zivymi plotmi, ako vidime na pohladnici na obrazku 39.

Obr. 39: Pohladnica: Zahradné bludisko, Anglicko, Longleat, Wiltshire. [40]
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3.2 Katedrala v Chartres

Jednymi z mnohych miest, kde mozeme néajst bludiskd, st aj chramy a katedraly. V
stredoveku bolo vytvorenych viacero labyrintov na dlazbe cirkevnych budov: Reims,
Amiens, Saint-Quentin. Zjavili sa tam ako podpis sponzorov a stavitelov s tdajmi

mien na stredovej tabuli. [5]

Ako priklad si mozeme zobrat prave gotickt katedralu v meste Chartres na severe
Francuzska vzdialeného od Pariza len 96 kilometrov. Stavba katedraly bola zacata v
roku 1145 a pocas 26-ro¢ného obdobia prestavan& po poziari v roku 1194. Katedrala
v Chartres je zapisand v zozname svetového dedic¢stva. Téato katedréla, ako sa tiez
doc¢itame na stranke UNESCO [64], predstavuje vysoky bod franciazskeho gotického
umenia aj vdaka pozoruhodnym oknam z farebného skla z dvanésteho a trinasteho

storocia, ktoré su vo velmi dobrom stave.

Obr. 40: Pohladnica: Katedrala v Chartres, Francuzsko. [39]
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V katedrale sa nachadza bludisko, ktoré je vyobrazené na pohladnici na obrazku 37.
Najnovsie objavy podla [5| ukazuji, Ze labyrint bol povodne uréeny na modlitbu velko-
no¢nych vespier, ktoré boli oslavou, pri ktorej si Cirkev pripominala Kristovo vitazstvo
nad smrtou. Udivujice tance zobrazovali prechod podsvetim, zézrak otvoreného hrobu

a fakt, ze zmftvychvstanie sa tyka vSetkych [udi.

3.2.1 Geometria v katedrale

Teraz ukadzeme, ako mozno vytvorit atvar, aky je v strede bludiska v katedrale v Char-
tres, ktoré vidime detailnejSie zobrazené na obrazku 41. Budeme sa riadit navodom zo
stranky k predmetu Creative Geometry na State College of Florida [7]. Ide o rovnaky
utvar, aky sa nachadza v katedrale. Rozdiel je len v tom, ze v pripade katedraly je

tento Gtvar naruSeny cestickou labyrintu.

Obr. 41: Pohladnica: Labyrint v Chartres. [6]

Utvar, ktory pripomina kvet, nie je tazké zostrojit. Cely postup mé len niekolko

jednoduchych krokov:
1. Zacneme zostrojenim Stvorca a najdenim jeho stredu pomocou uhlopriecok.

2. V najdenom strede stvorca skonStruujeme vpisani kruznicu.
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3. Kruznicu rozdelime na stvrtiny a kazda Stvrtinu na tretiny. Dostavame tak kruz-

nicu rozdelent na 12 rovnakych c¢asti.

4. Zostrojime d'aldiu kruznicu, ale tentokrat s mensim polomerom. Tento polomer by
mal byt podl'a ndvodu v |7] polovicou polomeru pévodnej kruznice. Na obrazku 42
v8ak vidime, 7e prislusny nacrt, ktory je tiez prebraty z [7], nemé tito vlastnost.
UkaZeme, Ze tato poziadavka nie je podstatna. Tymto sposobom najdeme dalgich

6 stredov pre mensie kruznice.

5. Skonstruujeme 6 malych vpisanych kruznic, na obrazku 42 oznacenych zelenou
farbou. Tieto kruznice sa navzajom dotykaja. Tento fakt vysvetlime niz8ie a uka-

zeme, ze nezavisi od polomeru mensej kruznice.

6. Zvyraznime okraje malych kruznic a dorobime vonkajsie okraje.

X

Obr. 42: Obréazky k navodu na zostrojenie utvaru v strede bludiska. [7]

Zostava nam teda eSte vysvetlit, preco by sa mali malé vpisané kruznice navzajom
dotykat. Dévod je velmi jednoduchy.

Ako dobre pozname z geometrie, dve kruznice sa navzajom dotykaju zvonka v jed-
nom bode, ak plati, Ze vzdialenost ich stredov je rovna suc¢tu ich polomerov. [70] Predpo-
kladajme, ze mame 2 kruznice k;(S1,71) a k2(S2,72). Aby sa dotykali tieto dve kruznice

zvonka v jednom bode, musi platit rovnost |S1.S3| = r1 + 19, ako vidime na obrazku 43.

Nagou ulohou je teda zistit, akd je pozadovana vzdialenost stredov kruznic. Na ob-
razku 44 vidime, Ze strany ¢erveného trojuholnika maju dizku polomeru r mensej kruz-
nice a zvieraji 60° uhol. Kvoli tomuto je aj tretia strana dlha presne r. Teda trojuholnik,

ktory tu vznikne, je rovnostranny.
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3.2 Katedrala v Chartres 3 BLUDISKA

Obr. 43: Vzajomna poloha dvoch kruznic, vonkajsi dotyk.

r S

Obr. 44: Dotykajuce sa kruZnice, rovnostranny trojuholnik a konstrukcia malej kruZnice.

To méa za nasledok, ze stredy kruznic st od seba vzdialené o polomer r. Vsetky
malé kruznice st zhodné, a teda majt rovnaky polomer. Jeho dlzku uréime na zaklade
konstrukcie malej kruznice. T4 bola zostrojené tak, aby sa dotykala tseciek, ktoré si
na obrazku 44 vlavo vyznacené zelenou. To znamena, Ze v bode dotyku zviera polomer

so zelenou tseckou pravy uhol. Obrazok 44 vpravo znazornuje detail. Plati teda:
r
ri =1-sin30° = —

Dostavame, Ze 11 = 73 = 7, teda [S1S3] = 71 + 72 a susedné kruznice sa navzajom
dotykaju.

Na zaver eSte doplnime podmienku, pri ktorej sa malé kruznice zmestia do velke;j.
Sucet polomeru mensej kruznice (na obrazku 44 vyznaceny ¢ervenou farbou, oznadili
sme ho r) a polomeru malych vpisanych kruznic (vypocitali sme, Ze sa rovnd f) musi
byt mensi ako polomer velkej kruznice. Ak polomer velkej kruznice oznacime R, musi
platit r < %R. Tomuto vyhovuje napriklad instrukcia z [7], podla ktorej r = %R. Nie
je to vsak jedina moznost, preto konStrukcia fungovala aj pre polomer, ktory je na
obrazku v [7] o nie¢o vi¢s{. VS&imnime si, ze réznou vol'bou r dostaneme roznu Sirku

okraja.

ol



3.3 Algoritmy na riesenie bludisk 3 BLUDISKA

Obr. 45: Detail - rovnostranny trojuholnik a dotykajtce sa kruznice.

3.3 Algoritmy na rieSenie bludisk

Uz od nepamiiti sa vyskytovali rozne tlohy a s nimi aj postupy na ich rieSenie. Ako sa
docitame v [36], neboli to len tlohy na zabezpecenie pohodlia alebo potravy, ale tiez
ulohy, ktoré vyzadovali pocitanie. S rozvojom pocitania sa preto objavuju aj algoritmy
na scitovanie ¢i nasobenie. Jednym z najznamejsich algoritmov je Euklidov algoritmus
na najdenie najvicsieho spolo¢ného delitela dvoch prirodzenych ¢isel, s ktorym sme sa

uz stretli v prvej kapitole.

Vysvetlime teda najprv pojem algoritmus. V knihe [36] sa pod pojmom algoritmus
rozumie postup, ktory nas dovedie k rieSeniu tlohy. Tento postup ma mat nasledovné

vlastnosti:

e determinovanost - postup je zadany vo forme kone¢ného poc¢tu jednoznacénych

pravidiel,
e hromadnost - jednym algoritmom mozno riesit celd triedu tloh rovnakého druhu,
e efektivnost - zarucit vyrieSenie ulohy po kone¢nom pocte krokov.

Pre niektoré tlohy je existencia algoritmu celkom zrejmé. Podla [36] v mnohych
kombinatorickych a grafovych tlohach staci na vyrieSenie tlohy preskuasat vsetky do-
stupné moznosti. Takychto moZnosti vsak byva velmi vela, a preto je rozumné hl'adat
lepsi algoritmus. Ukazalo sa, Ze ma zmysel posudzovat algoritmy podla casu alebo

poctu elementarnych operacii, ktoré su potrebné na vyrieSenie problému.
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3.3.1 Hrladanie cesty

V knihe [22] sa uvadza: ,,Ak chceme zacat riesit problém zo zivota matematickymi
metodami, musime najskor uskuto¢nit matematicktt analyzu problému, potom tlohu
transformovat na matematicky problém, ten vyriesit a vysledky spétne interpretovat
do problému z realneho zivota.”

S hTadanim cesty v bludisku je to podobne. Této tloha uzko suvisi s tedriou grafov.
Uvedieme teda, ako je mozné transformovat mapu labyrintu na graf. Podla [36] je
jednou zo zakladnych uloh na grafoch zistit, ¢i medzi sebou nejaké dva vrcholy suvisia.
Uvidime, Ze v pripade bludiska to zodpoved4 tlohe zistit, ¢i sa z jedného miesta bludiska

vieme dostat do druhého.

Ako sa dalej do¢itame v [22], mapu labyrintu je mozné transformovat na graf
mnohymi sposobmi. UkdZeme jeden z nich, ktory patri medzi tie jednoduchsie a Tahko
pochopitelné, aj ked nie najefektivnejsie, ¢o sa tyka poc¢tu vrcholov a hran v grafe.
Budeme tento postup ilustrovat na jednoduchom bludisku z pohladnice na obrazku

46.

Obr. 46: Pohladnica: Bludisko na ilustraciu transformacie na graf podla tedrie grafov. [32]

53



3.3 Algoritmy na riesenie bludisk 3 BLUDISKA

Pretvorenie bludiska na graf ilustrujeme na obrazku 47. Najprv si v bludisku ¢iar-
kovanymi ¢iarami vyznacime vSetky mozné cesty. Pozri obrazok 47 a. Pokracujeme
oznacenim krizovatiek a konce ciest krizkami, ako je znazornené v ¢asti 47 b. V dal-
Som kroku, obrazok 47 c¢, nahradime ¢iarkované ¢iary obycajnymi a zmazeme obrazok
labyrintu. V poslednom kroku nahradime lomené ¢iary rovnymi a dostavame grafova

reprezentaciu labyrintu, vid 47 d.

Obr. 47: Prechod z bludiska na graf.

Téma prieskumu labyrintov zacala byt zaujimava pre matematikov najméa na konci
19. storoc¢ia. Ako sa dalej uvadza v [22], mnohé problémy zaoberajice sa prieskumom
labyrintov mozno preto najst prave v knihach z tohto obdobia. Jednym z tychto prob-
lémov je hladanie cesty medzi dvomi miestami v bludisku a druhym problémom je,
ako s istotou prejst celé bludisko.

Ak chceme preskamat labyrint tak, Zze prejdeme kazdou chodbou a kazdou krizo-
vatkou, potom musime najst taka postupnost vrcholov a hran v grafe, ktora obsahuje

vSetky jeho vrcholy a hrany.
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Tarryho prieskum grafov
Postupov na prechod bludiskom je viacero. Jednym z nich je Tarryho spoésob najdenia
cesty z labyrintu. Tato metoda tniku z labyrintu sa riadi podla nasledujtcich dvoch

pravidiel. 36|
T1) Kazdou hranou mdzeme v jednom smere prechadzat nanajvys raz.
J JVY

(T2) Po tej hrane, po ktorej sme prisli do nejakého vrcholu prvykrat, mozeme ist spat

iba vtedy, ak niet inej moznosti.

V |22] aj v [36] sa najskor dozvedame, ze Tarryho prieskum grafov je koneény (ne-
moze sa teda stat, 7e sa zacykli). Dovod je jednoduchy: graf méa koneéne mnoho hran
a kazdou hranou mézeme podla (T1) prejst iba jedenkrat v kazdom smere, a teda aj
cely algoritmus je konec¢ny.

Naviac v [36] nadjdeme nasledujtce tvrdenie: Ak pravidla (T1) a (T2) nedovoluju
vytvorit dlhsi sled, tak posledny vrchol sledu je Startovaci vrchol s. Tento sled je teda
uzavrety a navyse kazda hrana komponentu grafu obsahujiceho s je prejdena oboma
smermi.

Toto tvrdenie teraz dokdZzeme a budeme sa riadit knihou [36]. Komponent grafu je
taky suvisly podgraf tohto grafu, ktory nie je obsiahnuty v Ziadnom vac¢som stuvislom

podgrafe grafu, teda je to maximéalne suvisly podgraf, vid obrazok 48.

Obr. 48: Graf s dvomi komponentami.

Pojem sled predstavuje postupnost vrcholov a hran, ktorymi je mozné prechadzat.
Nech je teda utvoreny, podla pravidiel (T1) a (T2), pripustny s — x sled @, ktory uz
nemozno predizit. Tento sled zacina v s a kon¢i v x a nie je mozné v iom pokracovat,
urobit z neho dal8i krok. Ak by x # s, tak existuje hrana e, ktorou sme prigli do x
prvykrat. Z nepredlzitelnosti sledu viak vyplyva, Ze hrana e je uz prejdena aj v smere
od x. Inak by sme sme mohli urobit krok spat. Vratime sa teda do okamihu tesne po

tomto prejdeni hrany e.
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Vsetky hrany susediace s x mozno rozdelit nasledovne:
e a° - pocet hran, ktoré sme vobec nepresli,

e o~ - pocet hran, ktorymi sme do x len prisli,

e ot - pocet hran, ktorymi sme z x len odisli,

+

e o~ - pocet hran, ktorymi sme prisli aj odisli.

Obr. 49: Hrany grafu.

Z nasich predpokladov potom mame, Ze pocet prichodov a odchodov musi byt rov-
naky, a tak musi platit: a™ + a™~ = o= + a*~. KedZe nemozme urobit dal'si krok a
predpokladame, Ze uZ nezostali Ziadne neprejdené hrany, tak musi platit: a® = 0 a tiez
a™ = 0. Teda aj a= = 0, ¢o znaci, ze v8etky hrany susediace s x st uz prejdené dvakréat.
Po tomto odchode z x nemozno uz nikdy do z prist, ¢o hovori pravidlo (T1). Tento
spor tak dokazuje, 7ze x = s, pricom sme predpokladali, 7ze sme v x skoncili.

Cely sled @ lezi v komponente obsahujiucom s. Treba este ukazat, ze kazda hrana
tohto komponentu je prejdend oboma smermi a nachadza sa v ) dvakrat. Nech ug, uy, ..., uq
je poradie vrcholov, v akom sa v () vyskytuja prvykrat. Indukciou dokdzeme, ze vSetky
hrany susediace s u, (r =0,1,...,q) sa prejdené oboma smermi. Z ug sme vystartovali
a teraz v hom stojime, takZe pocet odchodov sa rovné poc¢tu prichodov, a preto kazda
hrana susediaca s ug je prejdend oboma smermi. Teda tvrdenie pre uy plati. Indukény
predpoklad je, ze to plati aj pre k < r. Nech » > 0 a nech ugu, je hrana, ktorou sme
do u, prisli prvykrat. Pretoze k < r, tak tato hrana je podla indukéného predpokladu

prejdena oboma smermi. AvSak po jej prejdeni v smere od w, uz musia byt vSetky
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hrany susediace s u, prejdené oboma smermi, ¢o plati vzhladom na pocet prichodov a

odchodov, ako sme uz uviedli vyssie pre . Tymto je naSe tvrdenie dokézané.

Ingpirovani [22] ilustrujeme prechod grafom pomocou Tarryho algoritmu pouzitim
farieb, aby bolo zrozumitelné, aké kroky sme uskutoc¢nili. Na zaciatku maju vSetky
hrany ¢iernu farbu. Kazda hrana spaja dva vrcholy, a preto jej moézu byt priradené dve
farby. Hrany budeme zafarbovat do polovice v zavislosti od nasledujucich jednoduchych

pravidiel:

(F1) Ak vstupujeme do hrany oznacenej ¢iernou farbou, jej prvi polovicu zafarbime
na Cerveno. Jej druhd polovicu zafarbime na modro, ak je tadto hrana hranou

prvého prichodu do vrcholu. Inak ju zafarbime na zeleno.
(F2) Ak vchadzame do modrej alebo zelenej hrany, celt ju zafarbime na 7lto.

Vdaka tymto pravidlam budeme mat podla |22] dostatok informécii, aby sme usku-
to¢nili Tarryho prieskum podla pravidiel (T1) a (T2). Nasledovné pravidla (FT1) a
(FT2) koresponduju s Tarryho pravidlami pri farebne oznacenych hranach, ktoré naj-

deme v [22].

(FT1) V grafe sa mézme pohybovat iba hranami, ktorych prva polovica je ¢ierna,
modra alebo zelena. Nemozeme ist po hranach, ktoré si z prvej polovice zafarbené

¢ervenou alebo Zltou farbou.

(FT2) Pri odchode z vrcholu volime najprv hrany, ktorych prva polovica je ¢ierna
alebo zelena. Ak také nie s, vyberieme si hrany s prvou polovicou zafarbenou

na modro.

Pouzitie pravidiel (F1), (F2), (FT1) a (FT2) ilustrujeme na grafe z obrazku 47 d.
V nasom pripade nie je pouziti zelend farba. Doévodom je, Ze graf, s ktorym pracu-
jeme, neobsahuje prepojené vrcholy. Okrem hlavnej cesty obsahuje len slepé ulicky,

vid obrazok 50.

V [36] sa dalej docitame, ze pre skuto¢ny labyrint navrhuje Tarry zaznamenat

prechody chodbami a smery nasledovne:
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Obr. 51: Najdena cesta v pévodnom bludisku a jeho grafe.

e Ak prechadzame chodbou prvykrat, nechame na jej zac¢iatku dve znacky.

e Na jej konci potom zanechdme jednu znacku, ak prichddzame do znameho, uz
predtym navstiveného rézcestia. Tri znacky nechame na konci chodby, ak pricha-

dzame do nového razcestia.

e Ak sa vraciame chodbou, kde uz na zaciatku bola jedna znacka, pridame k nej

este jednu. Na kazdom konci teda budeme mat dve znacky.

Mézme teda obe pravidla (T1) a (T2) zhrntut do jedného: Na Tubovolnom razcesti
nemozno vstapit do chodby s dvoma znackami a mozno vstupit do chodby so ziadnou

alebo jednou znackou, a ak niet inej moznosti, tak aj do chodby s tromi znac¢kami. [36]

Trémauxov prieskum
épecialnym pripadom Tarryho algoritmu je algoritmus, ktory uverejnil Trémaux este
pred Tarrym. V |36| sa dalej uvadza, ze k pravidlam (T1) a (T2) je doplnené nasledovné

pravidlo:

(T3) Ak prideme hranou prechadzanou prvykrat do zndmeho vrcholu, tak hned v

nasledujicom kroku sa touto hranou vraciame.

Pridanim tretieho pravidla (T3) k uz spominanym dvom Tarryho pravidlam méme
zarucené, 7e v Tubovolnom grafe, ktory je reprezentaciou bludiska, ndjdeme cestu z
nami zvoleného vrcholu do dalgieho 'ubovolného vrcholu. Tak ako pri Tarryho pries-

kume, aj pri Tremauxovom algoritme si musime pamétat, ktorou hranou sme do daného
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vrcholu presli prvy raz. Pre jednotlivé hrany si tiez musime pamétat, ¢i sme danou hra-
nou uz isli. Ak sme tito hranu uz pouzili, je potrebné aj informéacia o smere. Pravidlo
(T3) zaru¢i okamzity navrat spat pri navstiveni uz znameho vrcholu, a to ho robi ¢asovo

efektivnejsim. [22]

Na zaver tejto kapitoly pontkame niekolko pohladnic s bludiskami, ktoré mozu

sluzit na precvic¢enie Tarryho algoritmu.

Obr. 53: Pohladnica: Labyrint s dinosaurami, na precvi¢enie. [11]
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IE:
5

Obr. 54: Pohl'adnica: Bludisko so srdcom, na precvicenie. [29]
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Zaver

V tejto praci sme ponikli ¢itatelovi pozriet sa na matematiku z trochu iného pohladu,
ako je bezné. Pre menej sktusenych matematikov, ¢i dokonca zaciato¢nikov, sme aj
pomocou obrazkov a ilustréacii objasnili niekolko zaujimavych pojmov a vyrie§ili pri-
klady z matematickych stutazi. Ciefom prace bolo nielen zaujat, ale najmé naudit, Ze
matematika méa svoje miesto naozaj vSade. Aj na pohladniciach. Matematické olym-
piady a sutaze podobného charakteru si pre mnohych postrachom. Spracovali sme
teda niekol'ko ukazkovych prikladov s podrobnym rieSenim, aby bolo vidno, Ze ni¢ nie
je nemozné. Predstavili sme najznamejsie fraktaly - Kochovu vlocku a Sierpinského
trojuholnik. Rovnako sme poskytli informacie ohladom znamej Mandelbrotovej mno-
ziny s podrobnym névodom, ako takito mnozinu vykreslit. V neposlednom rade sme
ozrejmili, aké moze byt jednoduché néajst cestu z bludiska a tiez, ako také bludisko celé
preskimat. Prinosom prace bolo predovSetkym zrozumiteIné vysvetlenie problematiky

aj neskusenému citatelovi pomocou prikladov a obrazkov.
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