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Abstrakt

IVANOVÁ, Katarína: Matematika na poh©adniciach [Bakalárska práca], Univerzita Ko-

menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej

matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: RNDr. Beáta Stehlíková, PhD., Bratislava, 2014, 69

s.

Práca spracováva témy zobrazené na poh©adniciach podobným spôsobom ako baka-

lárske práce z minulých rokov, ktoré obsahovali motiva£né príklady zaloºené na ukáº-

kach z �lmov a románov. Obsahuje úlohy z nieko©kých matematických sú´aºí, základné

algoritmy na rie²enie bludísk, geometriu a fraktály. Cie©om tejto práce je prostredníc-

tvom poh©adníc priblíºi´ matematiku beºnému £itate©ovi a ozrejmi´ ich matematické

pozadie.

K©ú£ové slová: matematická olympiáda, Putnamova sú´aº, bludisko, fraktály,

Mandelbrotova mnoºina



Abstract

IVANOVÁ, Katarína: Mathematics on postcards [Bachelor Thesis], Comenius Univer-

sity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of

Applied Mathematics an Statistics; Supervisor: RNDr. Beáta Stehlíková, PhD., Brati-

slava, 2014, 69 p.

The thesis deals with themes shown on postcards in a similar way as bachelor theses

from the previous years, which included motivational examples based on the excerpts

from �lms and novels. It contains problems from several mathematical competitions,

basic algorithms for maze solutions as well as geometry and fractals. The aim of this

work is to describe mathematics to an ordinary reader and clarify the mathematical

background through postcards.

Keywords: mathematical olympiad, Putnam Competition, maze, fractals,

Mandelbrot set
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

Matematika je v²ade okolo nás. Výnimkou nie sú ani poh©adnice. Komunika£ný pros-

triedok, ktorý je v tejto dobe vyuºívaný uº podstatne menej ako v minulom storo£í.

Ru£ne písaná kore²pondencia je postupne vytlá£aná modernými spôsobmi komunikácie,

ktoré nie sú cudzie takmer ºiadnej vekovej kategórii. Napriek tomu môºeme matema-

tiku objavi´ aj na takomto, pre mnohých nezvy£ajnom, mieste.

Poh©adnice sú posielané ako pripomienka mnohých významných udalostí ºivota.

Taktieº sú vytvárané s tým istým úmyslom - slúºi´ ako spomienka na nie£o, £o sa nám

zapá£ilo alebo nás nejakým spôsobom oslovilo. Výnimkou nie sú ani výro£ia rôznych

podujatí. Preto by malo by´ samozrejmos´ou, ºe matematika zasahuje aj do tejto oblasti

©udskej komunikácie.

V tejto práci predstavíme práve také poh©adnice, ktoré poukazujú na matematické

vnímanie sveta alebo pripomínajú významné stretnutie matematickej komunity. Cie-

©om tejto práce je poukáza´ na fakt, ºe matematika je sú£as´ou ºivota kaºdého £loveka.

Následne ukáza´, ko©ko matematiky sa môºe skrýva´ za oby£ajnou poh©adnicou a pri-

blíºi´ tieto poznatky aj beºnému £itate©ovi.

Práca je rozdelená do troch kapitol. Ústrednou témou prvej kapitoly je poh©adnica,

ktorej popis uvádzal, ºe sa jedná o matematickú olympiádu. Z tohto dôvodu je ka-

pitola zameraná na rie²enie príkladov z medzinárodných matematických olympiád a

²kolských sú´aºí. V druhej kapitole priblíºime vizuálne zaujímavé objekty - fraktály.

Podrobnej²ie sa v tejto £asti budeme venova´ známej Mandelbrotovej mnoºine. Tretia

kapitola obsahuje poznatky o bludiskách. Tieº sa v nej pozrieme na rôzne moºnosti,

ako sa z bludiska dosta´ von alebo ho celé preskúma´.
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1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

1 Matematická olympiáda

V tejto kapitole si predstavíme nieko©ko matematických sú´aºí, ktoré sa zvyknú kaºdo-

ro£ne kona´ po celom svete. Dôvodom ná²ho záujmu je poh©adnica,ktorá je na obrázku

1. K tejto poh©adnici bol uvedený popis: The 26th Mathematics Olympiad, 1946, Prin-

ceton, NJ. Preto sme sa rozhodli nájs´ sú´aº, ktorá sa konala práve v tomto roku.

Prvé úvahy nás viedli k medzinárodnej matematickej olympiáde (IMO - International

Mathematical Olympiad), ale tieº aj k sú´aºi Putnam, ktorá sa v tomto roku konala.

Ukáºeme preto aj rie²enia niektorých vybraných príkladov z týchto sú´aºí a objasníme,

£o sa vlastne na na²ej poh©adnici nachádza.

Obr. 1: Poh©adnica: Pod©a popisu príjemcu - The 26th Mathematics Olympiad, 1946, Prin-

ceton, NJ. [46]

1.1 Medzinárodná matematická olympiáda

Medzinárodná matematická olympiáda je ur£ená pre ²tudentov stredných ²kôl. Od roku

1959, kedy sa tieto majstrovstvá sveta v matematike prvýkrát uskuto£nili v Rumun-

sku, sa kaºdoro£ne stretávajú ²tudenti v inej hostite©skej krajine. Na prvom takomto

stretnutí sa zú£astnilo len 7 krajín. Boli to Bulharsko, �eskoslovensko, Rumunsko,

Východné Nemecko, Po©sko, Ma¤arsko a Sovietsky zväz, ako uvádza [23]. Pod©a [57]
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1.1 Medzinárodná matematická olympiáda 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

bola pôvodne táto sú´aº organizovaná iba pre krajiny východnej Európy vzh©adom na

rozdelenie Európy na Východný a Západný blok. Kaºdým rokom pomaly narastal aj

po£et zú£astnených krajín.

Vzh©adom na to, ºe sa táto olympiáda za£ala organizova´ aº od roku 1959, ur£ite k

nej teda nemôºe patri´ na²a pôvodná poh©adnica. Napriek tomu si uvedieme ukáºku

príkladu z tejto olympiády, a to úplne prvého príkladu v histórii medzinárodnej ma-

tematickej olympiády. [23] K miestu konania tejto sú´aºe patrí aj takáto poh©adnica

hostite©skej krajiny - Rumunska na obrázku 2.

Obr. 2: Poh©adnica: Sú£asné Rumunsko, miesto konania prvej IMO.[49]

IMO, príklad 1 z roku 1959:

Dokáºte, ºe zlomok
21n+ 4

14n+ 3
je pre kaºdé prirodzené £íslo n uvedený v základnom tvare.

[23]

Rie²enie:

Na prvý poh©ad to tak moºno nevyzerá, ale dajú sa nájs´ celkom jednoduché rie²enia

tohto problému, ktoré sú uvedené v [54].

10



1.1 Medzinárodná matematická olympiáda 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

Prvý spôsob vyuºíva nasledovné vlastnosti delite©a. Ak d delí dve celé £ísla, potom

delí aj ich násobky, ich sú£et a rozdiel. Ke¤ºe platí:

3(14n+ 3)− 2(21n+ 4) = 1,

potom spolo£ný delite© £itate©a a menovate©a tieº delí 1. Z tohto dôvodu zlomok
21n+ 4

14n+ 3
nemôºe by´ zjednodu²ený. Teda najvä£²í spolo£ný delite© £itate©a aj meno-

vate©a zlomku je 1 a zlomok je v základnom tvare.

Druhým moºným spôsobom nájdenia rie²enia pod©a [54] pre túto úlohu je aj

známy Euklidov algoritmus.1 �itate©a 21n + 4 predelíme menovate©om 14n + 3. Vý-

sledkom je 1 a zvy²ok 7n+ 1. Zapí²eme to takto:

21n+ 4

14n+ 3
= 1 +

7n+ 1

14n+ 3
.

V druhom kroku urobíme rovnakú operáciu s výrazmi 14n+ 3 a 7n+ 1. Dostávame:

14n+ 3

7n+ 1
= 2 +

1

7n+ 1
.

Pokra£ujeme podobne s výrazom 7n+ 1 a zvy²kom 1.

7n+ 1

1
= (7n+ 1) + 0.

�alej dostávame nsd(1, 0), £o je rovné 1. Teda vidíme, ºe najvä£²í spolo£ný delite©

£itate©a a menovate©a je práve 1. Preto je daný zlomok uvedený v základnom tvare.
1Pripome¬me si pod©a [8] Euklidov algoritmus na nájdenie najvä£²ieho spolo£ného delite©a dvoch

£ísel. Ako vstup slúºia nezáporné celé £ísla a a b. Ako výstup dostaneme najvä£²ieho spolo£ného

delite©a £ísel a a b (nsd(a, b)).

Algoritmus:

1. Sú£asne nahradi´ a za b a b zvy²kom z delenia a a b.

2. Opakova´ tento krok, aº kým sa b nerovná 0.

3. Výsledok: najvä£²í spolo£ný násobok je a.

Správnos´ tohto algoritmu vyplýva z nasledovných vlastností najvä£²ieho spolo£ného delite©a:

nsd(a, b) = nsd(b, a), nsd(a, b) = nsd(a, b− ka), kde k je celé £íslo a nsd(a, 0) = a.
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1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

1.2 Putnam Competition

Medzi ¤a©²ie matematické sú´aºe patrí aj sú´aº Williama Lowella Putnama, ktorá je

ur£ená pre vysoko²kolákov v Kanade a Spojených ²tátoch amerických. Prvá Putna-

mova sú´aº sa konala v roku 1938. Jej historické pozadie vzniku sa pod©a [19] v²ak

datuje uº do roku 1933, kedy sa pod zá²titou Elizabeth Lowell Putnam, manºelky zo-

snulého Williama, uskuto£nila matematická sú´aº medzi desiatimi ²tudentmi Harvardu

a desiatimi ²tudentmi United States Military Academy. Sú´aº sa vydarila lep²ie, ako

sa predpokladalo, a preto sa plánovalo kaºdoro£ne v nej pokra£ova´. Plán sa podarilo

naplno zrealizova´ aº v roku 1938, kedy sa uskuto£nila prvá o�ciálna Putnamova sú´aº.

Sú´aºi´ sa dalo ako v tímoch tak aj individuálne. Samozrejme, nechýbali ani ceny pre

ví´azov vo forme pe¬aºnej odmeny.

William v²ak nebol jedinou známou osobnos´ou v rodine. Elizabeth mala totiº dvoch

bratov a jednu sestru, ktorí sa preslávili v oblasti svojho pôsobenia. Percival Lowell

bol astronómom a zakladate©om Lowellovho observatória vo Flagsta�e. Abbott La-

wrence Lowell sa zase stal prezidentom Harvardu a Elizabethina sestra Amy Lowell

bola slávnou poetkou. [67] Na obrázku 3 vidíme aj poh©adnicu Lowellovho observató-

ria vo Flagsta�e.

Sú´aº Putnam sa síce konala v spomínanom roku 1946, ale bol to len deviaty ro£ník,

teda ne²lo o dvadsiaty ²iesty ro£ník, takºe ani táto moºnos´ nám nedáva odpove¤ na

na²u otázku, z akej olympiády je na²a poh©adnica.

V tejto £asti si vyberieme nieko©ko príkladov z minulých ro£níkov Putnamovej sú´aºe.

Ukáºeme si jednoduch²ie príklady, ale aj tie zloºitej²ie. Táto skú²ka je totiº notoricky

´aºká. Na stránke seminára pripravujúceho ²tudentov Stanfordu na Putnamovu sú´aº

[59] sa do£ítame, ºe vo vä£²ine rokov je medián skóre 0, ale v posledných rokoch sa

stala sú´aº trochu jednoduch²ou s mediánom 1.

Zadanie tejto sú´aºe pozostáva zo ²iestich príkladov v doobed¬aj²ích hodinách a

²iestich príkladov poobede. Za kaºdý vyrie²ený príklad je moºné získa´ od 0 do 10

bodov. Na získanie plného po£tu bodov je potrebné poskytnú´ rie²enie so v²etkými
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1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

potrebnými krokmi, ktoré sú nutné na vyrie²enie príkladu, ako sa pí²e na stránke

Putnamovej sú´aºe [67]. Zámerne sa piaty a ²iesty problém zdajú by´ náro£nej²ie ako

tie ostatné, ale dôleºitým faktorom je aj zostávajúci £as, ke¤ºe na vyrie²enie kaºdej

sady ²iestich úloh sú k dispozícii tri hodiny. V rozmedzí rokov 1974-2012 sa vyskytli

dva problémy, v ktorých nikto z prvých dvesto2 najlep²ích nezískal kladné skóre. Bol

to príklad A6 z roku 1979 a príklad B6 z roku 2011. [19] Uvedieme preto aj na jeden

takýto problém a jeho rie²enie. Ukáºeme si v²ak aj rie²enie príkladov z prvej polovice,

ktoré sú povaºované za jedny z tých ©ah²ích.

Obr. 3: Poh©adnica: Lowellovo observatórium vo Flagsta�e.[51]

Najprv sa zameriame na príklady z uº spomínaného roku 1946, ktorých zadanie aj

rie²enie nájdeme v [20]. Pod©a výsledkov [31] sa v tomto roku stali ví´azmi ²tudenti z

2�asopis The American Mathematical Monthly, publikujúci kaºdý rok zadania a rie²enia príkladov

zo sú´aºe, uvádza bodový zisk 200 najlep²ích rie²ite©ov. Podobne knihy [20], [1], v ktorých sú zozbierané

príklady z viacerých rokov.
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1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

Univerzity v Toronte. Na obrázku 4 je zobrazená University Avenue, Toronto, Ontario,

1939.

Obr. 4: Poh©adnica: University Avenue, Toronto, Ontario, 1939. [37]

Putnam, príklad A1 z roku 1946

Nech p(x) je reálny polynóm stup¬a men²ieho ako 3 a sp¨¬a |p(x)| ≤ 1 pre x ∈ [−1, 1].

Ukáºte, ºe potom |p(x)| ≤ 4 pre x ∈ [−1, 1].[20]

Rie²enie:

Postupujeme pod©a [20]. Ke¤ºe p(x) je reálny polynóm stup¬a men²ieho ako 3, sp¨¬a

predpis p(x) = ax2+ bx+ c. Jeho derivácia je p′(x) = 2ax+ b. Derivácia polynómu p(x)

je teda lineárna funkcia, a tak dosahuje svoje maximum aj minimum na uzavretom

intervale [−1, 1] v jednom z koncových bodov. To isté platí aj pre maximum absolútnej

hodnoty p′(x). Pre derivácie v krajných bodoch sú£asne platí:

p′(1) = 2a+ b,

p′(−1) = −2a+ b.

Preto maxx∈[−1,1] |p′(x)| = |2a+ b| alebo maxx∈[−1,1] |p′(x)| = | − 2a+ b| = |2a− b|.
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1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

Teraz funk£né hodnoty derivácií v bodoch 1 a −1 vyjadríme ako kombináciu funk£-

ných hodnôt p(1), p(−1) a p(0), pre ktoré platí:

p(1) = a+ b+ c,

p(−1) = a− b+ c,

p(0) = c.

Platí:

2a+ b =
3

2
(a+ b+ c) +

1

2
(a− b+ c)− 2c,

£o znamená, ºe

p′(1) =
3

2
p(1) +

1

2
p(−1)− 2p(0).

Podobne

2a− b =
1

2
(a− b+ c) +

3

2
(a− b+ c)− 2c,

£iºe

p′(−1) = 1

2
p(1) +

3

2
p(−1)− 2p(0).

Z tohto dostaneme ohrani£enie pre absolútne hodnoty, pri£om vyuºijeme predpoklad

|p(x)| ≤ 1:

|p′(1)| = |2a+ b| ≤ 3

2
|p(1)|+ 1

2
|p(−1)|+ 2|p(0)| ≤ 3

2
+

1

2
+ 2 = 4,

|p′(−1)| = |2a− b| ≤ 1

2
|p(1)|+ 3

2
|p(−1)|+ 2|p(0)| ≤ 1

2
+

3

2
+ 2 = 4,

a teda

max
x∈[−1,1]

|p′(x)| = max {|p′(1)|, |p′(−1)|} ≤ 4.

Teraz ukáºeme ²tvrtý príklad z poobed¬aj²ieho stretnutia a jeho rie²enie. Budeme

sa riadi´ zadaním a rie²ením z [20].

Putnam, príklad B4 z roku 1946

Pre kaºdé celé kladné £íslo n majme

pn =

(
1 +

1

n

)n

, Pn =

(
1 +

1

n

)n+1

, hn =
2pnPn

pn + Pn

.

Dokáºte, ºe h1 < h2 < ... < hn < ... , t.j., ºe postupnos´ je rastúca.
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1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

Rie²enie:

Postupnos´ hn má kladné £leny, preto jej rastúcos´ je ekvivalentná s rastúcos´ou po-

stupnosti logaritmu lnhn. Rastúcos´ hn teda dokáºeme tak, ºe dokáºeme rastúcos´

lnhn. Pred výpo£tom logaritmických £lenov hn potrebujeme upravi´ výraz de�nujúci

hn na sú£in £lenov. Robíme preto tieto úpravy:

hn =
2(1 + 1

n
)n(1 + 1

n
)n+1

(1 + 1
n
)n + (1 + 1

n
)n+1

=
2(n+ 1)2n+1 1

n2n+1

n(n+1)n+(n+1)n+1

nn+1

=
2(n+ 1)n+1(n+ 1)n 1

nn+1nn

(n+1)n(2n+1)
nn+1

= 2(n+ 1)n+1n−n(2n+ 1)−1

Dostali sme teda vyjadrenie pre postupnos´ hn v poºadovanom tvare sú£inov, po-

mocou ktorého vyjadríme

lnhn = ln 2 + (n+ 1) ln (n+ 1)− n lnn− ln (2n+ 1).

�alej de�nujeme funkciu g s de�ni£ným oborom (0,∞) tak, aby platilo, ºe lnhn = g(n):

g(x) = ln 2 + (x+ 1) ln (x+ 1)− x lnx− ln (2x+ 1).

Ak dokáºeme, ºe funkcia g je rastúca, bude z toho ²peciálne vyplýva´, ºe

g(1) < g(2) < ...,

t.j.

lnh1 < lnh2 < ...,

z £oho uº vyplýva rastúcos´ postupnosti hn.

Vypo£ítame derivácie:

g′(x) = ln (x+ 1)− lnx− 2

2x+ 1
,

g′′(x) =
1

x+ 1
− 1

x
+

4

(2x+ 1)2
= − 1

x(x+ 1)(2x+ 1)2
.

Teda g′′(x) < 0 pre x ∈ (0,∞), £o znamená, ºe g′(x) je klesajúca na (0,∞).

�alej platí:

lim
x→∞

g′(x) = lim
x→∞

ln(
x+ 1

x
)− lim

x→∞

2

2x+ 1
= 0,

z £oho, spolu s klesajúcos´ou g′, vyplýva, ºe g′ je kladná na (0,∞). Preto platí, ºe g je

rastúca na (0,∞), £o sme potrebovali dokáza´.
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1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

Pre porovnanie náro£nosti jednotlivých úloh z prvej £asti sú´aºe Putnam uvá-

dzame prvý príklad z roku 1954.

Putnam, príklad A1 z roku 1954

Nech n je nepárne celé £íslo vä£²ie ako 1. Nech A je n× n symetrická matica taká, ºe

kaºdý riadok a kaºdý st¨pec tejto matice pozostáva z permutácie £ísel 1, ..., n. Ukáºte,

ºe kaºdé jedno £íslo 1, ..., n sa musí objavi´ na diagonále matice A.[20]

Rie²enie:

Uvedieme najskôr konkrétne príklady takejto matice:

A3 =


1 2 3

2 3 1

3 1 2

 , A5 =



1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

3 4 5 1 2

4 5 1 2 3

5 1 2 3 4


.

Tieto príklady nám môºu pomôc´ pri vytvorení nasledovného v²eobecného dôkazu.

Kaºdé z £ísel 1, ..., n sa musí objavi´ v A presne n−krát. Mimo diagonály sa £ísla

objavujú v pároch kvôli symetrickosti matice A. Ke¤ºe n je nepárne, kaºdé £íslo sa

musí objavi´ prinajmen²om raz na hlavnej diagonále. Navy²e, ke¤ºe diagonála má n

prvkov, kaºdé z £ísel 1, ..., n sa na nej nachádza práve raz.

Teraz príde na rad nie£o zloºitej²ie. Pod©a ²tatistík uvedených v [19] boli v rozmedzí

rokov 1974 - 2011 dva príklady, v ktorých nebol dosiahnutý kladný po£et bodov. Za-

meriame sa na rok 1979 a problémový príklad A6. V tomto roku sa na prvom mieste

umiestnila ²kola MIT(Massachusetts Institute of Technology). [31] K tejto univerzite sa

podarilo nájs´ aj poh©adnicu s matematicko-fyzikálnou tematikou, ktorá je na obrázku

5.

Zadanie a návod k rie²eniu príkladu A6 z roku 1979 nájdeme v [1]. Jeho rie²enie nie

je intuitívne, vyºaduje si nájs´ nejakú �ntu.

Putnam, príklad A6 z roku 1979

Nech 0 ≤ pi ≤ 1 pre i = 1, 2, ..., n. Ukáºte, ºe
∑n

i=1
1

|x−pi| ≤ 8n(1 + 1
3
+ 1

5
+ ... + 1

2n−1)

pre niektoré x sp¨¬ajúce 0 ≤ x ≤ 1.
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1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

Obr. 5: Poh©adnica: MIT. [50]

Rie²enie:

Pre k = 0, 1, ..., 2n−1 zvo©me Ik ako otvorený interval ( k
2n
, k+1

2n
). Spomedzi 2n intervalov

Ik existuje n takých, ktoré neobsahujú ºiadne pi. Zvolíme si xj ako stred kaºdého z

týchto n intervalov.

Nech |xj − pi| = dij a B = 8n(1 + 1
3
+ 1

5
+ ... + 1

2n−1). Pre �xované i sp¨¬a dij

nerovnos´ dij ≥ 1
4n
, najviac dva z nich nesp¨¬ajú dij ≥ 3

4n
, najviac ²tyri nesp¨¬ajú

dij ≥ 5
4n
, a podobne, ako to vidno aj na obrázku 6.

Potom platí:

n∑
j=1

1

dij
≤ 2

(
4n+

4n

3
+

4n

5
+ ...+

4n

2n− 1

)
= 2

n−1∑
h=0

4n

1 + 2h
.

Pod©a ná²ho ozna£enia tak dostávame:
n∑

j=1

1

xj − pi
=

n∑
j=1

1

dij
≤ 2

n−1∑
h=0

4n

1 + 2h
= B,

a teda

n∑
j=1

1

|xj − pi|
≤ B. (1)
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1.2 Putnam Competition 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

Obr. 6: Ohrani£enie vzdialenosti dij k príkladu A6 z roku 1979

Nerovnos´ (1) platí pre kaºdé i (i = 1, ..., n), s£ítaním týchto n nerovností dpstávame:

n∑
j=1

(
n∑

i=1

1

|xj − pi|

)
=

n∑
i=1

(
n∑

j=1

1

|xj − pi|

)
≤ nB.

Takºe je tu hodnota j, pre ktorú
∑n

i=1
1

|xj−pi| ≤ B a xj pre takéto j môºe slúºi´ ako

h©adané x.

Na záver e²te vysvetlíme, £o znamená nápis na tabuli na poh©adnici z obrázku 5.

◦ Prvý výraz E
c2

pochádza zo známej fyzikálnej rovnice E = mc2. Teda na²a prvá

£as´ predstavuje písmeno M.

◦ Výraz
√
−1, ktorý dostaneme rie²ením i2 = −1, predstavuje imaginárne £íslo i.

◦ Posledná £as´ PV
nR

sa týka rovnice ideálneho plynu PV = nRT . Tým pádom

posledný výraz je písmeno T.

Takºe nápis na poh©adnici je:

E

c2
√
−1PV

nR
= MIT,

£o je Massachusetts Institute of Technology.
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1.3 Odpove¤, ktorú h©adáme 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

1.3 Odpove¤, ktorú h©adáme

Po dlh²om pátraní sa nám nakoniec podarilo zisti´, o akú udalos´ z poh©adnice na

obrázku 1 ide, a kto sú v²etci tí ©udia. Nebolo to jednoduché. Na²a odpove¤ pri²la

z Talianska v¤aka mailovej komunikácii s Lucom Damianim [9], ktorý bol pôvodným

vlastníkom spomínanej poh©adnice. Nejedná sa teda o ºiadnu olympiádu, ako bolo

uvedené v popise pri poh©adnici pod©a [46]. Fotogra�a, ktorá bola predlohou tejto

poh©adnici, bola zhotovená na konferencii �Problems in Mathematics� na univerzite

Princeton v roku 1946, ktorá sa konala pri príleºitosti dvestého výro£ia zaloºenia tejto

univerzity a je moºné ju nájs´ na stránke [10] univerzity v Illinois.

Na tejto konferencii sa zú£astnili mnohí odborníci v matematickej a fyzikálnej ob-

lasti. V krátkosti predstavíme tri významné osobnosti, ktoré boli prítomné na konferen-

cii v Princetone: Václava Hlavatého pochádzajúceho z �eskoslovenska, Carl Haralda

Craméra a Johna Wilder Tukeyho, o ktorých sme uº po£uli na kurze zo ²tatistiky.

Farebne ich vyzna£íme na obrázku 7.

Obr. 7: Konferencia �Problems in Mathematics� , Princeton University,1946. [10]
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1.3 Odpove¤, ktorú h©adáme 1 MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA

Václav Hlavatý

�eský matematik ºijúci v rokoch 1894-1969. �tudoval na Filozo�ckej fakulte Univerzity

Komenského a matematiku a deskriptívnu geometriu na �eskej vysokej ²kole technic-

kej v Prahe. Nieko©ko rokov po vy²tudovaní predná²al na Oxfordskej univerzite vo

Ve©kej Británii. Pôsobil aj ako profesor na Matematickom oddelení Indiana University

v Bloomingtone v USA a na Graduate Institute for Applied Mathematics v rokoch

1948-1962, ako sa môºme do£íta´ na [52]. Dokumenty z Indiana University sú uloºené

v kniºnici v Bloomingtone a obsahujú dlhú kore²pondenciu medzi Václavom Hlavatým

a Albertom Einsteinom týkajúcu sa matematických dôkazov Einsteinových teórií. Jeho

známy citát: ��ím ¤alej ideme, tým viac sa od nás kone£né vysvetlenie vz¤a©uje, a

v²etko, £o zostáva, je viera.� [25]

Carl Harald Cramér

V roku 1893 sa v �védsku narodil známy matematik Carl Harald Cramér. V roku

1912 nasúpil na ²túdium na univerzitu v �tokholme. V roku 1919 bol uº menovaný

docentom a za£al produkova´ sériu £lánkov o analytickej teórii £ísel. Jeho hlavnou

oblas´ou výskumu sa v²ak neskôr stala najmä teória pravdepodobnosti a ²tatistika. V

roku 1927 publikoval text Teória pravdepodobnosti a jej aplikácie. O dva roky neskôr bol

menovaný do novovytvorenej pozície v �tokholme a sa stal prvým ²védskym profesorom

poistnej matematiky a matematickej ²tatistiky. Zomrel v roku 1985. [4]

John Wilder Tukey

John W. Tukey sa narodil v roku 1915 v ²táte Massachusetts v USA. Na Brown uni-

verzite získal bakalársky titul v roku 1936, rok nato titul magistra v odbore chémia.

Následne na to i²iel na Princeton, kde sa po získaní doktorátu stal in²truktorom ma-

tematiky. O desa´ rokov neskôr, vo veku 35 rokov, sa stal profesorom. John Tukey

pri´ahoval medzinárodnú pozornos´ pre jeho ²túdie ²tatistiky a ich aplikácie v najrôz-

nej²ích vedeckých a technických odboroch. Je spájaný s výrazmi bit a binárna £íslica.

Zomrel v roku 2000. [3]
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1.4 Talianska olympiáda v Cesenaticu

V tejto podkapitole predstavíme taliansku matematickú olympiádu. K tejto my²lienke

nás priviedol práve Luca Damiani [9], ktorý nám poskytol informácie práve k tejto

téme. Vysvetlil nám, ºe sa pri príleºitosti matematickej olympiády v Taliansku vydávajú

poh©adnice.

Pod©a [24] sa matematické sú´aºe v Taliansku konajú v troch fázach. V polovici no-

vembra je to I giochi di Archimede, ktorá je zbierkou otázok s viacerými odpove¤ami.

La gara di Febbraio usporiadavaná vo februári pozostáva z otázok s viacerými odpove-

¤ami ale aj otvorenými otázkami. A nakoniec je to talianska matematická olympiáda,

ktorá sa koná kaºdoro£ne v máji v Cesenaticu od roku 1985 aº na prvé ²tyri roky, kedy

sa konala vo Viareggio.

Obr. 8: Poh©adnica: Mesto Cesenatico, v ktorom sa koná celo²tátne kolo talianskej matema-

tickej olympiády. [45]

Ukáºeme zadanie a rie²enie jedného príkladu z talianskej matematickej olympiády v

Cesenaticu. Konkrétne uvedieme prvý príklad z pätnásteho ro£níka, ktorý prebiehal v

roku 1999. Zadania aj rie²enia nájdeme na stránke olympiády z matematiky [53]. Pri

tejto príleºitosti bola zhotovená aj poh©adnica, ktorú môºeme vidie´ na obrázku 9. Na

tejto poh©adnici je pod©a [9] taliansky matematik Ennio De Giorgi (1928 - 1996). Viac
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o jeho ºivote nájdeme na [15].

Obr. 9: Poh©adnica: Matematická olympiáda v Cesenaticu, XV. ro£ník. [43]

Talianska MO, príklad 1 z roku 1999

Majme obd¨ºnikový list so stranami a, b, pri£om platí a > b. Ur£ite plochu trojuholníka,

ktorý vznikne ohnutím listu pozd¨º diagonály obd¨ºnika ako na obrázku 11. [53]

Obr. 10: Ná£rt skladania papiera k príkladu 1 z roku 1999.

Rie²enie:

Zave¤me ozna£enie pod©a obrázku 11. Vidíme, ºe trojuholník ABC je rovnora-

menný. Vyplýva to zo zhodnosti uhlov BAC a ABC (resp. zo zhodnosti trojuholníkov

ABD a ABE). Obsah trojuholníka ABC teda vypo£ítame takto:

S =
|BD| · |AD|

2
− |CD| · |AD|

2
=
|AD|(|BD| − |CD|)

2
=
|CB| · |AD|

2
,
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Obr. 11: Rie²enie príkladu 1 z roku 1999.

kde AD je vý²ka strany CB. Pod©a zadania:

DB = a,AD = b,

¤alej máme ozna£enie pod©a obrázku 11:

CB = AC = x,DC = a− x.

Pod©a Pytagorovej vety pouºitej na pravouhlý trojuholník ACD vypo£ítame x.

Platí:

x2 = b2 + (a− x)2,

teda

x2 = a2 − 2ax+ x2 + b2

a dostávame

x =
a2 + b2

2a
.

Obsah trojuholníka ABC teda je:

S =
x.b

2
=

(a2 + b2)b

4a
.

Ako sme uº spomínali, k olympiáde vychádzajú poh©adnice s rôznymi motívmi. Naj-

£astej²ie ide o významné osobnosti matematického sveta. Na obrázku 12 vidíme po-

h©adnicu zhotovenú pri príleºitosti ²estnásteho ro£níka národnej matematickej olym-

piády, na ktorej je zobrazený taliansky matematik Nicolo Tartaglia. Tento matematik
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Obr. 12: Poh©adnica: Matematická olympiáda v Cesenaticu, XVI. ro£ník. [44]

ºil pod©a [33] v ²estnástom storo£í a pre mnohých je známy najmä nájdením rie²enia

kubickej rovnice.

V tomto roku (2014) vy²la pri príleºitosti matematickej olympiády v Taliansku po-

h©adnica �Múza logiky� , ktorá je na obrázku 13. [9]

Obr. 13: Poh©adnica: Matematická olympiáda v Cesenaticu, 2014. [9]
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2 Fraktály

Matematika je oblas´ ºivota, ktorá skúma mnohé javy a £asto nepochopite©né súvis-

losti medzi týmito javmi. Jednou z jej disciplín je aj fraktálna geometria, jednoducho

povedané - fraktály. Mnohým ©u¤om je tento pojem známy, iní zase videli obrázky

najznámej²ích fraktálov. Dôleºité v²ak je, ºe matematické pozadie, ktoré sa skrýva za

týmto pojmom, nie je celkom jednoduché. Budeme sa preto v tejto kapitole snaºi´ do

ur£itej £asti ozrejmi´ princípy vzniku fraktálnych obrázkov, predstavíme známu Man-

delbrotovu mnoºinu 3, uvedieme praktické vyuºitie fraktálnej geometrie a ukáºeme, kde

v²ade sa fraktály vyskytujú.

Obr. 14: Poh©adnica: Fraktálne umenie, Seppo Rihlama, 1992. [38]

2.1 Fraktálna geometria

Fraktály sú pod©a [26] objekty, ktorých geometrická ²truktúra sa opakuje v ¬om sa-

mom. V [30] sa uvádza, ºe fraktálny objekt by mohol by´ de�novaný ako rozdrobený

geometrický útvar, ktorý môºe by´ rozdelený do £astí, z ktorých kaºdá pribliºne pred-

stavuje zmen²enú kópiu celku.

Podobnú de�níciu nájdeme aj v [35] a teda, ºe fraktály sa na seba podobajú v

rôznych mierkach. V²etky fraktály tak majú vo v²eobecnosti vstavanú formu iterácie
3Slovo fraktál bolo vytvorené práve Benoitom Mandelbrotom. Toto slovo pochádza z latinského

slovesa frangere (rozbi´) a od príslu²ného prídavného mena fractus (roztrie²tený, nepravidelný). [35]
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(opakovania) alebo rekurzie. Niekedy je dokonca moºné túto rekurziu uvidie´ v tom,

ako je daný fraktál skon²truovaný. Medzi také patrí aj Kochova vlo£ka a Sierpinského

trojuholník, ktoré vidíme na poh©adniciach na obrázkoch 15 a 16.

Obr. 15: Poh©adnica: Kochova vlo£ka. [28]

Obr. 16: Poh©adnica: Sierpinského trojuholník v 3D. [56]

Na stránke [26] k predmetu GeoComputation nájdeme kódy pre program Mathema-

tica, od spolo£nosti Wolfram Research, na vytvorenie Kochovej krivky a Sierpinského

trojuholníka. Jedná sa o trochu netradi£né prevedenie týchto fraktálov, ke¤ºe majú
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pouºitý základný gra�cký objekt, ktorý vidíme na obrázku 17. Na obrázku 18 máme

znázornenú Kochovu krivku.

Obr. 17: Gra�cký objekt pouºitý na vytvorenie Kochovej krivky. [26]

Obr. 18: Kochova krivka vytvorená pomocou gra�ckého objektu z obrázku 17. [26]

V nasledujúcich £astiach vysvetlíme, ako vytvori´ uº spomínané fraktálne útvary:

Kochovu vlo£ku a Sierpinského trojuholník.

2.1.1 Kochova vlo£ka

Helge von Koch (1870 - 1924) bol ²védsky matematik, pod©a ktorého je pomenovaná

jedna z prvých popísaných fraktálnych kriviek - Kochova krivka. V pôvodnom £lánku

Kocha z roku 1906 [65] nájdeme ná£rt postupného vzniku Kochovej krivky, ktorý je na

obrázku 19. Okrem iného je v tomto diele aj dôkaz, ktorý potvrdzuje spojitos´ krivky

a zárove¬ tieº fakt, ºe nie je diferencovate©ná.

Vidíme, ºe Kochova krivka vzniká opakovaním jednoduchého postupu. Za£íname s

úse£kou a v kaºdom kroku vykonáme nasledovné:

1. Úse£ku rozdelíme na tretiny.

2. Nad strednou £as´ou zostrojíme rovnostranný trojuhoník.
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Obr. 19: Ná£rt Kochovej krivky. [65]

3. Stredná £as´ trojuholníka sa zmaºe.

Kochova vlo£ka je v skuto£nosti zloºená z troch Kochovych kriviek. Jej kon²trukcia je

ve©mi podobná kon²trukcii Kochovej krivky. Rozdiel je v po£iato£nom útvare, na ktorý

sa aplikuje uº spomínaný postup od bodu 2. V [66] sa teda do£ítame, ºe vznik Kochovej

vlo£ky za£íname rovnostranným trojuholníkom, pokra£ujeme odstránením vnútornej

tretiny kaºdej strany a na tomto mieste nakreslíme ¤al²í rovnostranný trojuholník.

Tento proces môºeme opakova´ aº do nekone£na.

2.1.2 Sierpinského trojuholník

Wacªaw Sierpi«ski, po©ský matematik ºijúci v rokoch 1882 - 1969, je vedúcou osobnos-

´ou topológie4. Ako sa ¤alej do£ítame v [14], vynaloºil nemalé úsilie pri topologickej

charakterizácii kontínua - mnoºiny reálnych £ísel a popri tom objavil príklady topologic-
4Topológia je (vo©ne povedané) odvetvie matematiky, v ktorom sú dva objekty povaºované za

rovnaké, ak môºu by´ spojito pretvorené jeden na druhý prostredníctvom ohýbania, na´ahovania a

pod. pri£om sa ich stavba nenaru²í (nerozoberú sa na £asti a opä´ poskladajú). [13] Pod©a [62] je kruh

topologicky ekvivalentný elipse (deformovaný na´ahovaním) a gu©a zodpovedá elipsoidu. De�nícia

topológie vedie k nasledujúcemu matematickému vtipu [55]. Otázka: Kto je to topológ? Odpove¤:

Niekto, kto nedokáºe rozlí²i´ ²i²ku od ²álky kávy. Animácia vysvet©ujúca tento vtip sa dá nájs´ na

stránke [61].
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kých priestorov s neo£akávanými vlastnos´ami. Po tomto matematikovi je pomenovaný

aj známy fraktálny útvar - Sierpinského trojuholník, ktorý vzniká nasledovne:

1. Vezmeme rovnostranný trojuholník.

2. Tento trojuholník rozdelíme na ²tyri zhodné rovnostranné trojuholníky.

3. Odstránime prostredný trojuholník.

4. Opakujeme body 2 a 3 s kaºdým zo zostávajúcich trojuholníkov.

Výsledný útvar je sebepodobný, t.j. malé £asti sú zmen²ené kópie celku. [14]

Obr. 20: Prvých pä´ iterácií Sierpinského trojuholníka. [58]

2.2 Mandelbrotova mnoºina

Krátky preh©ad o fraktáloch a základy ich vzniku máme uº za sebou. Nastal teda

£as predstavi´ si s©ubovaný pojem Mandelbrotovej mnoºiny. Pod©a [63] je tento po-

jem ikonou teórie chaosu, ktorá sa stala sú£as´ou fyziky koncom dvadsiateho storo£ia

a jej významom ju môºeme porovnáva´ s kvantovou mechanikou £i dokonca teóriou

relativity.

James Gleick v [21] pí²e: �Mandelbrotova mnoºina sa stala verejným symbolom

teórie chaosu, ktorý sa objavoval na titulných stranách zborníkov z konferencií a na

odborných £asopisoch. Bola jadrom výstavy po£íta£ového umenia, ktorá v rokoch 1985

a 1986 cestovala po svete. Z obrázkov bola jej krása ©ahko uchopite©ná; ´aº²ie sa jej

význam chápal matematikom, ktorí sa jej pomaly u£ili porozumie´.�

Pri práci s Mandelbrotovou mnoºinou potrebujeme ma´ vedomosti o komplexných

£íslach. Budeme pracova´ s funkciou komplexnej premennej. Funkcia komplexnej pre-

mennej, ako sa do£ítame na stránke [63], je taká funkcia, ktorá kaºdému komplexnému

£íslu z jeho de�ni£ného oboru priradí iné komplexné £íslo. Mandelbrotova mnoºina sa
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Obr. 21: Poh©adnica: Mandelbrotova mnoºina. [41]

na prvý poh©ad môºe zda´ ve©mi zloºitá. Av²ak funkcia, ktorá ju vytvára, je jednodu-

chá.

Bude nás zaujíma´ táto funkcia:

f(z) = z2 + c,

kde c je komplexná kon²tanta a argumentom je komplexné £íslo z.

Táto funkcia vykoná s £íslom z nasledovné veci [26], ktoré vidíme aj na obrázku 23:

• Oto£í ho tak, aby s osou x zvieralo dvojnásobný uhol.

• Natiahne ho alebo stla£í, aby bola jeho ve©kos´ rovná druhej mocnine pôvodnej

ve©kosti. 5

5Násobenie komplexných £ísel zah¯¬a dve geometrické transformácie. Je to rovno©ahlos´ (t.j. na-

tiahnutie alebo skrátenie) a otá£anie. V prípade násobenia dvoch komplexných £ísel teda vypo£ítame

sú£et uhlov, ktoré zvierajú vektory týchto komplexných £ísel s reálnou osou. Výsledný vektor tak s

osou x zviera uhol rovný sú£tu pôvodných uhlov vektorov. Ve©kos´ výsledného vektora je sú£in ab-

solútnych hodnôt ve©kostí vektorov daných komplexných £ísel. [63] Názorne to vidíme na obrázku

22.
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Obr. 22: Násobenie dvoch komplexných £ísel. [63]

• Pripo£íta k nemu komplexnú kon²tantu c.

Obr. 23: Operácie vykonávané funkciou f na komplexnom £ísle z. [63]

Zapí²me funkciu f algebraicky pod©a [26]. Vyuºijeme základné vlastnosti pri práci

s komplexnými £íslami. Máme teda komplexné £ísla z a c, ktoré majú svoju reálnu aj

imaginárnu £as´:

z = zr + zi · i,

c = cr + ci · i.

Potom predpis pre z2 bude vyzera´:

z2 = (z2r − z2i ) + (2zrzi) · i.

Dostávame teda predpis pre funkciu f :

f(z) = z2 + c = (z2r − z2i + cr) + (2zrzi + ci) · i. (2)
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Tento predpis funkcie f sa dá dobre vyuºi´ na generovanie postupnosti

zn+1 = f(zn), z0 = 0 (3)

napr. v programe Excel. Na nasledujúcich obrázkoch 24, 25 a 26 vidíme, ako vytvori´

takúto postupnos´ a tieº ako sa mení postupnos´ v závislosti od zvolených ve©kostí

po£iato£ných podmienok pre £íslo c. Na obrázku 24 môºeme konkrétne vidie´ vzorec

pouºitý v Exceli, ktorým pomocou (2) generujeme postupnos´.

Obr. 24: Generovanie postupnosti (3) vyuºitím zápisu (2) v Exceli, c = 0, 3 + 0, 2 · i.

Mandelbrotova mnoºina je v [69] aj v [63] de�novaná ako mnoºina v²etkých bodov

komplexnej roviny c = (cr, ci) takých, ºe postupnos´ (3) je ohrani£ená. Z de�nície nám

teda vyplýva, ºe bod c = (cr, ci) do Mandelbrotovej mnoºiny nepatrí, ke¤ absolútne

hodnoty £lenov prislúchajúcej postupnosti rastú do nekone£na. V [63] nájdeme nasle-

dujúce tvrdenie: Bod c = (cr, ci) nepatrí do Mandelbrotovej mnoºiny, ak postupnos´

prekro£í hrani£nú kruºnicu s polomerom 2.
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Obr. 25: Divergencia bodov postupnosti (3), c = 0, 5 + 0, 2 · i.

Obr. 26: Oscilácia bodov postupnosti (3), c = 0, 35 + 0, 35 · i.
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Veta o ve©kosti hrani£nej kruºnice [63]:

Majme funkciu f(z) = z2 + c. Nech c je komplexné £íslo a {z0, z1, z2, z3, . . .} je postup-

nos´ komplexných £ísel daná rekurentne vz´ahmi zn+1 = f(zn), z0 = 0. Ak pre nejaký

k�ty £len postupnosti platí, ºe |zk| > 2, tak ¤al²ie £leny postupnosti sa budú zvä£²ova´

nad v²etky medze. Taká postupnos´ bude teda neohrani£ená.

Dôkaz (pod©a [63]):

Neohrani£enos´ postupnosti komplexných £ísel {z0, z1, z2, z3, · · · } dokáºeme pomocou

geometrickej postupnosti reálnych £ísel {d0, d1, d2, . . .}, o ktorej vieme, ºe ide do neko-

ne£na. Ukáºeme, ºe kaºdý £len rastúcej postupnosti {zn} je vä£²í ako jemu zodpoveda-

júci £len postupnosti {dn}. A vzh©adom na to, ºe postupnos´ {dn} ide do nekone£na,

pôjde do nekone£na aj rastúca postupnos´ {zn}.

V tomto dôkaze vyuºijeme tieto nerovnosti, ktoré platia pre komplexné £ísla a a b.

|a+ b| ≤ |a|+ |b|. (4)

|a+ b| ≥ |a| − |b|. (5)

Dôkaz e²te rozdelíme na dva prípady pod©a toho, £i je absolútna hodnota kon²tanty

c vä£²ia alebo men²ia ako 2.

Prípad 1: |c| ≤ 2

V úvode dôkazu sme uviedli, ºe postupnos´ {|zn+k|}∞n=0 je rastúca. V krátkosti teda

najprv dokáºeme rastúcos´ postupnosti {|zn+k|}∞n=0, ktorá nám umoºní vykona´ ¤al²ie

kroky pri dokazovaní neohrani£enosti postupnosti.

Nech zk je prvý taký £len postupnosti sp¨¬ajúci |zk| > 2, t.j.

|zk| > 2 ≥ |c| ⇔ −|zk| < −2 ≤ −|c|. (6)

Pre ve©kos´ ¤al²ieho £lena postupnosti zk+1 potom platí:

|zk+1| = |z2k + c| ≥ |z2k| − |c| = |zk|2 − |c|. (7)

K vz´ahu (6) pripo£ítame |zk|2, vyuºijeme vz´ah (7) a dostaneme:

|zk|2 − |zk| < |zk|2 − |c|,
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|zk+1| ≥ |zk|2 − |c| > |zk|2 − |zk| = |zk| (|zk| − 1)︸ ︷︷ ︸
> 1

.

Pre £len |zk+1| nakoniec platí:

|zk+1| > |zk| > 2,

|zk+1| > (|zk| − 1)|zk|.

Rovnakým spôsobom je tento postup pouºite©ný pre ostatné £leny a dostaneme

zov²eobecnenie:

|zk+n| > (|zk+n−1| − 1)︸ ︷︷ ︸
>1

|zk+n−1| > |zk+n−1| > 2, (8)

|zk+n| > (|zk+n−1| − 1)(|zk+n−2| − 1) . . . (|zk+1| − 1)(|zk| − 1)|zk|. (9)

Z týchto dvoch nerovníc vyplýva, ºe v²etky £leny postupnosti nasledujúce za k�tym

£lenom uº majú ve©kos´ vä£²iu ako 2 a sú£asne, ºe postupnos´ ve©kostí je rastúca, t.j.

|zk| < |zk+1| < |zk+2| < |zk+3| < |zk+4| . . ..

Môºeme teraz pokra£ova´ v hlavnej £asti dôkazu. Zvolíme si pomocnú geometrickú

postupnos´ nasledovne:

dn = qn|zk|,

kde kvocient q = |zk| − 1 je vä£²í ako 1.

Ke¤ºe z rastúcosti platí |zk+1| > |zk|, potom aj |zk+1| − 1 > |zk| − 1︸ ︷︷ ︸
= q

. Podobne to

platí aj pre ostatné £leny, t.j.:

|zk+2| − 1 > q, |zk+3| − 1 > q, . . . |zk+n−1| − 1 > q.

Vo vz´ahu (9) tak prichádzame k poºadovanej nerovnosti:

|zk+n| > (|zk+n−1|−1)(|zk+n−2|−1) . . . (|zk+1|−1)(|zk|−1)|zk| > q · q · · · q · q︸ ︷︷ ︸
n

|zk| = qn|zk|.

A teda

|zk+n| > qn|zk| = dn,

£o sme chceli dokáza´, ºe postupnos´ komplexných £ísel {zk, zk+1, . . .} v prípade |c| ≤ 2

rastie v absolútnej hodnote do nekone£na.
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Prípad 2: |c| > 2

V tomto prípade je prvý £len postupnosti, ktorého ve©kos´ je vä£²ia ako 2, uº £len

z1 = c. Sú£asne teda pre £len z1 platí, ºe |z1| = |c| > 2. Pre ¤al²í £len postupnosti bude

plati´:

|z2| = |z21 + c| = |c2 + c| ≥ |c|2 − |c| = (|c| − 1)︸ ︷︷ ︸
> 1

|c|.

Teda |z2| > |c| > 2⇒ −|c| > −|z2|. Podobne pre £len z3 platí:

|z3| = |z22 + c| ≥ |z2|2 − |c| > |z2|2 − |z2| = (|z2| − 1)︸ ︷︷ ︸
> 1

|z2|.

Dostávame nasledovné:

|z3| > |z2| > |c| > 2,

|z3| > (|z2| − 1)(|c| − 1)|c|.

Rovnako môºeme pokra£ova´ s ¤al²ími £lenmi a prídeme k v²eobecnému výsledku:

|zn| > |zn−1| > . . . > |z2| > |c| > 2, (10)

|zn| > (|zn−1| − 1) . . . (|z2| − 1)(|c| − 1)|c|. (11)

Dokázali sme, ºe postupnos´ {zn}∞n=k je rastúca aj pre |c| > 2.

Dôkaz neohrani£enosti urobíme pomocou geometrickej postupnosti dn = qn|c|, kde

q = |c| − 1 je vä£²ie ako 1. Dokáºeme:

dn < |zn|.

Ako sme uº dokázali, platí |z2| > |z1| = |c|. Potom platí aj |z2| − 1 > |c| − 1︸ ︷︷ ︸
= q > 1

. Podobne

to funguje aj pre ostatné £leny rastúcej postupnosti, t.j.

|z3| − 1 > q, |z4| − 1 > q, . . . , |zn−1| − 1 > q.

Potom zo vz´ahu (11) dostávame

|zn| > (|zn−1| − 1) . . . (|z2| − 1)(|c| − 1)|c| > q · · · q · q︸ ︷︷ ︸
n

|c| = qn|c|.

Teda sme dokázali, ºe postupnos´ rastie do nekone£na aj pre |c| > 2:

|zn| > qn|c| = dn.
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Ukázali sme, ºe ak pre nejaký k�ty £len postupnosti platí |zk| > 2, ¤al²ie £leny po-

stupnosti sa budú zvä£²ova´ nad v²etky medze a takáto postupnos´ bude neohrani£ená.

Bod c teda nebude patri´ do Mandelbrotovej mnoºiny, ak postupnos´ prekro£í hrani£nú

kruºnicu s polomerom 2.

2.2.1 Mandelbrotova mnoºina v programe Mathematica

Pomocou programu Mathematica6 a kódov zo stránky k predmetu Computational Phy-

sics na University of California [69] sa nám podarilo vykresli´ Mandelbrotovu mnoºinu

na rôznych oblastiach, ktoré môºeme vidie´ na obrázkoch 28, 29, 30, 31 a 32.

Nasledujúce kódy sa pouºívajú na generovanie Mandelbrotovej mnoºiny. Argumenty

funkcie sú: reálna £as´ cr komplexného £ísla c, imaginárna £as´ ci komplexného £ísla c

a hodnota lim - maximálny po£et iterácií. �alej je zade�novaná po£iato£ná hodnota

z = 0 a po£et iterácií je nastavený na hodnotu 0, t.j. ct = 0. Nasleduje podmienka:

pokia© platí |z| < 2 a ct ≤ lim, potom z = z2 + cr + i · ci (teda sa vypo£íta ¤al²í

£len postupnosti a jeho hodnotou sa prepí²e premenná z) a zvy²ujeme po£et iterácií ct.

Funkcia potom vracia (mínus) po£et iterácií, ktoré sú potrebné, aby zobrazenie uniklo

za hranicu |z| = 2 aº po maximálne lim - maximálny po£et iterácií. Ak aj po tomto

po£te iterácií platí |z| < 2, funkcia vráti hodnotu −(lim+ 1).

De�nujeme teda pod©a [69] funkciu mandelbrot, ktorá je skon²truovaná na základe

uvedeného postupu:

mandelbrot [ cr_ , ci_ , lim_ ] := (

z = 0 ; ct = 0 ;

While [ Abs [ z ] < 2 .0 && ct <= lim ,

z = z^2 + cr + I c i ;

++ct

] ;

−ct

) ;

630-denná trial verzia softvéru Wolfram Mathematica, ktorú nájdeme na stránke [68].
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V prípade, ºe chceme vedie´ iba po£et iterácií, ktoré sú potrebné na únik do neko-

ne£na, posta£í nám zada´ hodnoty cr, ci a lim.

mandelbrot [ 0 . 4 , 0 . 2 , 100 ]

Out [ 1 ] −31

Za£ínajúc z bodu z = 0 a c = 0, 4 + 0, 2i je teda potrebných 31 iterácií na únik za

hranicu |z| > 2. Na obrázku 27 vidíme, aké hodnoty nadobúda postupnos´ za£ínajúca

práve v spomínaných za£iato£ných bodoch. Hodnoty pri 30. iterácii sú: z = −1, 366 +

0, 215i a |z| =
√

(−1, 366)2 + (0, 215)2
.
= 1, 383 < 2. Pri 31. iterácii uº má £íslo z tvar

z = 2, 219− 0, 387i a hodnotu |z| .= 2, 252 > 2.

Obr. 27: Generovanie postupnosti (3) pomocou Excelu, c = 0, 4 + 0, 2 · i.

Nasledujúci kód tieº de�nuje Mandelbrotovu funkciu. Funkciu potrebujeme pri kres-

lení grafov vy£ísli´ ve©akrát, preto sa nám oplatí pouºi´ príkaz Compile, v¤aka ktorému

bude program �beºa´� rýchlej²ie.
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mandelbrotC = Compile [ { cr , c i , l im } ,

Module [ { z = 0 . + I 0 . , c t = 0} ,

While [ Abs [ z ] < 2 .0 && ct <= lim ,

z = z^2 + cr + I c i ;

++ct

] ;

−ct

]

] ;

Hodnota funkcie, ktorá je vykreslená, je charakterizovaná stup¬om �£ernoty� v prí-

kaze DensityPlot. �ím je £íslo men²ie, tým je graf £ernej²í. Ke¤ºe vo funcii mandelbrotC

po£ítame iterácie ako záporné £íslo, najtmav²ia £as´ obrázku 28 je tá, kde funkcia vráti

hodnotu −(lim+ 1).

Dens i tyPlot [

mandelbrotC [ cr , c i , 100 ] , { cr , −2, 0 . 6} , { c i , −1.3 , 1 . 3} ,

P lotPo ints −> 40 , Mesh −> False , ColorFunction −> GrayLevel ,

Epi log −> {{GrayLevel [ 0 . 6 ] , Thickness [ 0 . 0 0 8 ] ,

Line [{{−0.3 , 0 . 6} , {−0.3 , 1} , {0 . 1 , 1} , {0 . 1 , 0 . 6} , {−0.3 ,

0 . 6 } } ] } } ]

Obr. 28: Mandelbrotova mnoºina v odtie¬och £iernej, výpo£et zrealizovaný pod©a [69].
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Nasledujúci obrázok 29 ukazuje mnoºinu s lep²ími výsledkami a vo farebnom preve-

dení (vo©ba ColorFunction). Oblasti zafarbené modrou farbou potrebujú vä£²í po£et

iterácií na únik za stanovenú hranicu, £ervené oblasti potrebujú iba pár iterácií.

Obr. 29: Farebná Mandelbrotova mnoºina, výpo£et zrealizovaný pod©a [69].

Na obrázku 30 vidíme priblíºenú £as´ obrázku 29, konkrétne oblasti v sivom rámiku.

V²imnime si, ºe rovnaká ²truktúra je opakovaná v rôznych mierkach a na rôznych

£astiach, £o je typické pre fraktály. [69]

Obr. 30: Priblíºenie Mandelbrotovej mnoºiny z obrázku 29, výpo£et zrealizovaný pod©a [69].
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E²te bliº²ie priblíºenie môºeme vidie´ na obrázku 31, ktorý vyobrazuje oblas´ súrad-

níc v okolí bodu cr = −0.023, ci = 1. Na detailnej²ie zobrazenie ²truktúry sa vyuºíva

nastavenie maximálneho po£tu iterácií, v tomto prípade na hodnotu 1000. Potrebný

kód na vykreslenie tejto £asti Mandelbrotovej mnoºiny:

Dens i tyPlot [ mandelbrotC [ cr , c i , 1000 ] , { cr , −0.0234 , −0.0229} ,

{ c i , 0 .99875 , 0 .99925} , P lotPo ints −> 200 , Mesh −> False ,

ColorFunction −> (Hue [ 0 . 8 #1^7] &)]

Obr. 31: Zvý²enie po£tu iterácií, výpo£et zrealizovaný pod©a [69].

Na ¤al²om obrázku vidíme zvä£²enie ©avého �²picu� mnoºiny z obrázku 29. V tomto

vyobrazení je mierka takmer tisíckrát vä£²ia ako v prípade obráku 29.

Poh©adnica na obrázku 33 je farebnou verziou typického zobrazenia Mandelbrotovej

mnoºiny. Vy²²ie sme vysvetlili, pre£o je obrázok farebný, aj ke¤ sú pri vykreslovaní

mnoºiny pre jednotlivé body len dve moºnosti - bu¤ bod do mnoºiny patrí alebo

nepatrí.
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Obr. 32: Mandelbrot, výpo£et zrealizovaný pod©a [69].

Obr. 33: Poh©adnica: Typický obrázok Mandelbrotovej mnoºiny. [34]
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2.3 Fraktály okolo nás

Pre mnohých môºe by´ záhadou, kde v²ade okolo nás nájdeme fraktály. Nejedná sa len

o premyslené diela vedcov, ako by sa mohlo na prvý poh©ad zda´, hlavné slovo tu má

príroda sama. Na opakovanie ²truktúry nie je ni£ neprirodzené.

Pripomenieme si teda vlastnos´ sebepodobnosti. V matematickom ponímaní je táto

vlastnos´ známa skôr pod pojmom invariancie vo£i zmene mierky. Teda objekt, na

ktorý sa pozeráme, vyzerá podobne pri akomko©vek zvä£²ení. [60] Sebepodobnos´ je

teda prítomná aj v prírode a jedným z príkladov môºe by´ napríklad kar�ol na obrázku

34, ktorý má túto vlastnos´. Jeho tvar sa v ¬om samom opakuje v rôznych mierkach.

Obr. 34: Poh©adnica: Fraktálny kar�ol. [18]

Ako sa ¤alej do£ítame v [35], rôzne druhy fraktálov a vlastnos´ sebepodobnosti sú

aplikované v rôznych oblastiach. Svoje vyuºitie nájdu napríklad v po£íta£ovej gra�ke

alebo virtuálnej realite. V [26] sa tieº uvádza, ºe je moºné vytvori´ mnoho fraktálov.

Dajú sa generova´ mestá, pohoria (obrázok 35), oblaky, £i dokonca 3D objekty na vy-

plnenie krajiny. Pod©a [60] sú sebepodobné sú£asti ºivej aj neºivej prírody ako kame¬,

mraky, stromy aj rastliny. �alej sa tu tieº uvádza, ºe javy ako vetvenie stromov, vet-

venie ciev a ºíl v ºivo£íchoch alebo hromadenie baktérií a rias v kolóniách, sa dajú

spo©ahlivo popísa´ iba pomocou fraktálnej geometrie. Fraktály tieº slúºia k modelova-
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niu a porozumeniu zloºitej²ích dejov odohrávajúcich sa v £ase, teda ide o dynamické

javy.

Obr. 35: Generovanie fraktálneho pohoria. [35]

V terminológii po£íta£ovej gra�ky bol pojem fraktálneho objektu zov²eobecnený

mimo Mandelbrotovej pôvodnej de�nície. [17] Aplikácia fraktálnej geometrie v tomto

obore je v kompresii obrázkov. Takáto fraktálna kompresia sa uskuto£¬uje lokalizo-

vaním sebepodobných £astí obrázku a následného pouºitia fraktálneho algoritmu na

generovanie celých £astí. Na obrázku 36 vidíme, ako opakovaná kompresia a dekompre-

sia obrázku spôsobí postupnú stratu kvality. [35]

Obr. 36: Kompresia a dekompresia obrázku, pri ktorej dochádza k strate kvality. [35]
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3 Bludiská

Výraz bludisko poznáme v²etci. Neraz sme sa ocitli v situáciách, v ktorých sa nám

nedarilo nájs´ správnu cestu. A presne to vyjadruje tento pojem.

V tejto £asti sa pozrieme na historické pozadie vzniku bludísk a labyrintov. Vysvet-

líme súvislosti medzi teóriou grafov a bludiskami a uvedieme spôsoby nájdenia cesty z

bludísk. In²piráciou je pre nás poh©adnica bludiska vo francúzskej katedrále v Chartres,

ktorú vidíme na obrázku 37.

Obr. 37: Poh©adnica: Bludisko v katedrále v Chartres, Francúzsko. [47]

3.1 Nie£o málo z histórie

Najznámej²í mýtus o labyrinte je pod©a [16] grécka legenda o Tézeovi a Minotau-

rovi. Príbeh, v ktorom aténsky princ Tézeus zabije Minotaura - napoly býka a napoly

£loveka, ktorý sa ukrýva v labyrinte postavenom pre krétskeho krá©a Minosa. Pod©a

legendy boli Atén£ania nútení posiela´ sedem mládencov a sedem panien ako poctu ví-

´azovi vojny - krá©ovi Minosovi. Pomocou klbka od Ariadny, dcéry krá©a Minosa, nájde

po hrdinskom £ine Tézeus cestu z labyrintu a spolu s Ariadnou ute£ie. Na obrázku 38

vidíme poh©adnicu vyobrazujúcu detail zabitia Minotaura.

Pri archeologickom výskume paláca krá©a Minosa sa nezistili ºiadne informácie o

existencii labyrintu, aj ke¤ samotná budova má tento charakter, ako sa do£ítame v [16].
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Obr. 38: Poh©adnica: Doska zobrazujúca zabitie Minotaura Tézeom z Acropolisu. [42]

Pôvod slova labyrint sa odvodzuje od pojmu �labrys� , ktorý pomenovával obojstrannú

sekeru, zbra¬ pouºívanú v £asoch vlády krá©a Minosa okolo roku 1700 pred n.l.

V [12] sa dozvieme, ºe labyrint alebo bludisko je systém spletitých chodieb a sle-

pých uli£iek. Labyrint bol názov budov daný starými Grékmi a Rimanmi, ktoré boli

úplne alebo £iasto£ne podzemné, obsahovali nieko©ko komôr a chodieb, ktoré ´aºko po-

skytovali východ. Neskôr, najmä od európskej renesancie, sa labyrinty alebo bludiská

objavovali vo formálnych záhradách, skladajúcich sa zo spletitých ciet oddelených vy-

sokými ºivými plotmi, ako vidíme na poh©adnici na obrázku 39.

Obr. 39: Poh©adnica: Záhradné bludisko, Anglicko, Longleat, Wiltshire. [40]
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3.2 Katedrála v Chartres

Jednými z mnohých miest, kde môºeme nájs´ bludiská, sú aj chrámy a katedrály. V

stredoveku bolo vytvorených viacero labyrintov na dlaºbe cirkevných budov: Reims,

Amiens, Saint-Quentin. Zjavili sa tam ako podpis sponzorov a stavite©ov s údajmi

mien na stredovej tabuli. [5]

Ako príklad si môºeme zobra´ práve gotickú katedrálu v meste Chartres na severe

Francúzska vzdialeného od Paríºa len 96 kilometrov. Stavba katedrály bola za£atá v

roku 1145 a po£as 26-ro£ného obdobia prestavaná po poºiari v roku 1194. Katedrála

v Chartres je zapísaná v zozname svetového dedi£stva. Táto katedrála, ako sa tieº

do£ítame na stránke UNESCO [64], predstavuje vysoký bod francúzskeho gotického

umenia aj v¤aka pozoruhodným oknám z farebného skla z dvanásteho a trinásteho

storo£ia, ktoré sú vo ve©mi dobrom stave.

Obr. 40: Poh©adnica: Katedrála v Chartres, Francúzsko. [39]
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V katedrále sa nachádza bludisko, ktoré je vyobrazené na poh©adnici na obrázku 37.

Najnov²ie objavy pod©a [5] ukazujú, ºe labyrint bol pôvodne ur£ený na modlitbu ve©ko-

no£ných ve²pier, ktoré boli oslavou, pri ktorej si Cirkev pripomínala Kristovo ví´azstvo

nad smr´ou. Udivujúce tance zobrazovali prechod podsvetím, zázrak otvoreného hrobu

a fakt, ºe zm¯tvychvstanie sa týka v²etkých ©udí.

3.2.1 Geometria v katedrále

Teraz ukáºeme, ako moºno vytvori´ útvar, aký je v strede bludiska v katedrále v Char-

tres, ktoré vidíme detailnej²ie zobrazené na obrázku 41. Budeme sa riadi´ návodom zo

stránky k predmetu Creative Geometry na State College of Florida [7]. Ide o rovnaký

útvar, aký sa nachádza v katedrále. Rozdiel je len v tom, ºe v prípade katedrály je

tento útvar naru²ený cesti£kou labyrintu.

Obr. 41: Poh©adnica: Labyrint v Chartres. [6]

Útvar, ktorý pripomína kvet, nie je ´aºké zostroji´. Celý postup má len nieko©ko

jednoduchých krokov:

1. Za£neme zostrojením ²tvorca a nájdením jeho stredu pomocou uhloprie£ok.

2. V nájdenom strede ²tvorca skon²truujeme vpísanú kruºnicu.
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3. Kruºnicu rozdelíme na ²tvrtiny a kaºdú ²tvrtinu na tretiny. Dostávame tak kruº-

nicu rozdelenú na 12 rovnakých £astí.

4. Zostrojíme ¤al²iu kruºnicu, ale tentokrát s men²ím polomerom. Tento polomer by

mal by´ pod©a návodu v [7] polovicou polomeru pôvodnej kruºnice. Na obrázku 42

v²ak vidíme, ºe príslu²ný ná£rt, ktorý je tieº prebratý z [7], nemá túto vlastnos´.

Ukáºeme, ºe táto poºiadavka nie je podstatná. Týmto spôsobom nájdeme ¤al²ích

6 stredov pre men²ie kruºnice.

5. Skon²truujeme 6 malých vpísaných kruºníc, na obrázku 42 ozna£ených zelenou

farbou. Tieto kruºnice sa navzájom dotýkajú. Tento fakt vysvetlíme niº²ie a uká-

ºeme, ºe nezávisí od polomeru men²ej kruºnice.

6. Zvýrazníme okraje malých kruºníc a dorobíme vonkaj²ie okraje.

Obr. 42: Obrázky k návodu na zostrojenie útvaru v strede bludiska. [7]

Zostáva nám teda e²te vysvetli´, pre£o by sa mali malé vpísané kruºnice navzájom

dotýka´. Dôvod je ve©mi jednoduchý.

Ako dobre poznáme z geometrie, dve kruºnice sa navzájom dotýkajú zvonka v jed-

nom bode, ak platí, ºe vzdialenos´ ich stredov je rovná sú£tu ich polomerov. [70] Predpo-

kladajme, ºe máme 2 kruºnice k1(S1, r1) a k2(S2, r2). Aby sa dotýkali tieto dve kruºnice

zvonka v jednom bode, musí plati´ rovnos´ |S1S2| = r1+ r2, ako vidíme na obrázku 43.

Na²ou úlohou je teda zisti´, aká je poºadovaná vzdialenos´ stredov kruºníc. Na ob-

rázku 44 vidíme, ºe strany £erveného trojuholníka majú d¨ºku polomeru r men²ej kruº-

nice a zvierajú 60◦ uhol. Kvôli tomuto je aj tretia strana dlhá presne r. Teda trojuholník,

ktorý tu vznikne, je rovnostranný.
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Obr. 43: Vzájomná poloha dvoch kruºníc, vonkaj²í dotyk.

Obr. 44: Dotýkajúce sa kruºnice, rovnostranný trojuholník a kon²trukcia malej kruºnice.

To má za následok, ºe stredy kruºníc sú od seba vzdialené o polomer r. V²etky

malé kruºnice sú zhodné, a teda majú rovnaký polomer. Jeho d¨ºku ur£íme na základe

kon²trukcie malej kruºnice. Tá bola zostrojená tak, aby sa dotýkala úse£iek, ktoré sú

na obrázku 44 v©avo vyzna£ené zelenou. To znamená, ºe v bode dotyku zviera polomer

so zelenou úse£kou pravý uhol. Obrázok 44 vpravo znázor¬uje detail. Platí teda:

r1 = r · sin 30◦ = r

2
.

Dostávame, ºe r1 = r2 = r
2
, teda |S1S2| = r1 + r2 a susedné kruºnice sa navzájom

dotýkajú.

Na záver e²te doplníme podmienku, pri ktorej sa malé kruºnice zmestia do ve©kej.

Sú£et polomeru men²ej kruºnice (na obrázku 44 vyzna£ený £ervenou farbou, ozna£ili

sme ho r) a polomeru malých vpísaných kruºníc (vypo£ítali sme, ºe sa rovná r
2
) musí

by´ men²í ako polomer ve©kej kruºnice. Ak polomer ve©kej kruºnice ozna£íme R, musí

plati´ r < 2
3
R. Tomuto vyhovuje napríklad in²trukcia z [7], pod©a ktorej r = 1

2
R. Nie

je to v²ak jediná moºnos´, preto kon²trukcia fungovala aj pre polomer, ktorý je na

obrázku v [7] o nie£o vä£²í. V²imnime si, ºe rôznou vo©bou r dostaneme rôznu ²írku

okraja.
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Obr. 45: Detail - rovnostranný trojuholník a dotýkajúce sa kruºnice.

3.3 Algoritmy na rie²enie bludísk

Uº od nepamäti sa vyskytovali rôzne úlohy a s nimi aj postupy na ich rie²enie. Ako sa

do£ítame v [36], neboli to len úlohy na zabezpe£enie pohodlia alebo potravy, ale tieº

úlohy, ktoré vyºadovali po£ítanie. S rozvojom po£ítania sa preto objavujú aj algoritmy

na s£itovanie £i násobenie. Jedným z najznámej²ích algoritmov je Euklidov algoritmus

na nájdenie najvä£²ieho spolo£ného delite©a dvoch prirodzených £ísel, s ktorým sme sa

uº stretli v prvej kapitole.

Vysvetlíme teda najprv pojem algoritmus. V knihe [36] sa pod pojmom algoritmus

rozumie postup, ktorý nás dovedie k rie²eniu úlohy. Tento postup má ma´ nasledovné

vlastnosti:

• determinovanos´ - postup je zadaný vo forme kone£ného po£tu jednozna£ných

pravidiel,

• hromadnos´ - jedným algoritmom moºno rie²i´ celú triedu úloh rovnakého druhu,

• efektívnos´ - zaru£i´ vyrie²enie úlohy po kone£nom po£te krokov.

Pre niektoré úlohy je existencia algoritmu celkom zrejmá. Pod©a [36] v mnohých

kombinatorických a grafových úlohách sta£í na vyrie²enie úlohy preskú²a´ v²etky do-

stupné moºnosti. Takýchto moºností v²ak býva ve©mi ve©a, a preto je rozumné h©ada´

lep²í algoritmus. Ukázalo sa, ºe má zmysel posudzova´ algoritmy pod©a £asu alebo

po£tu elementárnych operácií, ktoré sú potrebné na vyrie²enie problému.
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3.3.1 H©adanie cesty

V knihe [22] sa uvádza: �Ak chceme za£a´ rie²i´ problém zo ºivota matematickými

metódami, musíme najskôr uskuto£ni´ matematickú analýzu problému, potom úlohu

transformova´ na matematický problém, ten vyrie²i´ a výsledky spätne interpretova´

do problému z reálneho ºivota.�

S h©adaním cesty v bludisku je to podobne. Táto úloha úzko súvisí s teóriou grafov.

Uvedieme teda, ako je moºné transformova´ mapu labyrintu na graf. Pod©a [36] je

jednou zo základných úloh na grafoch zisti´, £i medzi sebou nejaké dva vrcholy súvisia.

Uvidíme, ºe v prípade bludiska to zodpovedá úlohe zisti´, £i sa z jedného miesta bludiska

vieme dosta´ do druhého.

Ako sa ¤alej do£ítame v [22], mapu labyrintu je moºné transformova´ na graf

mnohými spôsobmi. Ukáºeme jeden z nich, ktorý patrí medzi tie jednoduch²ie a ©ahko

pochopite©né, aj ke¤ nie najefektívnej²ie, £o sa týka po£tu vrcholov a hrán v grafe.

Budeme tento postup ilustrova´ na jednoduchom bludisku z poh©adnice na obrázku

46.

Obr. 46: Poh©adnica: Bludisko na ilustráciu transformácie na graf pod©a teórie grafov. [32]
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Pretvorenie bludiska na graf ilustrujeme na obrázku 47. Najprv si v bludisku £iar-

kovanými £iarami vyzna£íme v²etky moºné cesty. Pozri obrázok 47 a. Pokra£ujeme

ozna£ením kriºovatiek a konce ciest krúºkami, ako je znázornené v £asti 47 b. V ¤al-

²om kroku, obrázok 47 c, nahradíme £iarkované £iary oby£ajnými a zmaºeme obrázok

labyrintu. V poslednom kroku nahradíme lomené £iary rovnými a dostávame grafovú

reprezentáciu labyrintu, vi¤ 47 d.

Obr. 47: Prechod z bludiska na graf.

Téma prieskumu labyrintov za£ala by´ zaujímavá pre matematikov najmä na konci

19. storo£ia. Ako sa ¤alej uvádza v [22], mnohé problémy zaoberajúce sa prieskumom

labyrintov moºno preto nájs´ práve v knihách z tohto obdobia. Jedným z týchto prob-

lémov je h©adanie cesty medzi dvomi miestami v bludisku a druhým problémom je,

ako s istotou prejs´ celé bludisko.

Ak chceme preskúma´ labyrint tak, ºe prejdeme kaºdou chodbou a kaºdou kriºo-

vatkou, potom musíme nájs´ takú postupnos´ vrcholov a hrán v grafe, ktorá obsahuje

v²etky jeho vrcholy a hrany.
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Tarryho prieskum grafov

Postupov na prechod bludiskom je viacero. Jedným z nich je Tarryho spôsob nájdenia

cesty z labyrintu. Táto metóda úniku z labyrintu sa riadi pod©a nasledujúcich dvoch

pravidiel. [36]

(T1) Kaºdou hranou môºeme v jednom smere prechádza´ nanajvý² raz.

(T2) Po tej hrane, po ktorej sme pri²li do nejakého vrcholu prvýkrát, môºeme ís´ spä´

iba vtedy, ak niet inej moºnosti.

V [22] aj v [36] sa najskôr dozvedáme, ºe Tarryho prieskum grafov je kone£ný (ne-

môºe sa teda sta´, ºe sa zacyklí). Dôvod je jednoduchý: graf má kone£ne mnoho hrán

a kaºdou hranou môºeme pod©a (T1) prejs´ iba jedenkrát v kaºdom smere, a teda aj

celý algoritmus je kone£ný.

Naviac v [36] nájdeme nasledujúce tvrdenie: Ak pravidlá (T1) a (T2) nedovo©ujú

vytvori´ dlh²í sled, tak posledný vrchol sledu je ²tartovací vrchol s. Tento sled je teda

uzavretý a navy²e kaºdá hrana komponentu grafu obsahujúceho s je prejdená oboma

smermi.

Toto tvrdenie teraz dokáºeme a budeme sa riadi´ knihou [36]. Komponent grafu je

taký súvislý podgraf tohto grafu, ktorý nie je obsiahnutý v ºiadnom vä£²om súvislom

podgrafe grafu, teda je to maximálne súvislý podgraf, vi¤ obrázok 48.

Obr. 48: Graf s dvomi komponentami.

Pojem sled predstavuje postupnos´ vrcholov a hrán, ktorými je moºné prechádza´.

Nech je teda utvorený, pod©a pravidiel (T1) a (T2), prípustný s − x sled Q, ktorý uº

nemoºno pred¨ºi´. Tento sled za£ína v s a kon£í v x a nie je moºné v ¬om pokra£ova´,

urobi´ z neho ¤a©²í krok. Ak by x 6= s, tak existuje hrana e, ktorou sme pri²li do x

prvýkrát. Z nepred¨ºite©nosti sledu v²ak vyplýva, ºe hrana e je uº prejdená aj v smere

od x. Inak by sme sme mohli urobi´ krok spä´. Vrátime sa teda do okamihu tesne po

tomto prejdení hrany e.
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V²etky hrany susediace s x moºno rozdeli´ nasledovne:

• a0 - po£et hrán, ktoré sme vôbec nepre²li,

• a− - po£et hrán, ktorými sme do x len pri²li,

• a+ - po£et hrán, ktorými sme z x len odi²li,

• a+− - po£et hrán, ktorými sme pri²li aj odi²li.

Obr. 49: Hrany grafu.

Z na²ich predpokladov potom máme, ºe po£et príchodov a odchodov musí by´ rov-

naký, a tak musí plati´: a+ + a+− = a− + a+−. Ke¤ºe nemôºme urobi´ ¤a©²í krok a

predpokladáme, ºe uº nezostali ºiadne neprejdené hrany, tak musí plati´: a0 = 0 a tieº

a+ = 0. Teda aj a− = 0, £o zna£í, ºe v²etky hrany susediace s x sú uº prejdené dvakrát.

Po tomto odchode z x nemoºno uº nikdy do x prís´, £o hovorí pravidlo (T1). Tento

spor tak dokazuje, ºe x = s, pri£om sme predpokladali, ºe sme v x skon£ili.

Celý sled Q leºí v komponente obsahujúcom s. Treba e²te ukáza´, ºe kaºdá hrana

tohto komponentu je prejdená oboma smermi a nachádza sa vQ dvakrát. Nech u0, u1, ..., uq

je poradie vrcholov, v akom sa v Q vyskytujú prvýkrát. Indukciou dokáºeme, ºe v²etky

hrany susediace s ur (r = 0, 1, ..., q) sú prejdené oboma smermi. Z u0 sme vy²tartovali

a teraz v ¬om stojíme, takºe po£et odchodov sa rovná po£tu príchodov, a preto kaºdá

hrana susediaca s u0 je prejdená oboma smermi. Teda tvrdenie pre u0 platí. Induk£ný

predpoklad je, ºe to platí aj pre k < r. Nech r > 0 a nech ukur je hrana, ktorou sme

do ur pri²li prvýkrát. Pretoºe k < r, tak táto hrana je pod©a induk£ného predpokladu

prejdená oboma smermi. Av²ak po jej prejdení v smere od ur uº musia by´ v²etky
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hrany susediace s ur prejdené oboma smermi, £o platí vzh©adom na po£et príchodov a

odchodov, ako sme uº uviedli vy²²ie pre x. Týmto je na²e tvrdenie dokázané.

In²pirovaní [22] ilustrujeme prechod grafom pomocou Tarryho algoritmu pouºitím

farieb, aby bolo zrozumite©né, aké kroky sme uskuto£nili. Na za£iatku majú v²etky

hrany £iernu farbu. Kaºdá hrana spája dva vrcholy, a preto jej môºu by´ priradené dve

farby. Hrany budeme zafarbova´ do polovice v závislosti od nasledujúcich jednoduchých

pravidiel:

(F1) Ak vstupujeme do hrany ozna£enej £iernou farbou, jej prvú polovicu zafarbíme

na £erveno. Jej druhú polovicu zafarbíme na modro, ak je táto hrana hranou

prvého príchodu do vrcholu. Inak ju zafarbíme na zeleno.

(F2) Ak vchádzame do modrej alebo zelenej hrany, celú ju zafarbíme na ºlto.

V¤aka týmto pravidlám budeme ma´ pod©a [22] dostatok informácií, aby sme usku-

to£nili Tarryho prieskum pod©a pravidiel (T1) a (T2). Nasledovné pravidlá (FT1) a

(FT2) kore²pondujú s Tarryho pravidlami pri farebne ozna£ených hranách, ktoré náj-

deme v [22].

(FT1) V grafe sa môºme pohybova´ iba hranami, ktorých prvá polovica je £ierna,

modrá alebo zelená. Nemôºeme ís´ po hranách, ktoré sú z prvej polovice zafarbené

£ervenou alebo ºltou farbou.

(FT2) Pri odchode z vrcholu volíme najprv hrany, ktorých prvá polovica je £ierna

alebo zelená. Ak také nie sú, vyberieme si hrany s prvou polovicou zafarbenou

na modro.

Pouºitie pravidiel (F1), (F2), (FT1) a (FT2) ilustrujeme na grafe z obrázku 47 d.

V na²om prípade nie je pouºitá zelená farba. Dôvodom je, ºe graf, s ktorým pracu-

jeme, neobsahuje prepojené vrcholy. Okrem hlavnej cesty obsahuje len slepé uli£ky,

vi¤ obrázok 50.

V [36] sa ¤alej do£ítame, ºe pre skuto£ný labyrint navrhuje Tarry zaznamena´

prechody chodbami a smery nasledovne:
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Obr. 50: Tarryho algoritmus aplikovaný pouºitím farieb.
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Obr. 51: Nájdená cesta v pôvodnom bludisku a jeho grafe.

• Ak prechádzame chodbou prvýkrát, necháme na jej za£iatku dve zna£ky.

• Na jej konci potom zanecháme jednu zna£ku, ak prichádzame do známeho, uº

predtým nav²tíveného rázcestia. Tri zna£ky necháme na konci chodby, ak prichá-

dzame do nového rázcestia.

• Ak sa vraciame chodbou, kde uº na za£iatku bola jedna zna£ka, pridáme k nej

e²te jednu. Na kaºdom konci teda budeme ma´ dve zna£ky.

Môºme teda obe pravidlá (T1) a (T2) zhrnú´ do jedného: Na ©ubovo©nom rázcestí

nemoºno vstúpi´ do chodby s dvoma zna£kami a moºno vstúpi´ do chodby so ºiadnou

alebo jednou zna£kou, a ak niet inej moºnosti, tak aj do chodby s tromi zna£kami. [36]

Trémauxov prieskum

�peciálnym prípadom Tarryho algoritmu je algoritmus, ktorý uverejnil Trémaux e²te

pred Tarrym. V [36] sa ¤alej uvádza, ºe k pravidlám (T1) a (T2) je doplnené nasledovné

pravidlo:

(T3) Ak prídeme hranou prechádzanou prvýkrát do známeho vrcholu, tak hne¤ v

nasledujúcom kroku sa touto hranou vraciame.

Pridaním tretieho pravidla (T3) k uº spomínaným dvom Tarryho pravidlám máme

zaru£ené, ºe v ©ubovo©nom grafe, ktorý je reprezentáciou bludiska, nájdeme cestu z

nami zvoleného vrcholu do ¤al²ieho ©ubovo©ného vrcholu. Tak ako pri Tarryho pries-

kume, aj pri Tremauxovom algoritme si musíme pamäta´, ktorou hranou sme do daného
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vrcholu pre²li prvý raz. Pre jednotlivé hrany si tieº musíme pamäta´, £i sme danou hra-

nou uº i²li. Ak sme túto hranu uº pouºili, je potrebná aj informácia o smere. Pravidlo

(T3) zaru£í okamºitý návrat spä´ pri nav²tívení uº známeho vrcholu, a to ho robí £asovo

efektívnej²ím. [22]

Na záver tejto kapitoly ponúkame nieko©ko poh©adníc s bludiskami, ktoré môºu

slúºi´ na precvi£enie Tarryho algoritmu.

Obr. 52: Poh©adnica: Bludisko. [48]

Obr. 53: Poh©adnica: Labyrint s dinosaurami, na precvi£enie. [11]
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Obr. 54: Poh©adnica: Bludisko so srdcom, na precvi£enie. [29]
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Záver

V tejto práci sme ponúkli £itate©ovi pozrie´ sa na matematiku z trochu iného poh©adu,

ako je beºné. Pre menej skúsených matematikov, £i dokonca za£iato£níkov, sme aj

pomocou obrázkov a ilustrácií objasnili nieko©ko zaujímavých pojmov a vyrie²ili prí-

klady z matematických sú´aºí. Cie©om práce bolo nielen zauja´, ale najmä nau£i´, ºe

matematika má svoje miesto naozaj v²ade. Aj na poh©adniciach. Matematické olym-

piády a sú´aºe podobného charakteru sú pre mnohých postrachom. Spracovali sme

teda nieko©ko ukáºkových príkladov s podrobným rie²ením, aby bolo vidno, ºe ni£ nie

je nemoºné. Predstavili sme najznámej²ie fraktály - Kochovu vlo£ku a Sierpinského

trojuholník. Rovnako sme poskytli informácie oh©adom známej Mandelbrotovej mno-

ºiny s podrobným návodom, ako takúto mnoºinu vykresli´. V neposlednom rade sme

ozrejmili, aké môºe by´ jednoduché nájs´ cestu z bludiska a tieº, ako také bludisko celé

preskúma´. Prínosom práce bolo predov²etkým zrozumite©né vysvetlenie problematiky

aj neskúsenému £itate©ovi pomocou príkladov a obrázkov.
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