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Abstrakt v ²tátnom jazyku

IZSÁK, Dávid: Re´azové zlomky a aproximácia [Bakalárska práca], Univerzita Komen-

ského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej

matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: RNDr. Du²an Kraj£ovi£, CSc., Bratislava, 2014, 45s.

V na²ej práci sa zaoberáme historickým vývojom, vlastnos´ami a aplikáciou re´azo-

vých zlomkov. Po stru£nom opise vývoja teórie re´azových zlomkov uvedieme nieko©ko

vlastností týchto zlomkov a rôzne spôsoby na ich aplikáciu. Zavedieme Euklidov algo-

ritmus, ktorý pouºijeme pri rozklade racionálnych £ísel na aritmetické re´azové zlomky.

�alej skúmame Lagrangeovu metódu rozkladu niektorých funkcií na re´azové zlomky

pomocou diferenciálnej rovnice. Pri rie²ení algebraických rovníc respektíve pri h©adaní

jej reálnych kore¬ov pouºijeme tzv. maticovú metódu platnú pre ©ubovo©ný stupe¬ da-

nej rovnice. Naviac pomocou tejto metódy môºeme aproximova´ ©ubovo©nú racionálnu

odmocninu prirodzených £ísel.

K©ú£ové slová: Re´azové zlomky, Euklidov algoritmus, Diofantická rovnica,

Diferenciálne rovnice, Algebraické rovnice



Abstract

IZSÁK, Dávid: Continued fractions and approximation [Bachelor Thesis], Comenius

University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Depart-

ment of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDR. Du²an Kraj£ovi£,

CSc., Bratislava, 2014, 45p.

In our work we deal with the historical development, characteristics and application

of continued fractions. After brie�y describing the development of the theory of conti-

nued fractions we list several properties of these fractions and various methods for their

application. We introduce the Euclidean algorithm, which we use for the decomposition

of rational numbers into arithmetic continued fractions. Furthermore, we investigate

Lagrange`s method of decomposition of certain functions into continued fractions using

di�erential equations. To solve algebraic equations �nding their real roots we use the

so-called matrix method, which is suitable for any degree of an equation. Moreover

using this method we can approximate any rational root of a natural number.

Keywords: Continued fractions, Euclidean algorithm, Diophantine equation,

Di�erential equations, Algebraic equations
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ÚVOD

Úvod

�lovek sa uº od nepamäti snaºil pochopi´ svoje okolie. Za£alo sa to pra£lovekom, ktorý

musel správne uhádnu´ vzdialenos´ pri love zveri. Môºeme poveda´, ºe to boli prvé ap-

roximácie, ktoré £lovek pouºil. Neskor²ie, ke¤ sa £lovek za£al zaobera´ matematikou,

sa vyskytli rôzne problémy a £ísla, ktoré nevedel vysvetli´, nevedel vyjadri´ pomocou

vtedaj²ích vedomostí. Popisoval ich ako hodnoty, ktoré sú men²ie alebo vä£²ie ako uº

známe hodnoty, alebo ktoré leºia medzi dvomi známymi hodnotami. Bolo nevyhnutné,

aby pre tieto hodnoty vytvoril nejaké metódy a spôsoby ako ich získa´, ako ich aproxi-

mova´.

Jednou z odpovedí ako získa´ tieto poºadované hodnoty boli re´azové zlomky. Po-

dobné spôsoby ako re´azové zlomky pouºívali uº v Babylone, £iºe môºeme poveda´, ºe

tento typ aproximácie je jedným z najstar²ích. Starovekí Gréci poloºili matematické

základy dne²nej teórie re´azových zlomkov, ktorá sa postupne rozvíjala aº do dne²nej

podoby.

Dne²nou �úlohou� re´azových zlomkov je £o najpresnej²ie aproximova´ rôzne iraci-

onálne £ísla, funkcie a rovnice. Na takéto aproximácie existujú rôzne metódy a spôsoby,

z ktorých sa vä£²ina zrodila v období 17. aº 19. storo£ia. Medzi ne patrí napríklad

aproximácia extrapola£nou metódou, aproximácia pomocou diferenciálnych rovníc a

aproximácia pomocou matíc, kde sa vyuºívajú prostriedky metódy lineárnej algebry

na výpo£et pribliºných rie²ení algebraickývh rovníc ©ubovo©ného stup¬a. S poslednými

dvomami metódami sa bude môc´ £itate© podrobnej²ie stretnú´ v druhej kapitole.

Cie©om tejto práce je oboznámi´ £itate©a s re´azovými zlomkami, jednoducho sprí-

stupni´ £itate©ovi teóriu re´azových zlomkov a opísa´ metódy, ktoré ovplyvnili vývoj

teórie re´azových zlomkov a ´ieº ukáza´, ako sa dá pomocou re´azových zlomkov ©ahko

zisti´ pribliºná hodnota niektorých iracionálnych £ísel, ²peciálnych funkcií, £i rie²enie

algebraických rovníc, at¤.

Úvodná £as´, venovaná historickému vývoju re´azových zlomkov, je spracovaná pod©a

knihy [2]. Druhá kapitola sa zaoberá aplikáciou re´azových zlomkov pri rie²ení niekto-

rých úloh matematiky a vychádzali sme z knihy [4].
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1 Vývoj teórie re´azových zlomkov

Re´azové zlomky patria medzi najstar²ie koncepcie matematiky. Prvé záznamy o roz-

klade £ísla na re´azový zlomok sa datujú do 3. str. p.n.l. a súviselo to s Euklidovým

algoritmom na výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a dvoch £ísel. Neskôr re´azové

zlomky upadli do zabudnutia a záujem o ne sa prebudil aº za£iatkom 16. storo£ia.

V nasledujúcom období mnohí známi matematici a vedci vyuºili re´azové zlomky vo

svojich prácach, za£ali sa im aktívne venova´, vytvárala sa teória re´azových zlomkov a

za£ali sa vyuºíva´ v mnohých iných oblastiach matematiky. V tejto kapitole sa budeme

venova´ vývoju teórie re´azových zlomkov a ich aplikáciám, ktoré vytvárali priestor na

vznik tejto £asti matematiky.

Re´azovým zlomkom nazývame výraz

q0 +
p1

q1 +
p2

q2 +
p3

. . . +
. . .

qn +
pn+1

. . .

Z dôvodu priestorových podmienok budeme pouºíva´ ekvivalentné ozna£enie (existuje

viac typov ozna£enia):

q0 +
p1
q1+

p2
q2+

· · · pn
qn+

· · ·

1.1 Po£iato£né obdobie

Dedi£stvo starovekých gréckych, perzských a indických matematikov je neocenite©né.

Boli zakladate©mi dne²nej algebry a geometrie, niektoré ich de�nície, vety, algoritmy,

metódy sú dodnes na ²kolách jadrom u£iva. V tejto podkapitole sa budeme zaobera´

starovekými prácami a problémami, ktoré boli dôvodom ku vzniku re´azových zlomkov.
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1.1 Po£iato£né obdobie

1.1.1 Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus je jedným z najstar²ích algoritmov, ktorý pouºívajú dodnes v

rôznych oblastiach matematiky. Algoritmus je pomenovaný po tvorcovi Euklidovi (325

- 260 p.n.l.).

Nech a, b ∈ N, pri£om môºeme predpoklada´, ºe a > b. Vytvoríme postupnos´ {rk} :

rk = qkrk+1 + rk+2, (1)

kde k = 0, 1, . . . , n, r0 = a, r1 = b a platí 0 ≤ rk + 1 < rk, qi ∈ N pre ∀i = 0, 1, . . . .

Postupnos´ rk je monotónne klesajúca, preto existuje také n ∈ N, ºe rn+2 = 0, teda

rn = qnrn+1, t.j. rn+1 je najvä£²í spolo£ný delite© prirodzených £ísel a, b. �alej platí

rk
rk+1

= qk +
1

rk+1rk+2

,

pre k=0,1,. . . ,n. Ak tieto vz´ahy aplikujeme na racionálne £íslo ab ≡
r0
r1
∈ Q dostaneme

re´azový zlomok

a

b
= q0 +

1

q1+

1

q2+
· · · 1

qn
. (2)

V staroveku sa viacej zaoberali geometriou, preto tento algoritmus popisovali tieº

geometricky, ako je uvedené v knihe [2].

Nech máme dve úse£ky, pri£om dlh²iu ozna£íme a, krat²iu b. Euklides zmeral dlh²iu

úse£ku a pomocou krat²ej úse£ky b. Zvy²ok dlh²ej úse£ky, £o sa uº nedalo zmera´

pomocou krat²ej úse£ky b pouºíval ako novú krat²iu úse£ku c na zmeranie novej dlh²ej

úse£ky b. A takto pokra£oval, kým sa nedostal k poslednému nenulovému zvy²ku, £o

bol najvä£²í spolo£ný delite© úse£iek a, b.

V prípade, ºe táto metóda nevedie nikdy k nulovému zvy²ku, t.j. je nekone£ná,

potom £íslo a
b je iracionálne. Av²ak zisti´, £i výpo£et bude pokra£ova´ do nekone£na je

takmer nemoºné. Ak sa dá ukáza´, ºe výpo£et bude periodický, t.j. ak podiel dvoch za

sebou idúcich zvy²kov je úmerný k podielu po£iato£ných úse£iek a
b , vtedy bude výpo£et

ur£ite nekone£ný.

Uvedená metóda sa nazýva anthypharesis, podrobnej²ie popisy tejto metódy môºeme

nájs´ v knihách [3] a [8]. Vyuºívaním Euklidovho algoritmu v teórie re´azových zlomkov

sa budeme podrobne zaobera´ v druhej kapitole.
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1.1 Po£iato£né obdobie

Gréci uº koncom 5. storo£ia p.n.l. vedeli, ºe dva rovnaké podiely veli£ín produkujú

rovnaké postupnosti £iastkových podielov bez ujmy na kone£nos´, resp. nekone£nos´,

pretoºe si boli vedomí toho, ºe postupnos´ podielov môºe by´ nekone£ná.

1.1.2 Aproximácie odmocnín a £ísla π

Uº v staroveku vedeli, ºe zápis iracionálnych £ísel pomocou re´azovách zlomkov je

nekone£ný, t.j. nedá sa vyjadri´ v tvare zlomku ako racionálne £íslo, preto vytvárali

rôzne metódy na aproximáciu týchto iracionálnych £ísel. Takou aproximáciou sú aj

tzv. zblíºené zlomky re´azového zlomku.

Výpo£et týchto zblíºených zlomkov ilustrujeme pomocou nasledujúceho príkladu:

nech A je také prirodzené £íslo, ktorého rozklad na re´azový zlomok je

√
A =

√
a2 + r = a+

r

2a+

r

2a+
. . . ,

kde a je najvä£²ie prirodzené £íslo, pre ktoré platí a2 ≤ A. Týmto rozkladom sa budeme

zaobera´ v £asti 1.2.1.

�iasto£ná aproximácie pre £íslo
√
A, t.j. zblíºené zlomky daného re´azového zlomku sú

nasledujúce:

C0 = a,

C1 = a+ r
2a ,

C2 = a+ r
2a+

r
2a ,

C3 = a+ r
2a+

r
2a+

r
2a ,

...

Historicky prvý záznam o podobnej metóde pochádza z 21. storo£ia p.n.l. z Baby-

lonu. Táto metóda aproximovala £íselnú hodnotu uhloprie£ky d obd¨ºnika so stranami

s d¨ºkami w a h, kde w je krat²ia strana. Pod©a uvedenej metódy d ≈ h+w2

2h . Rakúsky

matematik a historik vedy Otto Eduard Neugebauer (1899 - 1990) predpokladal, ºe

Babylon£ania uº poznali Pytagorovu vetu a aproximáciu £ísla
√
A ≈ a+ r

2a .

Z Babylonu tieº pochádza (19. aº 17. st. p.n.l.) aproximácia £ísla
√

2 ≈ 1, 24 v

²es´desiatkovej sústave, kde 1+ 24
60 = 1+ 1

2+
1
2 . �es´desiatkovú sústavu vyuºívali aj

egyptskí matematici, napríklad Theon z Alexandrie (geometrická metóda aproximácie

£ísla
√
A), Ptolemaios (aproximácia £ísel

√
3, π ≈ 3+ 8

60 + 30
602 ).
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1.1 Po£iato£né obdobie

Archimedes (287 - 212 p.n.l.) na získanie hodnoty £ísla π pouºíval hrani£né aproxi-

mácie £ísla
√

3:

265

153
=

1

3
(5 +

1

5+

1

10
) <

31

2
<

1

3
(5 +

1

5+

1

10+

1

5
) =

1351

780
.

Následne vytvoril postupnosti {an} a {bn}, pre ktoré platia vz´ahy

an = an−1 + bn−1, n ∈ N,

bn =
√
a2n + c2, n ∈ N0, c ∈ N.

Ak a0 =
√

3c, potom platí
2nc

bn
<
π

6
<

2nc

an
.

Na ur£enie £íselnej hranice pre £íslo π vypo£ítal hodnoty postupností {an} ako dolnej

hranice a {bn} ako hornej hranice. Pomocou týchto postupností získal aproximácie £ísla
√

3, zostrojil tabu©ku hodnôt, a tým vymedzil hodnotu £ísla π:

96 ∗ 66

2017 + 1/4
< π <

96 ∗ 153

4673 + 1/2
.

Po úprave nerovností dostaneme tento vz´ah do tvaru, v ktorom vystupujú re´azové

zlomky:

3 +
1

7+

1

10+

1

3−
1

37
< π < 3 +

1

7−
1

111+

1

2
.

Tento postup aproximácie £ísla π a tabu©ku hodnôt postupností môºeme nájs´ v knihe

[2] a v £lánku [11].

Prvú nekone£nú metódu, ktorá nadväzuje na roz²írenie odmocniny do tvaru re´azo-

vého zlomku uvádzal Proclus (410 - 485) v jeho výklade Platónovej knihy ��tát� (VIII,

zákon £. 546). Túto metódu môºeme nájs´ v knihe [2].

Nech sú dané dva ²tvorce, prvý so stranami a1 a uhloprie£kou d1, druhý so stranami

a2 = a1+d1 a uhloprie£kou d2 (pod©a Pytagorovej vety d2 = 2a1+d1). Postupným opa-

kovaním procesu (generovaním ²tvorcov) dostaneme postupnosti {an} a {dn}, n ∈ N:

an = an−1 + dn−1, (3)

dn = 2an−1 + dn−1. (4)

12



1.1 Po£iato£né obdobie

Táto metóda sa dá povaºova´ ako opa£ná anthypharesis, lebo tieto hodnoty sú obrátené.

Úpravou (3) a (4) môºeme dosta´ rekurentné vz´ahy

an+1 = 2an + an−1, (5)

dn+1 = 2dn + dn−1. (6)

Theon zo Smyrny (2.st. p.n.l.) poloºil a1 = d1 = 1, n = 1 a pomocou (5), (6) vypo£ítal

d0 = d2 − 2d1 = 3− 2 = 1,

a0 = a2 − 2a1 = 2− 2 = 0.

Postupným výpo£tom dostal hodnoty postupností {an} a {dn}:

{an} = 1, 2, 5, 12, 29, . . .,

{dn} = 1, 3, 7, 17, 41, . . .

Z predchádzajúcich rekurentných vz´ahov je jasné, ºe £leny postupnosti
{
dn
an

}
sú jed-

notlivé zblíºené zlomky re´azového zlomku £ísla
√

2:

C0 = d1
a1

= 1
1 ,

C1 = d2
a2

= 3
2 ,

C2 = d3
a3

= 7
5 ,

...

Theon tieº uviedol, ºe d2n − 2a2n = −(d2n−1 − 2a2n−1), pri£om d20 − 2a20 = 1. Z toho získal

vz´ah d2n − 2a2n = (−1)n, t.j. táto metóda súvisí s rie²ením nedeterministickej rovnice

d2 − 2a2 = ±1.

1.1.3 Nedeterministické rovnice

Staroveký problém, ktorý viedol k pouºitiu ekvivalentných re´azových zlomkov boli

diofantické rovnice. Meno dostali po gréckom matematikovi Diophantusovi (3. st.),

ktorý na²iel celo£íselné rie²enie rovnice

ax± by = c, (7)

kde a,b a c sú prirodzené £ísla. Takéto rovnice sa objavovali napr. v astronómii, kde

ich rie²enia sú súviseli s objavom niektorých súhvezdí.
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1.2 Za£iatky formovania teórie re´azových zlomkov

Indický matematik Aryabhata, ktorý ²tudoval prácu Diophanta uº uvaºoval prípad

dvoch rovníc s tromi neznámymi. Nedávne výskumy dokazujú, ºe ovládal Euklidov

algoritmus, z toho vyplývajúcu rekurzívnu metódu pre výpo£et zblíºených zlomkov a

rekurentný vz´ah

pnqn−1 − qnpn−1 = (−1)n.

�al²í typ nedeterministických rovníc je tzv. Pellova rovnica, ktorá je vlastne ²peciálnym

prípadom diofantických rovníc. Pomenovaná bola neskor²ie po anglickom matematikovi

John Pell (1611 - 1685). Pellova rovnica má tvar

x2 −Dy2 = q, (8)

kde q ∈ Z a D ∈ N, pri£om
√
D /∈ N. Po úprave rovnice dostaneme(

x

y

)2

−D =
q

y2
,

kde x
y je aproximácia £ísla

√
D. Hoci Gréci nena²li v²eobecné rie²enie tejto rovnice,

Pythagoras udával rie²enie pre D = 2, Archimedes pre D = 3, 5, . . . Pellova rovnica a

súvisiace problémy sa dostali do popredia aº v 17. storo£í.

1.2 Za£iatky formovania teórie re´azových zlomkov

Miesto vzniku �dne²ných� re´azových zlomkov bolo severné Taliansko, kde boli za-

loºené prvé európske univerzity. Pôsobilo tu viac známych matematikov, medzi nimi

Fibonacci, ktorý sa prvýkrát pokúsil v²eobecne de�nova´ re´azové zlomky. Významným

príspevkom k tejto tematike bol algoritmus od Bombelliho pre aproximáciu odmocnín

a Cataldiho práca, ktorá úzko súvisí s Bombelliho algoritmom. V druhej £asti pod-

kapitoly sa budeme zaobera´ dedi£stvom Wallisa a Brounckera, zakladate©mi teórie

re´azových zlomkov a Huygensovou aproximáciou £ísla π.

1.2.1 Vznik re´azových zlomkov

Ako sme spomenuli významnú úlohu vo vývoji re´azových zlomkov zohral algoritmus

od Rafaela Bombelliho (1526 - 1572), ktorý bol tieº zakladate©om imaginárnych £ísel.
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1.2 Za£iatky formovania teórie re´azových zlomkov

Bombelli ako prvý vytvoril v²eobecný algoritmus na aproximácie odmocniny pomocou

re´azových zlomkov. Za konkrétny prípad si vzal £íslo
√

13:

√
13 = 3 +

4

6+

4

6+
· · ·

V tomto algoritme aproximácia prebieha pomocou upraveného rozdielu predchádza-

júcej aproximácie odmocniny a £ísla A pod odmocninou. Prvý rozdiel je rozdiel £ísla

pod odmocninou A a najvä£²ieho £ísla a2, kde a2 < A, a ∈ N. Algoritmus po pár

krokoch udáva aproximáciu s ve©mi nízkou relatívnou chybou. Podrobnej²í popis tohto

algoritmu môºeme nájs´ napríklad v knihe [10].

Taliansky matematik Ettoro Bortolotti (1866 - 1947), ktorý analyzoval prácu Bom-

belliho, udával popis jeho algoritmu v £lánku [1]. Ak platí rozklad £ísla
√
A:

√
A =

√
a2 + r = a+ x, (9)

potom môºeme vyjadri´ r = 2ax+ x2. Ak pri aproximácii zanedbáme x2, dostaneme

r = 2ax⇔ x = r
2a . Ak dosadíme predchádzajúci výraz do (9) za x, dostaneme aproxi-

máciu £ísla
√
A:

√
A = a+ x = a+

r

2a
.

Pre ¤al²iu aproximáciu £ísla
√
A vyjadríme r z x2 = rx

2a :

r = 2ax+
rx

2a
=
(

2a+
r

2a

)
x ⇒ x =

r

2a+ r
2a

.

Novú aproximáciu pre x dosadíme do (9):

√
A = a+ x = a+

r

2a + r
2a

.

Ak proces postupne zopakujeme, dostaneme nekone£ný re´azový zlomok:

√
A = a+

r

2a+

r

2a+
· · · (10)

Iný spôsob, ako vysvetli´, ako mohol Bombelli získa´ svoju metódu a rozklad (10) je

vyjadri´ r = A− a2 = (
√
A+ a)(

√
A− a), z toho £íslo

√
A = a+ r

a+
√
A
. Ak nahradíme

√
A v menovateli celou pravou stranou, potom dostaneme uº uvedený nekone£ný re´a-

zový zlomok.
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1.2 Za£iatky formovania teórie re´azových zlomkov

Ak Bombelli bol prvý v tej dobe, ktorý sa zaoberal re´azovými zlomkami, pod©a his-

torikov skuto£ným objavite©om teórie re´azových zlomkov bol Pietro Antonio Cataldi

(1548 - 1626). Cataldi pokra£oval v práci Bombelliho. Bol tieº prvým kodi�kátorom

symboliky pre re´azové zlomky a nazna£il nieko©ko ich vlastností.

Bortolotti vyuºil výsledky Cataldiho v £lánku [1]. Pod©a neho Cataldi uviedol re-

kurentný vz´ah re´azových zlomkov, dokázal konvergenciu po sebe idúcich zblíºených

zlomkov kvadratickej iracionality, a tieº, ºe tieto zblíºené zlomky sú striedavo vä£²í

a men²í neº hodnota re´azového zlomku. Vyhodnotil chybu aproximácie a porovnal

rýchlos´ konvergencie re´azového zlomku s podobnými vyjadreniami.

Pod©a Bortolottiho Cataldi kon²tatoval, ºe aproximácia a+ r
2a £ísla

√
A =

√
a2 + r

je vä£²ia, pri£om aproximácia a+ r
2a+1 toho istého £ísla je men²ia, preto h©adal takú

aproximáciu a+ r
2a+x , kde 0 ≤ x ≤ 1.

Cataldi tieº uvádza nasledujúci vz´ah:(
a+

r

2a+ x

)2

− (a2 + r) =
r( r

2a+x
− x)

2a+ x
. (11)

Na ©avej strane v (11) je rozdiel druhej mocniny aproximácie a £ísla A (rozdiel≈ 0). Z

pravej strany dostaneme

x =
r

2a+ x
=
A− a2

2a+ x
,

prídeme k rozkladu £ísla
√
A na re´azový zlomok

√
A = a+ x = a+

r

2a+ x
= · · ·

Cataldi uviedol aj niektoré iné vlastnosti re´azových zlomkov. Napríklad

pn
qn

=
r

2a+

r

2a+
· · · r

2a
⇔ pn

qn
=

r

2a + pn−1

qn−1

,

a z tohto vz´ahu odvodil rekurentné vz´ahy:

pn = rqn−1 ⇔ pn = 2apn−1 + rpn−2,

qn = 2aqn−1 + pn−1 ⇔ qn = 2aqn−1 + rqn−2.

Tieº odvodil formulu na výpo£et zblíºeného zlomku m+n-tého rádu pomocou n-tého,

m-tého a m− 1-ého:

pn+m
qn+m

=
r

2a+
· · · r

2a+ pn
qn

⇔ pn+m
qn+m

=
qnpm + pnpm−1
qnqm + pnqm−1

.
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1.2 Za£iatky formovania teórie re´azových zlomkov

1.2.2 Za£iatky teórie re´azových zlomkov

Anglický matematici John Wallis (1616 - 1703) a William Brouncker (1620 - 1684)

sa tieº venovali tejto problematike a £asto ich uvádzajú ako na zakladate©ov teórie

re´azových zlomkov.

Teraz uvedieme ich spôsob pre výpo£et £ísla 4
π , ktorý získal Wallis z intergrálu∫ 1

0

√
1− x2 dx interpola£nou metódou. Snaºil sa dosta´ hodnotu uvedeného integrálu,

aby vyrie²il problém kvadratúry kruhu, ale dostal iba nekone£ný sú£in £ísla 4
π :

4

π
=

3 ∗ 3 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 7 ∗ 7 ∗ . . .
2 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 6 ∗ 6 ∗ 8 ∗ . . .

.

Poºiadal o pomoc Brounckera, ktorý prepísal problém pomocou funkcie

f(λ) = 1/

∫ 1

0

(1− x2)
λ
2 dx, λ ∈ N. (12)

Brouncker zaznamenal, ºe (12) sa dá vyjadri´ pomocou ²peciálnej funkcie Φ(·):

f(λ) =
2

π

2

Φ(1)

4

Φ(3)
· · · 2λ+ 2

Φ(2λ+ 1)
, λ ∈ N, (13)

pri£om pre funkciu Φ(x) platí: Φ(x−1)Φ(x+1) = x2, ∀x > 0. Brouncker zistil, ºe Φ(x)

sa dá napísa´ v tvare re´azových zlomkov:

Φ(x) = lim
n→∞

(
x+

12

2x+

32

2x+
· · · (2n− 1)2

2x

)
. (14)

Z (13) a (14) pre λ = 0 platí f(0) = 2
π

2
Φ(1)= 1, z £oho

4

π
= Φ(1) = 1 +

12

2+

32

2+
· · ·

Tento postup zverejnil Wallis v knihe (??), kde prvýkrát pouºíva názov re´azový

zlomok. Uviedol aj základný rekurentný vz´ah zblíºených zlomkov, ktorý uvedieme v

druhej kapitole.

Dánsky matematik a astronóm Christiaan Huygens (1629 - 1695) tieº prispel k tejto

tematike. Vypo£ítal hodnotu £ísla π pomocou extrapola£nej metódy (£ím obohatil aj

numerickú analýzu). Dostal

T
′

n = n sin
(π
n

)
< π < n tg

(π
n

)
= Tn.
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1.3 Zlatá doba re´azových zlomkov

Ak neskôr n nahradil £íslom 1
h
, potom dostal

Tn = T (h) =
tg(hπ)

h
= π +

π3h2

3
+

2π5h4

15
+ · · ·

V roku 1654 upravil túto metódu na presnej²í výpo£et hodnoty π:

T1(h) =
4T (h

2
)− T (h)

3
= π − π5h4

480
− 5π7h6

16 ∗ 7!
− · · ·

Pre h = 2−30 získal hodnotu £ísla π s presnos´ou na 35 desatinných miest. Tento postup

pre výpo£et £ísla π ako aj iné jeho práce a astronomické výpo£ty sú uvedené v [2] a

[13].

1.3 Zlatá doba re´azových zlomkov

18. storo£ie sa nazýva zlatou dobou re´azových zlomkov. Takí známi matematici sa za-

oberali teóriou re´azových zlomkov ako Euler, Lambert a Lagrange (v²etci traja patrili

k Pruskej akadémii vied). Teraz uvedieme iba niektoré £asti ich tvorby, ktorou obohat-

nili teóriu re´azových zlomkov.

Najvä£²ím prispievate©om k teórii re´azových zlomkov bol Leonhard Euler (1707 -

1783). Jeho prvý £lánok o re´azových zlomkách je [6]. Euler dokázal, ºe kaºdé raci-

onálne £íslo sa dá rozvinú´ do kone£ného re´azového zlomku, kaºdé iracionálne £íslo

do nekone£ného re´azového zlomku a periodické re´azové zlomky sa dajú vyjadri´ ako

rie²enie kvadratickej rovnice.

Napríklad vyjadril tieº pomocou re´azových zlomkov nasledujúce iracionálne £ísla:

e = 2 +
1

1+

1

2+

1

1+

1

1+

1

4+

1

1+

1

1+

1

6+
· · · ,

e+ 1

e− 1
= 2 +

1

6+

1

10+

1

14+
· · · ,

e− 1

2
=

1

1+

1

6+

1

10+

1

14+
· · ·

Euler získal tieto rozklady pomocou Riccatiho diferenciálnej rovnice dvoma spôsobmi,

integrovaním nekone£ného re´azového zlomku a priemerom exponenciálnych funkcií,

pri£om tieto rie²enia sa rovnali. Euler týmto spôsobom dostal hodnoty výrazov e
1
a a

e
1
a+1

e
1
a−1

. Pri rozklade e−1
2 predpokladal, ºe £iastkové menovatele sa vºdy zvy²ujú o 4
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1.3 Zlatá doba re´azových zlomkov

(od predchádzajúceho), teda re´azový zlomok bude nekone£ný. Hoci dôkazy nedokon£il

dôsledne, dokázal iracionalitu £ísel e a e2. �al²ie informácie o jeho tvorbe sú dostupné

v knihách [2] a [7], ako napríklad vz´ah medzi radmi a re´azovými zlomkami a uº

spomenuté rie²enie kvadratických rovníc periodickými re´azovými zlomkami.

Euler uviedol ako sa dá re´azový zlomok prepísa´ na nekone£ný rad. (Udával aj re-

kurentný vz´ah re´azových zlomkov bez odvolávky na Wallisa.)

Nech Cn = q0+
p1
q1
· · · pn

qn
je n-tým zblíºeným zlomkom re´azového zlomku £ísla C.

Euler odvodil nasledujúci vzorec na výpo£et rozdielu dvoch susedných zblíºených zlom-

kov:

Cn − Cn−1 = (−1)n−1
p1 . . . pn
Qn−1Qn

. (15)

Potom re´azový zlomok £ísla C vyjadril ako sú£et £ísla q0 a sumy nekone£ného radu:

C = q0 +
∞∑
i=1

(−1)n−1
p1 . . . pn
Qn−1Qn

.

Tento vz´ah platí aj opa£ne, t.j. nekone£ný rad sa dá prepísa´ do tvaru re´azového

zlomku, ktorého zblíºené zlomky sú identické s £iasto£nými sú£tami radu

∞∑
i=1

(−1)n−1cn =
c1
1+

c2

c1− c2+
· · · cn−2cn

cn−1 − cn+
· · ·

Tieº ukázal, ºe niektoré re´azové zlomky odvodené z mocninových radov konvergujú

mimo oboru konvergencie radu. To platí napríklad pre rad

x− 1!x2 + 2!x3 − 3!x4 + . . . (16)

a tieº pre divergentný rad

1−mx+m(m+ n)x2 −m(m+ n)(m+ 2n)x3 + . . .

Podarilo sa mu tieº dokáza´, ºe rad (16) sp¨¬a diferenciálnu rovnicu x2y
′′

+ y = x, z

£oho dostal integrálne rie²enie v tvare

y(x) =

∫ 1

0

x e−t

1 + xt
dt.

Takto získal spôsob na s£ítanie divergentného radu, rad (16) prepísal do tvaru re´a-

zového zlomku x
1+

x
1+

x
1+

2x
1+

2x
1+

3x
1+

3x
1+ · · · a pouºil to na výpo£et hodnoty diver-

gentného radu 1!− 2! + 3!− 4! + . . .
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1.3 Zlatá doba re´azových zlomkov

Zaoberal sa aj otázkou týkajúcou sa niektorých periodických re´azových zlomkov,

napr. ak c = 1
2+

1
2+ · · · , potom c = 1

2+c ⇔ c2 + 2c = 1, teda c =
√

2 − 1. Na základe

tohto príkladu odvodil Bombelliho metódu na výpo£et hodnoty odmocniny prirodze-

ného £ísla a v²eobecnú metódu pre rie²enie kvadratickej rovnice pomocou re´azových

zlomkov (podrobne v kapitole 2).

Starodávnym problémom bola kvadratúra kruhu, t.j. kon²trukcia ²tvorca a kruhu s

rovnakou plochou. Johan Heinrich Lambert (1728 - 1777) sa venoval tejto problema-

tike a bol prvým, kto vyslovil zápornú odpove¤ na túto otázku.

Trigonometrické funkcie boli £asto vyjadrené v tvare nekone£ných radov, av²ak kon-

vergencia týchto radov bola pomalá alebo interval konvergencie bol malý. Lambert h©a-

dal v²eobecnú metódu, ktorá by prekonala takéto problémy. Odpove¤ na túto otázku

na²iel v re´azových zlomkoch. Teraz uvedieme Lambertov postup, ktorý môºeme nájs´

aj v knihe [2].

Nech S je konvergentný rad. Zov²eobecnením Euklidovým algoritmom je moºné pre-

meni´ rad na re´azový zlomok, ktorý konverguje k tej istej limite ako rad S. Pri ©ubo-

vo©ných pi a qi je moºné zvoli´ také ri, ºe platia vz´ahy S = q0+
p1
r1

a ri = qi+
pi+1

ri+1
,

∀i = 1, 2, . . . , t.j. S = q0+
p1
q1+

p2
q2+ · · ·

Touto metódou je moºné vyjadri´ napríklad tg (x) =Ssin

Scos

pomocou re´azového zlomku,

kde

Ssin = sin (x) =
∞∑
i=0

(−1)i
x2i+1

(2i+ 1)!
, (17)

Scos = cos (x) =
∞∑
i=0

(−1)i
x2i

(2i)!
. (18)

Lambert poloºil nasledujúce hodnoty: b0 = 0, b1 = x−1, a1 = 1, ai = −1, bi =

(2i− 1)x−1, potom z (17) a (18) dostal rozklad tg (x) na re´azový zlomok:

tg x =
1

1/x−
1

3/x−
1

5/x−
· · ·

Ukázal tieº, ºe tg (x) je iracionálne £íslo, ak premenná x je nenulové racionálne £íslo.

Pouºitím tej istej metódy dokázal, ºe

ex − 1

ex + 1
=

1
2/x+

1
6/x+

1
10/x+

· · · = 1

i
tg

(
ix

2

)
.
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1.3 Zlatá doba re´azových zlomkov

Tieto re´azové zlomky získal aj Euler (1737) a Lagrange (1776) inými metódami (vi¤

2.2.2).

Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) bol tretím najvýznamnej²ím matematikom,

ktorý prispel k teórii re´azových zlomkov.

Lagrange v [9] udával metódu pre aproximáciu kore¬a polynómu pomocou re´azo-

vých zlomkov. Napríklad ukázal postup rie²enia rovnice x3−7x+7 = 0, ktorej kore¬ x sa

nachádza medzi 1 a 3
2 . Ak x = 1+1

y , potom rovnica nadobúda tvar y3−4y2+3y+1 = 0.

Táto rovnica má kore¬ y medzi 1 a 2. Potom poloºil y = 1+1
z a rovnicu vyjadril v tvare

z3 − 2z2 − z + 1 = 0. Zopakovaním tohto procesu dostal re´azový zlomok

x = 1 +
1

1+

1

2+
· · ·

Lagrange poukázal aj na to, ºe rozklad £ísla
√
D v tvare re´azového zlomku, kde

D ∈ N,
√
D /∈ N je periodický (po£iato£ným £lenom re´azového zlomku je £íslo q0) a

má jeden z nasledujúcich tvarov:

• 1
q1+ · · ·

1
qn+

1
qn+ · · ·

1
q1+

1
q0
,

• 1
q1+ · · ·

1
qn+

1
k+

1
qn+ · · ·

1
q1+

1
q0
, k ∈ N.

Ak £íslo
√
D bude ma´ rozklad prvého tvaru a ak pre x

y (x ∈ Z, y ∈ Z) platí vz´ah

x

y
= q0 +

1

q1+

1

q2+
· · · 1

q1+

1

q0+

1

q1+

1

q2+
· · · 1

q1
, (19)

potom je to najmen²ie rie²enie Pellovej rovnice (8) tvaru: x2 −Dy2 = 1.

Ak
√
D nadobúda druhý tvar, pri£om x

y (x ∈ Z, y ∈ Z) sp¨¬a podmienku

x

y
= q0 +

1

q1+
· · · 1

qn+

1

qk+

1

qn+
· · · 1

q1
,

potom tento rozklad bude najmen²ím rie²ením Pellovej rovnice x2 −Dy2 = 1.

Ak Pellova rovnica má tvar x2−Dy2 = −1 rie²enie existuje iba vtedy, ak rozklad £ísla
√
D sp¨¬a (19).
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2 Re´azové zlomky a ich pouºitie

V predchádzajúcej £asti sme oboznámili £itate©a s re´azovými zlomkami, nieko©kými

ich vlastnos´ami, rôznymi spôsobmi ich vyuºitia pri aproximácii £ísel a funkcií, ale aj

postupným vývojom týchto metód. V 1.3 sme ukázali so�stikovanej²ie vyuºitie re´azo-

vých zlomkov, napríklad ich súvis s radmi. Túto kapitolu sme vypracovali na základe

[4] a rozdelili sme na tri £asti:

• v prvej £asti uvedieme základné de�nície a vlastnosti re´azových zlomkov a ich

vyuºitie v praxi,

• v druhej £asti ukáºeme ako sa dajú rozloºi´ niektoré funkcie pomocou Lagrange-

ovej metódy na re´azové zlomky,

• v tretej £asti sa budeme zaobera´ maticovou metódou, jej vyuºitím v teórii re´a-

zových zlomkov pri výpo£te kore¬ov algebraických rovníc.

2.1 Re´azové zlomky a ich základné vlastnosti

De�nícia 2.1. Nekone£ným re´azovým zlomkom (v²eobecného typu) nazývame výraz

q0 +
p1

q1 +
p2

q2 +
p3

. . . +
. . .

qn +
pn+1

. . .

(20)

kde pi ∈ Z pre ∀i ∈ N a qj ∈ Z pre ∀j ∈ N0.

Poznámka: výraz (20) a

q0 +
p1
q1+

p2
q2+

· · · pn
qn+

· · · (21)

sú ekvivalentné ozna£enia toho istého re´azového zlomku.
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2.1 Re´azové zlomky a ich základné vlastnosti

De�nícia 2.2. Kone£ný re´azový zlomok

Pn
Qn

≡ q0 +
p1
q1+

p2
q2+

· · · pn
qn

(22)

nazývame n-tým zblíºeným zlomkom re´azového zlomku (21).

De�nícia 2.3. Ak poloºíme P0 = b0, Q0 = 1, P−1 = 1, Q−1 = 0, potom vz´ahy

Pn = qnPn−1 + pnPn−2, n ∈ N, (23)

Qn = qnQn−1 + pnQn−2, n ∈ N

nazývame základnými rekurentnými vz´ahmi re´azového zlomku.

Napríklad pomocou základných rekurentných vz´ahov (23) môºeme rozloºi´ odmoc-

ninu prirodzeného £ísla na re´azový zlomok, ak poznáme celú £as´ tejto odmocniny.

Príklad 1. Uvedieme rozklad £ísla
√

5 na re´azový zlomok. Pretoºe celá £as´ £ísla
√

5

je 2, dostaneme

√
5 = 2 + (

√
5− 2) = 2 +

1

4 +
√

5
= 2 +

1

4+

1

4+
· · ·

Lema 2.4. Rozdiel medzi susednými zblíºenými zlomkami je daný vz´ahom:

Pn
Qn

− Pn−1
Qn−1

= (−1)n−1
p1 . . . pn
Qn−1Qn

. (24)

Poznámka: (2.4) uviedol prvýkrát Euler [vi¤ (15)].

Lema 2.5. Rozdiel medzi zblíºenými zlomkami, v ktorých sa indexy lí²ia o dva je daný

vz´ahom:

Pn+1

Qn+1

− Pn−1
Qn−1

= (−1)n−1
p1 . . . pnqn+1

Qn−1Qn+1

. (25)

Poznámka: Ak indexový rozdiel dvoch zblíºených zlomkov (toho istého re´azového

zlomka) je vä£²ie neº 2, na základe vz´ahov (24) a (25) vieme odvodi´ vz´ah pre jeho

výpo£et.
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2.1 Re´azové zlomky a ich základné vlastnosti

Dôsledok 2.6. Z Lemy 2.5 vyplýva, ºe ak v²etky prvky re´azového zlomku sú kladné,

tak jeho zblíºené zlomky ²tvrtého rádu vytvárajú monotónne rastúcu postupnos´, ktorá

je ohrani£ená zhora £íslom q0+
p1
q1

a má limitu, t.j. existuje limn→∞
P2n

Q2n
. Tieº platí, ºe

ak v²etky prvky re´azového zlomku sú kladné, tak jej zblíºené zlomky iného ako ²trv-

tého rádu vytvárajú postupnos´, ktorá je monotónne klesajúca, ohrani£ená zdola £íslom

q0 a má limitu limn→∞
P2n−1

Q2n−1
. Hodnota re´azového zlomku, ktorého v²etky prvky sú

kladné (ak takáto hodnota existuje) je vºdy vä£²ia ako hodnota ©ubovo©ného zblíºeného

zlomku ²tvrtého rádu a vºdy men²ia ako hodnota ©ubovo©ného zbíºeného zlomku iného

ako ²tvrtého rádu. Hodnotou ©ubovolného re´azového zlomku (21) je limn→∞
Pn
Qn

.

De�nícia 2.7. Re´azový zlomok (20), ktorý má v²etky £iastkové £itatele pi rovné jed-

notke a v²etky £iastkové hodnoty qi sú prirodzené £ísla, nazývame aritmetickým re´azo-

vým zlomkov. Tento typ re´azového zlomku zvykneme ozna£ova´

[q0; q1 . . . qn . . . ] ≡ q0 +
1

q1+
· · · 1

qn
· · · (26)

Dôsledok 2.8. Z Lemy 2.4 vyplýva, ºe ºiadny zblíºený zlomok k aritmetickému re´a-

zovému zlomku nie je moºné kráti´.

Lema 2.9. Aritmetické re´azové zlomky majú takú vlastnos´, ºe ak spravíme rozklad

©ubovo©ného reálneho £ísla C na aritmetický re´azový zlomok, pri£om Pn
Qn

je jeho zblíºený

zlomok n-tého rádu, potom tento zblíºený zlomok je najlep²ou racionálnou aproximáciou

£ísla C v tom zmysle, ºe neexistuje presnej²í racionálny zlomok menovate©om nie vy²²ím

ako Qn, ktorý aproximuje £íslo C. Platí vz´ah∣∣∣∣C − Pn
Qn

∣∣∣∣ < 1

QnQn−1
.

V £asti (1.1.1) sme uviedli Euklidov algoritmus, ktorý slúºi na výpo£et najvä£²ieho

spolo£ného delite©a dvoch prirodzených £ísel. V teórii re´azových zlomkov pomocou

tohto algoritmu môºeme ©ubovo©né racionálne £íslo rozloºi´ na aritmetický re´azový

zlomok.
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2.1 Re´azové zlomky a ich základné vlastnosti

Príklad 2. Uvedieme rozklad £ísla 243
65 na aritmetický re´azový zlomok pomocou

Euklidovho algoritmu:

243 = 3 ∗ 65 + 48

65 = 1 ∗ 48 + 17,

48 = 2 ∗ 17 + 14,

17 = 1 ∗ 14 + 3,

14 = 4 ∗ 3 + 2,

3 = 1 ∗ 2 + 1,

2 = 2 ∗ 1 + 0,

t.j. dostaneme postupnos´ [3;1, 2, 1, 4, 1, 2].

V prvej kapitole sme zaviedli diofantické rovnice (7). Nech je daná diofantická rovnica

ax + by = c. �asto je potrebné nájs´ iba celo£íselné rie²enia pre x, y. Nech a, b a c

sú celé £ísla, pri£om c je delite©né najvä£²ím spolo£ným delite©om £ísel a, b, potom

celo£íselné rie²enie rovnice je nasledujúce:

x = (−1)n−1cQn−1 + tQn,

y = (−1)n cPn−1 + tPn,

kde t ∈ Z, Pn−1 je £itate©, Qn−1 je menovate© predposledného zblíºeného zlomku v

rozklade £ísla a
b , pri£om

a
b≡

Pn
Qn

.

Príklad 3. Daná je rovnica 43x− 37y = 21.

Euklidovým algoritmom dostaneme, ºe 43
37 = [1;6, 6], £iºe v tomto prípade Pn−1 = 7,

Qn−1 = 6. Potom dostaneme rie²enia

x = 37t− 126, y = 147− 43t, kde t ∈ Z.

De�nícia 2.10. Aritmetický re´azový zlomok (26) sa nazýva periodickým, ak postup-

nos´ jej £iastkových hodnôt je periodická, t.j. opakujú sa £ísla q0, q1, . . . , qn−1 od i-tého

£lena aritmetického re´azového zlomku, kde 0 ≤ i < n.

[q0; q1, . . . , qi−1, qi, . . . , qn−1],

kde £iara nad £íslami vyjadruje poradie opakovania £íslic.
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2.2 Rozklad niektorých funkcií na re´azové zlomky

Poznámka: Analogicky môºeme de�nova´ pojem periodických re´azových zlomkov aj

pre re´azové zlomky v²eobecného typu, ale v teórie £ísel predmetom skúmania sú hlavne

aritmetické re´azové zlomky.

V teórii £ísel významnú úlohu hrá Lagrangeova veta tvrdiaca, ºe kaºdú kvadratickú

iracionalitu moºno rozloºi´ na periodické re´azové zlomky.

Príklad 4. Napríklad: 1+
√
7

2
= [1;1, 4, 1, 1],

√
13 = [3;1, 1, 1, 1, 6].

Za poznámku stojí rozklad £ísla
√

13 na re´azový zlomok v²eobecného typu

√
13 = 3 + (

√
13− 3) = 3 +

2

3+

1

3+

1

3+

1

3+
· · · ,

ktorý je jednoduch²í a konverguje rýchlej²ie ako jeho rozklad na aritmetický re´azový

zlomok. Z tohto dôvodu rozklad kvadratickej iracionality na aritmetický re´azový zlo-

mok je zaujímavý skôr z teoretického neº praktického poh©adu.

2.2 Rozklad niektorých funkcií na re´azové zlomky

V prvej £asti podkapitoly uvedieme Lagrangeovu metódu a aplikujeme ju na základnú

diferencálnu rovnicu, £ím získame rozklad rie²enia tejto rovnice na re´azový zlomok. V

druhej £asti vlastne túto zov²eobecnenú metódu vyuºijeme na rozklad mocninových,

logaritmických a exponenciálnych funkcií a tg(·), th(·), arctg(·).

2.2.1 Lagrangeova metóda a základná diferenciálna rovnica

Lagrange navrhol nasledujúci spôsob rie²enia diferenciálnych rovníc pomocou re´azo-

vých zlomkov.

Nech je daná diferenciálna rovnica s premennými x, y. Ak poloºíme y ≈ ξ0 a pred-

pokladáme, ºe |x| ≈ 0, potom platí, ºe y =
ξ0

1+y1
a ak dosadíme y do pôvodnej rovnice,

potom dostaneme novú diferenciálnu rovnicu s premennými x, y1. Potom poloºíme

y1 ≈ ξ1 a predpokladáme, ºe |x| ≈ 0, vyjadríme y1 =
ξ1

1+y2
a dosadíme do diferenciálnej

rovnice. Ak celý tento proces zopakujeme, dostaneme sa k rie²eniu pôvodnej diferen-

ciálnej rovnice v tvare re´azového zlomku
[
ξn
1+

]∞
1
, pri£om premennú ξn môºeme h©ada´

v tvare anxυn , kde υn ≥ 0.

Týmto spôsobom je moºné vyrie²i´ mnoho diferenciálnych rovníc, av²ak býva prob-

lémom nájdenie závislosti ξn od indexu n, a n-tého £lena re´azového zlomku.
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2.2 Rozklad niektorých funkcií na re´azové zlomky

Nech je daná diferenciálna rovnica

(α + α
′
x)xy

′
+ (β + β

′
x)y + γy2 = δx, y(0) = 0, (27)

kde α, β, γ, δ sú racionálne £ísla. Na (27) aplikujeme vy²²ie opísanú Lagrangeovu

metódu, t.j. poloºíme y = δx
α+β+y1

a transformujeme ju, dostaneme

(α + α
′
x)xy

′
+
[
α + β − (α + β

′
)x
]
y + y21 =

[
(α + β)(α

′
+ β

′
) + γδ

]
x.

Ak zopakujeme tento proces, dostaneme nasledujúci re´azový zlomok pre premennú y:

y =
δx

(α + β)+

[
(α + β)(α

′
+ β

′
) + γδ

]
x

(2α + β)+

[
αα

′ − αβ ′ + α
′
β + γδ

]
x

(3α + β)+
· · ·

(28)

· · ·
[
(nα + β)(nα

′
+ β

′
) + γδ

]
x

(2nα + β)+

[
n2αα

′ − nαβ ′ + nα
′
β + γδ

]
x

[(2n+ 1)α + β] +
· · ·

Skoro v²etky diferenciálne rovnice, ktorých rie²enia boli rozloºené do tvaru re´azo-

vých zlomkov Lagrangeom, Eulerom a ¤alsími matematikmi sú ²peciálnym (aj (27))

prípadom základnej diferenciálnej rovnice:

(α + α
′
xk)xy

′
+ (β + β

′
xk)y + γy2 = δxk, y(0) = 0. (29)

Na rie²enie základnej diferenciálnej rovnice môºeme ve©mi ©ahko prís´ na základe (28):

y =
δxk

(kα + β)+

[
(kα + β)(kα

′
+ β

′
) + γδ

]
xk

(2kα + β)+

[
k2αα

′ − kαβ ′ + kα
′
β + γδ

]
x

(3kα + β)+
· · ·

(30)

· · ·
[
(nkα + β)(nkα

′
+ β

′
) + γδ

]
x

(2nkα + β)+

[
n2k2αα

′ − nkαβ ′ + nkα
′
β + γδ

]
x

[(2n+ 1)kα + β] +
· · ·

2.2.2 Rie²enia funkcií v tvare re´azových zlomkov

Mocninová funkcia

Nech je daná mocninová funkcia y = (1 + x)υ, υ ∈ R, ktorej diferenciálnu rovnicu mô-

ºeme dosta´ v tvare (1+x)y
′
= υy, y(0) = 1. Poloºme y = 1+ υx

1+z , potom diferenciálnu

rovnicu môºeme transformova´ na

(1 + x)xz
′
+ [1− (1− υ)x] z2 + z = −(1− υ)x, z(0) = 0,
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2.2 Rozklad niektorých funkcií na re´azové zlomky

£o je ²peciálnym prípadom (29), v ktorom platí k = α = α
′
= β = γ = 1, β

′
= −(1−υ)

a δ = 1− υ. Potom z (30) dostaneme rozklad rie²enia mocninovej funkcie na re´azový

zlomok:

(1 + x)υ = 1 +
υx

1+

(1− υ)x

2+

(1 + υ)x

3+
· · · (n− υ)x

2+

(n+ υ)x

(2n+ 1)+
· · · (31)

Tento rozklad získal Lagrange. Na základe uvedených podmienok konvergencie roz-

klad konverguje v celej komplexnej rovine, okrem £as´ reálnej osi od −∞ do −1. Moc-

ninový rad, v ktorom sa nachádza funkcia y = (1 + x)υ konverguje v otvorenom kruhu

s polomerom 1 a stredom v nulovom bode. To znamená, ºe rozklad uvedenej funkcie

na re´azový zlomok konverguje v omnoho ²ir²ej oblasti ako rozklad tej istej funkcie do

mocninového radu.

Príklad 5. Nech x = 2, υ =
√

2. Potom ak dosadíme do (31) dostaneme

3
√
2 = 1 +

2
√

2

1+

2(1−
√

2)

2+

2(1 +
√

2)

3+
· · · 2(n−

√
2)

2+

2(n+
√

2)

(2n+ 1)+
· · ·

Logaritmická funkcia

Rozklad (31) môºeme prepísa´ do tvaru

(1 + x)υ − 1

υ
=

x

1+

(1− υ)x

2+

(1 + υ)x

2+
· · · (n− υ)x

2+

(n+ υ)x

(2n+ 1)+
· · ·

Ak poloºíme υ = 0, a pritom limυ→∞
(1+x)υ−1

υ = ln(1 + x), potom dostaneme rozklad

prirodzeného logaritmu na re´azový zlomok:

ln(1 + x) =
x

1+

x

2+

x

3+

2x

2+

2x

5+
· · · nx

2+

nx

(2n+ 1)+
· · · (32)

Tento rozklad a spôsob jeho získania uviedol Lagrange. Rozklad konverguje v kom-

plexnej rovine s výnimkou £asti reálnej osi od −∞ do −1.

Príklad 6. Nech x = 2. Potom dosadením do (32) dostaneme rozklad £ísla ln(3):

ln(3) =
2

1+

2

2+

2

3+
· · · 2n

2+

2n

(2n+ 1)+
· · ·

Exponenciálna funkcia

Ak v rozklade (31) nahradíme x za x
υ , potom re´azový zlomok bude ma´ nasledujúci

tvar:

(1 +
x

υ
)υ = 1 +

x

1+

1−υ
υ
x

2+

1+υ
υ
x

3+
· · ·

n−υ
υ
x

2+

n+υ
υ
x

(2n+ 1)+
· · ·
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2.2 Rozklad niektorých funkcií na re´azové zlomky

Z matematickej analýzy poznáme vz´ah limυ→∞
(
1 + x

υ

)υ
= ex, t.j. ak υ →∞ dosta-

neme rozklad

ex = 1 +
x

2−
x

2+

x

3−
x

2+
· · · x

2+

x

(2n+ 1)−
· · ·

Tento rozklad získal Lagrange. Pomocou vz´ahu

q0 +
p1
q1+
· · · pn

qn+
· · · = (33)

q0+
p1q2

(q1q2 + a2)−
p2p3q4

[(q2q3 + a3)q4 + q2a4]−
· · · p2n−2p2n−1q2n−4q2n

[(q2n−2q2n−1 + a2n−1)q2n−2 + q2n−2a2n]−
· · ·

môºeme previes´ Lagrangeov rozklad ex na Eulerov rozklad ex:

ex = 1 +
2x

(2− x)+

x2

6+

x2

6+
· · · x2

[2(2n+ 1)] +
· · ·

Obe rozklady ex konvergujú v celej komplexnej rovine.

Rozklady funkcií tg(·), th(·), arctg(·)

Diferenciálna rovnica pre funkciu y = tg(x) má tvar y
′
= 1+y2, y(0) = 0. Ak poloºíme

y = x
1+z diferenciálna rovnica sa transformuje na

xz
′
+ z + z2 = −x2,

£o je ²peciálny prípad diferenciálnej rovnice (29): α = α
′

= β = γ = δ = 1, β
′

= −1,

k = 2. Potom na základe (30) tg (x) bude ma´ nasledujúci rozklad do re´azového

zlomku:

tg(x) =
x

1−
x2

3−
· · · x2

(2n+ 1)−
· · · (34)

Tento rozklad objavil Lambert. Rozklad konverguje na celej komplexnej rovine ok-

rem tých bodov, v ktorých tg (x) nie je de�novaný (kde tg(x) = ±∞).

Príklad 7. Nech x =π
4 . �íslo 1 na základe (34) môºeme zapísa´ pomocou re´azového

zlomku

1 = tg
(π

4

)
=

π/4
1−

(π/4)
2

3−
· · · (π/4)

2

(2n+ 1)−
· · ·

Rozklad funkcie th (x) dostaneme z rozkladu tg (x), a to tak, ºe x nahradíme za x
i a

celú rovnicu vynásobíme s i:

th(x) =
x

1+

x2

3+
· · · x2

(2n+ 1)+
· · ·
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2.3 Maticové metódy pre re´azové zlomky

Rozklad funkcie arctg (x) dostaneme podobne ako tg (x). Diferenciálna rovnica pre

arctg (x) je y
′

= 1
1+y2 , y(0) = 0. Nech y = x

1+z , potom rovnica sa stáva ²peciálnym

prípadom rovnice (29), kde α = α
′
= β = δ = 1, β

′
= −1, k = 2:

(1 + x2)xz
′
+ (1− x2)z + z2 = x2.

Pod©a (30) rozklad nadobúda tvar:

arctg(x) =
x

1 + z
=

x

1+

x2

3+

4x2

5+
· · · n2x2

(2n+ 1)+
· · · (35)

Tento rozklad tieº uviedol Lambert. Rozklad konverguje v komplexnej rovine výmin-

kou dvoch oblastí na imaginárnej osi: od −∞ do −i a od i do ∞, teda konvergen£ná

oblas´ tohto rozkladu je omnoho ²ir²ia ako mocninového radu funkcie arctg (x), ktorý

konverguje vnútri kruhu jednotkového polomeru so stredom v nulovom bode.

Príklad 8. Nech x = 1, potom rozklad iracionálneho £ísla π
4 na základe (35) je

π

4
= arctg(1) =

1

1+

1

3+

4

5+
· · · n2

(2n+ 1)+
· · ·

2.3 Maticové metódy pre re´azové zlomky

Teória re´azových zlomkov je vytvorená pomocou základných rekurentných vz´ahov

(23). Je prirodzené vy²etri´ zov²eobecnenie re´azových zlomkov, zaloºené na iných line-

árnych rekurentných vz´ahoch, ktoré platia medzi £itate©om a menovate©om susedných

zblíºených zlomkov.

Takéto lineárne rekurentné vz´ahy môºeme napísa´ v tvare:

Pn = αnPn−1 + βnQn−1, ∀n ∈ N, (36)

Qn = γnPn−1 + δnQn−1, ∀n ∈ N,

kde αn, βn, γn a δn sú celé £ísla. Tieto vz´ahy zapísané v maticovej forme súPn
Qn

 =

αn βn

γn δn

Pn−1
Qn−1

 , ∀n ∈ N. (37)
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2.3 Maticové metódy pre re´azové zlomky

2.3.1 Nájdenie druhej odmocniny £ísla pomocou ²tvorcovej matice dru-

hého rádu

Pre vz´ahy (36), (37) poloºme αn = a, βn = u, γn = 1, δn = a, potom tieto vz´ahy

dostaneme v nasledujúcom tvare:

Pn = aPn−1 + tQn−1, ∀n ∈ N,

Qn = Pn−1 + aQn−1, ∀n ∈ N,

respektívne Pn
Qn

 =

 a t

1 a

Pn−1
Qn−1

 , ∀n ∈ N.

Ak a = 0 proces nekonverguje (prípad singulárnej matice), preto predpokladáme, ºe

a 6= 0. Ak limn→∞
Pn
Qn

existuje, tak je rovná
√
t alebo −

√
t. Z toho vyplýva, ºe pri

t < 0 re´azový zlomok nekonverguje (v R). Ozna£me:

x+ =
√
t a x− = −

√
t.

Potom máme ²tyri konvergen£né prípady v závislosti od £ísla a

• ak x+ < a, potom

x+ <
Pn
Qn

<
Pn−1
Qn−1

(38)

• ak 0 < a < x+, potom

P2n−2

Q2n−2
<
P2n

Q2n

< x+ <
P2n+1

Q2n+1

<
P2n−1

Q2n−1
(39)

• ak x− < a < 0, potom

P2n−1

Q2n−1
<
P2n+1

Q2n+1

< x− <
P2n

Q2n

<
P2n−2

Q2n−2
(40)

• ak a < x−, potom

Pn−1
Qn−1

<
Pn
Qn

< x− (41)
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V prípade, ºe a > 0, t.j. pre (38) a (39) platí limn→∞
Pn
Qn

= x+ =
√
t, kým

v prípade, kde a < 0, £iºe pre (40) a (41) platí limn→∞
Pn
Qn

= x− = −
√
t.

Príklad 9. Na základe uvedenej teórie zostrojíme ukáºkový príklad.

• Nech
√
t =
√

31, a = 6, potom nastáva prípad (38) a matica má tvar

 6 31

1 6

.

P0

Q0

=
6

1
,
P1

Q1

=
67

12
,
P2

Q2

=
774

139
,
P3

Q3

=
8.953

1608
,
P4

Q4

=
103.566

18.601
, · · ·

√
31 <

103.566

18.601

(
P4

Q4

)
<

8.953

1.608

(
P3

Q3

)

≈ 5, 567764363 ≈ 5, 567765174 ≈ 5, 56778607

• Nech
√
t =
√

39, a = 6, potom nastáva prípad (39) a matica má tvar

 6 39

1 6

.

P0

Q0

=
6

1
,
P1

Q1

=
75

12
,
P2

Q2

=
918

147
,
P3

Q3

=
11.241

1.800
,
P4

Q4

=
137.646

22.041
,
P5

Q5

=
1.685.475

269.892
, · · ·

918

147

(
P2

Q2

)
<

137.646

22.041

(
P4

Q4

)
<
√

39 <
1.685.475

269.892

(
P5

Q5

)
<

11.241

1.800

(
P3

Q3

)

≈ 6, 2449 ≈ 6, 24499796 ≈ 6, 244997998 ≈ 6, 244997999 ≈ 6, 245

• Nech
√
t =
√

39, a = −6, potom nastáva prípad (40) a matica má tvar

−6 39

1 −6

.

P0

Q0

=
−6

1
,
P1

Q1

=
75

−12
,
P2

Q2

=
−918

147
,
P3

Q3

=
11.241

−1.800
,
P4

Q4

=
−137.646

22.041
, · · ·

−11.241

1.800

(
P3

Q3

)
< −1.685.475

269.892

(
P5

Q5

)
< −
√

39 < −137.646

22.041

(
P4

Q4

)
< −918

147

(
P2

Q2

)

≈ −6, 245 ≈ −6, 244997999 ≈ −6, 244997998 ≈ −6, 24499796 ≈ −6, 2449
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2.3 Maticové metódy pre re´azové zlomky

• Nech
√
t =
√

31, a = −6, potom nastáva prípad (41) a matica má tvar

−6 31

1 −6

.

P0

Q0

=
−6

1
,
P1

Q1

=
67

−12
,
P2

Q2

=
−774

139
,
P3

Q3

=
8.953

−1.608
,
P4

Q4

=
−103.566

18.601
, · · ·

−8.953

1.608

(
P3

Q3

)
< − 103.566

18.601

(
P4

Q4

)
< −

√
31

≈ −5, 56778607 ≈ −5, 567765174 ≈ −5, 567764363

2.3.2 Rie²enie kvadratickej rovnice pomocou matíc druhého rádu

Predpokladajme, ºe platí αn = a, βn = −q, γn = 1, δn = a+ p. Potom pre vz´ahy (36)

dostaneme

Pn = aPn−1 + (−q)Qn−1, ∀n ∈ N,

Qn = Pn−1 + (a+ p)Qn−1, ∀n ∈ N,

£o v maticovom podobe nadobudne tvarPn
Qn

 =

a −q

1 a+ p

Pn−1
Qn−1

 , ∀n ∈ N.

Ak limn→∞
Pn
Qn

existuje, potom bude kore¬om kvadratickej rovnice x2 + px + q = 0.

Pri D = p2− 4q < 0 proces nekonverguje, pretoºe v tomto prípade korene kvadratickej

rovnice sú komplexné a postupnos´ s reálnymi £lenmi nemôºe da´ komplexnú limitu.

Ozna£me:

x+ =
−p+

√
p2 − 4q

2
a x− =

−p−
√
p2 − 4q

2
.

Pre x++x−
2 re´azový zlomok nekonverguje. Budeme ma´ ²tyri prípady konvergencií (v

závislosti od £ísla a)

• ak x+ < a, potom

x+ <
Pn
Qn

<
Pn−1
Qn−1

(42)

• ak x++x−
2 < a < x+, potom

P2n−2

Q2n−2
<
P2n

Q2n

< x+ <
P2n+1

Q2n+1

<
P2n−1

Q2n−1
(43)
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• ak x− < a < x++x−
2 , potom

P2n−1

Q2n−1
<
P2n+1

Q2n+1

< x− <
P2n

Q2n

<
P2n−2

Q2n−2
(44)

• ak a < x−, potom

Pn−1
Qn−1

<
Pn
Qn

< x− (45)

V prípade, ºe a >x++x−
2 , platí limn→∞

Pn
Qn

= x+ =
−p+
√
p2−4q

2 , ale

v prípade, ºe a < x++x−
2

, platí limn→∞
Pn
Qn

= x− =
−p−
√
p2−4q

2 .

Príklad 10. Nech je daná rovnica x2 − 4x + 2 = 0 (p = −4, q = 2), ktorá má

korene x+ = 2 +
√

2 a x− = 2−
√

2.

• Nech a = 4, potom nastáva prípad (42) a matica nadobúda tvar

 4 −2

1 0

.

P0

Q0

=
4

1
,
P1

Q1

=
14

4
,
P2

Q2

=
48

14
,
P3

Q3

=
164

48
,
P4

Q4

=
560

164
, ,

P5

Q5

=
1.912

560
, · · ·

2 +
√

2 <
1.912

560

(
P5

Q5

)
<

560

164

(
P4

Q4

)

≈ 3, 41421 < ≈ 3, 41429 < ≈ 3, 41463

• Nech a = 3, potom nastáva prípad (43) a matica nadobúda tvar

 3 −2

1 −1

.

P0

Q0

=
3

1
,
P1

Q1

=
7

2
,
P2

Q2

=
17

5
,
P3

Q3

=
41

12
,
P4

Q4

=
99

29
,
P5

Q5

=
239

70
, · · ·

17

5

(
P2

Q2

)
<

99

29

(
P4

Q4

)
< 2 +

√
2 <

239

70

(
P5

Q5

)
<

41

12

(
P3

Q3

)

= 3, 4 < ≈ 3, 41379 < ≈ 3, 41421 < ≈ 3, 41429 < ≈ 3, 41667
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• Nech a = 1, potom nastáva prípad (44) a matica nadobúda tvar

 1 −2

1 −3

.

P0

Q0

=
1

1
,
P1

Q1

=
−1

−2
,
P2

Q2

=
3

5
,
P3

Q3

=
−7

−12
,
P4

Q4

=
17

29
,
P5

Q5

=
−41

−70
, · · ·

7

12

(
P3

Q3

)
<

41

70

(
P5

Q5

)
< 2−

√
2 <

17

29

(
P4

Q4

)
<

3

5

(
P2

Q2

)

≈ 0, 58333 < ≈ 0, 58571 < ≈ 0, 58579 < ≈ 0, 58621 < = 0, 6

• Nech a = 0, potom nastáva prípad (45) a matica nadobúda tvar

 0 −2

1 −4

.

P0

Q0

=
0

1
,
P1

Q1

=
−2

−4
,
P2

Q2

=
8

14
,
P3

Q3

=
−28

−48
,
P4

Q4

=
96

164
,
P5

Q5

=
−328

−560
, · · ·

96

164

(
P4

Q4

)
<

328

560

(
P5

Q5

)
< 2−

√
2

≈ 0, 58537 < ≈ 0, 58571 < ≈ 0, 58579

2.3.3 Súvis maticovej metódy s teóriu re´azových zlomkov

H©adáme také podmienky, pri ktorých z rovníc (36) môºeme dosta´ základné rekurentné

vz´ahy (23). Kvôli tomu zameníne v (36) indexy o jedno niº²ie (n na n−1) a aplikujeme

na nich základné rekurentné vz´ahy. Získame:

Pn =

(
αn + δn−1

βn
βn−1

)
Pn−1 −

βn
βn−1

(αn−1δn−1 − βn−1γn−1)Pn−2, ∀n ∈ N, (46)

Qn =

(
γn
γn−1

δn−1 + δn

)
Qn−1 −

γn
γn−1

(αn−1δn−1 − βn−1γn−1)Qn−2, ∀n ∈ N.

Zo vz´ahoch (46) vyplýva, ºe Pn môºeme povaºova´ za £itate©a a Qn za menovate©a

n-tého zblíºeného zlomka v tom prípade, ak platia nasledujúce vz´ahy:

γn
γn−1

αn−1 + δn =
βn
βn−1

δn−1 + αn, pre n ≥ 2,

γn
γn−1

=
βn
βn−1

, pre n ≥ 2,
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ktoré môºeme transformova´ na tvar:

αn − γn
βn

=
αn−1 − γn−1

βn−1
= · · · = α1 − γ1

β1
, ∀n ∈ N, (47)

βn
γn

=
βn−1
γn−1

= · · · = β1
γ1
, ∀n ∈ N,

Potom maticu (37) môºeme napísa´ ako αn βn
γ1
β1
βn αn − γ1−δ1

β1
βn

 , ∀n ∈ N, (48)

a bude ekvivalentná re´azovému zlomku, ktorého £itatele pn a menovatele qn dostaneme

pomocou vz´ahov

pn =
βn
βn−1

(βn−1γn−1 − αn−1δn−1) , n ≥ 2, (49)

qn =
βn
βn−1

δn−1 + αn−1, n ≥ 2,

Zo vz´ahov α0 β0

γ0 δ0

1

0

 =

α0

γ0

 =

q0
1

 (50)

α1 β1

γ1 δ1

q0
1

 =

α1q0 + β1

γ1q0 + δ1

 =

q0q1 + p1

q1


nájdeme nultý a prvý £len re´azového zlomku. Takýmto spôsobom matica (48) spolu s

maticou

α0 β0

1 δ0

 dáva re´azový zlomok

α0 +
α1α0 + β1 − α0 (γ1α0 + δ1)

(γ1α0 + δ1) +

β2
β1

(β1γ1 − α1δ1)(
β2
β1
δ1 + α2

)
+
· · ·

βn
βn−1

(βn−1γn−1 − αn−1δn−1)(
βn
βn−1

δn−1 + αn

)
+

· · ·

(51)

Príklad 11. Nech je daná matica

 1 2

1 1

. Na základe (51) £íslo√2 môºeme zapísa´

ak re´azový zlomok
√

2 = 1 +
1

2+

1

2+

1

2+
· · ·
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V teórii re´azových zlomkov takýto spôsob dostaneme pomocou pomerne zloºitého

vzorca (33). Pri na²om spôsobe je to ove©a lah²ie, pretoºe sta£í postupne umocnova´

maticu na druhú, na tretiu, at¤.

Príklad 12.

Nech je daná matica z predchádzajúceho príkladu. Vypo£ítame jej druhú mocninu1 2

1 1

2

=

3 4

2 3


.

Nultý a prvý prvok re´azového zlomku dostaneme na základe (50) bezprostredne, ak

poznáme prvé zblíºené zlomky po£iato£ného rozkladu £ísla
√

2. �al²ie £leny re´azového

zlomku môºeme vypo£íta´ pomocou vz´ahov (49), v tomto prípade: an = 2∗4−3∗3 =

−1, bn = 3 + 3 = 6. Potom

√
2 = 1 +

2

5−
1

14−
1

14−
· · ·

Príklad 13. Ak umocníne maticu z Príkladu 11. na tretiu, dostaneme1 2

1 1

3

=

7 10

5 7

 ,

Na základe predchádzajúceho príkladu potom rozklad £ísla
√

2 je

√
2 = 1 +

5

12+

1

14+

1

14+
· · ·

2.3.4 Rozklad kvadratickej iracionálnosti na neperiodické re´azové zlomky

pomocou matíc druhého rádu s premennými prvkami

Na základe predchádzajúcej £asti môºeme dosta´ nekone£no ve©a rozkladov kvadratic-

kej iracionálnosti na neperiodické re´azové zlomky.

Príklad 14. Nech je daná matica

 1 2(n+ 1)

n+ 1 1

, n ∈ N0, ktorá vyhovuje pod-

mienkam (47). Pomocou vz´ahu (37) môºeme dosta´ n-tý zblíºený zlomok aproximo-

vaného £ísla

Pn
Qn

=
Pn−1 + 2(n+ 1)Qn−1

(n+ 1)Pn−1 +Qn−1
(52)
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Ak n→∞ platí: Pn ≈ Pn−1 a Qn ≈ Qn−1. Po úprave rovnice (52) dostaneme

Pn [(n+ 1)Pn +Qn] = [Pn + 2(n+ 1)Qn]Qn, ak n→∞.

⇓(
Pn
Qn

)2

= 2, ak n→∞,

z £oho limn→∞
Pn
Qn

=
√

2, t.j. matica rozloºí £íslo
√

2 na základe (51) na nasledujúci

re´azový zlomok:

√
2 = 1 +

2

3+

21

5+

136

7+
· · · (n2 − 1)(2n2 − 1)

(2n+ 1)+
· · ·

Príklad 15. Na základe predchádzajúceho príkladu pre maticu

 n 2(n+ 1)

n+ 1 n


dostávame limn→∞

Pn
Qn

=
√

2. Rozklad
√

2 v tomto prípade má tvar:

√
2 =

4

1+

21

7+
· · · (n2 − 1)(n2 + 2n− 1)

(2n2 + 1)+
· · ·

2.3.5 Výpo£et racionálnej odmocniny prirodzeného £ísla pomocou matíc

Tretia odmocnina £ísla

Nech máme postupnosti {Pn}, {Qn} a {Rn}, ktorých £leny sú navzájom previazané

vz´ahmi:

Pn = aPn−1 + tQn−1 + tRn−1, ∀n ∈ N, (53)

Qn = Pn−1 + aQn−1 + tRn−1, ∀n ∈ N,

Rn = Pn−1 + Qn−1 + aRn−1, ∀n ∈ N.

Tieto vz´ahy môºeme vyjadri´ pomocou matíc:
Pn

Qn

Rn

 =


a t t

1 a t

1 1 a



Pn−1

Qn−1

Rn−1

 , ∀n ∈ N. (54)

Ak existujú limity limn→∞
Pn
Rn

, limn→∞
Qn
Rn

a sú kone£né, potom platí:

lim
n→∞

Pn
Rn

=
3
√
t2, lim

n→∞

Qn

Rn

=
3
√
t.
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Príklad 16. Nech je daná matica tretieho rádu


1 3 3

1 1 3

1 1 1

, ktorá sp¨¬a vz´ah

(54), t.j. a = 1, t = 3 a existujú tri postupnosti {Pn}, {Qn} a {Rn} pomocou ktorých

aproximujeme £ísla 3
√

9 a 3
√

3.

Ak poloºíme P−1 = 1, Q−1 = 1, R−1 = 1, po ²iestej iterácii dostaneme P6 = 61.234,

Q6 = 42.470, R6 = 29.442.

Potom platí:
61.234

29.442
≈ 2, 079818 a

42.470

29.442
≈ 1, 442497.

Tabu©kové hodnoty sú:

3
√

9 ≈ 2, 080084 a 3
√

3 ≈ 1, 44225.

Ak umocníme po£iato£nú maticu na druhú, na tretiu alebo na n-tú, môºeme ta-

kýmto spôsobom zrýchli´ konvergenciu procesu.

�tvrtá odmocnina £ísla

Zov²eobecnením vz´ahov (53) môºeme získa´ vz´ahy na výpo£et ²tvrtej odmocniny

prirodzeného £ísla t:

Pn = aPn−1 + tQn−1 + tRn−1 + tSn−1, ∀n ∈ N, (55)

Qn = Pn−1 + aQn−1 + tRn−1 + tSn−1, ∀n ∈ N,

Rn = Pn−1 + Qn−1 + aRn−1 + tSn−1, ∀n ∈ N,

Sn = Pn−1 + Qn−1 + Rn−1 + aSn−1, ∀n ∈ N.

Tieto vz´ahy vyjadríme pomocou matíc nasledovne
Pn

Qn

Rn

Sn

 =


a t t t

1 a t t

1 1 a t

1 1 1 a




Pn−1

Qn−1

Rn−1

Sn−1

 , ∀n ∈ N. (56)

Tak isto ako v predchádzajúcom £asti metóda funguje len vtedy, ak limity limn→∞
Pn
Sn

,

limn→∞
Qn
Sn

a limn→∞
Rn
Sn

existujú a sú kone£né. Potom

lim
n→∞

Pn
Sn

=
4
√
t3, lim

n→∞

Qn

Sn
=

4
√
t2, lim

n→∞

Rn

Sn
=

4
√
t.
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n-tá odmocnina £ísla

Na základe (54) a (56) môºeme odvodi´ ²tvorcovú maticu na výpo£et n-tej odmocniny

prirodzeného £ísla: 
a t · · · t

1 a · · · t
...

... . . . ...

1 1 · · · a


n×n

Táto matica umoº¬uje získa´ pribliºnú hodnotu pre n
√
tn−1, n

√
tn−2, . . . , n

√
t, kde n je

©ubovo©né racionálne £íslo.

Konvergencia Eulerovho algoritmu

Metódu výpo£tu odmocniny ©ubovo©ného racionálného stup¬a pomocou matíc prvý-

krát uviedol Euler (aj ke¤ nie v maticovej podobe). Podmienky jeho konvergencie skú-

mal Eskin [5], ktorý dokázal, ºe Euklidov algoritmus konverguje pri ©ubovo©nom t > 1,

ak vhodným spôsobom vyberieme nulové priblíºenie. Naviac algoritmus konverguje aj

pri komplexných t, £o umoº¬uje získa´ pribliºné hodnoty odmocnín komplexných £ísel.

2.3.6 Rie²enie rovnice tretieho stup¬a pomocou matíc

Z matice 
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 (57)

môºeme dosta´ rovnice

x =
a11x+ a12y + a13
a31x+ a32y + a33

, (58)

y =
a21x+ a22y + a23
a31x+ a32y + a33

.

Ak eliminuje x z týchto rovníc dostaneme rovnice tretieho stup¬a vzh©adom na pre-

mennú y. Z toho vyplýva, ºe matica (57) v prípade konvergencie procesu slúºi na

výpo£et pribliºnej hodnoty jedného reálneho kore¬a rovnice tretieho stup¬a. Z rovníc

(58) získame rovnice
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x = y +
(a11 − a21)x+ (a12 − a22)y + a13 − a23

a31x+ a32y + a33
,

y = 1 +
(a21 − a31)x+ (a22 − a32)y + a23 − a33

a31x+ a32y + a33
.

Pre konvergenciu je potrebné, aby platilo y2 = x. Sta£í (vzh©adom na konvergenciu),

aby získané rovnice mali tvar:

x = y +
a23 − a33x

a31x+ a32y + a33
,

y = 1 +
a23 − a33

a31x+ a32y + a33
.

Ak poloºíme a21 = a31, a22 = a32, a11 = a21, a13 = a23, a12 − a22 = a23 = a33 matica

(57) nadobudne tvar 
a11 a22 + a13 − a33 a13

a11 a22 a13

a11 a22 a33


.

(59)

To nás privádza k rovnici tretieho stup¬a

a11y
3 + (a22 − a11)y2 + (a33 − a22)y − a13 = 0 (60)

Ak vezmeme ²peciálny prípad a11 = a22 = 1, a33 − 1 = p a a13 = −q z matice (59)

dostaneme maticu 
1 −p− q −q

1 1 −q

1 1 p+ 1


,

(61)

£o nás privedie k neúplnej kubickej rovnici

y3 + py + q = 0. (62)

Príklad 17. Nech je daná rovnica tretieho stup¬a (62): y3 − y − 3 = 0.

Zostrojíme maticu na základe matici (61):


1 4 3

1 1 3

1 1 0

, pomocou ktorého dosta-

neme aproximáciu jediného reálneho kore¬a rovnice. Ak poloºíme ²tartovací vektor
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→
x0= (1, 1, 1), po piatich iteráciách dostaneme

→
x5= (13.423, 8.026, 4.798).

Potom pre reálny kore¬ dostaneme nasledujúce aproximácie:

13.423

8.026
≈ 1, 67245957 a

8.026

4.798
≈ 1, 67278025.

MathLab: ≈ 1, 67169988.

Táto metóda konverguje rýchlo iba vtedy, ak daná rovnica nemá dva korene, ktoré

by boli navzájom blízke v absolútnej hodnote.

Poznámka: ak poloºíme p = 0, q = −t matica (61) nadobudne tvar
1 t t

1 1 t

1 1 1


.

Táto matica umoºnuje aproximova´ tretiu odmocninu £ísla t (vi¤. £as´ 2.3.5).

Poznámka: Podobne ako v predchádzajúcich prípadoch, môºeme zostroji´ maticu n-

tého rádu, ktorá bude slúºi´ na pribliºný výpo£et jedného reálneho kore¬a rovnice

n-tého stup¬a. Napríklad matica

k lan 0 · · · 0 0 0 0

0 k lan · · · 0 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

...

0 0 0 · · · lan 0 0 0

0 0 0 · · · k lan 0 0

0 0 0 · · · 0 k 0 lan

−la0 −la1 −la2 · · · −lan−4 −lan−3 k − lan−1 −lan−2
0 0 0 · · · 0 0 lan k


n×n

v prípade konvergentého procesu, môºe slúºi´ na pribliºný výpo£et reálneho kore¬a

rovnice

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x
1 + a0 = 0.
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Záver

V tejto práci sme sledovali dva ciele. Prvým cie©om bolo sprístupni´ ²ir²ej £itate©skej

verejnosti teóriu re´azových zlomkov. Zo stru£ného historického preh©adu vývoja tejto

teórie, ktorý je predmetom prvej kapitoly, vyplýva, ºe re´azové zlomky zohrali v rozvoji

matematiky významnú úlohu, hlavne v teórii £ísel, ale aj v iných jej oblastiach. Mnohí

známi matematici prispeli k tejto tematike. Sta£í len spomenú´ také zvu£né mená ako

Euklid, Euler a Lagrange (alebo zo sú£asných £ias významného ruského matematika

Vladimira Igorevicha Arnolda), ktorí posúvali túto teóriu stále vpred a pomocou re´a-

zových zlomkov sa im podarilo vyrie²i´ mnohé dovtedy nevyrie²ené problémy, z ktorých

zopár takéto rie²enie je sú£as´ou prvej £asti tejto práce.

Druhý cie©, ktorý sme sledovali (a ktorý je dôleºitej²í ako ten prvý), bol okrem

iného nau£i´ sa pribliºne rie²i´ algebraické rovnice, t.j. nájs´ reálne korene polynómu

©ubovo©ného stup¬a pomocou geometrických metód. Re´azové zlomky sa dajú vyjadri´

nielen ako postupnosti celých £ísel, ale aj pomocou istých ²peciálnych matíc. Výhodou

tejto metódy je skuto£nos´, ºe rozklad toho istého reálneho £ísla na re´azový zlomok

môºeme vyjadri´ pomocou viacerých matíc, £oho dôsledkom je zmena rýchlosti konve-

gencii zblíºených re´azových zlomkov k danému rie²eniu. Bohuºia©, nezostal dostato£ný

priestor na to, aby sme mohli porovna´ takéto metódy s inými pribliºnými metódami

rie²enia algebraických rovníc. To môºe by´ produktom ¤al²ej práce.

Prínosom práce pre autora bolo preh¨benie vedomostí o teórii re´azových zlomkov.

Taktieº prínosom bola práca v editore LATEX a písanie samotnej bakalárskej práce ako

vedeckej práce.

Túto prácu odporú£am záujemcom matematiky, ktorí radi spoznávajú nové spôsoby

a postupy rie²ení algebraických rovníc a niektorých ²peciálnych funkcií.
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