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Abstrakt v statnom jazyku

1ZSAK, David: Refazové zlomky a aproximacia [Bakalarska pracal, Univerzita Komen-
ského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane]

matematiky a Statistiky; gkolitel: RNDr. Dusan Krajcovi¢, CSc., Bratislava, 2014, 45s.

V naSej praci sa zaoberame historickym vyvojom, vlastnostami a aplikaciou retazo-
vych zlomkov. Po stru¢nom opise vyvoja teorie retazovych zlomkov uvedieme niekol'ko
vlastnosti tychto zlomkov a rézne sposoby na ich aplikaciu. Zavedieme Euklidov algo-
ritmus, ktory pouzijeme pri rozklade racionalnych ¢isel na aritmetické retazové zlomky.
Dalej skimame Lagrangeovu metddu rozkladu niektorych funkcii na retazové zlomky
pomocou diferencialnej rovnice. Pri rieSeni algebraickych rovnic respektive pri hfadani
jej redlnych korenov pouzijeme tzv. maticovii metdédu platnta pre Tubovolny stupen da-
nej rovnice. Naviac pomocou tejto metody modzeme aproximovat Tubovolni racionalnu

odmocninu prirodzenych ¢isel.

Krlucové slova: Retazové zlomky, Euklidov algoritmus, Diofanticka rovnica,

Diferencialne rovnice, Algebraické rovnice



Abstract

1ZSAK, David: Continued fractions and approximation |Bachelor Thesis|, Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Depart-
ment of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDR. Dusan Krajcovic,
CSc., Bratislava, 2014, 45p.

In our work we deal with the historical development, characteristics and application
of continued fractions. After briefly describing the development of the theory of conti-
nued fractions we list several properties of these fractions and various methods for their
application. We introduce the Euclidean algorithm, which we use for the decomposition
of rational numbers into arithmetic continued fractions. Furthermore, we investigate
Lagrange‘s method of decomposition of certain functions into continued fractions using
differential equations. To solve algebraic equations finding their real roots we use the
so-called matrix method, which is suitable for any degree of an equation. Moreover

using this method we can approximate any rational root of a natural number.

Keywords: Continued fractions, Fuclidean algorithm, Diophantine equation,

Differential equations, Algebraic equations
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UVOD

Uvod

Clovek sa uz od nepaméiti snazil pochopit svoje okolie. Zacalo sa to prac¢lovekom, ktory
musel spravne uhadnut vzdialenost pri love zveri. Mdzeme povedat, Ze to boli prvé ap-
roximécie, ktoré ¢lovek pouzil. Neskorsie, ked sa ¢lovek zacal zaoberat matematikou,
sa vyskytli rozne problémy a ¢isla, ktoré nevedel vysvetlit, nevedel vyjadrit pomocou
vtedajsich vedomosti. Popisoval ich ako hodnoty, ktoré si mensie alebo vicsie ako uz
znadme hodnoty, alebo ktoré lezia medzi dvomi zndmymi hodnotami. Bolo nevyhnutné,
aby pre tieto hodnoty vytvoril nejaké metody a sposoby ako ich ziskat, ako ich aproxi-
movat.

Jednou z odpovedi ako ziskat tieto pozadované hodnoty boli retazové zlomky. Po-
dobné sposoby ako refazové zlomky pouzivali uz v Babylone, ¢ize modzeme povedat, ze
tento typ aproximécie je jednym z najstarSich. Staroveki Gréci polozili matematické
zaklady dnesSnej tedrie retazovych zlomkov, ktora sa postupne rozvijala az do dnesnej
podoby.

Dnesnou ,ilohou” retazovych zlomkov je ¢o najpresnejsie aproximovat roézne iraci-
ondlne ¢isla, funkcie a rovnice. Na takéto aproximacie existuji rozne metody a sposoby,
7 ktorych sa vacsina zrodila v obdobi 17. az 19. storocia. Medzi ne patri napriklad
aproximécia extrapolacnou metédou, aproximécia pomocou diferencidlnych rovnic a
aproximécia pomocou matic, kde sa vyuzivaju prostriedky metddy lineadrnej algebry
na vypocet pribliznych rieSeni algebraickyvh rovnic lTubovolného stupiia. S poslednymi
dvomami metdédami sa bude moct ¢itatel podrobnejsie stretnut v druhej kapitole.

Cielom tejto préace je oboznamit ¢itatela s retazovymi zlomkami, jednoducho spri-
stupnit ¢itatelovi teoriu retazovych zlomkov a opisat metody, ktoré ovplyvnili vyvoj
teorie retazovych zlomkov a tiez ukazat, ako sa da pomocou retazovych zlomkov Iahko
zistit priblizna hodnota niektorych iracionalnych ¢isel, $pecidlnych funkcii, ¢ rieSenie
algebraickych rovnic, atd.

Uvodna4 ¢ast, venovana historickému vyvoju retazovych zlomkov, je spracovana podla
knihy [2]. Druhé kapitola sa zaobera aplikdciou refazovych zlomkov pri rieSeni niekto-

rych uloh matematiky a vychadzali sme z knihy [4].



1 Vyvoj teodrie retazovych zlomkov

Retazové zlomky patria medzi najstarsie koncepcie matematiky. Prvé zaznamy o roz-
klade ¢isla na retazovy zlomok sa datuja do 3. str. p.n.l. a suviselo to s Euklidovym
algoritmom na vypodcet najvicgieho spolo¢ného delitela dvoch ¢isel. Neskor retazovée
zlomky upadli do zabudnutia a zaujem o ne sa prebudil az zaciatkom 16. storocia.
V nasledujicom obdobi mnohi zndmi matematici a vedci vyuzili retazové zlomky vo
svojich pracach, zacali sa im aktivne venovat, vytvarala sa tedria refazovych zlomkov a
zacali sa vyuzivat v mnohych inych oblastiach matematiky. V tejto kapitole sa budeme
venovat vyvoju teorie retazovych zlomkov a ich aplikdciam, ktoré vytvarali priestor na
vznik tejto casti matematiky.

Retazovym zlomkom nazyvame vyraz

P1
qo +

P2

1 +

b3
Qo +

p7L+1

qn +

Z dovodu priestorovych podmienok budeme pouzivat ekvivalentné oznaenie (existuje

viac typov oznacenia):
pr P2 Pn
G+ Ga+ Gn+t

qo0

1.1 Pocdiato¢né obdobie

Dedic¢stvo starovekych gréckych, perzskych a indickych matematikov je neocenitelné.
Boli zakladatelmi dneSnej algebry a geometrie, niektoré ich definicie, vety, algoritmy,
metody st dodnes na skolach jadrom udiva. V tejto podkapitole sa budeme zaoberat

starovekymi pracami a problémami, ktoré boli dévodom ku vzniku retazovych zlomkov.



1.1 Pociato¢né obdobie

1.1.1 Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus je jednym z najstarSich algoritmov, ktory pouzivaji dodnes v
roznych oblastiach matematiky. Algoritmus je pomenovany po tvorcovi Euklidovi (325
- 260 p.n.l).

Nech a,b € N, pricom mozeme predpokladat, ze a > b. Vytvorime postupnost {ry} :

Tk = qkTk+1 + Tkt2, (1)

kde k=0,1,....,.n,rp=a,rpy=baplati 0 <rp,+1<ry, ¢ € NpreVi=0,1,....
Postupnost r; je monoténne klesajica, preto existuje také n € N, ze r,.o = 0, teda

Tn = Qnlni1, t.j. The1 je najvacsi spolocny delitel prirodzenych ¢isel a, b. Dalej plati

Tk 1

. — ——————
Tk+1 Tk4+1Tk42

i

. Py . . . 7 v T
pre k=0,1,...,n. Ak tieto vztahy aplikujeme na racionalne ¢islo % = ﬁ € Q dostaneme

retazovy zlomok

s ©)

a
G+ g2+ qn

b

V staroveku sa viacej zaoberali geometriou, preto tento algoritmus popisovali tiez
geometricky, ako je uvedené v knihe [2].

Nech méme dve tsecky, pricom dlhsiu oznac¢ime a, kratsiu b. Euklides zmeral dlhsiu
usecku a pomocou kratsej tsecky b. ZvySok dlhsej tsecky, ¢o sa uz nedalo zmerat
pomocou kratsej tisecky b pouzival ako novi kratsiu tiseCku ¢ na zmeranie novej dlhsej
usecky b. A takto pokracoval, kym sa nedostal k poslednému nenulovému zvysku, ¢o
bol najvacsi spolo¢ny delitel tseciek a, b.

V pripade, zZe tato metdéda nevedie nikdy k nulovému zvysku, t.j. je nekonecna,
potom ¢islo % je iracionélne. Av8ak zistit, ¢i vypocet bude pokracovat do nekone¢na je
takmer nemozné. Ak sa da ukazat, ze vypocet bude periodicky, t.j. ak podiel dvoch za
sebou idtcich zvyskov je imerny k podielu po¢iato¢nych tseciek £, vtedy bude vypodcet
urcite nekonecny.

Uvedena metdda sa nazyva anthypharesis, podrobnejsie popisy tejto metody mozeme
néjst v knihach [3| a [8]. Vyuzivanim Euklidovho algoritmu v teorie refazovych zlomkov

sa budeme podrobne zaoberat v druhej kapitole.
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1.1 Pociato¢né obdobie

Gréci uz koncom 5. storocia p.n.l. vedeli, Ze dva rovnaké podiely veli¢in produkuji
rovnaké postupnosti ¢iastkovych podielov bez ujmy na konec¢nost, resp. nekonec¢nost,

pretoze si boli vedomi toho, Ze postupnost podielov moze byt nekonecna.

1.1.2 Aproximacie odmocnin a éisla 7

Uz v staroveku vedeli, ze zapis iraciondlnych ¢isel pomocou retazovach zlomkov je
nekonec¢ny, t.j. neda sa vyjadrit v tvare zlomku ako racionalne ¢islo, preto vytvarali
rozne metody na aproximéciu tychto iracionalnych ¢isel. Takou aproximéciou st aj
tzv. zblizené zlomky retazového zlomku.

Vypocet tychto zblizenych zlomkov ilustrujeme pomocou nasledujiceho prikladu:

nech A je také prirodzené ¢islo, ktorého rozklad na refazovy zlomok je

VA =+Va?+ r—a—i——L e

2a+ 2a+
kde a je najviicsie prirodzené ¢islo, pre ktoré plati a> < A. Tymto rozkladom sa budeme
zaoberat v Casti 1.2.1.

Ciasto¢né aproximaécie pre ¢islo v/ A, t.j. zblizené zlomky daného retazového zlomku su

nasledujtce:

Co = a,

01 =a —|— 2a ,

02 =a+ 2a+ 2a ?

03 - 2a+ 2a+ 2ra ’

Historicky prvy zédznam o podobnej metode pochadza z 21. storocia p.n.l. z Baby-
lonu. Tato metéda aproximovala ¢iselnit hodnotu uhlopriecky d obdfinika so stranami
s dlzkami w a h, kde w je kratsia strana. Podla uvedenej metody d ~ h—|— Rakusky
matematik a historik vedy Otto Eduard Neugebauer (1899 - 1990) predpokladal, zZe
Babylonc¢ania uz poznali Pytagorovu vetu a aproximéciu ¢isla VA~ a+%.

Z Babylonu tiez pochadza (19 az 17. st. p.n.l.) aproximacia ¢isla v2 ~ 1,24 v
Sestdesiatkovej sustave, kde 1+ 60 = 1+2 T 3 éest’desiatkovfl sustavu vyuzivali aj
egyptski matematici, napriklad Theon z Alexandrie (geometrick& metoda aproximécie

¢isla v/A), Ptolemaios (aproximécia ¢isel v/3, 7 ~ 3+ 60 + 602)

11



1.1 Pociato¢né obdobie

Archimedes (287 - 212 p.n.l.) na ziskanie hodnoty ¢isla 7 pouzival hrani¢né aproxi-
macie ¢isla v/3:
2656 1 1 1 31 1 1 I 1, 1351

5+ — )<= <5+ — 2) = .
53 30 5 10 <2 <30 5 07 5 T 7o

Nésledne vytvoril postupnosti {a,} a {b,}, pre ktoré platia vztahy

Gp = Gp-1 + bnfla ne N7

b, =+va2+c* neNy ceN

Ak ag = /3¢, potom plati

2"c - T - 2"c

by, 6 a,
Na urcenie ¢iselnej hranice pre ¢islo 7 vypocital hodnoty postupnosti {a,} ako dolnej
hranice a {b,} ako hornej hranice. Pomocou tychto postupnosti ziskal aproximécie ¢isla

V/3, zostrojil tabulku hodnét, a tym vymedzil hodnotu ¢sla 7

96 * 66 < 96 x 153
— << .
2017 + 1/, 4673 + /4
Po uprave nerovnosti dostaneme tento vztah do tvaru, v ktorom vystupuji retazové
zlomky:
1 1 1 1 1 1 1

—— — — <A< —— —— =
T 100 3- 37 ST ST 1y 2

Tento postup aproximécie ¢isla 7 a tabulku hodnét postupnosti mézeme najst v knihe

[2] a v élanku [11].

Prva nekonecénd metdédu, ktord nadvizuje na rozsirenie odmocniny do tvaru retazo-
vého zlomku uvadzal Proclus (410 - 485) v jeho vyklade Platonovej knihy ,Stat* (VIII,
zakon ¢. 546). Tuto metodu mozeme néjst v knihe [2].

Nech st dané dva Stvorce, prvy so stranami a; a uhloprieckou d;, druhy so stranami
as = aj +d; a uhloprieckou dy (podla Pytagorovej vety dy = 2ay +d;). Postupnym opa-

kovanim procesu (generovanim $tvorcov) dostaneme postupnosti {a,} a {d,}, n € N:

Ap = Qp_1 + dn—h (3)

dn = QCLn,l —+ dnfl. (4)

12



1.1 Pociato¢né obdobie

Tato metoda sa da povazovat ako opacnd anthypharesis, lebo tieto hodnoty st obratené.

Upravou (3) a (4) mozeme dostat rekurentné vztahy

Ap4+1 = zan + Ap—1, (5)

dn+1 = an -+ dnfl. (6)
Theon zo Smyrny (2.st. p.n.l.) polozil a; = dy, = 1, n = 1 a pomocou (5), (6) vypocital

do=dy—2dy =3 —2=1,

a0:a2—2a1:2—220.
Postupnym vypocétom dostal hodnoty postupnosti {a,} a {d,}:

{a,} =1,2,5,12,29, ..,

{d,} =1,3,7,17,41, ...

7 predchadzajucich rekurentnych vztahov je jasné, ze ¢leny postupnosti {Z—"} st jed-

notlivé zblizené zlomky refazového zlomku &sla v/2:

_d 1
CO a1
_d _ 3
Cl - as -
_ds _ T
C(2 a3 B’
Theon tiez uviedol, ze d? — 2a2 = —(d?>_, — 2a?_,), pricom d% — 2a2 = 1. Z toho ziskal

vztah d? — 242 = (—1)", t.j. tAto metoda sivisi s rieSenim nedeterministickej rovnice
d* —2a? = +1.
1.1.3 Nedeterministické rovnice

Staroveky problém, ktory viedol k pouzitiu ekvivalentnych retazovych zlomkov boli
diofantické rovnice. Meno dostali po gréckom matematikovi Diophantusovi (3. st.),

ktory nasiel celo¢iselné rieSenie rovnice
axr £ by = c, (7)

kde a,b a c st prirodzené ¢isla. Takéto rovnice sa objavovali napr. v astronomii, kde

ich rieSenia su suviseli s objavom niektorych stuhvezdi.

13



1.2 Zaciatky formovania teérie retazovych zlomkov

Indicky matematik Aryabhata, ktory $tudoval pracu Diophanta uz uvazoval pripad
dvoch rovnic s tromi nezndmymi. Nedavne vyskumy dokazuji, ze ovlddal Euklidov
algoritmus, z toho vyplyvajicu rekurzivnu metédu pre vypocet zblizenych zlomkov a

rekurentny vztah

n

Pndn—-1 — gnPn—1 = (_1) .

Dalsi typ nedeterministickych rovnic je tzv. Pellova rovnica, ktora je vlastne Specialnym
pripadom diofantickych rovnic. Pomenovana bola neskorsie po anglickom matematikovi

John Pell (1611 - 1685). Pellova rovnica méa tvar
2? — Dy* =g, (8)

kde ¢ € Z a D € N, pricom /D ¢ N. Po aprave rovnice dostaneme

I2
6ot
Y Y

kde % je aproximécia ¢isla v/ D. Hoci Gréci nenasli vSeobecné rieSenie tejto rovnice,
Pythagoras udaval riesenie pre D = 2, Archimedes pre D = 3,5,... Pellova rovnica a

stvisiace problémy sa dostali do popredia az v 17. storoci.

1.2 Zaciatky formovania teorie retazovych zlomkov

Miesto vzniku ,dnesnych” refazovych zlomkov bolo severné Taliansko, kde boli za-
lozené prvé eurdpske univerzity. Posobilo tu viac znamych matematikov, medzi nimi
Fibonacci, ktory sa prvykrat pokusil vSseobecne definovat retazové zlomky. Vyznamnym
prispevkom k tejto tematike bol algoritmus od Bombelliho pre aproximaciu odmocnin
a Cataldiho praca, ktora tzko suvisi s Bombelliho algoritmom. V druhej casti pod-
kapitoly sa budeme zaoberat dedi¢stvom Wallisa a Brounckera, zakladatelmi teorie

retazovych zlomkov a Huygensovou aproximéaciou ¢isla .

1.2.1 Vznik retazovych zlomkov

Ako sme spomenuli vyznamnu ulohu vo vyvoji refazovych zlomkov zohral algoritmus

od Rafaela Bombelliho (1526 - 1572), ktory bol tiez zakladatelom imaginarnych &isel.

14



1.2 Zaciatky formovania teérie retazovych zlomkov

Bombelli ako prvy vytvoril v§eobecny algoritmus na aproximacie odmocniny pomocou

retazovych zlomkov. Za konkrétny pripad si vzal ¢islo v/13:

4 4
VI3=3+4+_—— -

6+ 6+

V tomto algoritme aproximéacia prebieha pomocou upraveného rozdielu predchadza-
jucej aproximéacie odmocniny a ¢isla A pod odmocninou. Prvy rozdiel je rozdiel ¢isla

2 < A, a € N. Algoritmus po par

pod odmocninou A a najvicsieho ¢&isla a?, kde a
krokoch udéava aproximaciu s velmi nizkou relativnou chybou. Podrobnejsi popis tohto
algoritmu mozeme najst napriklad v knihe [10].

Taliansky matematik Ettoro Bortolotti (1866 - 1947), ktory analyzoval pracu Bom-

belliho, udaval popis jeho algoritmu v ¢lanku [1]. Ak plati rozklad ¢isla v/A:
VA=Va®+r=a+uz, 9)

potom moézeme vyjadrit r = 2ax + 2. Ak pri aproximéacii zanedbame 2, dostaneme

7":2a:c<:>ﬂc:2L.
a

méaciu ¢isla v A:

Ak dosadime predchadzajuci vyraz do (9) za x, dostaneme aproxi-

r
VA=a+zr=0a+ — .
2a
Pre dalgiu aproximéciu ¢isla v A vyjadrime r z 22 = %:

’
2a + 5- '

re r
r:2ax—|——:<2a—|——>:c ==
2a 2a

Novi aproximéciu pre x dosadime do (9):

¢Z:a+x:a+

2a+%'

Ak proces postupne zopakujeme, dostaneme nekonecny retazovy zlomok:
r r
VA—at T (10)

Iny sposob, ako vysvetlit, ako mohol Bombelli ziskat svoju metéodu a rozklad (10) je

vyjadrit r = A — a? = (VA+a)(vVA —a), z toho ¢islo VA = a+a+r\/z. Ak nahradime

VA v menovateli celou pravou stranou, potom dostaneme uz uvedeny nekonecny reta-

zovy zlomok.

15



1.2 Zaciatky formovania teérie retazovych zlomkov

Ak Bombelli bol prvy v tej dobe, ktory sa zaoberal retazovymi zlomkami, podla his-
torikov skuto¢nym objavitelom tedrie retazovych zlomkov bol Pietro Antonio Cataldi
(1548 - 1626). Cataldi pokracoval v praci Bombelliho. Bol tiez prvym kodifikdtorom
symboliky pre retazové zlomky a naznadil niekol’ko ich vlastnosti.

Bortolotti vyuzil vysledky Cataldiho v ¢lanku [1]. Podla neho Cataldi uviedol re-
kurentny vztah retazovych zlomkov, dokazal konvergenciu po sebe iducich zblizenych
zlomkov kvadratickej iracionality, a tiez, 7ze tieto zblizené zlomky st striedavo vA¢si
a mensi nez hodnota refazového zlomku. Vyhodnotil chybu aproximécie a porovnal
rychlost konvergencie retazového zlomku s podobnymi vyjadreniami.

PodTa Bortolottiho Cataldi konStatoval, Ze aproximéacia a—l—% cisla VA = Va2 +r
je vacsia, pricom aproximacia a+2a7ﬁ toho istého ¢isla je mengia, preto hladal taka
aproximaciu a—f—ﬁ, kde 0 <z < 1.

Cataldi tiez uvadza nasledujtci vztah:

2 T
r 2 T(2a+z_x)
_ = ot 7 11
(a+2a+x) (a®+7) 2a+x (1)

Na Tavej strane v (11) je rozdiel druhej mocniny aproximacie a ¢isla A (rozdielx 0). Z

pravej strany dostaneme
r A—a?

xr = =
20+ 2a+a’

prideme k rozkladu ¢isla v/A na refazovy zlomok

VA=a+z=0a+

2@—1—:1::.”

Cataldi uviedol aj niektoré iné vlastnosti retazovych zlomkov. Napriklad

Po _ T T ro_ Pn r

¢ 20+ 2a+ 2a ¢n 2a + Bn=l”

qn—1
a z tohto vztahu odvodil rekurentné vztahy:
Pn =TGn-1 < Pn = 2aPp—1 + TPn—2,
qn = 2GQn—l + D1 & G = 2GQn—l + r@n—2.
Tiez odvodil formulu na vypocet zblizeného zlomku m + n-tého rddu pomocou n-tého,
m-tého a m — 1-ého:

Prntm _ r L r PN Prtm _ dnPm + PrnPm—1
Gnim 20+ 20+ Gogm GnGm + Pdmo
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1.2 Zaciatky formovania teérie retazovych zlomkov

1.2.2 Zaciatky teoérie retazovych zlomkov

Anglicky matematici John Wallis (1616 - 1703) a William Brouncker (1620 - 1684)
sa tiez venovali tejto problematike a ¢asto ich uvadzaju ako na zakladatelov teorie
retazovych zlomkov.

Teraz uvedieme ich sposob pre vypocet ¢isla %, ktory ziskal Wallis z intergralu
fol V1 — 22 dz interpola¢nou metédou. Snazil sa dostat hodnotu uvedeného integralu,

aby vyriesil problém kvadratury kruhu, ale dostal iba nekone¢ny stucin c¢isla %:

4_3*3*5*5*7*7*...

T 2%4%x4x6%x6%x8%...

Poziadal o pomoc Brounckera, ktory prepisal problém pomocou funkcie

FO) = 1//01(1 —)3de A e N. (12)

Brouncker zaznamenal, Ze (12) sa da vyjadrit pomocou $peciélnej funkcie ®(-):

2 4 22+ 2

o) @) @i N (13)

=2

pri¢om pre funkciu ®(z) plati: ®(z —1)®(z+1) = 2%, Vo > 0. Brouncker zistil, ze ®(z)

sa d& napisat v tvare retazovych zlomkov:

12 3 (2n — 1)2
O(z) = li . 14
(z) Amboo (:p + 204 2+ 2x ) (14)
7 (13) a (14) pre A = 0 plati £(0) :%ﬁ: 1, z ¢oho
4 12 32
=P =1+ — — ...
s (1) + 2+ 2+

Tento postup zverejnil Wallis v knihe (??), kde prvykrat pouziva nazov retazovy
zlomok. Uviedol aj zakladny rekurentny vztah zbliZzenych zlomkov, ktory uvedieme v

druhej kapitole.

Dénsky matematik a astroném Christiaan Huygens (1629 - 1695) tieZ prispel k tejto
tematike. Vypocital hodnotu &sla m pomocou extrapola¢nej metody (¢im obohatil aj
numerickt analyzu). Dostal

T;:nsin(z><ﬂ<ntg<z):Tn.
n n
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1.3 Zlata doba retazovych zlomkov

Ak neskér n nahradil ¢islom %, potom dostal

tg(hm) 73 h? N 275pt
h 3 15

V roku 1654 upravil tito metoédu na presnejsi vypocet hodnoty m:

4T (%Y —T(h) moh4  5rThS
T (h) = —2/ Y o _ .
1) 3 TT480 1671

Pre h = 2730 ziskal hodnotu ¢isla 7 s presnostou na 35 desatinnych miest. Tento postup
pre vypocet ¢isla 7 ako aj iné jeho prace a astronomické vypocty su uvedené v [2] a

13].

1.3 Zlata doba retazovych zlomkov

18. storocie sa nazyva zlatou dobou retazovych zlomkov. Taki zndmi matematici sa za-
oberali tedriou retazovych zlomkov ako Euler, Lambert a Lagrange (vSetci traja patrili
k Pruskej akadémii vied). Teraz uvedieme iba niektoré ¢asti ich tvorby, ktorou obohat-

nili teériu retazovych zlomkov.

Najva¢sim prispievatelom k teorii retazovych zlomkov bol Leonhard Euler (1707 -
1783). Jeho prvy ¢lanok o refazovych zlomkach je [6]. Euler dokazal, ze kazdé raci-
onalne ¢islo sa da rozvinut do kone¢ného refazového zlomku, kazdé iracionélne cislo
do nekonecného retazového zlomku a periodické retazové zlomky sa daju vyjadrit ako
rieSenie kvadratickej rovnice.

Napriklad vyjadril tiez pomocou refazovych zlomkov nasledujice iracionalne ¢isla:

11 1 1 1 1 1 1

14+ 24+ 1+ 1+ 4+ 1+ 1+ 6+
1 1 1 1
e+ 9

e—1 T er T0r ar

2 1+ 6+ 10+ 14+
Euler ziskal tieto rozklady pomocou Riccatiho diferencialnej rovnice dvoma spoésobmi,
integrovanim nekone¢ného retazového zlomku a priemerom exponencidlnych funkcii,

1
pricom tieto rieSenia sa rovnali. Euler tymto sposobom dostal hodnoty vyrazov €« a

1
e‘f+1. Pri rozklade % predpokladal, ze c¢iastkové menovatele sa vzdy zvySuji o 4
ea—1
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1.3 Zlata doba retazovych zlomkov

(od predchéadzajuceho), teda retazovy zlomok bude nekoneény. Hoci dokazy nedokondil
dosledne, dokazal iracionalitu ¢isel e a e2. Dalsie informacie o jeho tvorbe st dostupné
v knihach [2] a [7], ako napriklad vztah medzi radmi a retazovymi zlomkami a uz
spomenuté rieSenie kvadratickych rovnic periodickymi refazovymi zlomkami.

Euler uviedol ako sa da refazovy zlomok prepisat na nekoneény rad. (Udaval aj re-
kurentny vztah retazovych zlomkov bez odvolavky na Wallisa.)
Nech C, = qo—f—% % je n-tym zblizenym zlomkom retazového zlomku ¢éisla C.

Euler odvodil nasledujtci vzorec na vypocet rozdielu dvoch susednych zbliZzenych zlom-

kov:

Cn - Cn—l - (_1)TL—1 g—_lQpn . (15)

Potom retazovy zlomok ¢isla C' vyjadril ako stacet ¢isla ¢y a sumy nekone¢ného radu:

- 1 DP1---Pn
C=q+y (=1t Lol
o ;( ) Qn—lQn

Tento vztah plati aj opacne, t.j. nekonecny rad sa da prepisat do tvaru retazového

zlomku, ktorého zblizené zlomky st identické s ¢iastoénymi suctami radu

D o L R S N

— - 1+ cl — 2+ Cph_1 — CN+
Tiez ukazal, Ze niektoré refazové zlomky odvodené z mocninovych radov konverguju
mimo oboru konvergencie radu. To plati napriklad pre rad

r— 2?4+ 2% — 3t + ... (16)

a tiez pre divergentny rad

1 —mz +m(m +n)z? —m(m +n)(m + 2n)z® + ...

Podarilo sa mu tiez dokéazat, ze rad (16) splha diferencialnu rovnicu 2%y’ +vy = z, 7

¢oho dostal integrélne rieSenie v tvare

1 ot
= dt.
y(@) /0 1+ at

Takto ziskal spésob na séitanie divergentného radu, rad (16) prepisal do tvaru reta-

zového zlomku % ﬁ ﬁ 12—1 12—1 f’—i f—fr - -+ a pouzil to na vypocet hodnoty diver-

gentného radu 1! — 21+ 3! — 41 4 . ..
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1.3 Zlata doba retazovych zlomkov

Zaoberal sa aj otazkou tykajicou sa niektorych periodickych retazovych zlomkov,
napr. ak ¢ :i % .-+, potom ¢ :2+LC & +2c =1, teda ¢ = v/2 — 1. Na zéaklade
tohto prikladu odvodil Bombelliho metédu na vypocet hodnoty odmocniny prirodze-
ného ¢isla a vseobecnii metédu pre rieSenie kvadratickej rovnice pomocou retazovych

zlomkov (podrobne v kapitole 2).

Staroddvnym problémom bola kvadratira kruhu, t.j. kon$trukcia Stvorca a kruhu s
rovnakou plochou. Johan Heinrich Lambert (1728 - 1777) sa venoval tejto problema-
tike a bol prvym, kto vyslovil zapornt odpoved na tito otazku.

Trigonometrické funkcie boli ¢asto vyjadrené v tvare nekone¢nych radov, avsak kon-
vergencia tychto radov bola pomalé alebo interval konvergencie bol maly. Lambert hla-
dal v8eobecnti metodu, ktora by prekonala takéto problémy. Odpoved na tuto otazku
nasiel v retazovych zlomkoch. Teraz uvedieme Lambertov postup, ktory mozeme néjst
aj v knihe [2].

Nech S je konvergentny rad. ZovSeobecnenim Euklidovym algoritmom je mozné pre-

menit rad na retazovy zlomok, ktory konverguje k tej istej limite ako rad S. Pri Iubo-

volnych p; a ¢; je mozné zvolit také r;, ze platia vztahy S = QO+% ar; = ql‘"‘%?
o Lo P D2
\V/’l— ].,27...7 tJ S—q0+q1+ q2_|_

Ssin

Touto metédou je mozné vyjadrif napriklad tg (x) =g** pomocou retazového zlomku,

kde

% 2l
Ssin = sl = 1), 17
0 2
Seos = €08 () = ;(—1) o (18)
Lambert poloZil nasledujice hodnoty: by = 0, by = 7% a1 = 1, a; = —1, b; =

(2 — 1)z~ !, potom 7z (17) a (18) dostal rozklad tg (z) na refazovy zlomok:
1 1 1
[V 7 -

Ukazal tiez, ze tg (z) je iraciondlne ¢islo, ak premenna z je nenulové racionalne ¢&islo.

tg x =

Pouzitim tej istej metody dokazal, ze

e"—1 1 1 1 _1t 1T
1 Y oy 0 T2 )
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1.3 Zlata doba retazovych zlomkov

Tieto retazové zlomky ziskal aj Euler (1737) a Lagrange (1776) inymi metodami (vid
2.2.2).

Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) bol tretim najvyznamnej$im matematikom,
ktory prispel k teorii retazovych zlomkov.

Lagrange v [9] udaval metodu pre aproximaciu korefia polynému pomocou retazo-
vych zlomkov. Napriklad ukézal postup riesenia rovnice 23 —7x+7 = 0, ktorej korei  sa
nachidza medzi 1 a % Ak x = 1—1—%, potom rovnica nadobuida tvar y° —4y%+3y+1 = 0.
Tato rovnica ma korent y medzi 1 a 2. Potom polozil y = 1+% a rovnicu vyjadril v tvare

23 — 222 — 2 +1 = 0. Zopakovanim tohto procesu dostal retazovy zlomok

1+ L1
xr = _ ..
1+ 2+

Lagrange poukézal aj na to, 7e rozklad ¢isla v/D v tvare retazového zlomku, kde
D e N, VD ¢ N je periodicky (pociatoénym ¢lenom retazového zlomku je &slo ¢o) a

ma jeden z nasledujicich tvarov:

¢ L ... L 1 11
Q1+ Qn"" Qn+ Q1+ qo ’
1 1 1 1 1 1

* — R T — = keN
Q-+ ot K+ g+ Qi+ g’ <

Ak ¢islo v/D bude mat rozklad prvého tvaru a ak pre % (x € Z, y € Z) plati vztah

1 1 1 1 1 1 1

x
Y @1+ g+ @1+ Qo+ @1+ g2+ Q1

potom je to najmensie rieSenie Pellovej rovnice (8) tvaru: 22 — Dy? = 1.

Ak VD nadobuda druhy tvar, pricom % (x € Z, y € Z) splha podmienku

T 1 1 1 1 1
—_ = qo + P cee —,
Yy Q1+ Qn+ Qk:+ Qn+ q1

potom tento rozklad bude najmensim riesenim Pellovej rovnice 22 — Dy? = 1.

Ak Pellova rovnica ma tvar a2 — Dy? = —1 rieSenie existuje iba vtedy, ak rozklad ¢isla

VD spliia (19).
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2 Retazové zlomky a ich pouZitie

V predchadzajicej ¢asti sme oboznamili ¢itatela s refazovymi zlomkami, niekolkymi
ich vlastnostami, roznymi spésobmi ich vyuzitia pri aproximacii ¢isel a funkcii, ale aj
postupnym vyvojom tychto metod. V 1.3 sme ukézali sofistikovanejsie vyuzitie refazo-
vych zlomkov, napriklad ich stvis s radmi. Ttto kapitolu sme vypracovali na zaklade

[4] a rozdelili sme na tri asti:

e v prvej Casti uvedieme zakladné definicie a vlastnosti retazovych zlomkov a ich

vyuZzitie v praxi,

e v druhej ¢asti ukdzeme ako sa daja rozlozit niektoré funkcie pomocou Lagrange-

ovej metody na retazové zlomky,

e v tretej Casti sa budeme zaoberat maticovou metddou, jej vyuzitim v teorii reta-

zovych zlomkov pri vypocte korenov algebraickych rovnic.

2.1 Retazové zlomky a ich zakladné vlastnosti

Definicia 2.1. Nekonecnygm refazoviym zlomkom (vSeobecného typu) nazijvame vijraz

P
qo + (20)
P2
q1+
p3
g2 +
-+
Pn+1
qn +
kde p; € Z pre Vi € N a q; € Z pre Vj € Ny.
Pozndmka: vyraz (20) a
o+ 2L P2 P (21)

G+ g2+ Qn+

st ekvivalentné oznacenia toho istého retazového zlomku.
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2.1 Retazové zlomky a ich zdkladné vlastnosti

Definicia 2.2. Konecny retazovy zlomok

b P2 P

=g+ — 22
Qu " @t ot n 22
nazgvame n-tgm zblizenygm zlomkom refazového zlomku (21).
Definicia 2.3. Ak polozime Py =0y, Qo =1, P.1 =1, Q_1 =0, potom vztahy
Pn = QnPn—l +pnPn—27 ne Nu (23)

Qn = @nQn-1 +PnQn-2, n €N

nazyvame zakladngmi rekurentngmi vztahmi refazového zlomku.

Napriklad pomocou zakladnych rekurentnych vztahov (23) mozeme rozlozit odmoc-

ninu prirodzeného ¢isla na refazovy zlomok, ak pozname cela ¢ast tejto odmocniny.

PRIKLAD 1. Uvedieme rozklad ¢&sla v/5 na retazovy zlomok. Pretoze cela ¢ast ¢isla v/5

je 2, dostaneme

1 _2+1 1
445 T 4+ 4+

Vi=24+(5-2)=2+

Lema 2.4. Rozdiel medzi susednymi zbliZenymi zlomkamsi je dang vztahom:

Pn Pn—l

In _(_ nflpl"’pn
Qn  Qna - 29

Qn—lQn .

Pozndmka: (2.4) uviedol prvykrat Euler [vid (15)].

Lema 2.5. Rozdiel medzi zblizenymi zlomkami, v ktorych sa indexy lisia o dva je dany

velahom:

Pn Pn_ _ c - Pnn
+1 1 (—1) 1PL- - Prln1 (25)
Qn+1 anl anlQnJrl

Pozndmka: Ak indexovy rozdiel dvoch zblizenych zlomkov (toho istého retazového
zlomka) je vicsie nez 2, na zaklade vztahov (24) a (25) vieme odvodit vztah pre jeho

vypocet.
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2.1 Retazové zlomky a ich zdkladné vlastnosti

Désledok 2.6. Z Lemy 2.5 vyplijva, Ze ak vietky prvky retazového zlomku si kladné,
tak jeho zblizené zlomky Sturtého rddu vytvdraji monotonne rasticu postupnost, ktord
je ohranicend zhora ¢islom q0+% a md limitu, t.j. existuje lim,,_, % TieZ plati, Ze
ak vsetky prvky retazového zlomku si kladné, tak jej zbliZené zlomky iného ako Strv-
tého radu vytvdraji postupnost, ktord je monotdnne klesajica, ohranicend zdola cislom
o a md limitu lim, % Hodnota retazového zlomku, ktorého vsetky prvky siu
kladné (ak takdto hodnota ezistuje) je vidy vacsia ako hodnota lubovolného zbliZeného

zZlomku Sturtého rddu a vidy mensia ako hodnota lubovolného zbiZeného zlomku iného

ako Stortého rdadu. Hodnotou lubovolného refazového zlomku (21) je lim, .o %

Definicia 2.7. Refazovy zlomok (20), ktory md vSetky ciastkové citatele p; rovné jed-
notke a vsetky ciastkové hodnoty q; su prirodzené cisla, nazyjvame aritmetickym retazo-

vym zlomkov. Tento typ retazového zlomku zvykneme oznacovat

1 1

] St —— e = 26
[90;q1---Gn--- ] =qo =" - (26)

Dosledok 2.8. Z Lemy 2.4 vyplyjva, Ze Ziadny zbliZeny zlomok k aritmetickému reta-

zovému zlomku nie je mozné kratit.

Lema 2.9. Aritmetické retazové zlomky maji takid vlastnost, Ze ak spravime rozklad
lubovolného redlneho c¢isla C' na aritmeticky retazovy zlomok, pricom % je jeho zbliZeny
zlomok n-tého rdadu, potom tento zbliZzeny zlomok je najlepSou raciondlnou aprorimdciou
¢isla C v tom zmysle, Ze neezistuje presnejsi raciondlny zlomok menovatelom nie vyssim
ako Q,, ktory aprorimuge c¢islo C. Plati vztah

P,
@n

1

C —_—.
‘ = Qn@nfl

V ¢asti (1.1.1) sme uviedli Euklidov algoritmus, ktory sluzi na vypocet najvacésieho
spolo¢ného delitela dvoch prirodzenych ¢isel. V teérii retazovych zlomkov pomocou
tohto algoritmu mozeme Tubovolné racionalne ¢islo rozlozif na aritmeticky retazovy

zlomok.
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2.1 Retazové zlomky a ich zdkladné vlastnosti

PRIKLAD 2. Uvedieme rozklad disla % na aritmeticky retazovy zlomok pomocou

Euklidovho algoritmu:

243 = 3 * 65 + 48

*

65 = 1 % 48 + 17,
A8 = 2 % 17 + 14,

17 =1

*

14 + 3,

*

14 = 4% 3 4+ 2
3=1% 2+ 1,

2 =2 1+ 0,
t.j. dostaneme postupnost [3;1,2,1,4,1,2].

V prvej kapitole sme zaviedli diofantické rovnice (7). Nech je dané diofanticka rovnica
axr + by = c. Casto je potrebné najst iba celociselné rieSenia pre x, y. Nech a, b a ¢
si celé ¢isla, pricom c je delitelné najva¢sim spoloénym delitelom é&isel a, b, potom

celo¢iselné rieSenie rovnice je nasledujtce:

Tr = (_1>n_1CQn—1 + tQm

Yy = (-1)” C.Pn_l + tPn,

kde t € Z, P,_; je citatel, Q,_1 je menovatel predposledného zblizeného zlomku v

el G - a_ P,
rozklade ¢isla 7, pricom =0

PRIKLAD 3. Dané je rovnica 43z — 37y = 21.
Euklidovym algoritmom dostaneme, ze % = [1;6, 6], ¢ize v tomto pripade P, = 7,

@,—1 = 6. Potom dostaneme rieSenia
x = 37t — 126, y = 147 — 43¢, kde t € Z.

Definicia 2.10. Aritmeticky retazovy zlomok (26) sa nazyjva periodickgm, ak postup-
nost jej ciastkovyjch hodnét je periodickd, t.5. opakuji sa c¢isla qo,q1, ..., qn_1 od i-tého

clena aritmetického retazového zlomku, kde 0 < i < n.

[q07 qis -5 49i—-1,%, - - - 7QH71]7
kde c¢iara nad c¢islami vyjadruje poradie opakovania c¢islic.
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2.2 Rozklad niektorych funkcii na retazové zlomky

Pozndmka: Analogicky mozeme definovat pojem periodickych retazovych zlomkov aj
pre retazové zlomky v§eobecného typu, ale v tedrie ¢isel predmetom skiimania si hlavne

aritmetické refazové zlomky.

V teorii ¢isel vyznamnu dlohu hra Lagrangeova veta tvrdiaca, ze kazda kvadraticka

iracionalitu mozno rozlozit na periodické retazové zlomky.

PRIKLAD 4. Napriklad: 1+T‘ﬁ =[1;1,4,1,1], V13 =[3;1,1,1,1,6].
Za poznamku stoji rozklad ¢isla /13 na retazovy zlomok vSeobecného typu
— — 2 1 1 1
* J=3+ 3+ 3+ 3+ 3+ ’

ktory je jednoduchsi a konverguje rychlejsie ako jeho rozklad na aritmeticky retazovy
zlomok. Z tohto dovodu rozklad kvadratickej iracionality na aritmeticky retazovy zlo-

mok je zaujimavy skor z teoretického nez praktického pohladu.

2.2 Rozklad niektorych funkcii na retazové zlomky

V prvej casti podkapitoly uvedieme Lagrangeovu metddu a aplikujeme ju na zakladnt
diferencalnu rovnicu, ¢im ziskame rozklad rieSenia tejto rovnice na retazovy zlomok. V
druhej casti vlastne tuto zovSeobecnent metédu vyuzijeme na rozklad mocninovych,

logaritmickych a exponencialnych funkeii a tg(-), th(-), arctg(-).

2.2.1 Lagrangeova metdda a zdkladna diferencidlna rovnica

Lagrange navrhol nasledujici spdsob riesenia diferencialnych rovnic pomocou retazo-
vych zlomkov.

Nech je dand diferencidlna rovnica s premennymi z, y. Ak polozime y =~ &, a pred-

pokladame, ze |z| ~ 0, potom plati, Ze y :lﬁyl a ak dosadime y do povodnej rovnice,

potom dostaneme novi diferencidlnu rovnicu s premennymi x, y;. Potom polozime

y1 ~ & a predpokladame, ze |z| ~ 0, vyjadrime y; :1—%@/2 a dosadime do diferencialnej

rovnice. Ak cely tento proces zopakujeme, dostaneme sa k rieSeniu povodnej diferen-

oo
cialnej rovnice v tvare retazového zlomku L&—i} , pri¢om premennt &, moéZzeme hladat
1

v tvare a,x"", kde v,, > 0.
Tymto sposobom je mozné vyriesit mnoho diferencidlnych rovnic, avsak byva prob-

lémom néajdenie zavislosti &, od indexu n, a n-tého ¢lena retazového zlomku.
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2.2 Rozklad niektorych funkcii na retazové zlomky

Nech je dané diferencidlna rovnica
(a+a'w)ey + (B4 52y +yy° = 6z, y(0) =0, (27)
kde a, 3, 7, 0 st racionalne ¢isla. Na (27) aplikujeme vys8ie opisani Lagrangeovu

ox
a4+

metodu, t.j. polozime y = a transformujeme ju, dostaneme
(a+ao'z)zy + [oz + 05— (a+ ﬁ’)x} Y+ = {(oz +B)(a +8)+ 75} x.
Ak zopakujeme tento proces, dostaneme nasledujici retazovy zlomok pre premennt y:

ox [(a—i—ﬁ)(a/—i—ﬂ/)nLv(ﬂx [ozo/—oz/é’/qLo/ﬂqu(ﬂx
a+ fB)+ (20 + B)+ (3a + B)+

T

(28)

[(na+ B)(na’ + B) + 0]z [n*aa’ —naB +na'B++6] x o
(2na + B)+ [(2n + 1)a + 8]+

Skoro vsetky diferencidlne rovnice, ktorych rieSenia boli rozlozené do tvaru retazo-
vych zlomkov Lagrangeom, Eulerom a dalsimi matematikmi sa $pecidlnym (aj (27))

pripadom zakladnej diferencialnej rovnice:
(a+a'z®)zy + (B+ 82"y + vy = 62", y(0) = 0. (29)

Na rieSenie zékladnej diferencidlnej rovnice mozeme velmi Tahko prist na zaklade (28):

s [(hat B)ha +8)+ 73] [FPaa' = kafl +ka'B+ 73]z
' (ka‘f‘ﬁ)"i‘ (Qkoz—i—ﬁ)—i— (3/{2@—0—5)4—
(30)
[(nka + B)(nka' + ') + 6] x [n*k2ad’ — nkafB' + nka' B+ 5] z N
(2nka + B)+ [(2n + Dka + B8] +

2.2.2 Riesenia funkcii v tvare retazovych zlomkov

Mocninova funkcia
Nech je dand mocninova funkcia y = (1 + )Y, v € R, ktorej diferencidlnu rovnicu mo-
zeme dostat v tvare (1+2)y = vy, y(0) = 1. Polozme y = 1—1—%, potom diferencialnu

rovnicu mézeme transformovat na
(1+z)z2 +[1 = (1 —v)z] 22+ 2= —(1 —v)x,2(0) =0,
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2.2 Rozklad niektorych funkcii na retazové zlomky

¢o je Specidlnym pripadom (29), v ktorom plati k =a =o' = =y=1,8 = —(1—-v)
ad=1—wv. Potom z (30) dostaneme rozklad riesenia mocninovej funkcie na retazovy
zlomok:

- vr (1—v)x (1+v)z (n—v)x (n+v)x
Ira) =1+ 57 3+ 2+ (2n+D)+

(31)

Tento rozklad ziskal Lagrange. Na zaklade uvedenych podmienok konvergencie roz-
klad konverguje v celej komplexnej rovine, okrem ¢ast redlnej osi od —oo do —1. Moc-
ninovy rad, v ktorom sa nachadza funkcia y = (1 4+ z)" konverguje v otvorenom kruhu
s polomerom 1 a stredom v nulovom bode. To znamena, ze rozklad uvedenej funkcie
na retazovy zlomok konverguje v omnoho $irSej oblasti ako rozklad tej istej funkcie do

mocninového radu.

PRIKLAD 5. Nech # = 2, v = v/2. Potom ak dosadime do (31) dostaneme

Bﬁ:1+2¢§%1—¢®2u+w@) 2(n —v/2) 2(n++/2)
1+

2+ 3+ 2+ (2n+ 1)+

Logaritmicka funkcia

Rozklad (31) mozeme prepisat do tvaru
1+2)'-1 2z (I1-v)z (1+v)z (n—v)x (n+v)z
v 1+ 2+ 2+ 2+  (2n+ 1)+

(14+2)"—1
v

Ak polozime v = 0, a pritom lim,_,, = In(1 + x), potom dostaneme rozklad

prirodzeného logaritmu na retazovy zlomok:

In(1 = - ... = ___— ... 32
B = oy 3y 5y 2+ @nt ) (32)

Tento rozklad a sposob jeho ziskania uviedol Lagrange. Rozklad konverguje v kom-

plexnej rovine s vynimkou ¢asti realnej osi od —oo do —1.

PRIKLAD 6. Nech z = 2. Potom dosadenim do (32) dostaneme rozklad ¢isla In(3):

In(3) 2 2 2 2n 2n
n —_ — e e —— ..
14243+ 2+ (2n+1)+

Exponenciidlna funkcia

Ak v rozklade (31) nahradime z za %, potom retazovy zlomok bude mat nasledujtci

tvar:

1—v

T 1—51} n—uv n4v

X X —X

1+ 2+ 3+ 2+ (Cn+D+

T
1+ =) =1
a+3y =1+
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2.2 Rozklad niektorych funkcii na retazové zlomky

Z matematickej analyzy pozname vztah lim, ... (1 + %)U: e’ t.j. ak v — oo dosta-

neme rozklad

Ty r r x x x
e f— _ Mt — ...
2— 2+ 3— 2+ 2+ (2n+1)—

Tento rozklad ziskal Lagrange. Pomocou vztahu
Qo+ — = (33)

P1q2 P2pP3qa o P2n—2P2n—142n—4492n o
(q1G2 + a2)— [(q293 + a3)qs + goas] — [(g2n—292n—1 + A2n—1)@2n—2 + Gon—202,] —

Go+

mozeme previest Lagrangeov rozklad e* na Eulerov rozklad e*:

20x x? 2? x?

SRR T TR Y

Obe rozklady e* konverguju v celej komplexnej rovine.

Rozklady funkcii tg(-), th(-), arctg(-)

Diferencialna rovnica pre funkciu y = tg(z) ma tvar y' = 1442, y(0) = 0. Ak polozime

T

Y =113 diferencidlna rovnica sa transformuje na
I‘Z/ +z 4+ Z2 - _xQ’
¢o je $pecialny pripad diferencialnej rovnice (29): a =a =3 =7=0=1, f = —1,

k = 2. Potom na zaklade (30) tg (x) bude mat nasledujici rozklad do retazového
zlomku:

z? z?
3—

tg(x)zl___ m (34)

Tento rozklad objavil Lambert. Rozklad konverguje na celej komplexnej rovine ok-

rem tych bodov, v ktorych tg () nie je definovany (kde tg(z) = +00).

PRIKLAD 7. Nech z =7. Cislo 1 na zaklade (34) mozeme zapisat pomocou retazového

zlomku

z) T (V) ()

1=t (
& 1— 3 2n+1)—

Rozklad funkcie th (z) dostaneme z rozkladu tg (z), a to tak, Ze  nahradime za % a

celi rovnicu vynasobime s ¢:



2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

Rozklad funkcie arctg (x) dostaneme podobne ako tg (x). Diferencidlna rovnica pre
arctg (z) je y = lez, y(0) = 0. Nech y zﬁ, potom rovnica sa stava Specidlnym

pripadom rovnice (29), kdea=a ==6=1,8 = -1, k=2
(1+22)zz + (1 —2?)z + 22 =22

Podl'a (30) rozklad nadobuida tvar:

T x 2 4x? n2x?

_ e 35
1+z 1+ 3+ 5+ (2n+ 1)+ (35)

arctg(x)

Tento rozklad tiez uviedol Lambert. Rozklad konverguje v komplexnej rovine vymin-
kou dvoch oblasti na imaginarnej osi: od —co do —i a od ¢ do oo, teda konvergen¢né
oblast tohto rozkladu je omnoho §ir§ia ako mocninového radu funkcie arctg (z), ktory

konverguje vnutri kruhu jednotkového polomeru so stredom v nulovom bode.

PRIKLAD 8. Nech 2 = 1, potom rozklad iracionalneho &isla 7 na zaklade (35) je

1 1 4 n?

T
Z — arcte(1) = R
o) = s s Gy e

2.3 Maticové metody pre retazové zlomky

Teoéria retazovych zlomkov je vytvorend pomocou zakladnych rekurentnych vztahov
(23). Je prirodzené vySetrit zovseobecnenie refazovych zlomkov, zalozené na inych line-
arnych rekurentnych vztahoch, ktoré platia medzi ¢itatelom a menovatelom susednych
zblizenych zlomkov.

Takéto linedrne rekurentné vztahy moézeme napisat v tvare:

Pn = anPnfl + BnQTL*h vn € N7 (36)
Qn = fYnPnfl + 5n@n71a Vn € Na
kde a,, Bn, 7n a 0, st celé ¢isla. Tieto vztahy zapisané v maticovej forme si

= g "], vneN. (37)

Qn Tn 5n anl
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

2.3.1 NA&ajdenie druhej odmocniny ¢isla pomocou $tvorcovej matice dru-

hého radu
Pre vztahy (36), (37) polozme o, = a, 5, = u, ¥, = 1, 6, = a, potom tieto vztahy
dostaneme v nasledujicom tvare:
Pn = aPn—l + th—h Vn € Nv

Qn - n—1 T aQn—la Vn € N,

respektivne

Pn a Pnfl
= , Vn € N.

Qn 1 a Qn—l

Ak a = 0 proces nekonverguje (pripad singularnej matice), preto predpokladame, ze
a # 0. Ak lim, % existuje, tak je rovna v/t alebo —v/t. Z toho vyplyva, 7e pri

t < 0 retazovy zlomok nekonverguje (v R). Oznac¢me:
Ty = \/E a Tr_ = —\/E

Potom mame Styri konvergenc¢né pripady v zavislosti od ¢isla a

ak r4 < a, potom

T, < — 38
- n Qn—l ( )
e ak 0 < a < x4, potom
B, _ P, P, B,
2 12 <a < 20l Lano (39)
Q2n—2 QQn Q2n+1 Q2n—1
e ak x_ < a < 0, potom
Py, B, B, Py,
2ot om0 Don  Ton2 (40)
QQn—l Q2n+1 QZn QQn—Q
e ak a < x_, potom
P,_ P,
Lot g (41)
Qn—l Qn
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

V pripade, Ze a > 0, t.j. pre (38) a (39) plati lim,,_,, %: r, =/t kym

v pripade, kde a < 0, ¢ize pre (40) a (41) plati lim,, 5—”: r_ = —/t.

PRIKLAD 9. Na ziklade uvedenej teoérie zostrojime ukazkovy priklad.

6 31
e Nech v/t = v/31,a = 6, potom nastava pripad (38) a matica ma tvar
1 6
P 6 P 67T P, T4 P 8953 P 103.566
Q 17Q 127 Q2 139" @3 1608" @,  18.601°
103.566 [ P, 8.953 [ P
31 < — | < — | =
Vil 18.601 (Q4> 1.608 <Q3>
~ 5567764363 ~ 5 567765174 = 5,56778607
6 39
e Nech v/t = /39, a = 6, potom nastava pripad (39) a matica ma tvar
1 6

P 6 P 75 P 918 Py 11.241 Py 137.646 P5  1.685.475

Qo 1'Q1 12°Q, 147°Q; 1.800°Q, 22.041°Qs  269.892 '
918 [ P, 137.646 [ P, 1.685.475 [ P; 11.241 [ P
— =) < (=) < V3 < — 2] < — =
147 <Q2> 22.041 <Q4> 269.892 (Q5) 1.800 (Qg)

~ 06,2449 =~6,24499796 =~ 6,244997998 =~ 6,244997999 =~ 6,245

-6 39
1 -6

e Nech v/t = /39, a = —6, potom nastéva pripad (40) a matica m4 tvar

P, -6 P D P 918 P4 11.241 P, —137.646

Qo 1'Q1 -—12'Q, 147 °'Q; -—1.800°Q,  22.041 '

11.241 [ Py 1.685.475 ( P 137.646 [ P, 918 [ P,
- <" ) <-V39< - — <= (=
1.800 <Q3> 269.892 <Q5> Va9 22.041 <Q4> 147 (Q2>

~ —6,245 =~ —06,244997999 ~ —6,244997998 ~ —6,24499796 ~ —6,2449
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

-6 31
1 -6

e Nech v/t = v/31,a = —6, potom nastéva pripad (41) a matica m4 tvar

PR -6 B 67 P =774 Ps 8953 P, —103.566

Qo 1 Q. —12° Q, 139’ Qs —1608 Q. 18601 '

8.953 [ Py 103.566 ( P,
2 (22) < - 1) < =31
1.608 (Qg) 18.601 <Q4> vl

~ —5,06778607 ~ —5,567765174 ~ —5,567764363

2.3.2 RieSenie kvadratickej rovnice pomocou matic druhého radu

Predpokladajme, ze plati o, = a, 8, = —q, 7» = 1, 6, = a + p. Potom pre vztahy (36)

dostaneme

Pn = apnfl + (_Q)anla Vn € N>

Qn = n—1 + (CL +p)Qn—1a VTL € Na

¢o v maticovom podobe nadobudne tvar

P, a —q P,
= ' , Vn € N.
Qn 1 a + p Qn—l
Ak lim,, o % existuje, potom bude koretiom kvadratickej rovnice x? + px + ¢ = 0.

Pri D = p? — 4q < 0 proces nekonverguje, pretoze v tomto pripade korene kvadratickej

rovnice si komplexné a postupnost s readlnymi ¢lenmi nemoze dat komplexni limitu.

Oznacme:
e V2 et S Bl VA |
* 2 - 2 '
Pre # retazovy zlomok nekonverguje. Budeme mat $tyri pripady konvergencii (v

zéavislosti od ¢isla a)

e ak T4 < a, potom

P, P,_
<5 <5 11 (42)
oak%<a<aj+,potom
Ps,_ Ps, P, Pop
2 o _ ont1 _ Pona (43)

< €Ty <
QQn—2 Q2n Q2n+1 QQn—l
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

o .

e akr_<a< ——5 » botom

b, _ P P
2n—1 < 2n+1 <r < 2n

Q2n— 1 Q2n+1 Q2n

e ak a < x_, potom

Pn—l Pn
< —
Qn—l Qn

< x_

xr;x*, plati lim,, 0.= T =

V pripade, 7Ze a >

. . _ .1 —p—
v pripade, Ze a < %, plati lim,,_, %: r_ =
n

P2n—2
Q2n—2

PRIKLAD 10. Nech je dana rovnica 22 — 4z +2 = 0 (p =

korenex+:2+\/§ax_:2—\/§.

e Nech a = 4, potom nastéva pripad (42) a matica nadobtida tvar

Py 4 P 14 B 48 P 164 P,

@_ 1" Q
1.912 [/ P 560 [ P,
2+v2 <« 2 (22) <« 22 (22
V2 <55 (Q5) 164 (Q4

~ 3,41421 < ~3,41429 <

e Nech a = 3, potom nastéva pripad (43) a matica nadobtida tvar

R 3 P T B 17T P 41 P

5\ Qs 29\ Q4

34

260

T Q Q48 Qs 164 Qo0

~ 3,41463

- 99 P
Qo 17 Q1 2 Qs 57 Qs 127 Q4 29 Qs 70’

1 P P 2
7(2) <99(—4) <2+\/§<%

(@)

=34 < ~3,41379 < ~3,41421 < =~ 3,41429 <

~ 3,41667

(45)

—4,q = 2), ktord ma



2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

—2
e Nech a = 1, potom nastéva pripad (44) a matica nadobtda tvar
1 -3

I

1
Qo 17Qi =27 Q 5 Qs —120 Qs 297 Q5 70

7 P3 41 P5 ].7 P4 3 P2
5(0) < %) <2v<5(5) <i(3)

~0,58333 < =~0,58571 < ~0,58579 < =~0,58621 < =0,6

p_ -1 P 3 P -7 P 1T P 41

—2
e Nech a = 0, potom nastéva pripad (45) a matica nadobtda tvar
1 —4

B 0 P -2 P 8 Py -2 P, 96 P; —328
5607

R R U Ml A Mo T

9% /P, 398 / P;
S (4 el (LR R SN
164 (Q4> = 560 (Q5) <2-V2

~ (0,58537 < =~ 0,58571 < ~0,58579

2.3.3 Suavis maticovej metédy s teoriu retazovych zlomkov

Hladame také podmienky, pri ktorych z rovnic (36) mozeme dostat zakladné rekurentné
vztahy (23). Kvoli tomu zamenine v (36) indexy o jedno nizsie (n na n—1) a aplikujeme

na nich zakladné rekurentné vztahy. Ziskame:

Pn = (an + 5n1ﬁ) Pnfl - ﬁ (Oénflénfl - anlfynfl) Pn727 vn € N7 (46)
anl anl
s Yn
Qn - ( 61171 + 571) anl - (Oénflfsnfl - ﬁnflf)/nfl) Qn727 n € N.
Tn—1 Tn—1

Zo vztahoch (46) vyplyva, ze P, mozeme povazovat za Citatela a @), za menovatela

n-tého zblizeného zlomka v tom pripade, ak platia nasledujuce vztahy:

Tn Bn

Op—1 + 571 = _671—1 + ay, pre n > 2,
Yn—1 Bn—l
e _ B , pre n > 2,
Fn—1 anl
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

ktoré moZzeme transformovat na tvar:

Qp — Yn Op—1 — Yn—1 ar —N
Bn Bn—l 51 ( )
&:B’%l :...:&’ Vn € N,
Tn Yn—1 71

Potom maticu (37) mozeme napisat ako

o, Br

5 , Vn e N, (48)
%ﬁn Qp — %Bﬂ

a bude ekvivalentna retazovému zlomku, ktorého ¢itatele p,, a menovatele ¢, dostaneme

pomocou vztahov

B
DPn = 5 (Bn—l’yn—l - Oén—l(sn—l)y n Z 27 (49)
n—1
B
dn - 5n—1 + Qp—_1, N > 27
5n71
Zo vztahov
ag o 1 _ (7)) _ qo (50)
Yo 0o 0 Yo 1
o P\ (@)  [oagw+B)  [@n+p
Mo 01 1 Y1qo + 01 41

néjdeme nulty a prvy ¢len refazového zlomku. Takymto spdsobom matica (48) spolu s

. a Po) ., : .
maticou déava retazovy zlomok
1 d

10 —+ /61 — Q) (’}/1050 —+ 51) % (ﬁlf)/l - 05151) % (ﬁn—l’Yn—l - Oén—l(;n—l)

(%]

(nao+01)+ (261 +as) + (001 +an) +
(51)
P . . 1 2 ’
PRIKLAD 11. Nech je dana matica ( ) . Na zéklade (51) ¢islo v/2 mozeme zapisat
1 1
ak retazovy zlomok
11 1
D
V2 + 242+ 2+
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

V teorii retazovych zlomkov takyto spésob dostaneme pomocou pomerne zlozitého
vzorca (33). Pri naSom sposobe je to ovela lahgie, pretoze staci postupne umocnovat

maticu na druhu, na tretiu, atd.

PRrRIKLAD 12.

Nech je dana matica z predchidzajiceho prikladu. Vypocitame jej druhiit mocninu

2

Nulty a prvy prvok retazového zlomku dostaneme na zaklade (50) bezprostredne, ak
pozname prvé zblizené zlomky poc¢iatodného rozkladu &isla /2. Dalsie ¢leny retazového
zlomku mozeme vypocitat pomocou vztahov (49), v tomto pripade: a, = 2x4—3%3 =

—1, b, = 3+ 3 =6. Potom

PRIKLAD 13. Ak umocnine maticu z Prikladu 11. na tretiu, dostaneme

3
1 2 7 10

1 1 5 7

Na zaklade predchadzajiuceho prikladu potom rozklad &isla v/2 je

5 1 1
V2=t ST

2.3.4 Rozklad kvadratickej iracionalnosti na neperiodické retazové zlomky

pomocou matic druhého rddu s premennymi prvkami

Na zéklade predchadzajucej ¢asti mozeme dostat nekonecno vela rozkladov kvadratic-

kej iracionalnosti na neperiodické retazové zlomky.

1 2(n+1)

n+1 1
mienkam (47). Pomocou vztahu (37) mozeme dostat n-ty zblizeny zlomok aproximo-

PRIKLAD 14. Nech je dand matica ( ), n € Ny, ktord vyhovuje pod-

vaného ¢isla

& o Pnfl + 2(” + 1)@1171
Qn B (n + 1)Pn—1 + Qn—l (52)
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

Ak n — oo plati: P, =~ P,_1 a @, = Q,,_1. Po tprave rovnice (52) dostaneme
Pol(n+ 1) P+ Q] = [P+ 2(n + 1)Qu] @, ak n — oo

4

P2
=) =2, akn — oo,
(Qn)

z ¢oho lim,,_, % = /2, t.j. matica rozlozi ¢islo v/2 na zaklade (51) na nasledujuci

retazovy zlomok:

2 2
V3 2 21 136 (n*—1)(@n*-1)
3+ 5+ T+ (2n+ 1)+

; . o : no 2(n+1)
PRIKLAD 15. Na zaklade predchadzajiceho prikladu pre maticu
n+1 n

dostavame limn_m%: V2. Rozklad v/2 v tomto pripade mé tvar:

4 21 22 +2n—1
Y N ot )| i il VO
1+ 7+ (2n2 + 1)+

2.3.5 Vypocdet racionilnej odmocniny prirodzeného ¢isla pomocou matic

TRETIA ODMOCNINA CiSLA
Nech mame postupnosti {P,}, {@.} a {R,}, ktorych ¢leny st navzajom previazané

vztahmi:

Pn = CLPn_l + th—l + tRn_l, Vn € N, (53)
Qn = Pnfl + aanl + tRnfla Vn € N7

Rn = Pnfl =+ anl =+ aRnfla Vn € N.

Tieto vztahy mozeme vyjadrit pomocou matic:

Pn a t t Pn—l
Q.1 =11 a t Qn1 |, VneN. (54)
Rn 1 1 a Rnfl

Ak existuju limity lim,, %, lim,, o0 % a st konec¢né, potom plati:

P
lim =2 = V2, lim%:%.
n—oo n n—o0 n
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

1 3 3
PRIKLAD 16. Nech je dand matica tretieho radu |1 1 3], ktora splia vztah
1 1 1

(54), t.j. a = 1, t = 3 a existuju tri postupnosti {P,}, {Q,} a {R,} pomocou ktorych
aproximujeme c¢isla 9 a /3.
Ak polozime P =1, Q_1 = 1, R_; = 1, po Siestej iteracii dostaneme FPg = 61.234,
Qs = 42.470, Rg = 29.442.
Potom plati:

61.234 42.470

2044 =2 0TBIE A oo

Tabulkové hodnoty st:

~ 1,442497.

V0~ 2080084 a V3= 1,44225.

Ak umocnime pociatoéni maticu na druhi, na tretiu alebo na n-td, moézeme ta-

kymto sposobom zrychlit konvergenciu procesu.

STVRTA ODMOCNINA CiSLA
Zovseobecnenim vztahov (53) mozeme ziskat vzfahy na vypocet Stvrtej odmocniny
prirodzeného ¢isla t:
P,=aP, 1 +1tQ, 1 +tR,_1 +1tS,_1, Vn € N, (55)
Q.= P,_14+aQ,1+tR,_1+1tS,-1, Vn € N,
R,= P14+ Q,1+aR, 1 +1tS,_1, Vn € N,

Sn = Pnfl + anl + Rnfl + aSnfh Vn € N.

Tieto vztahy vyjadrime pomocou matic nasledovne

P, a t t t\ [P
n 1 a t t —
@l _ o VneN. (56)
Rn 1 1 a t Rn—l
S, 1 1 1 a) \S.

Tak isto ako v predchadzajicom casti metdda funguje len vtedy, ak limity lim,, ., %,
lim,,_ o % a lim,,_, o % existuju a si konecné. Potom

lim = = V/t3, limQ—: V12, lim =2 = V/t.

n—00 Sn n—00 Sn n—oo Sn
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

n-TA ODMOCNINA CISLA
Na zéklade (54) a (56) mozeme odvodit §tvorcovi maticu na vypocet n-tej odmocniny

prirodzeného cisla:

a t t
1 a t
1 1 a

nyxn
Tato matica umoziuje ziskat priblizni hodnotu pre Vt"—1, V/tn=2, ... /t, kde n je

ITubovolné racionalne ¢islo.

KONVERGENCIA EULEROVHO ALGORITMU

Metodu vypod¢tu odmocniny I'ubovolného racionalného stupiia pomocou matic prvy-
krat uviedol Euler (aj ked nie v maticovej podobe). Podmienky jeho konvergencie sku-
mal Eskin [5], ktory dokazal, ze Euklidov algoritmus konverguje pri l'ubovolnom ¢ > 1,
ak vhodnym spésobom vyberieme nulové priblizenie. Naviac algoritmus konverguje aj

pri komplexnych ¢, ¢o umoznuje ziskat priblizné hodnoty odmocnin komplexnych ¢&isel.

2.3.6 RieSenie rovnice tretieho stupia pomocou matic

Z matice
a1 Q12 a3
21 22 ag3 (57)
asi a32 as3

mozeme dostat rovnice

. anT + apy + CL137 (58)
a3 x + agay + ass

21T + 22y + Ao3
as31T + azzy + ass

Ak eliminuje x z tychto rovnic dostaneme rovnice tretieho stupiia vzhladom na pre-
mennd y. Z toho vyplyva, ze matica (57) v pripade konvergencie procesu sluzi na
vypocet pribliznej hodnoty jedného redlneho korena rovnice tretieho stupna. 7 rovnic

(58) ziskame rovnice
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

(@11 — ag1)x + (a12 — a)y + a1s — as;

r=y-+
a3 x + agy + ass

I

(a1 — az1)x + (ase — ase)y + ass — ass

y=1+
a31T + az2y + ass

Pre konvergenciu je potrebné, aby platilo y?> = x. Stac¢i (vzhladom na konvergenciu),

aby ziskané rovnice mali tvar:

- Q23 — A33%
- 9
a3 + ag2y + ass
(23 — (33
y=1+

a31T + 32y + ass
Ak polozime ag; = asi, az = az, @11 = Gg1, A13 = G23, A12 — G2 = Qg3 = G33 Matica

(57) nadobudne tvar

aiy Qg2 + @13 — A33 a3
ail 22 @13 (59)
a1 22 a33

To néas privadza k rovnici tretieho stupna

any® + (age — Cln)y2 + (a3 —an)y —a;3 =0 (60)
Ak vezmeme $pecialny pripad a;; = ags = 1, ag3 — 1 = p a a13 = —q z matice (59)
dostaneme maticu
1 —p—gq —q
1 1 —q (61)
1 1 p+1

)

¢o néas privedie k netplnej kubickej rovnici

v +py+q=0. (62)
PRIKLAD 17. Nech je dana rovnica treticho stupiia (62): y> —y — 3 = 0.
1 4 3
Zostrojime maticu na zaklade matici (61): |1 1 3|, pomocou ktorého dosta-
1 1 0

neme aproximéciu jediného redlneho korena rovnice. Ak polozime Startovaci vektor
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2.3 Maticové metddy pre retazové zlomky

zo= (1,1,1), po piatich iterdciach dostaneme 5= (13.423,8.026, 4.798).

Potom pre realny koren dostaneme nasledujiice aproximacie:

13.423

8.026

8.026
—— =~ 1,67278025.
1708 , 67278025

MathLab: =~ 1,67169988.

~ 1,67245957 a

Tato metoda konverguje rychlo iba vtedy, ak dana rovnica nemé dva korene, ktoré

by boli navzajom blizke v absolitnej hodnote.

Pozndmka: ak polozime p = 0, ¢ = —t matica (61) nadobudne tvar
1 t t
1 1 t
1 1 1

Tato matica umoznuje aproximovat tretiu odmocninu ¢isla ¢ (vid. ¢ast 2.3.5).

Pozndmka: Podobne ako v predchadzajtcich pripadoch, mozeme zostrojit maticu n-
tého radu, ktord bude sluzit na priblizny vypocet jedného redlneho korena rovnice

n-tého stupna. Napriklad matica

k la, o .- 0 0 0 0

0 k la, --- 0 0 0 0

0 0 0o - lay, 0 0 0

0 0 0o - k lay, 0 0

0 0 0o - 0 k 0 lay,
—lag —lay —lay -+ —lap—4 —la,—3 k—lap_1 —la,—o

0 0 0o - 0 0 la, k

nxn
v pripade konvergentého procesu, moze slizit na priblizny vypocet redlneho korena
rovnice

-1 1
ant" + ap 12"+ ...+ ax +ag=0.
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ZAVER

Zaver

V tejto praci sme sledovali dva ciele. Prvym cielom bolo spristupnit SirSej Citatel'skej
verejnosti teoriu retazovych zlomkov. Zo struc¢ného historického prehladu vyvoja tejto
teorie, ktory je predmetom prvej kapitoly, vyplyva, ze retazové zlomky zohrali v rozvoji
matematiky vyznamna tlohu, hlavne v teoérii ¢isel, ale aj v inych jej oblastiach. Mnohi
znami matematici prispeli k tejto tematike. Stac¢i len spomentt také zvucéné mend ako
Euklid, Euler a Lagrange (alebo zo su¢asnych ¢ias vyznamného ruského matematika
Vladimira Igorevicha Arnolda), ktori posuvali tito tedriu stale vpred a pomocou reta-
zovych zlomkov sa im podarilo vyriesit mnohé dovtedy nevyrieSené problémy, z ktorych
zopar takéto rieSenie je sucastou prvej Casti tejto prace.

Druhy ciel, ktory sme sledovali (a ktory je délezitejsi ako ten prvy), bol okrem
iného naucit sa priblizne riesit algebraické rovnice, t.j. najst redlne korene polynému
Tubovolného stupiia pomocou geometrickych metdd. Retazové zlomky sa daja vyjadrit
nielen ako postupnosti celych ¢isel, ale aj pomocou istych Specialnych matic. Vyhodou
tejto metody je skutoc¢nost, ze rozklad toho istého redlneho ¢isla na retazovy zlomok
mozeme vyjadrit pomocou viacerych matic, ¢oho dosledkom je zmena rychlosti konve-
gencii zblizenych retazovych zlomkov k danému rieSeniu. Bohuzial, nezostal dostato¢ny
priestor na to, aby sme mohli porovnat takéto metdédy s inymi pribliznymi metoédami
rieSenia algebraickych rovnic. To moze byt produktom dalSej prace.

Prinosom prace pre autora bolo prehibenie vedomosti o teorii retazovych zlomkov.
Taktiez prinosom bola praca v editore IXIEX a pisanie samotnej bakalarskej prace ako
vedeckej prace.

Tito pracu odporicam zaujemcom matematiky, ktori radi spoznévaji nové sposoby

a postupy rieSeni algebraickych rovnic a niektorych Specidlnych funkcii.
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