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Abstrakt v ²tátnom jazyku

JAKUBOVI�, Andrej: Úvod do teórie digitálnych �ltrov - Low Pass Filter [Bakalárska

práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,

Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: Mgr. So¬a Kilianová, PhD.,

Bratislava, 2014, 47 s.

Cie©om na²ej práce je preh©adné spracovanie úvodu do teórie digitálnych �ltrov so

zameraním na najjednoduch²í �lter dolnej priepuste (low-pass �lter). Práca je roz-

delená do troch kapitol. V Kapitole 1 de�nujeme signál ako fyzikálny pojem, akým

spôsobom ho získame, £o môºe spôsobi´ zniºovanie kvality záznamu informácie. �alej

poskytujeme de�níciu pojmu �lter a venujeme sa rozdielom medzi �ltrami reálneho

sveta a tými digitálnymi. Pre najjednoduch²í �lter dolnej priepuste vypo£ítame troma

spôsobmi frekven£nú odozvu a pomocou násobku amplitúdy a fázového posunu �ltra

podrobne analyzujeme �ltrovacie vlastnosti pre daný �lter pri ©ubovo©nej frekvencii.

V Kapitole 2 podrobne uvádzame vlastnosti digitálnych �ltrov, medzi ktoré patria

linearita, £asová nemennos´, koe�cienty diferen£nej rovnice, impulzná odozva �ltra,

transforma£ná funkcia, frekven£ná odozva, póly a nulové body �ltrov a stabilita. Ná-

sledne v závere£nej kapitole aplikujeme poznatky o správaní a vlastnostiach �ltrov na

²tyri základné �ltre, pomocou ktorých sa dajú skon²truova´ v²etky ostatné lineárne a

£asovo nemenné �ltre.

K©ú£ové slová: Signál, Digitálny �lter, Najjednoduch²í �lter dolnej priepuste,

Frekven£ná odozva, Násobok amplitúdy



Abstract

JAKUBOVI�, Andrej: Introduction to the theory of digital �lters - Low Pass Filter

[Bachelor Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics

and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr.

So¬a Kilianová, PhD., Bratislava, 2014, 47p.

The objective of our work is an informative procession of introduction to the theory

of digital �lters, focusing the low-pass �lter. The paper is divided into three chapters. In

the Chapter 1 we de�ne signal as a physical phenomenon, in which way we can obtain

it, what can cause lowering quality of recording. In addition, we provide de�nition

of a �lter, we look at di�erence between real world �lters and digital �lters. For the

simplest low-pass �lter we compute frequency response in three di�erent ways and using

amplitude response and phase delay we analyze �ltering features for given �lter with

any frequency, in detail. In Chapter 2 we introduce general characteristics of digital

�lters, which includes linearity, time-invariance, coe�cients of di�erence equations,

impulse response of �lter, transformation function, frequency response, poles and zeros

of a �lter, and stability. Subsequently, in the �nal Chapter we apply knowledge about

�lter features on four basic �lters, from which we can construct any other linear time-

invariant �lter.

Keywords: Signal, Digital Filter, Simplest Low-Pass Filter, Frequency response,

Amplitude response
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

V elektronike, vo výpo£tovej technike a v matematike digitálny �lter vykonáva matema-

tické operácie na vzorke diskrétne ur£eného signálu, aby zoslabil alebo zosilnil zvolené

aspekty daného signálu. Filter dolnej pásmovej priepuste (angl. �low pass �lter�) je �l-

ter, ktorý prepú²´a nízko frekven£né signály a utlmuje signály s frekvenciou vy²²ou ako

je limitný kmito£et. Prvá zmienka v literatúre o digitálnych �ltroch je e²te zo 60. rokov

20. storo£ia. Odvtedy s dramatickými pokrokmi v digitálnych technológiach digitálne

�ltre za£ali ponúka´ realizovate©né rie²enia problémov �ltrovania, ktoré sa v minulosti

rie²ili pomocou analógových �ltrov. Od tých £ias bolo vymyslených ve©a druhov �ltrov

ako napríklad nerekurzívne, rekurzívne, prispôsobite©né �ltre, �ltre hornej, dolnej a

pásovej priepuste, hrebe¬ový �lter, ²umový �lter, �ltre s oneskorením.

Hlavným cie©om tejto bakalárskej práce je podrobne spracova´ teóriu digitálnych

�ltrov s hlavným zameraním na �lter dolnej priepuste. �itate© tejto práce sa môºe

systematicky vzdela´ v danej problematike, rýchlo a efektívne, bez potreby znalosti

anglického jazyka.

Bakalárska práca je rozdelená na 3 £asti. V²etky tri sú teoretické. V prvej kapi-

tole podrobne rozoberieme signály a �ltre, ich základne vlastnosti a aplikujeme ich

na najjednoduch²í �lter dolnej priepuste. V druhej kapitole £itate©a oboznámime so

základnými vlastnos´ami �ltrov ako napríklad, linearitu a £asovú nemennos´. Na zá-

ver v tretej £asti podrobne rozoberieme ²tyri základne druhy �ltrov, ich princípy a

fungovanie. V²etko je nakoniec zhrnuté v Závere bakalárskej práce.
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1 SIGNÁLY A FILTRE

1 Signály a �ltre

Prvá kapitola obsahuje podrobný opis vlastnosti signálov a �ltrov. Na£rtne úvod do

spracovania signálu a rozdelenie signálov podla jednotlivých vlastnosti. Následne je

rozvinutý úvod do teórie digitálnych �ltrov, ich najzákladnej²ích vlastnosti a dané

poznatky sú aplikované na najjednoduch²í �lter dolnej priepuste. V £astiach 1.1 aº 1.5

sme £erpali najmä z [2], [8] a [10].

1.1 Signál

Signál pod©a komunika£ných systémov a elektrického inºinierstva je funkcia, ktorá vy-

jadruje informáciu o správaní alebo povahe nejakého fyzikálneho fenoménu. Vo svete,

opísanom zákonmi fyziky, rôzne mnoºstvo vykazujúce zmenu v £ase alebo v priestore

(napríklad obraz) je potenciálny signál, ktorý by mohol poskytnú´ informáciu o stave

fyzikálneho systému, ako aj dopravi´ informáciu medzi dvoma pozorovate©mi.

Medzi najznámej²ie signály patrí re£, sonar, radar, hudba, video, dopravná signali-

zácia.

Vo v²eobecnosti, kaºdý záznam o zmene javu je signál. �a©²ie príklady signálov sú

napríklad záznam o teplote, burzové indexy, alebo pH meter, ktorý vyjadruje informá-

ciu o kyslosti daného roztoku. Zvy£ajne sú signály zachytené pomocou senzoru a £asto

je pôvodná forma signálu konvertovaná na inú formu energie pomocou prevodníka.

Napríklad mikrofón konvertuje zvukový signál na elektrický, reproduktor opa£ne.

Informácia v signále je £asto sprevádzaná ²umom (angl. �noise�). Termín ²um zvy-

£ajne znamená neºiadúce náhodné ru²enie, ale £asto sa jeho de�nícia roz²iruje aj o

nechcené signály prekrývajúce sa so chceným signálom. Na Obrázku 1 je znázornené

postupné zniºovanie kvality zvukovej stopy hlasu autora tejto práce, ktorá bola opako-

vane nahrávaná pomocou nekvalitného nahrávacieho zariadenia. V prvej £asti Obrázka

1 je znázornený signál nahrávky zachytenej pomocou interného mikrofómu po£íta£a.

Nasledne bola táto nahrávka reprodukovaná reproduktorom a sú£asne znovu nahrá-

vaná. Nový signál je znazornený v druhej £asti Obrázka 1. Tento spôsob reprodukcie

a nahrávania zvuku je v praxi nedostato£ný, ale pre ukáºku nárastu ²umu poslúºi do-

konale. Takýmto spôsobom sa vytvorí z druhej nahrávky tretia a následne z tretej
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1.2 Spracovanie signálu 1 SIGNÁLY A FILTRE

²tvrtá. Obrázok 1 teda pozostáva zo ²tyroch signálov jednej nahrávky, ktorá bolo viac-

krát nahrávaná. Ani pre �laické oko� nie je problém vidie´ ako postupne narastá �miera

za²umenia� a ako sa postupne stráca informácia sprostredkovaná signálom. Nástroj,

ktorý sa pouºíva na odstránenie neºiadúcich zloºiek signálu, sa nazýva �lter.

Obr. 1: Nárast ²umu pri opakovanom nahrávaní zvukovej stopy.

1.2 Spracovanie signálu

Spracovanie signálu (angl. �signal processing�) je £as´ systémového inºinierstva, elek-

tronického inºinierstva a aplikovanej matematiky, ktorá sa zaoberá analyzovaím alebo

operáciami na analógovom ako aj digitálnom signáli, ktorý reprezentuje £asovo-menné

alebo priestorovo-menné fyzikálne veli£iny. Beºným príkladom je prenos signálu medzi

vzdialenými pozíciami. Stelesnenie signálu v elektronickej forme je vytvorené prevod-

níkom, ktorý konvertuje signál z jeho pôvodnej formy na tvar vlnenia vyjadreného ako

prúd (I), napätie (V) alebo ako elektromagnetické vlnenie. Medzi najznámej²ie príklady

patrí optický signál, alebo rádiový prenos. Uº vyjadrený ako elektrický signál, je sig-

nál prístupný na ¤a©²ie spracovanie elektronickými zariadeniami, ako sú elektronické

zosil¬ova£e a elektronické �ltre, a môºe by´ prenesený na vzdialené miesto elektronic-

kými vysiela£mi a prijatý pomocou elektronických prijíma£ov. Schéma tohto prenosu

je znázornená na Obrázku 2.
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1.3 Spojité a diskrétne signály 1 SIGNÁLY A FILTRE

Obr. 2: Prenos signálu na dia©ku. Zdroj: [1].

1.3 Spojité a diskrétne signály

Pod©a [8] spojitý reálny (alebo komplexný) signál (angl. �countinuous-time signal�)

je kaºdý signál, ktory nadobúda hodnotu v kaºdom bode de�ni£ného oboru, ktorým je

naj£astej²ie nekone£ný interval.

Ak sú pre signál de�nované veli£iny v kone£nom po£te bodov, takýto signál nazý-

vame diskrétny signál (angl. �discrete-time signal�). Naj£astej²ie spôsoby, akými sa

tvoria diskrétne signály, sú vzorkovanie spojitého signálu a aproximácie signálu postup-

nos´ou jeho hodnôt v konkrétnych £asových okamihoch.

Na diskrétny reálny (alebo komplexný) signál sa môºeme pozera´ ako na funkciu

mnoºiny (podmnoºiny) celých £ísiel (index ozna£ujúci £asovú os) zobrazujúcu sa na

mnoºinu reálnych (alebo komplexných) £isiel (hodnoty funkcie v daných okamihoch).

Na Obrázku 3 je zobrazený spojitý signál sivou £iarou a pomocou £ervených ²ípiek

je znázornená metóda vzorkovania. Rozdiel medzi dvoma ²ípkami ur£uje vzorkovací

interval. Diskrétny signál sa následne vytvorí z postupnosti hodnôt analógového signálu

v jednotlivých bodoch.

1.4 Analógové signály

Analógový signál (angl. �analog signal�) pod©a [8] je kaºdý spojitý signál, ktorého zloºka

meniaca sa v £ase (premenná) je reprezentovaná veli£inou meniacou sa v £ase. Naprí-

klad v analógovom signáli zvuku okamºité napätie spojito závisí od tlaku zvukových

v¨n. Odli²uje sa od digitálneho signálu, v ktorom je spojitá veli£ina reprezentovaná

diskrétnou funkciou, ktorá dokáºe nadobúda´ iba kone£ný po£et hodnôt.

Analógový signál vyuºíva vlastnosti prostredia na sprostredkovanie informácie. Na-

príklad aneroidový barometer funguje na princípe plastickej deformácie príjmovej £asti

11



1.4 Analógové signály 1 SIGNÁLY A FILTRE

Obr. 3: Vytvorenie diskrétneho signálu zo spojitého vzorkovaním.

vplyvom zmien tlaku vzduchu. V elektronickom signáli sa vyuºívajú variácie napätia,

prúdu a frekvencie na vyjadrenie informácie.

Kaºdá informácia moºe by´ vyjadrená analógovým signálom. �asto je takýto signál

meranou odozvou na zmenu fyzikálneho fenoménu, ako napríklad zvuku, svetla, teploty,

pozície alebo tlaku. Fyzikálna veli£ina je konvertovaná na analógový signál pomocou

prevodníka. Napríklad pri nahrávaní hudby, kolísanie tlaku vo vzduchu (£o je vlastne

zvuk) naráºa na membránu mikrofónu, ktorý indukuje zodpovedajúci kolísajúci prúd

vytvorený cievkou v elektromagnetickom mikrofóne, alebo zodpovedajúce kolísajúce

napätie vytvorené kondenzátorovým mikrofónom.

Analógový signál môºe ma´ v teoretickej rovine nekone£né rozlí²enie. V praxi je v²ak

sprevádzaný elektronickým ²umom a je skreslený kominuka£nými kanálmi a spracova-

ním signálu, ktoré dokáºu postupne zniºova´ pomer signálu ku ²umu (angl. �signal-

to-noise ratio�). Na rozdiel od nich digitálne signály majú kone£né rozlí²enie. Konver-

tovanie analógového signálu na digitálnu formu je sprevádzané kon²tantným ²umom

na nízkej úrovni, nazývaným kvantiza£ný ²um. Ale ¤alej, uº v digitálnej forme, signál

môºe by´ spracovaný alebo vysielaný bez pridávania ²umu alebo iného skreslenia. Preto

akonáhle spracovanie analógových signálov sa stáva komplexnej²ím, strácajú svoje roz-

lí²enie do takej miery, ºe ich kvalita je prekonaná digitálnymi signálmi. Toto vysvet©uje

roz²írené pouºívanie digitálnych signálov v modernej technológii. V analógových sys-

témoch je ´aºké zisti´, kedy nastáva degradácia. Av²ak pri digitálnych systémoch je

12



1.5 Digitálne signály 1 SIGNÁLY A FILTRE

degradácia nielen detekovate©ná, ale dá sa aj odstráni´.

1.5 Digitálne signály

Digitálny signál môºe by´ kaºdý signál so spojitým priebehom pouºívaný v digitálnej

komunikácii, reprezentujúci prúd bitov alebo inú postupnos´ diskrétnych hodnôt. V

tejto podkapitole £erpáme z [5].

V po£íta£ovej architektúre a v ¤a©²ích digitálnych systémoch je priebeh, ktorý pre-

pína medzi dvoma stup¬ami napätia, reprezentujúce dva stavy tzv. �Boolean� hodnôt

(0 a 1) nazývaný digitálny signál, a to aj napriek tomu, ºe to je analógový priebeh

napätia, ktorý je vyjadrený len dvoma úrov¬ami.

Obr. 4: Priebeh digitálneho signálu. A - nízka úrove¬, B - vysoká úrove¬, C - nábeºná hrana,

D - zostupná hrana. Zdroj: [3] .

Hodinový signál (angl. �clock signal�), alebo hodinový impulz je ²pecialný digitálny

signál, ktorý sa pouºíva na synchronizovanie digitálnych obvodov. Obrázok 4 moºe

by´ povaºovaný za hodinový signál. Logické zmeny sú spustené bu¤ nábeºnou hranou,

alebo zostupnou hranou:

• nábeºná hrana: prechod z nízkej úrovne (A) napätia na vysokú (B);

• zostupná hrana: prechod z vysokej úrovne (B) napätia na nízku (A).

Hoci vo ve©mi zjednodu²enom a idealizovanom modeli digitálneho obvodu si pra-

jeme, aby tieto prechody nastávali okamºite, v reálnom svete neexistuje obvod s nu-

lovým odporom, a preto ºiadny obvod nedokáºe zmeni´ úrove¬ napätia okamºite. To

znamená, ºe za ve©mi krátky £as prechodu výstup nemusí zodpoveda´ vstupu a naozaj

nemusí zodpoveda´ ani vysokej, ani nízkej úrovni napätia.
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1.6 Filtre 1 SIGNÁLY A FILTRE

Obrázok 5 znázor¬uje vytváranie digitálneho signálu z analógového. Ke¤ºe je pod©a

de�nície digitálny signál vyjadrený pomocou diskrétnych hodnôt (napríklad prirodze-

ných £ísiel), hodnoty analógového signálu aproximujeme na ºiadané diskrétne hodnoty.

Mrieºka na Obrázku 5 reprezentuje diskrétne hodnoty, ktoré môºe digitálny signál na-

dobudnú´. V momente, ke¤ krivka analógového signálu pretne zvislú preru²ovanú £iaru

mrieºky, hodnota signálu sa zaokrúhli na najbliº²iu diskrétnu hodnotu. Táto sa stane

hodnotou digitálneho signálu aº po ¤al²í moment stretu krivky analógového signálu so

zvislou £as´ou mrieºky, kedy sa proces zopakuje.

Obr. 5: Aproximovanie digitálneho signálu z analógového.

1.6 Filtre

Hudobníci vyuºívajú �ltre tisícky rokov na to, aby tvarovali plody ich umenia rôznymi

spôsobmi. Príkladom môºe by´ evolúcia fyzikálnych veli£ín huslí predstavuje evolúciu

v dizajne �ltrov. Výber dreva, tvar výrezov, geometria mostíka a v²etko £o ovplyv-

¬uje rezonanciu, toto v²etko má ú£as´ na tom, ako husle �ltrujú signál indukovaný na

mostíku vibrujúcimi strunami. Akonáhle sa zvuk ²íri vzduchom, ¤a©²ie �ltrovanie je

spôsobené prostredím, u²nicou poslúcha£a a pre kaºdého jednotlivca je aj subjektívny

proces spracovania zvuku. V £astiach 1.6 aº 1.8 sme £erpali z [9].

Kaºdý objekt v blízkosti zvukovej vlny môºe by´ povaºovaný za �lter. Av²ak, zvy-

£ajne nepovaºujeme za �lter objekt, ktorý nedokáºe nejakým cite©ným spôsobom ovplyv-

ni´ zvuk. Napríklad kábel reproduktora sa nepovaºuje za �lter, za to reproduktor sa-
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motný áno. Samohlásky v re£i sú tvorené prevaºne zmenou tvaru ústnej dutiny, ktorá

mení rezonancie a tým pádom �ltruje vlastnosti hlasu. Ovládanie hlasitosti zvuku v

klasickom autorádiu, basy, ovládanie vokálov, gra�cké ekvalizéry, ozvenové zariadenia,

fázový posun, to v²etko sú príklady uºito£ných �ltrov. �alej sú tu príklady neºiadúceho

�ltrovania, akým je napríklad nerovnomerné ²írenie niektorých frekvencií v miestnosti

so �zlou akustikou�. Jeden známy génius v poli �ltrov raz povedal: �Ke¤ sa nad tým

tak zamyslíte, v podstate v²etko je �lter.�

Digitálny �lter (angl. �digital �lter�) slúºi na �ltrovanie digitálnych signálov. Je to

výpo£et, ktorý vezme postupnos´ £ísiel (vstup) a z nej vytvorí novú (výstup). V²etky

hore uvedené �ltre nie sú digitálne lebo operujú na analógových signáloch. Je dôleºité

si uvedomi´, ºe digitálny �lter nedokáºe �ltrova´ rovnako ako dokáºu �ltrova´ �ltre

�reálneho sveta�. Digitálny �lter je len vzorec, ktorý pracuje s digitálnymi signálmi.

Na digitálny �lter sa dá pozera´ ako na �£iernú skrinku�, do ktorej vchádza na jednej

strane vstupný signál a na druhej strane sa objaví nový výstupný signál pozmenený

vlastnos´ami tejto skrinky. Tento princíp je schématický zobrazený Obrázku 6.

Obr. 6: Diagram znázor¬ujúci ©ubovo©ný �lter.

1.7 Najjednoduch²í �lter dolnej priepuste

Táto sekcia poskytuje najjednoduch²í príklad k pochopeniu toho, aký efekt má digi-

tálny �lter na digitálny signál. Obrázok 7 opisuje najjednoduch²í �lter dolnej priepuste

(angl. �low-pass �lter�), ktorý nemá ºiadny efekt na nízke frekvencie a neprepú²´a vy-

soké. Produktom ideálneho �ltra dolnej priepuste je multiplika£ná kon²tanta (napríklad

�1�) pre frekvencie medzi 0 Hz a hrani£nou frekvenciou fc Hz a 0 pre v²etky zvy²né

frekvencie. Následný výstup sa získa vynásobením vstupu a k nemu danému produktu

�ltra. To znamená, ºe po pre�ltrovaní sa signál s frekvenciou f z intervalu [0, fc] ne-

zmení a signál, ktorý má frekvenciu leºiacu v intervale [fc,
fs
2
] sa celý prenásobí nulou

a tým prakticky zanikne.
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Obr. 7: Ideálny �lter dolnej priepuste.

1.7.1 De�nícia �ltra

Najjednoduch²í �lter dolnej priepuste sa dá vyjadri´ pomocou nasledujúcej diferen£nej

rovnice:

y(n) = x(n) + x(n− 1), n = 0, 1, 2, . . . (1)

kde x(n) je vstupná hodnota signálu v £ase alebo vo vzorke n a y(n) je výstupná

hodnota v £ase n. Vývojový diagram tohto �ltra je znázornený na Obrázku 8. Symbol

�z-1� znamená £asový posun o jednu jednotku £asu n na intervale, to znamená, ºe

z-1x(n) = x(n− 1). Symbol ⊕ reprezentuje sú£et vstupov.

Obr. 8: Systémový diagram pre �lter y(n) = x(n) + x(n− 1).

Pri práci so vstupom digitálneho �ltra pod©a [9] je dôleºité konvertova´ d¨ºku kroku

intervalu na sekundy, ktoré sú dohodou povaºované za východiskovú pozíciu (pri viace-

rých rôznych �ltroch by inak nastali problémy). Teda, ¤a©²í spôsob, ako napísa´ rovnicu
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najjednoduch²ieho �ltra s dolnou priepus´ou, je

y(nT ) = x(nT ) + x((n− 1)T ), n = 0, 1, 2, . . . (2)

kde T je vzorkovací interval (ak by bolo n pôvodného �ltra nastavené na minúty,

vzorkovací interval T by mal hodnotu 60). Pod©a [9] pri spracovaní digitálneho signálu

je beºné vynecha´ túto kon²tantu (dosadi´ ju s hodnotou T = 1), ale vºdy, pri pracovaní

so signálmi je nutné upravi´ n, aby sa £as medzi dvoma vzorkami rovnal jednej sekunde

pomocou nT .

Dá sa predpoklada´, kedºe (1) je najjednoduch²í �lter dolnej priepuste, tak je aj

istým spôsobom najhor²í. Na otázky, akým spôsobom je nedostato£ný a pre£o práve

�lter (1) je �ltrom dolnej priepuste, dáva odpove¤ frekven£ná odozva �ltra (angl.

�frequency response�). Frekven£ná odozva pozostáva z dvoch £astí:

• násobok G amplitúdy vstupu (podiel amplitúd výstupu A2 a vstupu A1);

• fázový posun θ (rozdiel fázy výstupu φ2 a vstupu φ1).

Frekven£na odozva pozostáva z dvoch významných vlastností �ltrov, ktoré sú funda-

mentálne pri analýze �ltrov. Existuje nieko©ko metód na exaktné zistenie frekven£nej

odozvy.

1.8 H©adanie frekven£nej odozvy

O �ltri vyjadrenom pomocou (1) sa dá uvaºova´ ako o �£iernej skrinke�, ktorá je zná-

zornená na Obrázku 6. Pre poznanie efektu tohto �ltra na spektre x(n), kde x(n)

reprezentuje celý vstupný signál, môºeme �lter otestova´ na kaºdej frekvencii osobitne.

Takýto postup sa nazýva harmonická analýza (angl. �sine-wave analysis�). Na Ob-

rázku 9 je znázornený vstupno-výstupný pár pre �lter (1) s frekvenciou f = fs
4
Hz, kde

fs je rozsah frekven£nej vzorky. Daný príklad uvádzame pod©a [9].

Obr. 9 pozostáva zo vstupu a výstupu �ltra (1) pre ²pecialný prípad vstupnej frek-

vencie:

• Vstupný signál x(n) = A1 sin(ωnT + φ1) s amplitúdou A1 = 1, s frekvenciou

ω = 2πfs/4 a s fázou φ1 = 0;

17
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Z Obrázka 9 je zrejmé, ºe násobok amplitúdy G pre frekvenciu f = fs
4
je
√
2. Pod©a

Obrázka 9 pre (1) fázový posun θ pri frekvencii f = fs
4
sa rovná -π

4
(vstup má fázu

φ = 0, to znamená ºe sínusoida vstupu za£ína v bode [0,0]. Výstup je posunutý na osi

frekvencie práve o -π
4
), a preto môºeme písa´:

• Výstupný signál y(n) = A2 sin(ωnT + φ2) s amplitúdou A2 =
√
2, s frekvenciou

ω = 2πfs/4 a s fázou φ2 = −π/4.

Takýmto spôsobom sa dá pokra£ova´ s kaºdou frekvenciou f z intervalu 0 aº fs
2
, podobne

vy²etri´ vstupné a výstupné vlny a urobi´ pre ne graf ako na Obrázku 9. Výsledné

grafy znázornené na Obrázku 10 znázor¬ujú frekven£nú odozvu �ltra (1). Z násobku

amplitúdy G je zrejmé, ºe �lter (1) má vlastnosti �ltra dolnej priepuste, pretoºe ako

frekvencia narastá (z 0 na fs
2
) násobok amplitúdy klesá (z 2 na 0).

Obr. 9: Vstupné a výstupné signály pre �lter y(n) = x(n)+x(n− 1). Vstupný signál x(n) =

sin(2πfsnT/4). Výstupný signál y(n) =
√
2 sin(2πfsnT/4− π/4).

Harmonická analýza sa pouºíva iba pre �ltre, ktoré sú lineárne a £asovo-nemenné.

Lineárny �lter je daný lineárnou rovnicou a spôsob akým �ltruje £asovo-nemenný �lter

sa nemení v £ase. Takéto �ltre vytvárajú zo sínusoidy sínusoidu s rovnakou frekven-

ciou. Vy²²ie spomenutá metóda h©adania frekven£nej odozvy zah¯¬a fyzické meranie

amplitúdy a fázového posunu vstupných sínusoíd pre kaºdú frekvenciu. Táto metóda
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Obr. 10: Frekven£ná odozva pre �lter y(n) = x(n) + x(n− 1): a) násobok amplitúdy G; b)

fázová odozva θ.

je praktická pri reálnych �ltroch, ale len ´aºko sa dá vyuºi´ pri dizajne nových �ltrov.

Existuje nieko©ko spôsobov ako vytvori´ vzorec pre �lter (1) na výpo£et frekven£nej

odozvy. Prvý spôsob je analogický ku harmonickej analýze. Na nieko©kých príkladoch

vypo£ítame fázovu odozvu a amplitúdu sínusoíd rozli²ných frekvencií po spracovaní

�ltrom (1).

Jednosmerný prúd (angl. �direct current�) má frekvenciu 0 Hz. Preto sa dá jeho

sínusoida napísa´ ako x(n) = A cos(2πfnT + φ), kde f = 0. To znamená, ºe x(n) =

A cos(φ). Vstupný signál je kon²tantný na celom sprektre. Je zrejmé, ºe výstupný signál

sa rovná y(n) = x(n)+x(n−1) = A cos(φ)+A cos(φ) = 2A cos(φ) pre v²etky n. A teda

násobok amplitúdy pre frekvenciu f = 0 je 2 (podiel výstupu a vstupu 2A cos(φ)
A cos(φ)

= 2).

Fáza signálu s frekvenciou 0 Hz je rovnaká pri vstupe aj výstupe. Fázový posun pre
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jednosmerný prúd je teda nulový.

�a©²iou z frekvencií, pre ktorú nie je obtiaºné vyráta´ frekven£nú odozvu, je polovica

frekven£nej ²kály f = fs
2
= 1

2T
. Pre túto frekvenciu môºe by´ vstup x(n) charakterizo-

vaný nasledovne:

x(n) = A cos(2π
fs
2
nT + φ)

= A cos(2π
1

2T
nT + φ)

= A cos(πn+ φ)

= A cos(πn) cos(φ)− A sin(πn) sin(φ)

= A cos(πn) cos(φ)

= A(−1)n cos(φ), n = 0, 1, 2, . . .

= {A cos(φ),−A cos(φ), A cos(φ),−A cos(φ), . . . }.

Pre výstup y(n) následne platí:

y(n) = x(n) + x(n− 1)

= A(−1)n cos(φ) + A(−1)(n−1) cos(φ)

= A(−1)n cos(φ)− A(−1)(n) cos(φ)

= 0, n = 0, 1, 2, . . .

Filter (1) má teda násobok amplitúdy G rovný 0 pre f = fs
2
. Ur£enie fázového posunu

θ pre vstup x(n) s frekvenciou f = fs
2
nie je jednoduché ur£i´.

Doteraz sme frekven£nú odozvu ur£ovali pre konkrétny vstup {x(n), n = 0, 1, 2, . . . }

so ²pecialnými frekvenciami f = 0, fs
4
, fs

2
. Na zistenie povahy frekven£nej odozvy pre

©ubovo©nú frekvenciu f vypo£ítame podla [9] násobok amplitúdy a fázový posun v²e-

obecne pre vstup:

x(n) = A cos(2πfnT + φ). (3)

Výstup y(n) dostáva tvar:

y(n) = A cos(2πfnT + φ) + A cos(2πf(n− 1)T + φ). (4)

Na zistenie frekven£nej odozvy sa dá v²eobecná rovnica (3) zjednodu²i´ dosadením za

fázu φ = 0 a násobok amplitúdy A = 1. Vyuºi´ sa to dá kvôli tomu, ºe (1) je lineárny
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£asovo invariantný �lter. Tieto vlastnosti zaru£ujú, ºe frekven£ná odozva �ltra bude

rovnaká pre ©ubovo©né A a φ. Následne vstup x(n) = A cos(2πfnT + φ). dostáva tvar:

x(n) = cos(2πfnT )

= cos(ωnT ),

kde ω = 2πf. Rovnica výstupu y(n) dostáva tvar:

y(n) = cos(ωnT ) + cos(ω(n− 1)T )

= cos(ωnT ) + cos(ωnT ) cos(−ωT )− sin(ωnT ) sin(−ωT )

= cos(ωnT ) + cos(ωnT ) cos(ωT ) + sin(ωnT ) sin(ωT )

= (1 + cos(ωT )) cos(ωnT ) + sin(ωnT ) sin(ωT )

= a(ω) cos(ωnT ) + b(ω) sin(ωnT ),

kde a(ω) = (1 + cos(ωT )) a b(ω) = sin(ωT ). Vhodný tvar výstupu, z ktorého ©ahko

uvidíme násobok amplitúdy a fázový posun je:

y(n) = G(ω) cos(ωnT + θ(ω)),

kde G(ω) je násobok amplitúdy závislý od frekvencie a θ(ω) je fázový posun �ltra

závislý od frekvencie. Tento výraz sa dá roz²iri´ na:

y(n) = G(ω) cos(ωnT )−G(ω) sin(θ(ω)) sin(ωnT ),

to znamená:

a(ω) = G(ω) cos(θ(ω)),

b(ω) = −G(ω) sin(θ(ω)).

Odvodenie násobku amplitúdy G(ω) má tvar:

a2(ω) + b2(ω) = G2(ω)cos2(θ(ω)) +G2(ω)sin2(θ(ω))

= G2(ω)(cos2(θ(ω)) + sin2(θ(ω)))

= G2(ω).
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Následne sa G(ω) dá zjednodu²i´ na:

G2(ω) = a2(ω) + b2(ω) = (1 + cos(ω))2 + sin2(ωT )

= 1 + 2 cos(ωT ) + cos2(ωT ) + sin2(ωT )

= 2 + 2 cos(ωT ) = 4cos2(
ωT

2
)

= 2| cos(ωT
2

)| = 2 cos(πfT ), |f| ≤ fs
2
.

Fázový posun θ(ω) sa dá vyjadri´ z pôvodnej rovnice ako tangens:

tan(θ(ω)) = − b(ω)
a(ω)

= − sin(ωT )

1 + cos(ωT )
= − 2 sin(ωT/2) cos(ωT/2)

1 + cos2(ωT/2)− sin2(ωT/2)

= −2 sin(ωT/2) cos(ωT/2)

2cos2(ωT/2)

= − sin(ωT/2)

cos(ωT/2)
= − tan(ωT/2) = tan(ωT/2).

To znamená, ºe fázový posun sa rovná:

θ(ω) = −ωT/2 = −πfT.

Filter (1) so vstupom v sínusovom tvare

x(n) = A cos(2πfnT + φ)

produkuje výstup

y(n) = 2A cos(πfT ) cos(2πfnT + φ− πfT ).

To znamená, ºe násobok amplitúdy pre tento �lter je G(ω) = 2 cos(πfT ) a fázový posun

je presne θ(ω) = −πfT radiánov. Úplna frekven£ná odozva pre �lter (1) je znázornená

na Obrázku 10.

1.8.1 H©adanie frekven£nej odozvy pomocou komplexných £ísiel

Na²tastie existujú aj jednoduch²ie metódy h©adania multiplikátora a fázovej odozvy

�ltra, teda prvkov potrebných na zistenie celej frekven£nej odozvy. Pre pochopenie

jednej z týchto metód je tréba porozumie´ komplexným £íslam a operáciami s nimi.

Základným vz´ahom komplexných £ísiel je �Eulerova identita� (angl. �Euler's identity�):
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eiωnT = cos(ωnT ) + i sin(ωnT ), i =
√
−1. (5)

S poznatkami o komplexných £íslach sa dá nová metóda aplikova´ na najjednoduch²í

�lter dolnej priepuste (1). Na získanie frekven£nej odozvy sa �lter otestuje pre vstup

x(n) = Aei(2πfnT+φ) s frekvenciou f. Znova kvôli £asovej nemennosti a linearite �ltra

frekven£ná odozva nebude závislá od φ a od A, preto je moºné dosadi´ za φ = 0 a za

A = 1. Odozva �ltra (1) so vstupom s frekvenciou ω/2π Hz, kde ω = 2πf je daná ako:

y(n) = x(n) + x(n− 1)

= eiωnT + eiω(n−1)T

= eiωnT + eiωnT e−iωT

= (1 + e−iωT )eiωnT

= (1 + e−iωT )x(n)

= H(eiωT )x(n).

(6)

Toto odvodenie je o£ividne jednoduch²ie ako trigoniometrický prístup, z ktorého je

niekedy len ve©mi taºké odvodi´ výsledok. �o je ale trochu mätúce je výstup, ktorý

pripomína komplexný násobok vstupu závislý od frekvencie. Frekven£ná odozva sa

v²ak dá jednoducho odvodi´ z výrazu H(eiωT ) v polárnych súradniciach: H(eiωT ) =

G(ω)eiθ(ω). Násobok amplitúdy je vyjadrený absolútnou hodnotou výrazu H a fázová

odozva �ltra je komplexným vyjadrením uhlu H (v polárnych súradniciach). A teda

rovnica pre zistenie násobka amplitúdy G(ω) je:

G(ω) = |H(eiωT )|,

a pre fázový posun je

θ(ω) = ∠H(eiωT ),

kde symbol ∠ znamená uhol v polárnych súradniciach. Konkrétny výpo£et pre vstup

x(n) má tvar:

H(eiωT ) = (1 + e−iωT ))

= (eiωT/2 + e−iωT/2)e−iωT/2

= 2 cos(ωT/2)e−iωT/2.
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Potom sa uº ©ahko dá vyjadri´ násobok amplitúdy G(ω) a fázový posun θ(ω) ako:

G(ω) = |2 cos(ωT/2)e−iωT/2|

= 2| cos(ωT/2)|

= 2 cos(ωT/2), |f| ≤ fs
2
,

θ(ω) = −ωT/2, |f| ≤ fs
2
.

Tieto výsledky sa zhodujú s výsledkami, ktoré vy²li pri metóde s pouºitím trigoni-

ometrických vz´ahov (3). Násobok amplitúdy �ltra (1) sa mení pod©a funkcie cosínusu,

ktorý klesá z 1 na 0, ke¤ frekvencia rastie z 0 na polovicu frekven£ného rozhrania.

Inými slovami amplitúda signálu sa periodicky vyvíja z 1 na 0, ke¤ ωT sa mení z 0 na

π. Je ve©mi logické nazýva´ tento �lter �ltrom dolnej priepuste, ale z daných výsledkom

sa len taºko dá ur£i´ hrani£ná frekvencia fc. Redukcia amplitúdy je len ve©mi pomalá

s narastajúcou frekvenciou. Prí£ina tejto nedokonalosti �ltra (1) je jeho príli²ná jedno-

duchos´. Fázový posun θ(ω) = −ωT/2 je lineárny vzh©adom na frekvenciu f, a preto

fázová zmena výstupu �ltra (1) sa kon²tantne mení s narastajúcou frekvenciou.
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2 VLASTNOSTI DIGITÁLNYCH FILTROV

2 Vlastnosti digitálnych �ltrov

V tejto Kapitole sú podrobnej²ie analyzované implikácie linearity a £asovej nemennosti.

�alej sú uvedené ²tyry základne reprezentácie digitálnych �ltrov: koe�cienty diferen£nej

rovnice, impulzná odozva, transforma£ná funkcia a frekven£ná odozva. Nakoniec sú

analyzované vlastnosti nulových bodov a pólov �ltra.

2.1 Linearita a £asová nemennos´

Takmer v²etky �ltre, ktoré sa vyuºivajú v praxi sú lineárne. Linearita je extrémne

dôleºitá z viacerých prí£in. Z h©adiska teórie systémov je len málo vytvorených uºito£-

ných analýz pre nelineárne �ltre. Z h©adiska spracovania zvuku je linearita dôleºitá,

pretoºe znamená nepridávanie ºiadných nových spektrálnych komponentov, teda £astí

signálu s úplne inou frekvenciou ako je tá vstupná. Výnimka pri lineárnom �ltri by

nastala jedine v prípade lineárneho �ltra, ktorého �ltrovanie sa v²ak extrémne mení v

£ase, £o by mohlo vytvori´ zmeny v spektre. Týmto prípadom sa v tejto práci neza-

oberáme. Nelineárne �ltre môºu produkova´ nové komponenty signálu pri ©ubovo©nom

vstupe s ©ubovo©nou frekvenciou. Nové komponenty znamenajú neºiadúce skreslenie

signálu. Skuto£ne lineárny �lter nespôsobuje ºiadné neºiadúce skreslenie. V Kapitole

2 sme £erpali hlavne z [9]. Fakt, ºe �lter je lineárny v beºných podmienkách znamená,

ºe:

• amplitúda výstupu sa rovná G-násobku amplitúdy vstupu, kde G je násobok

amplitúdy �ltra (Vi¤ Kap. 1.7.1). Táto vlastnos´ bude ¤alej ako ozna£ená (V1).

• výstup �ltrovania sú£tu dvoch jednotlivých signálov je rovný sú£tu výstupov

�ltrovania daných dvoch signálov �ltrovaných samostatne. Táto vlastnos´ bude

¤alej ozna£ená ako (V2).

Vlastnos´ (V2) je známa ako skladanie (angl. �superposition�). Znamená, ºe odozva

lineárneho systému na sumu vstupných signálov sa rovná sume odozviev jednotlivých

vstupných signálov. Individuálne signály, ktoré boli s£ítané na vstupe, sú spracované

nezávisle �ltrom, to znamená, ºe sa jednotlivo vrstvia a neprekrývajú sa (s£ítanie dvoch

signálov, vzorka po vzorke, sa dá chápa´ ako konvertovanie stereo hudby na mono rov-
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nomerným zmie²aním oboch kanálov dokopy). Pod©a [4] príkladom prostredia, v kto-

rom sa ²íria signály lineárne, je zemská atmosféra. Pri pôsobení dvoch zvukových v¨n

sú£asne vo vzduchu sa kolísanie tlaku, ktoré jednotlivé signály vyjadruje, jednoducho

s£íta. Frekvencia sa pri s£ítaní nijakým spôsobom nezmení. Kedºe kaºdý kone£ný spo-

jitý signál môºe by´ opísaný pomocou sú£tu rôznych sínusoíd, môºeme výstup �ltra pre

daný vstupný signál získa´ pomocou výstupov �ltra pouºitého na jednotlivé zastupené

vstupné sínusoidy.

Zatia© £o dôsledky linearity sú ¤alekosiahle, matematická de�nícia je jednoduchá.

V²eobecná rovnica pre lineárny £asovo-menný �lter je:

y(n) = Tn(x), (7)

kde x je celý vstupný signál, y(n) je výstupný signál a Tn reprezentuje �lter vyjadrený

pomocou funkcie pre kaºdé n. Dolný index n pri Tn znamená výber n-tej výstupovej

vzorky �ltra. Vo v²eobecnosti, kaºdá vzorka výstupu môºe by´ funkciou nieko©kých,

dokonca aj v²etkých vstupných vzoriek. Kvôli tejto vlastnosti sa v (7) nepí²e x(n), ale

x, aby bolo jasné, ºe výstup sa nevytvára spravidla len z jednej vzorky vstupu x(n).

Pre �lter (1) máme y(n) = Tn(x) = Tn(x(n), x(n − 1)) = x(n) + x(n − 1). V prípade

£asovej nemennosti funkcia Tn môºe by´ iná pre kaºdé n. Teraz, pre ©ubovo©né signály

x1 a x2 a pre ©ubovo©né reálne £íslo α majú vlastnosti lineárneho £asovomenného �ltra

nasledovný tvar:

Tn(αx1) = αTn(x1) (V1)

Tn(x1 + x2) = Tn(x1) + Tn(x2) (V2),
(8)

pre v²etky n.

V beºných podmienkach £asovo nemenný �lter �ltruje rovnakým spôsobom nezávisle

od meniaceho sa £asu. Symbolicky môºeme túto vlastnos´ napísa´ ako y(n) = T (x(n)).

Ak by sme mali dva vstupy, ktoré by sa neodli²ovali nijakým iným spôsobom iba tým, ºe

jeden by bol o N vzoriek posunutý od druhého (x1(n) = x2(n−N) pre v²etky n), potom

by platilo aj pre výstupy £asovo nemenného �ltre, ktoré prislúchajú ku jednotlivým

vstupom x1 a x2, ºe sa odli²ujú len tým, ºe sú navzájom posunuté (y1(n) = y2(n−N)

pre v²etky n). Na lep²ie pochopenie sa dá �lter zobrazi´ ako ve©ký mozog, ktorý pri

spracovaní vstupu vy²le ku kaºdej jednej vzorke z x jedno nervové zakon£enie. Pre
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£asovo menný �lter mozog vysiela pre kaºdú jednotku £asu nové nervové zakon£enia pre

v²etky vzorky z x. Tieto jednotlivé sady nervových zakon£ení v²ak nemusia by´ rovnaké,

a preto napr. vstupy, ktoré sú rovnaké v £ase n = 1 a n = 5, môºu po pre�ltrovaní dáva´

iné výstupy. Pre £asovo nemmenný výstup mozog pracuje s jednou sadou nervových

zakon£ení, ktoré sa iba vºdy ked £as n narastie o jednu jednotku posunú o jednu vzorku

doprava (dopredu) a znova vy²lú informáciu rovnakým spôsobom ¤alej.

�asovú nemennos´ de�nujeme ako

Tn(x−N)) = Tn−N(x) = y(n−N), (9)

kde x−N) je signál �oneskorený� o N vzoriek.

Jednoduchý príklad nelineárneho �ltrovania je kompresia (angl. �compression�). Kom-

presia funguje na princípe zvy²ovania hlasitosti (násobku amplitúdy), ke¤ je priemerná

amplitúda nízka, a zniºovania hlasitosti, ke¤ je priemerná amplitúda vysoká, aby sa

dosiahla hlasitos´ na takmer kon²tantnej úrovni. Kompresia je nelineárna, pretoºe ná-

sobok amplitúdy G pri nej závisí od amplitúdy vstupného signálu. Deje sa to kvôli

tomu, ºe �lter musí odhadnú´ vý²ku amplitúdy, aby ju mohol normalizova´. A teda

kompresia má formu

y(n) = G(x)x(n),

kde G(x) znamená násobok amplitúdy, ktorý je závislý od amplitúdy celého vstupného

signálu. Vo v²eobecnosti

G(x1 + x2)(x1(n) + x2(n)) 6= G(x1)x1(n) +G(x2)x2(n),

a tým pádom kompresia nesp¨¬a vlastnos´ (V2) linearity. Je zrejmé, ºe ani vlastnos´

(V1) nie je splnená, pretoºe amplitúda výstupu nie je priamo úmerná aplitúde vstupu.

Vo v²eobecnoti skoro kaºdá operácia so signálom zahr¬ujúca násobenie dvoch kom-

ponentov, pri ktorom oba závisia od vstupného signálu, je nelineárna. Av²ak násobok

amplitúdy G sa môºe meni´ nezávislo od vstupu, aby mal �lter vlastnosti lineárneho

£asovo menného �ltra. V tomto prípade platí rovnica

G(n)(αx1(n) + βx2(n)) = α(G(n)x1(n)) + β(G(n)x2(n)),

ktorá ukazuje, ºe platí (V1) aj (V2). Jednoduchý príklad lineárneho £asovo menného

�ltra je tremolo �lter, ktorý je vyjadrený pomocou násobku amplitúdy závislého od
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£asu: y(n) = G(n)x(n). Za násobok amplitúdy môºe by´ dosadený napríklad £len

G(n) = 1 + cos(2πfnT ), kde f = 4, ktorý vytvorí hlboké tremolo so ²tyrmi zvlneniami

za sekundu. Ako plynie £as, násobok amplitúdy tohto tremola sa pohybuje v intervale

[0,2], a tým pádom sa výsledná amplitúda periodicky vyvíja od 0 (úplne stí²enie) po 2

(dvojnásobné zhlasenie).

V²etky ¤al²ie �ltre, ktoré sú spomenuté v tejto práci, majú vlastnosti linearity a

£asovej nemennosti. �alej budú ozna£ené ako �LTI �ltre� (angl. �linear time-invariant

�lters�).

2.2 Reprezentácia digitálneho �ltra

Pre lineárne £asovo nemenné (LTI) �ltre, ako aj pre signály, existujú dve základné

oblasti, ktorými sa dajú reprezentova´: v £asovej oblasti (angl. �time domain�) a vo

frekven£nej oblasti (angl. �frequency domain�). Av²ak pre kaºdú z daných dvoch ob-

lastí existujú aspo¬ dva spôsoby, akými sa dajú vyjadri´ a pre v²etky tieto reprezentácie

platí, ºe je moºné konvertova´ ich výstupy z jednej reprezentácie na druhú. Dve repre-

zentácie v £asovej oblasti, ktoré sú opísané v tejto práci, sú koe�cienty diferen£nej

rovnice a impulzná odozva. Dve reprezentácie vo frekven£nej oblasti opísané v tejto

práci sú transforma£ná rovnica a frekven£ná odozva.

2.2.1 Diferen£ná rovnica

Diferen£ná rovnica je reprezentovaná £asovou oblas´ou, pretoºe ur£uje predpis, ako vy-

ráta´ výstupnú vzorku z vstupných vzoriek (jedna výstupná vzorka pre jednu jednotku

£asu). V²eobecný tvar diferen£nej rovnice má tvar pod©a [9]:

y(n) = a0x(n) + a1x(n− 1) + · · ·+ aMx(n−M)

− b1y(n− 1)− . . .− bNy(n−N),
(10)

kde x je vstupný signál, y je výstupný signál a kon²tanty {ai, i = 0, 1, 2, . . . ,M},

{bj, j = 0, 1, 2, . . . , N} sa nazývajú koe�cienty diferen£nej rovnice, alebo jednoduch²ie

koe�cienty �ltra. Pokia© sú v²etky koe�cienty ai a bj reálne £ísla, tak potom aj �lter je

reálny. V²etky �ltre, ktoré sa nachádzajú v tejto práci, sú reálne.
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Napríklad, diferen£ná rovnica

y(n) = 0.01x(n) + 0.002x(n− 1) + 0.99y(n− 1)

²peci�kuje operáciu digitálneho �ltrovania a koe�cienty reprezentujúce �lter nastavuje

na {0.01, 0.002} a {0.99}. V tomto príklade N =M = 1.

Rovnica (10) nie je úplne v²eobecná, pretoºe reprezentuje iba �beºné� (angl. �casual�)

(LTI) �ltre. �Beºným� �ltrom je ozna£ený �lter, ktorého výstup nezávisí od ºiadnych

budúcich vstupných £lenov. Napríklad, �lter y(n) = x(n+ 1) nie je �beºný� �lter, pre-

toºe výstup závisí od budúceho £lena vstupu. Obmedzenie �beºných� �ltrov je vcelku

prirodzené, pokia© �lter pracuje so vstupom v reálnom £ase. Lenºe mnoho digitálnych

�ltrov je realizováných v prostredí po£íta£ov, kde je £as reprezentovaný indexom radu,

a preto nie je problém v tomto prostredí pracova´ s �ltrami, ktoré nemajú vlastnos´

�beºných� �ltrov. Táto vlastnos´ v²ak nijakým spôsobom nemení analýzu �ltra, ktorá

je rovnaká ako pri �beºných� �ltroch, a preto sa týmto obmedzením v tejto práci neza-

oberáme.

Maximálny rozsah £asového intervalu, pouºitého na výpo£et vzoriek výstupného

signálu, sa nazýva rád �ltra (angl. �order of the �lter�). V prípade �ltra (10) je rád

�ltra ur£ený pomocou vä£²ieho z £ísiel N aM . Napríklad, rovnica y(n) = x(n)−x(n−

1)− 2y(n− 1) + y(n− 2) ur£uje �lter druhého rádu.

Pokia© sú N aM obmedzené kone£nos´ou, £o je vlastne nutné pre pouºite©nos´ �ltra

v praxi, potom �lter (10) reprezentuje �beºný� LTI �lter kone£ného rádu.

Filter (10) pouºíva na vyjadrenie aktuálneho výstupu výstupy minulé (ako naprí-

klad y(n − 1)). Takýto spôsob vyjadrovania výstupu sa nazýva spätná väzba (angl.

�feedback�). Kaºdý �lter, ktorý vyuºíva aspo¬ jednú spätnú väzbu (N > 0), sa nazýva

rekurzívny (angl. �recursive�).

Filter (10) môºe by´ vyjadrený odli²ným, ale úplne ekvivaletným spôsobom ako

y(n) =
M∑
i=0

aix(n− i)−
N∑
j=0

bjy(n− j). (11)

2.2.2 Impulzná odozva a konvolúcia

Okrem diferen£nej rovnice sa dá kaºdý LTI �lter reprezentvaný v £asovej oblasti vyjad-

ri´ pomocou odozvy na ²peci�cký signál, nazývaný impulz. Impulz je ozna£ený δ(n)
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a de�novaný je ako

δ(n) =

 1 ak n = 0

0 ak n 6= 0.

Obr. 11: Vstupné a výstupné signály pre �lter y(n) = x(n) + 0.9y(n − 1); a) vstupný im-

pulz δ(n); b) výstupná impulzná odozva h(n); c) �oneskorený� vstupný impulz δ(n − 5); d)

�oneskorená� výstupná impulzná odozva h(n− 5).

Zobrazenie δ(n) je na Obrázku 11a. V reálnom ºivote sa dá impulzný signál pribliºne

opísa´ napríklad pomocou rýchleho úderu kladiva v £ase 0 a následného okamºitého

ticha.
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Pre ozna£enie odozvy �ltra na impulzný signál sa pouºíva

h(n) = Tn(δ), (12)

ktoré inými slovami ozna£uje odozvu �ltra na impulzný signál v £ase n = 0. V tejto

podkapitole pracujeme iba s �ltrami, ktoré majú vlastnos´ takú, ºe ako sa £as n blíºi

nekone£nu, impulzná odozva h(n) sa blíºi k nule. Filter s takouto vlastnos´ou sa nazýva

stabilný. Interpretácia tejto vlastnosti v reálnom ºivote je jednoduchá: pri prieniku

padajúceho kame¬a pokojnou hladinou jazera o£akávame, ºe vytvorené vlny tohto prie-

niku sa budú £asom zmen²ova´ aº zaniknú. Ak by neplatila stabilita, vlny by £asom

nem nezanikali, alebo dokonca by mohli narasta´.

Príklad impulznej odozvy pre rekurzívny �lter prvého rádu

y(n) = x(n) + 0.9y(n− 1) (13)

je znázornený na Obrázku 11b. Impulzná odozva je jednoduchý geometrický pokles

{1, 0.9, 0.81, 0.73, . . . }, alebo formálnej²ie

h(n) =

 0.9n pre n = 0

0 pre n 6= 0.

Dôvod, pre£o sa ºiadna informácia nestratí pri reprezentovaní konkrétneho LTI �ltra

pomocou impulznej odozvy, spo£íva v tom, ºe impulzný signál obsahuje kon²tantnú

energiu (energia E =
∫∞
−∞ x(n)

2dn) pri ©ubovo©nej frekvencii.

S vyuºitím základných vlastností linearity a £asovej nemennosti (vi¤ (14)) sa dá

odvodi´ konvolu£ný vzorec, ktorý dáva algoritmus, s ktorým sa realizuje �lter priamo

v podmienkach impulznej odozvy. Inými slovami, pomocou konvolúcie a impulznej

odozvy �ltra sa dá vytvori´ zo vstupu výstup. Konvolu£ný vzorec má význam pri dife-

ren£nej rovnici, ke¤ namiesto koe�cientov diferen£nej rovnice je �lter reprezentovaný

pomocou impulznej odozvy. Princíp konvolu£ného vzorca sa zakladá na tom, ºe kaºdý

signál x(n) môºeme bra´ do úvahy ako zloºenie impulzov s ©ubovo©nou amplitúdou a

fázou.

Na ilustrovanie, ako sú tieto základné mechanizmy vyjadrené matematicky, poslúºi

jednoduchý príklad. Ak sa impluz objaví v £ase n = 5, tak impulzný signál dostáva

tvar δ(n− 5). Zobrazenie tohto príkladu je na Obrázku 11c. Pre £asovo nemenný �lter

31



2.2 Reprezentácia digitálneho �ltra 2 VLASTNOSTI DIGITÁLNYCH FILTROV

so vstupom δ(n− 5) sa výstup �oneskorí� o 5 jednotiek v £ase a dostáva tvar h(n− 5).

Obrázok 11d znázor¬uje odozvu �ltra (13) na �oneskorený� vstup δ(n− 5).

Ako zna£íme δ−N = δ(n−M) pre v²etky n, tak vo v²eobecnosti pre £asovo nemenné

�ltre platí

Tn(δ−N) = Tn−N(δ) = h(n−N),

kdeN je vzorkový posun. Táto rovnica ozna£uje princíp toho, ºe ke¤ sa vstup �oneskorí�

o N vzoriek, tak výstup sa zmení iba tým, ºe sa taktieº �oneskorí� o N vzoriek.

Ak sú dva impluzy spracované na vstupe �ltra, jeden v £ase n = 0 a druhý v £ase

n = 5, takýto vstup sa vyjadrí ako x(n) = δ(n)+ δ(n− 5). �alej, ak amplitúda prvého

impulzu sa rovná 2 a amplitúda druhého impulzu sa rovná 1, potom takýto vstup sa

zapí²e ako x(n) = 2δ(n)+δ(n−5). V tomto prípade, s vyuºitím linearity ako aj £asovej

nemennosti, sa dá odozva LTI �ltra na takýto vstup vyjadri´ ako:

Tn(2δ + δ−5) = Tn(2δ) + Tn(δ−5)

= 2Tn(δ) + Tn−5(δ)

= 2h(n) + h(n− 5).

Napríklad, pre �lter (13) so vstupom 2δ(n) + δ(n− 5) môºe by´ výstup vypo£ítaný

pomocou ²kálovania, posunutia a s£ítania dokopy pomocou kópií impulznej odozvy

h(n). Teda impulzná odozva vynásobená dvojkou a s£ítaná s �oneskorenou� impulznou

odozvou vytvorí výstup

2h(n) + h(n− 5) =


2(0.9)n + (0.9)n−5 pre n ≥ 5,

2(0.9)n pre 0 ≤ n < 5,

0 pre n < 0.

Váºená suma impulzov na vstupe teda vytvorí rovnako váºenú sumu jednotlivých vý-

stupov.

Pomocou týchto poznatkov sa dá konvolu£ný vzorec vyjadri´ v²eobecne. Prvým

krokom je vyjadrenie vstupu x ako lineárnu funkciu �oneskorených� impulzov, to zna-

mená

x(n) = x ∗ δ(n) =
∞∑

i=−∞

x(i)δ(n− i), (14)
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kde ∗ ozna£uje konvolúciu. Rovnica (14) vyjadruje signál ako lineárnu kombináciu

(alebo váºenú sumu) impulzov. To znamená, ºe na kaºdý prvok signálu sa dá pozera´

ako na impulz s ur£itou amplitúdou a v istom £ase. Pod©a [9] s vyuºitím tvaru v²eobec-

ného lineárneho �ltra (7) a de�nície linearity (8), môºeme vyjadri´ výstup lineárneho

�ltra ako

y(n) = Tn(x) = Tn(x ∗ δ) = Tn(
∞∑

i=−∞

x(i)δ−i) =

=
∞∑

i=−∞

x(i)Tn(δ−i) =
∞∑
−∞

x(i)h(n, i),

(15)

kde sa ozna£ilo h(n, i) = Tn(δ−i) na znázornenie odozvy �ltra v £ase n na impulz, ktorý

nastal v £ase i. Pre £asovo nemenný �lter platí rovnos´

y(n) =
∞∑
−∞

x(i)h(n− i). (16)

Po úprave na reálne vyuºitie v £ase

y(n) =
n∑
0

x(i)h(n− i)

a kedºe pre konvolúciu platí komutatívnos´, tak

y(n) =
n∑
0

h(i)x(n− i).

2.2.3 Transforma£ná funkcia

Z diskusie v predo²lej podkapitole sa dá odvodi´, ºe ak y je výstup LTI �ltra so vstupom

x a impulznou odozvou h, potom platí

y(n) = h ∗ x(n), (17)

kde symbol �∗� ozna£uje konvolúciu. Pod©a [9] prvým krokom ku získaniu transfor-

ma£nej rovnici je vyjadrenie �z� transformácie (vi¤ 1.7.1) z oboch strán konvolu£ného

vzorca (17). V tejto práci sa �z� transformáciou hlboko nezaoberáme a uvádzame iba

de�níciu. �z� transformácia je de�novaná pre digitálny signál x(n) ako

X(n) =
∞∑

n=−∞

x(n)z−n, (18)
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kde z je komplexná premenná. Kedºe v tejto práci uvaºujeme iba o signáloch, ktoré

za£ínajú v £ase n = 0 a sú �beºné�, za spodnú hranicu je moºné dosadi´ 0 namiesto

−∞. Pod©a [9] sa operácia �z� transformácie da ozna£i´ aj ako X(z) = Z(x(n)) alebo

X(z)↔ x(n).

Pod©a konvolu£ná veta udáva, ºe

x ∗ y(n)↔ X(z)Y (n). (19)

Slovné sprostredkované veta (19) hovorí, ºe konvolúcia v £asovej oblasti sa rovná náso-

beniu vo frekven£nej oblasti. Pri �z� transformovaní a aplikovaní konvolú£nej vety na

obe strany (18) dostaneme tvar

Y (z) = H(z)X(z), (20)

kde H(z) je transformácia impulznej odozvy �ltra, to znamená ºe �z� transformácia

výstupu sa rovná �z� transformácii vstupu vynásobeného �z� transformáciou impulznej

odozvy. Po vydelení X(z) dostáva (20) tvar

H(z) =
Y (z)

X(z)
.

Táto rovnica dáva úplne nový poh©ad na impulznú odozvu �ltra. Tvrdí, ºe �z� transfor-

mácia impulznej odozvy �ltra je pomer transformáciu výstupu a vstupu. A preto pod©a

[9] de�nícia transforma£nej funkcie má tvar: Transforma£ná funkcia H(z) lineárneho

£asovo nemenného �ltra je de�novaná ako �z� transformácia impulznej odozvy h(n).

Kedºe �z� transformácia konvolu£ného vz´ahu digitálneho �ltra bola prospe²ná a na

jej základe sme postavili de�níciu transforma£nej rovnice, �z� transformáciu môºeme

aplikova´ aj na základnú di�ren£nú rovnicu (10). Na vytvorenie tohto vz´ahu je treba

spomenú´ ¤al²iu vlastnos´: Pod©a [7] veta o posune hovorí pre �z� transformáciu, ºe

x(n− k)↔ z−kX(z),

kde x(n) ↔ X(z) opisuje �z� transformáciu. To znamená, ºe signál x(n − k), £o je

vlastne signál x(n) posunutý o k vzoriek, má �z� transformáciu z−kX(z). S pouºitím

tejto vlastnosti sa dá zapísa´ �z� transformácia kaºdej diferen£nej rovnice.

Po aplikácii �z� transformácie na obidve strany základnej diferen£nej rovnice LTI

�ltra, kde Z(x(n)) reprezentuje �z� transformáciu dostávame tvar:
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y(n) = a0x(n) + a1x(n− 1) + · · ·+ aMx(n−M)

− b1y(n− 1)− . . .− bNy(n−N)

Z(y(n)) = Z(a0x(n) + a1x(n− 1) + · · ·+ aMx(n−M)

− b1y(n− 1)− . . .− bNy(n−N))

= Z(a0x(n)) + Z(a1x(n− 1)) + · · ·+ Z(aMx(n−M))

− Z(b1y(n− 1))− . . .− Z(bNy(n−N))

= a0Z(x(n)) + a1Z(x(n− 1)) + · · ·+ aMZ(x(n−M))

− b1Z(y(n− 1))− . . .− bNZ(y(n−N))

= a0Z(x(n)) + a1z
−1Z(x(n)) + · · ·+ aMz

−MZ(x(n))

− b1z−1Z(y(n))− . . .− bNz−NZ(y(n)),

kde sa pouºili vlastnosti linearity (V1) a (V2) z (8) a veta o posune. Zmenou zápisu

Z(y(n)) na Y (z) a Z(x(n)) na X(z) vytvorí tvar

Y (z) = a0X(z) + a1z
−1X(z) + · · ·+ amz

−MX(z)

− b1z−1Y (z) + · · ·+ bNz
−NY (z).

(21)

Po presune £lenov Y (z) na jednu stranu a vy¬atí £lenov Y (z) a X(z) dostáva rovnica

(21) tvar

Y (z)(1 + b1z
−1 + · · ·+ bNz

−N) = X(z)(a0 + a1z
−1 + · · ·+ aMb

−M).

A nakoniec po vydelení obidvoch strán £lenom X(z) dostáva transforma£ná funkcia

H(z) tvar

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1 + b1z
−1 + · · ·+ bNz

−N

a0 + a1z−1 + · · ·+ aMb−M
. (22)

Hlavný prínos reprezentácie �ltra pomocou transforma£nej rovnice tkvie vo vzh©ade

získanom na ur£enie pólov a núl �ltra, ktoré budú spomenuté neskôr v tejto práci.

2.2.4 Frekven£ná odozva

Za£inajúc s rovnicou (20), ktorá má tvar

Y (z) = H(z)X(z),
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sa dá pod©a [6] dosadi´ pri �z� transformácii za z £len eiωT , ktorý dáva celé spektrum

signálu (spektrum signálu je celý signál zapísaný pomocou sínusoíd). Inými slovami

spektrum signálu sa rovná �z� transformácii aplikovanej na jednotkovej kruºnici. Apli-

kovaním tohto faktu na rovnicu (20) dáva

Y (eiωT ) = H(eiωT )X(eiωT ). (23)

To znamená, ºe rozsah výstupu �ltra je len rozsah vstupu �ltra vynásobený £lenom

H(eiωT ). Toto de�nuje frekven£nú odozvu ako �z� transformáciu H(z) pouºitú na jed-

notkovej kruºnici, £o je H(eiωT ).

Pretoºe kaºdé komplexné £íslo môºe by´ zapísané pomocou vzdialenosti od po£iatku

súradnicovej osi a uhlu, ktorý zviera s osou x, frekven£ná odozva môºe by´ rozdelená

na dve reálne funkcie: násobok amplitúdy G a fásový posun θ. Formálne

G(ω) = |H(eiωT )|,

θ(ω) = ∠H(eiωT ).

A teda frekven£ná odozva má tvar

H(eiωT ) = G(ω)eiθ(ω). (24)

2.3 Póly a nulové body

Póly a nulové body �ltra (angl �poles a zeros of a �lter�) sú alternatívne reprezentá-

cie �ltra vo frekven£nej oblasti. Prvý krok k vyjadreniu tejto reprezentácie je mierne

upravený vzorec transforma£nej rovnice (22):

H(z) = G
1 + α1z

−1 + · · ·+ αMz
−M

1 + b1z−1 + · · ·+ bNz−N
,

ktorý sa odli²uje od pôvodnej rovnice (22) tým, ºe £len a0 bol vy¬atý z £itate©a a

ozna£ený ako G a potom αi =
ai
a0
. Rovnakým spôsobom, ako sa dá polynóm x2+3x+2

upravi´ na (x + 2)(x + 1), tak sa dá aj upravi´ £itate© a menovate© transforma£nej

funkcie H(z) na tvar

H(z) = G
(1− q1z−1)(1− q2z−1) . . . (1− qMz−1)
(1− p1z−1)(1− p2z−1) . . . (1− pNz−1)

. (25)
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Pre zjednodu²enie budeme predpoklada´, ºe ºiadna zo zátvoriek sa nevykráti. �ísla

{q1, . . . , qM}, ktoré môºu by´ aj komplexné, sú korene polynómu £itate©a. Ke¤ z sa

rovná niektorej z týchto hodnôt, transforma£ná funkcia sa rovná 0. Kvôli tejto vlastnosti

korene polynómu £itatela sa nazývajú nulové body �ltra. Podobne, ako sa z blíºi ku

©ubovo©nému kore¬u polýnomu menovate©a, transform£ná funkcia H(z) rastie a rastie

aº diverguje nekone£nu, a preto £ísla {p1, . . . , pN} sa nazývajú póly �ltra.
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3 PRÍKLADY FILTROV

3 Príklady �ltrov

Na preskú²anie techník analýzy �ltra spomenutých v Kapitole 2 aplikujeme tieto me-

tódy na ²tyri základné �ltre. Príklady týchto �ltrov sú: �lter s jedným nulovým

bodom (angl. �one-zero �lter�), �lter s dvoma nulovými bodmi (angl. �two-zero

�lter�), jednopólový �lter (�one-pole �lter�) a dvojpólový �lter (angl. �two-pole

�lter�). Tieto �ltre sú dôleºité, pretoºe kaºdý LTI �lter kone£ného rádu vyjadrený po-

mocou diferen£nej rovnice môºe by´ faktorizovaný pomocou zloºiek, ktoré tvoria tieto

²tyry základné typy �ltrov. V Kapitole 3 sme £erpali hlavne z [9].

3.1 Filter s jedným nulovým bodom

Obr. 12: Vývojový diagram pre v²eobecný �lter s jedným nulovým bodom y(n) = a0x(n) +

a1x(n− 1).

Obrázok 12 znázor¬uje vývojový diagram pre v²eobecný �lter jedným nulovým bo-

dom. Frekven£ná odozva pre �lter s jedným nulovým bodom môºe by´ odvodená po-

mocou nasledujúcich vz´ahov:

Diferen£ná rovnica y(n) = a0x(n) + a1x(n− 1).

�z� transformácia Y (z) = a0X(z) + a1z
−1X(z).

Transforma£ná funkcia H(z) = Y (z)
X(z)

= a0 + a1z
−1.

Frekven£ná odozva H(eiωT ) = a0 + a1e
−iωT .

Pre kompletnos´ analýzy �ltra je nutné z frekven£nej odozvy vyráta´ násobok am-

38



3.1 Filter s jedným nulovým bodom 3 PRÍKLADY FILTROV

plitúdy �ltra G(ω) a fázový posun �ltra θ(ω):

H(eiωT ) = a0 + a1e
−iωT

= a0 + a1 cos(ωT )− ia1 sin(ωT )

G(ω) =
√

(a0 + a1 cos(ωT ))2 + (−a1 sin(ωT ))2

=
√
a20 + a21 + 2a0a1 cos(ωT )

θ(ω) = tan−1

(
−a1 sin(ωT )

a0 + a1 cos(ωT )

)
.
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Obr. 13: Frekven£né odozvy �ltra y(n) = a0x(n)+a1x(n−1) pre a0 = 1 a rôzne variácie a1.

Zakreslenie násobku amplitúdy G(ω) a fázového posunu θ(ω) s pevne ur£eným £le-

nom a0 = 1 a rôznymi varáciami £lena a1 sú zrealizované Obrázku 13. Tento �lter má

nulový bod v prípade, ak z = −a1
a0
. Pokia© je bod na jednotkovej kruºnici blízko k nu-

lovému bodu transforma£nej rovnice, násobok amplitúdy pre túto frekvenciu je nízky.
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Filter s jedným nulovým bodom môºe �ltrova´ ako �lter dolnej priepuste a1
a2
< 0, ale

aj ako �lter hornej priepuste a1
a2
> 0.

3.2 Jednopólový �lter

Obr. 14: Vývojový diagram pre v²eobecný jednopólový �lter y(n) = a0x(n)− b1y(n− 1).

Obrázok 14 opisuje vývojový diagram pre v²eobecný jednopólový �lter. Cesta ku

frekven£nej odozve má tvar:

Diferen£ná rovnica y(n) = a0x(n)− b1x(y − 1) .

�z� transformácia Y (z) = a0X(z)− b1z−1Y (z) .

Transforma£ná funkcia H(z) = Y (z)
X(z)

= a0
1+b1z−1 .

Frekven£ná odozva H(eiωT ) = a0
1+b1e−iωT .

Filter s jedným pólom má transforma£nú funkciu a teda aj frekven£nú odozvu in-

verznú k �ltru s jedným nulovým bodom. Analýza je teda analogická:

G(ω) =
a0√

(1 + b1 cos(ωT ))
2 + (−b1 cos(ωT ))2

=
a0

1 + b21 + 2b1 cos(ωT )

θ(ω) = − tan−1

(
−b1 cos(ωT )
1 + b1 sin(ωT )

)
.

Na Obrázku 15 sú zobrazené frekven£né odozvy pre jednopólový �lter y(n) =

a0x(n) − b1y(n − 1) s a0 = 1 a rôznými variáciami b1. Filter má jeden pól, ktorý je

vºdy reálny v bode z = −b. Pomocou jednopólového �ltra sa dá rovnako ako pomocou

�ltra s jedným nulovým bodom vytvori´, ur£ením správneho £lena b1, �lter s hornou

40



3.3 Dvojpólový �lter 3 PRÍKLADY FILTROV

fs/4 fs/2
0

2

4

6

8

10

ná
so

bo
k 

am
pl

itú
dy

0 fs/4 fs/2

0

frekvencia

fá
zo

vý
 p

os
un

 

 

a1=−0.9
a1=0.9
a1=−0.8
a1=0.8
a1=−0.6
a1=0.6
a1=0

Obr. 15: Frekven£né odozvy �ltra y(n) = a0x(n)− b1y(n− 1) pre a0 = 1 a rôzné variácie b1.

priepus´ou, alebo �lter s dolnou priepus´ou. Jednopólový �lter má vlastnosti �ltra s

hornou priepus´ou pokia© £len b1 je kladný a vlastnosti �ltra s dolneou priepus´ou na-

dobudne pokia© je £len b1 záporný. Ako je vidno aj na Obrázku 15 �ltrovacie vlastnosti

jednopólového �ltra majú strm²í priebeh ako pri �ltri s jedným nulovým bodom. To

znamená napríklad, ºe pokia© sa £len b1 blíºi ku jednotke, tým nízke frekvencie viac

potlá£a a vysoké viac násobí, a preto je dôleºite ur£i´ podmienku pod©a [9], aby £len

|b1| < 1, pretoºe opa£ne by �lter mohol spôsobi´ aº nekone£né zhlasenie.

3.3 Dvojpólový �lter

Vývojový diagram pre v²eobecný dvojpólový �lter y(n) = a0x(n)−b1y(n−1)−b2y(n−2)

je zobrazený na Obrázku 16. Na získanie frekven£nej odozvy sme pokra£ovali ako v pre-

do²lých dvoch prípadoch:
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Obr. 16: Vývojový diagram pre v²eobecný dvojpólový �lter y(n) = a0x(n) − b1y(n − 1) −

b2y(n− 2).

Diferen£ná rovnica y(n) = a0x(n)− b1x(y − 1)− b2y(n− 2) .

�z� transformácia Y (z) = a0X(z)− b1z−1Y (z)− b2z−2Y (z) .

Transforma£ná funkcia H(z) = Y (z)
X(z)

= a0
1+b1z−1+b2z−2 .

Frekven£ná odozva H(eiωT ) = a0
1+b1e−iωT+b2e−iωT .

Kedºe dvojpólový �lter má o£ividne dva póly (korene menovate©a) a koe�cienty b1

a b2 sú reálne, potom póly musia tvori´ bu¤ reálny alebo komplexne zdruºený pár. Po-

kia© sú póly reálne, potom dvojpólový �lter je jednoducho kombináciou jednopólových

�ltrov, ktoré boli analyzované v predo²lej podkapitole. To znamená, ºe pri dosahovaní

frekven£nej odozvy pre dvojpólový �lter s reálnymi pólmi sta£í, pokia© sa vynásobia

frekven£né odozvy dvoch jednopólových �ltrov prislúchajúcim jednotlivým reálnym

kore¬om.

V prípade, ak póly nie sú reálne, ale tvoria komplexne zdruºený pár, je potrebné vy-

jadri´ korene pomocou polárnych súradníc, ako Reiϕc a Re−iϕc , kde R ≥ 0 je vzdialenos´

od po£iatku súradnicovej osi v polárnych súradniciach pre oba korene a ϕc ozna£uje

uhol od kladnej súradnicovej osi x. Násobok amplitúdy pre tento �lter rezonuje v okolí

frekvencie ω = ϕc. To znamená, ºe pokia© je frekvencia blízka f hodnote ϕc, potom ná-
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sobok amplitúdy je vysoký a £ím sa potom táto frekvencia vzdia©uje od tejto ºiadanej

frekvencie, tým násobok amplitúdy G klesá.

A teda, pre dvojpólový �lter s komplexne zdruºenými pólmi transforma£ná funkcia

má tvar:

H(z) =
a0

1−Re(iϕcz−1)(1−Re−iϕcz−1)
(26)

=
a0

1− 2R cos(ϕc)z−1 +R2z−2
, (27)

z ktorého je moºné identi�kova´ b1 = −2R cos(ϕc) a b2 = R2.
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Obr. 17: Frekven£né odozvy �ltra y(n) = a0x(n) − 2R cos(ϕc)y(n − 1) − R2y(n − 2) pre

a0 = 1, ϕ = π
4 a rôzné variácie R.

Obrázok 17 zobrazuje frekven£nú odozvu pre dvojpólový �lter s a0 = 1 a s rôznymi

variáciami R. Hodnota ϕc = π
4
vo v²etkých prípadoch. Analytické vyjadrenie násobka
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amplitúdy G a fázového posunu má tvar:

G(ω) =
a0√

(1 + b1 cos(ωT ) + b2 cos(2ωT ))2 + (−b1 sin(ωT )− b2 sin(2ωT ))2

θ(ω) = −tan−1
(
−b1 sin(ωT )− b2 sin(2ωT )

1 + b1 cos(ωT ) + b2 cos(2ωT )

)
,

kde b1 = −2R cos(ϕc) a b2 = R2.

3.4 Filter s dvomi nulovými bodmi

Obr. 18: Vývojový diagram pre v²eobecný �lter s dvomi nulovými bodmi y(n) = a0x(n) +

a1x(n− 1) + a2x(n− 2).

Na Obrázku 18 je znázornený vývojový diagram pre v²eobecný �lter s dvoma nulo-

vými bodmi. Odvodenie frekven£nej odozvy:

Diferen£ná rovnica y(n) = a0x(n) + a1x(y − 1) + a2x(n− 2) .

�Z� transformácia Y (z) = a0X(z) + a1z
−1X(z) + a2z

−2X(z) .

Transforma£ná funkcia H(z) = Y (z)
X(z)

= a0 + a1z
−1 + a2z

−2.

Frekven£ná odozva H(eiωT ) = a0 + a1e
−iωT + a2e

−2iωT .

Následne z frekven£nej odozvy sa dá vypo£íta´ násobok amplitúdy G a fázový posun

θ ako:

G(ω) =

√
(a0 + a1 cos(ωT ) + a2 cos(2ωT ))

2 + (−a1 sin(ωT )− a2 sin(2ωT ))2

θ(ω) = tan−1
(
−a1 sin(ωT )− a2 sin(2ωT )

a0 + a1 cos(ωT ) + a2 cos(2ωT )

)
.

Ako v prípade dvojpólového �ltra, ak korene �ltra a0z2 + a1z + a2 sú reálne, potom

analýza �ltra s dvomi nulovými bodmi je len analogická ku analýze �ltre s jedným

nulovým bodom. V prípade komplexnosti nulových bodov je potrebné ich vyjadri´
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pomocou polárnych súradníc ako Reiϕc a Re−iϕc , kde ϕc = ωcT = 2πfcT . Formovanie

transforma£nej funkcie H(z) pomocou týchto tvarov vedie ku:

H(z) = a0(1−Reiϕcz−1)(1−Re−iϕcz−1)

= a0(1− 2R cos(ϕc)z
−1 +R2z−2),

z ktorého sa dá indenti�kova´ a1 = −2R cos(ϕc) a a2 = a0R
2. Násobok amplitúdy G pre

frekvencie blízke ωc je minimalizovaný a £ím sa frekvencia viac vzda©uje od frekvencie

ωc, tým sa násobok amplitúdy zvä£²uje.

fs/4 fs/2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

ná
so

bo
k 

am
pl

itú
dy

 

 
R=1
R=0.9
R=0.8
R=0.6
R=0.3
R=0

0 fs/4 fs/2
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

frekvencia

fá
zo

vý
 p

os
un

Obr. 19: Frekven£né odozvy �ltra y(n) = a0x(n) − 2R cos(ϕc)x(n − 1) − R2x(n − 2) pre

a0 = 1, ϕ = π
4 a rôzne variácie R.

Obrázok 19 znázor¬uje frekven£né odozvy pre �lter s dvoma nulovými bodmi s

a0 = 1, ϕc = π
4
= fs

8
a s rôznymi kombináciami R. Správanie násobku amplitúdy G je

opa£né ku správaniu násobku �ltra G pre dvojpólový �lter, pri£om v blízkosti zadanej

frekvencie ϕc signál nezosil¬uje, ale naopak zoslabuje.
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Záver

V dne²nej dobe digitálnych technológií sa stretávame s vyuºitím digitálnych �ltrov

kaºdodenne. Vyuºívame ich bez toho, aby sme chápali ako fungujú, dokonca bez toho,

aby sme si vôbec uvedomovali, ºe existujú.

V na²ej práci sme prezentovali základné nástroje, ktoré sa vyuºívajú pri analýze

digitálnych �ltrov. Na za£iatku sme £itate©a oboznámili s danou problematikou pomo-

cou de�nície signálu, jeho základnými vlastnos´ami a rozdelením. Neskôr sme pomocou

základných analytických metód digitálnych �lrov skúmali, akým spôsobom daný �lter

ovplyv¬uje spektrum vstupného signálu. Tieto metódy sme podrobne aplikovali na naj-

jednoduch²í �lter dolnej priepuste (1), ktorý v¤aka svojej jednoduchosti slúºi dokonale

na oboznámenie £itate©a so základnými mechanizmami digitálneho �ltra.

Tieto poznatky sa dajú vyuºi´ pri hlb²ej analýze vlastností digitálnych �ltrov, ako

sú linearita, £asová nemennos´, impulzná odozva �ltra, koe�cienty diferen£nej rovnice,

transforma£ná funkcia, násobok amplitúdy �ltra, fázový posun, póly a nulové body

�ltra, stabilita a vyuºitie komplexných £isiel na reprezentáciu signálov a ich spektier,

o ktorých sme ¤alej v práci pojednávali.

Dosiahnuté výsledky sme v závere práce aplikovali na ²tyri základné �ltre (�lter s

jedným nulovým bodom, jednopólový �lter, �lter s dvoma nulovými bodmi a dvojpó-

lový �lter), pomocou ktorých sa dá vyjadri´ kaºdý iný LTI �lter.

Na²a práca uvádza do problematiky digitálnych �ltrov, slúºi jednak ako u£ebný

prostriedok pre £itate©a, ktorý chce získa´ hlb²ie poznatky v tejto téme, ale i ako

odrazový mostík pre prácu s komplexnej²ími digitálnymi �ltrami.

Hlavným prínosom tejto práce bolo zdokonalenie sa autora v oblasti spracovávania

digitálnych signálov a podrobné a preh©adné spracovanie témy.
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