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Abstrakt v statnom jazyku

JAKUBOVIC, Andrej: Uvod do teorie digitalnych filtrov - Low Pass Filter [Bakalarska
préaca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Sona Kilianova, PhD.,
Bratislava, 2014, 47 s.

Cielom naSej prace je prehladné spracovanie tvodu do teorie digitalnych filtrov so
zameranim na najjednoduchsi filter dolnej priepuste (low-pass filter). Praca je roz-
delena do troch kapitol. V Kapitole 1 definujeme signal ako fyzikalny pojem, akym
spdsobom ho ziskame, ¢o moze sposobit znizovanie kvality zdznamu informacie. Dalej
poskytujeme definiciu pojmu filter a venujeme sa rozdielom medzi filtrami realneho
sveta a tymi digitalnymi. Pre najjednoduchsi filter dolnej priepuste vypocitame troma
sposobmi frekven¢éni odozvu a pomocou nasobku amplitiady a fazového posunu filtra
podrobne analyzujeme filtrovacie vlastnosti pre dany filter pri Tubovolnej frekvencii.
V Kapitole 2 podrobne uvidzame vlastnosti digitalnych filtrov, medzi ktoré patria
linearita, ¢asova nemennost, koeficienty diferen¢nej rovnice, impulzna odozva filtra,
transformacnda funkcia, frekvenéna odozva, poly a nulové body filtrov a stabilita. N4-
sledne v zaverecnej kapitole aplikujeme poznatky o spravani a vlastnostiach filtrov na
Styri zakladné filtre, pomocou ktorych sa daji skonstruovat vSetky ostatné linearne a

¢asovo nemenné filtre.

Krluacové slova: Signal, Digitalny filter, Najjednoduchsi filter dolnej priepuste,

Frekvencéna odozva, Nasobok amplitady



Abstract

JAKUBOVIC, Andrej: Introduction to the theory of digital filters - Low Pass Filter
[Bachelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr.
Sona Kilianova, PhD., Bratislava, 2014, 47p.

The objective of our work is an informative procession of introduction to the theory
of digital filters, focusing the low-pass filter. The paper is divided into three chapters. In
the Chapter 1 we define signal as a physical phenomenon, in which way we can obtain
it, what can cause lowering quality of recording. In addition, we provide definition
of a filter, we look at difference between real world filters and digital filters. For the
simplest low-pass filter we compute frequency response in three different ways and using
amplitude response and phase delay we analyze filtering features for given filter with
any frequency, in detail. In Chapter 2 we introduce general characteristics of digital
filters, which includes linearity, time-invariance, coefficients of difference equations,
impulse response of filter, transformation function, frequency response, poles and zeros
of a filter, and stability. Subsequently, in the final Chapter we apply knowledge about
filter features on four basic filters, from which we can construct any other linear time-

invariant filter.

Keywords: Signal, Digital Filter, Simplest Low-Pass Filter, Frequency response,

Amplitude response
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UVOD UVOD

Uvod

V elektronike, vo vypoctovej technike a v matematike digitalny filter vykonéva matema-
tické operéacie na vzorke diskrétne urceného signalu, aby zoslabil alebo zosilnil zvolené
aspekty daného signalu. Filter dolnej pasmovej priepuste (angl. Jlow pass filter”) je fil-
ter, ktory preptsta nizko frekvencéné signdly a utlmuje signaly s frekvenciou vyssou ako
je limitny kmitocet. Prva zmienka v literattre o digitalnych filtroch je este zo 60. rokov
20. storocia. Odvtedy s dramatickymi pokrokmi v digitalnych technologiach digitélne
filtre zac¢ali ponukat realizovatelné rieSenia problémov filtrovania, ktoré sa v minulosti
riesili pomocou analégovych filtrov. Od tych ¢ias bolo vymyslenych vela druhov filtrov
ako napriklad nerekurzivne, rekurzivne, prisposobitelné filtre, filtre hornej, dolnej a
pasovej priepuste, hrebenovy filter, Sumovy filter, filtre s oneskorenim.

Hlavnym ciefom tejto bakalarskej préce je podrobne spracovat teoriu digitalnych
filtrov s hlavnym zameranim na filter dolnej priepuste. Citatel tejto prace sa moze
systematicky vzdelat v danej problematike, rychlo a efektivne, bez potreby znalosti
anglického jazyka.

Bakalarska praca je rozdelena na 3 cCasti. VSetky tri si teoretické. V prvej kapi-
tole podrobne rozoberieme signaly a filtre, ich zékladne vlastnosti a aplikujeme ich
na najjednoduchsi filter dolnej priepuste. V druhej kapitole ¢itatela obozndmime so
zakladnymi vlastnostami filtrov ako napriklad, linearitu a ¢asovi nemennost. Na zé-
ver v tretej Casti podrobne rozoberieme §tyri zakladne druhy filtrov, ich principy a

fungovanie. VSetko je nakoniec zhrnuté v Zavere bakalarskej prace.



1 SIGNALY A FILTRE

1 Signaly a filtre

Prva kapitola obsahuje podrobny opis vlastnosti signalov a filtrov. Nacrtne tvod do
spracovania signalu a rozdelenie signidlov podla jednotlivych vlastnosti. Nasledne je
rozvinuty uvod do teorie digitdlnych filtrov, ich najzakladnejsich vlastnosti a dané
poznatky st aplikované na najjednoduchsi filter dolnej priepuste. V ¢astiach 1.1 az 1.5

sme Cerpali najmé z [2], [8] a [10].

1.1 Signal

Signél podla komunika¢nych systémov a elektrického inzinierstva je funkcia, ktora vy-
jadruje informéaciu o spravani alebo povahe nejakého fyzikalneho fenoménu. Vo svete,
opisanom zdkonmi fyziky, rozne mnozstvo vykazujice zmenu v ¢ase alebo v priestore
(napriklad obraz) je potencialny signal, ktory by mohol poskytnit informéciu o stave
fyzikalneho systému, ako aj dopravit informéaciu medzi dvoma pozorovatelmi.

Medzi najzndmejsie signaly patri re¢, sonar, radar, hudba, video, dopravna signali-
zacia.

Vo vSeobecnosti, kazdy zdznam o zmene javu je signal. Dalsie priklady signalov st
napriklad zdznam o teplote, burzové indexy, alebo pH meter, ktory vyjadruje informé-
ciu o kyslosti daného roztoku. Zvycajne st signaly zachytené pomocou senzoru a ¢asto
je povodna forma signalu konvertovana na int formu energie pomocou prevodnika.
Napriklad mikrofén konvertuje zvukovy signal na elektricky, reproduktor opacne.

Informéacia v signale je ¢asto sprevadzana Sumom (angl. ,noise“). Termin Sum zvy-
Cajne znamena neziadice ndhodné ruSenie, ale ¢asto sa jeho definicia rozSiruje aj o
nechcené signaly prekryvajice sa so chcenym signdlom. Na Obrazku 1 je znazornené
postupné znizovanie kvality zvukovej stopy hlasu autora tejto prace, ktora bola opako-
vane nahrédvana pomocou nekvalitného nahravacieho zariadenia. V prvej ¢asti Obrazka
1 je znazorneny signal nahravky zachytenej pomocou interného mikrofému pocitaca.
Nasledne bola tato nahravka reprodukovana reproduktorom a sucasne znovu nahré-
vana. Novy signal je znazorneny v druhej ¢asti Obrazka 1. Tento spdsob reprodukcie
a nahravania zvuku je v praxi nedostato¢ny, ale pre ukazku narastu Sumu poslazi do-

konale. Takymto spdsobom sa vytvori z druhej nahravky tretia a nasledne z tretej



1.2 Spracovanie signélu 1 SIGNALY A FILTRE

Stvrta. Obrazok 1 teda pozostava zo Styroch signalov jednej nahravky, ktora bolo viac-
krat nahravana. Ani pre ,laické oko” nie je problém vidiet ako postupne narasta ,miera
zaSumenia“ a ako sa postupne straca informéacia sprostredkovana signalom. Néstroj,

ktory sa pouziva na odstranenie neziaducich zloziek signalu, sa nazyva filter.
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Obr. 1: Narast Sumu pri opakovanom nahravani zvukovej stopy.

1.2 Spracovanie signalu

Spracovanie signalu (angl. ,signal processing”) je Cast systémového inzinierstva, elek-
tronického inzinierstva a aplikovanej matematiky, ktora sa zaoberd analyzovaim alebo
operaciami na analégovom ako aj digitadlnom signali, ktory reprezentuje ¢asovo-menné
alebo priestorovo-menné fyzikalne veli¢iny. Beznym prikladom je prenos signalu medzi
vzdialenymi poziciami. Stelesnenie signalu v elektronickej forme je vytvorené prevod-
nikom, ktory konvertuje signal z jeho povodnej formy na tvar vinenia vyjadreného ako
prud (I), napétie (V) alebo ako elektromagnetické vlnenie. Medzi najznamejsie priklady
patri opticky signal, alebo radiovy prenos. Uz vyjadreny ako elektricky signal, je sig-
nal pristupny na dalSie spracovanie elektronickymi zariadeniami, ako sa elektronické
zosiliiovace a elektronické filtre, a moéze byt preneseny na vzdialené miesto elektronic-
kymi vysiela¢mi a prijaty pomocou elektronickych prijimacov. Schéma tohto prenosu

je znazornené na Obrazku 2.
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1.3 Spojité a diskrétne signaly 1 SIGNALY A FILTRE
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Obr. 2: Prenos signalu na dialku. Zdroj: [1].

1.3 Spojité a diskrétne signaly

Podl'a [8] spojity realny (alebo komplexny) signal (angl. ,countinuous-time signal)
je kazdy signal, ktory nadobtuda hodnotu v kazdom bode defini¢ného oboru, ktorym je
najcastejSie nekonec¢ny interval.

Ak st pre signal definované veli¢iny v kone¢nom pocte bodov, takyto signal nazy-
vame diskrétny signal (angl. ,discrete-time signal“). Najcastejsie sposoby, akymi sa
tvoria diskrétne signaly, su vzorkovanie spojitého signalu a aproximaécie signalu postup-
nostou jeho hodnot v konkrétnych ¢asovych okamihoch.

Na diskrétny realny (alebo komplexny) signal sa mozeme pozerat ako na funkciu
mnoziny (podmnoziny) celych ¢isiel (index oznacujici ¢asovi os) zobrazujicu sa na
mnozinu redlnych (alebo komplexnych) &siel (hodnoty funkcie v danych okamihoch).
Na Obrazku 3 je zobrazeny spojity signal sivou ¢iarou a pomocou ¢ervenych Sipiek
je znazornena metdda vzorkovania. Rozdiel medzi dvoma $ipkami urcuje vzorkovaci
interval. Diskrétny signal sa nasledne vytvori z postupnosti hodnoét analégového signalu

v jednotlivych bodoch.

1.4 Analégové signaly

Analoégovy signal (angl. ,analog signal“) podla [8] je kazdy spojity signal, ktorého zlozka
meniaca sa v ¢ase (premenna) je reprezentovana veli¢inou meniacou sa v ¢ase. Napri-
klad v anal6govom signali zvuku okamzité napitie spojito zavisi od tlaku zvukovych
vin. Odliguje sa od digitalneho signalu, v ktorom je spojita veli¢ina reprezentovana
diskrétnou funkciou, ktora dokaze nadobidat iba konecny pocet hodnot.

Analogovy signal vyuziva vlastnosti prostredia na sprostredkovanie informacie. Na-

priklad aneroidovy barometer funguje na principe plastickej deformécie prijmovej casti

11



1.4 Analégové signaly 1 SIGNALY A FILTRE
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Obr. 3: Vytvorenie diskrétneho signalu zo spojitého vzorkovanim.

vplyvom zmien tlaku vzduchu. V elektronickom signéli sa vyuzivaja varidcie napétia,
priudu a frekvencie na vyjadrenie informaécie.

Kazda informécia moze byt vyjadrend analégovym signélom. Casto je takyto signal
meranou odozvou na zmenu fyzikadlneho fenoménu, ako napriklad zvuku, svetla, teploty,
pozicie alebo tlaku. Fyzikadlna veli¢ina je konvertovani na anal6govy signal pomocou
prevodnika. Napriklad pri nahravani hudby, kolisanie tlaku vo vzduchu (¢o je vlastne
zvuk) nardza na membranu mikrofonu, ktory indukuje zodpovedajuci kolisajuci prid
vytvoreny cievkou v elektromagnetickom mikroféne, alebo zodpovedajice kolisajtce
napitie vytvorené kondenzatorovym mikroféonom.

Analbgovy signil moze mat v teoretickej rovine nekonecné rozlisenie. V praxi je vSak
sprevadzany elektronickym Sumom a je skresleny kominuka¢nymi kanalmi a spracova-
nim signéalu, ktoré dokdzu postupne znizovat pomer signalu ku Sumu (angl.  signal-
to-noise ratio“). Na rozdiel od nich digitalne signaly maji kone¢né rozligenie. Konver-
tovanie anal6gového signélu na digitalnu formu je sprevadzané konstantnym Sumom
na nizkej urovni, nazyvanym kvantizacny Sum. Ale dalej, uz v digitalnej forme, signal
moze byt spracovany alebo vysielany bez pridavania Sumu alebo iného skreslenia. Preto
akonahle spracovanie anal6govych signdlov sa stava komplexnejsim, stracaji svoje roz-
lisenie do takej miery, Ze ich kvalita je prekonana digitalnymi signalmi. Toto vysvetluje
rozsirené pouzivanie digitdlnych signalov v modernej technologii. V analégovych sys-

témoch je tazké zistit, kedy nastédva degradacia. AvSak pri digitdlnych systémoch je

12



1.5 Digitalne signaly 1 SIGNALY A FILTRE

degradacia nielen detekovatelné, ale d& sa aj odstranit.

1.5 Digitalne signaly

Digitalny signél moze byt kazdy signal so spojitym priebehom pouzivany v digitalnej
komunikacii, reprezentujtci prad bitov alebo int postupnost diskrétnych hodnot. V
tejto podkapitole ¢erpame z [5].

V pocitacovej architektire a v dal8ich digitalnych systémoch je priebeh, ktory pre-
pina medzi dvoma stupiami napitia, reprezentujice dva stavy tzv. ,Boolean” hodnot
(0 a 1) nazyvany digitalny signal, a to aj napriek tomu, Ze to je analogovy priebeh

napitia, ktory je vyjadreny len dvoma droviami.

Obr. 4: Priebeh digitalneho signdlu. A - nizka droven, B - vysoka uroven, C - nabezna hrana,

D - zostupna hrana. Zdroj: [3] .

Hodinovy signal (angl. ,clock signal®), alebo hodinovy impulz je Specialny digitalny
signal, ktory sa pouziva na synchronizovanie digitdlnych obvodov. Obrazok 4 moze
byt povaZovany za hodinovy signal. Logické zmeny su spustené bud nabeznou hranou,

alebo zostupnou hranou:
e nabezna hrana: prechod z nizkej trovne (A) napitia na vysoku (B);

e zostupna hrana: prechod z vysokej irovne (B) napéitia na nizku (A).

Hoci vo velmi zjednodu$enom a idealizovanom modeli digitdlneho obvodu si pra-
jeme, aby tieto prechody nastavali okamzite, v redlnom svete neexistuje obvod s nu-
lovym odporom, a preto ziadny obvod nedokaze zmenit troven napétia okamzite. To
znamend, ze za velmi kratky ¢as prechodu vystup nemusi zodpovedat vstupu a naozaj

nemusi zodpovedat ani vysokej, ani nizkej Grovni napétia.

13



1.6 Filtre 1 SIGNALY A FILTRE

Obrazok 5 znazorhuje vytvaranie digitalneho signalu z analogového. Kedze je podla
definicie digitalny signal vyjadreny pomocou diskrétnych hodnot (napriklad prirodze-
nych ¢isiel), hodnoty analoégového signalu aproximujeme na ziadané diskrétne hodnoty.
Mriezka na Obrazku 5 reprezentuje diskrétne hodnoty, ktoré moze digitalny signal na-
dobudnit. V momente, ked krivka analogového signalu pretne zvisla preruSovani ¢iaru
mriezky, hodnota signdlu sa zaokrtihli na najbliz§iu diskrétnu hodnotu. Té&to sa stane
hodnotou digitalneho signalu az po dalsi moment stretu krivky analogového signalu so

zvislou ¢astou mriezky, kedy sa proces zopakuje.

-~

funkéné

|
|
|
|
[
|
hodnoty I

/

/

A J

Obr. 5: Aproximovanie digitalneho signalu z analégového.

1.6 Filtre

Hudobnici vyuzivaju filtre tisicky rokov na to, aby tvarovali plody ich umenia r6znymi
sposobmi. Prikladom moze byt evolicia fyzikdlnych veli¢in husli predstavuje evoltciu
v dizajne filtrov. Vyber dreva, tvar vyrezov, geometria mostika a vSetko ¢o ovplyv-
nuje rezonanciu, toto vSetko ma ucast na tom, ako husle filtruja signal indukovany na
mostiku vibrujicimi strunami. Akonéhle sa zvuk 8iri vzduchom, dalSie filtrovanie je
sposobené prostredim, usnicou poslichaca a pre kazdého jednotlivca je aj subjektivny
proces spracovania zvuku. V ¢astiach 1.6 az 1.8 sme ¢erpali z [9).

Kazdy objekt v blizkosti zvukovej viny moze byt povazovany za filter. Avsak, zvy-
¢ajne nepovazujeme za filter objekt, ktory nedokéze nejakym citel nym sposobom ovplyv-

nit zvuk. Napriklad kabel reproduktora sa nepovazuje za filter, za to reproduktor sa-

14



1.7 Najjednoduchsi filter dolnej priepuste 1 SIGNALY A FILTRE

motny ano. Samohlasky v rec¢i si tvorené prevazne zmenou tvaru ustnej dutiny, ktora
meni rezonancie a tym padom filtruje vlastnosti hlasu. Ovladanie hlasitosti zvuku v
klasickom autoradiu, basy, ovladanie vokalov, grafické ekvalizéry, ozvenové zariadenia,
fazovy posun, to vSetko st priklady uzito¢nych filtrov. Dalej st tu priklady neziadtceho
filtrovania, akym je napriklad nerovnomerné Sirenie niektorych frekvencii v miestnosti
so ,zlou akustikou®“. Jeden znamy génius v poli filtrov raz povedal: ,Ked sa nad tym
tak zamyslite, v podstate vSetko je filter.“

Digitalny filter (angl. ,digital filter”) sluzi na filtrovanie digitalnych signalov. Je to
vypocet, ktory vezme postupnost ¢isiel (vstup) a z nej vytvori nova (vystup). Vsetky
hore uvedené filtre nie st digitdlne lebo operuji na analégovych signéloch. Je dolezité
si uvedomit, ze digitalny filter nedokéze filtrovat rovnako ako dokazu filtrovat filtre
yredlneho sveta“. Digitalny filter je len vzorec, ktory pracuje s digitdlnymi signalmi.
Na digitalny filter sa da pozerat ako na ,Ciernt skrinku®, do ktorej vchidza na jednej
strane vstupny signal a na druhej strane sa objavi novy vystupny signil pozmeneny

vlastnostami tejto skrinky. Tento princip je schématicky zobrazeny Obrazku 6.

x(n)

L 3

» y(n)

Obr. 6: Diagram znazorhujuci lubovolny filter.

1.7 Najjednoduchsi filter dolnej priepuste

Tato sekcia poskytuje najjednoduchsi priklad k pochopeniu toho, aky efekt ma digi-
talny filter na digitalny signal. Obrazok 7 opisuje najjednoduchsi filter dolnej priepuste
(angl. low-pass filter”), ktory nemé ziadny efekt na nizke frekvencie a neprepusta vy-
soké. Produktom idealneho filtra dolnej priepuste je multiplika¢na konstanta (napriklad
»1) pre frekvencie medzi 0 Hz a hrani¢nou frekvenciou f. Hz a 0 pre vSetky zvy$né
frekvencie. Nasledny vystup sa ziska vynasobenim vstupu a k nemu danému produktu
filtra. To znamena, Ze po prefiltrovani sa signal s frekvenciou f z intervalu [0, f,] ne-
fs

zmeni a signal, ktory mé frekvenciu leziacu v intervale [f., %] sa cely prenasobi nulou

a tym prakticky zanikne.
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1.7 Najjednoduchsi filter dolnej priepuste 1 SIGNALY A FILTRE

produkt
filtrovania

priepustné pasmo nepriepustné pasmo

— nizka frekvencia —vysoka frekvencia

.

=
n—H

frekvenciaHz

Obr. 7: Ideédlny filter dolnej priepuste.

1.7.1 Definicia filtra

Najjednoduchsi filter dolnej priepuste sa da vyjadrit pomocou nasledujicej diferencne;j

rovnice:

y(n) =z(n) +z(n—1), n=0,1,2,... (1)

kde x(n) je vstupna hodnota signalu v ¢ase alebo vo vzorke n a y(n) je vystupna
hodnota v ¢ase n. Vyvojovy diagram tohto filtra je znazorneny na Obrazku 8. Symbol
,2 ' znamend Casovy posun o jednu jednotku ¢asu m na intervale, to znamena, Ze

z'z(n) = z(n — 1). Symbol & reprezentuje stcet vstupov.

l
x(n) : -—- o

Obr. 8: Systémovy diagram pre filter y(n) = z(n) + z(n — 1).

Pri praci so vstupom digitalneho filtra podla [9] je dolezité konvertovat dlzku kroku
intervalu na sekundy, ktoré si dohodou povazované za vychodiskovi poziciu (pri viace-

rych roznych filtroch by inak nastali problémy). Teda, dalsi sposob, ako napisat rovnicu
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1.8 Hladanie frekvenc¢nej odozvy 1 SIGNALY A FILTRE

najjednoduchsieho filtra s dolnou priepustou, je
y(nT) = x(nT) + z((n — 1)T), n=012,... (2)

kde T je vzorkovaci interval (ak by bolo n povodného filtra nastavené na miniuty,
vzorkovaci interval 7' by mal hodnotu 60). PodTa [9] pri spracovani digitalneho signalu
je bezné vynechat tito konstantu (dosadit ju s hodnotou 7' = 1), ale vzdy, pri pracovani
so signalmi je nutné upravit n, aby sa ¢as medzi dvoma vzorkami rovnal jednej sekunde
pomocou nT'.

Dé sa predpokladat, kedze (1) je najjednoduchsi filter dolnej priepuste, tak je aj
istym sposobom najhorsi. Na otazky, akym spodsobom je nedostato¢ny a preco prave
filter (1) je filtrom dolnej priepuste, dava odpoved frekvenéna odozva filtra (angl.

Hrequency response”). Frekventna odozva pozostava z dvoch Casti:
e nasobok G amplitudy vstupu (podiel amplitid vystupu As a vstupu A;);
e fazovy posun 6 (rozdiel fazy vystupu ¢, a vstupu ¢).

Frekvencna odozva pozostava z dvoch vyznamnych vlastnosti filtrov, ktoré si funda-
mentéalne pri analyze filtrov. Existuje niekolko metod na exaktné zistenie frekvencnej

odozvy.

1.8 Hrladanie frekvencénej odozvy

O filtri vyjadrenom pomocou (1) sa da uvazovat ako o ,fiernej skrinke”, ktora je zna-
zornend na Obrazku 6. Pre poznanie efektu tohto filtra na spektre xz(n), kde x(n)
reprezentuje cely vstupny signal, mozeme filter otestovat na kazdej frekvencii osobitne.
Takyto postup sa nazyva harmonicka analyza (angl. ,sine-wave analysis“). Na Ob-
razku 9 je znazorneny vstupno-vystupny par pre filter (1) s frekvenciou f = % Hz, kde
fs je rozsah frekvenénej vzorky. Dany priklad uvadzame podla [9].

Obr. 9 pozostava zo vstupu a vystupu filtra (1) pre Specialny pripad vstupnej frek-

vencie:

e Vstupny signal xz(n) = Ajsin(wnT + ¢1) s amplitidou A; = 1, s frekvenciou
w = 2w fs/4 as fazou ¢; = 0;
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1.8 Hladanie frekvenc¢nej odozvy 1 SIGNALY A FILTRE

Z Obrazka 9 je zrejmé, ze nasobok amplitidy G pre frekvenciu f = ff je V2. Podla
Obrazka 9 pre (1) fazovy posun 6 pri frekvencii f = % sa rovnd -7 (vstup ma fazu
¢ = 0, to znamené ze sinusoida vstupu za¢ina v bode [0,0]. Vystup je posunuty na osi

™

frekvencie prave o -7), a preto moZeme pisat:

o Vystupny signél y(n) = Aysin(wnT + ¢,) s amplitidou Ay = v/2, s frekvenciou
w=2nfs/4 as fazou ¢y = —1/4.

Takymto sposobom sa da pokracovat s kazdou frekvenciou f z intervalu 0 az %, podobne
vySetrit vstupné a vystupné viny a urobit pre ne graf ako na Obrazku 9. Vysledné
grafy znazornené na Obrazku 10 znazoriiuju frekvenént odozvu filtra (1). Z nasobku
amplitady G je zrejmé, zZe filter (1) ma vlastnosti filtra dolnej priepuste, pretoze ako

frekvencia narastd (z 0 na £) nasobok amplitidy klesa (z 2 na 0).

A=1 VSTUP
15 T T
1= P fag $op ot N
e o & 2N 7 |
st/ / N N
\ B | /A /
of \ / \ X / \ / i
/ \ 7
05| \\ 4 A / b / \\ // i v
Ak o / \ + : . s’ Sy b — -
4 | I I I | I I I |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Amplitida
15 A=1.414 ‘ l Wsl'rup l ‘
) e ™ e o e
05[ // y / A / y / \ i Y i
ol / / i / / Y N
/ | \ / \ / \ / \
. _/ \ / \ / \ /‘ \ / \ ]
ik i L Wt i 7 T
e \ — ! N~ I ~ ! ~ \ N
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obr. 9: Vstupné a vystupné signaly pre filter y(n) = z(n) + x(n — 1). Vstupny signal z(n) =
sin(2m fsnT'/4). Vystupny signél y(n) = 2sin(2r fsnT /4 — 7/4).

Harmonicka analyza sa pouziva iba pre filtre, ktoré st lineadrne a ¢asovo-nemenné.
Linearny filter je dany linearnou rovnicou a sposob akym filtruje ¢asovo-nemenny filter
sa nemeni v ¢ase. Takéto filtre vytvaraji zo sinusoidy sinusoidu s rovnakou frekven-
ciou. Vyssie spomenutd metdéda hladania frekvencnej odozvy zahtna fyzické meranie

amplitidy a fazového posunu vstupnych sinusoid pre kazda frekvenciu. Tato metoda
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1.8 Hladanie frekvenc¢nej odozvy 1 SIGNALY A FILTRE

nasobok amplitidy
[2=Y

[EN 3
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Obr. 10: Frekven¢na odozva pre filter y(n) = x(n) + x(n — 1): a) nasobok amplitudy G; b)

fazova odozva 6.

je prakticka pri realnych filtroch, ale len tazko sa da vyuzit pri dizajne novych filtrov.
Existuje niekolko sposobov ako vytvorit vzorec pre filter (1) na vypocet frekvencnej
odozvy. Prvy sposob je analogicky ku harmonickej analyze. Na niekolkych prikladoch
vypocitame fazovu odozvu a amplitidu sinusoid rozlisnych frekvencii po spracovani
filtrom (1).

Jednosmerny prad (angl. ,direct current®) méa frekvenciu 0 Hz. Preto sa d& jeho
sinusoida napisat ako xz(n) = Acos(2nfnT + ¢), kde f = 0. To znamena, ze z(n) =
A cos(¢). Vstupny signél je konStantny na celom sprektre. Je zrejmé, Ze vystupny signal

sarovna y(n) = z(n)+x(n—1) = Acos(¢)+ Acos(¢) = 2A cos(¢) pre vietky n. A teda

2A cos(¢) _ 2) .

nasobok amplitidy pre frekvenciu f = 0 je 2 (podiel vystupu a vstupu Tcos()

Faza signalu s frekvenciou 0 Hz je rovnaka pri vstupe aj vystupe. Fazovy posun pre
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1.8 Hladanie frekvenc¢nej odozvy 1 SIGNALY A FILTRE

jednosmerny prud je teda nulovy.
Dalsiou z frekvencii, pre ktori nie je obtiazné vyratat frekvencéni odozvu, je polovica
frekvencnej skaly f = f? = %T Pre tato frekvenciu méze byt vstup xz(n) charakterizo-

vany nasledovne:
z(n)=A cos(QW%nT + @)
=A cos(27r%nT + )
= Acos(mn + ¢)
= Acos(mn) cos(¢) — Asin(mn) sin(¢)
= Acos(mn) cos(¢)

A(—=1)" cos(¢

), n=0,1,2,...
= {Acos(¢), —Acos(¢), Acos(p), —Acos(),. .. }.

Pre vystup y(n) nasledne plati:

Filter (1) ma teda nasobok amplitudy G rovny 0 pre f = E. Urcenie fazového posunu

= fs nie je jednoduché urcit.

0 pre vstup z(n) s frekvenciou f =

Doteraz sme frekvenéni odozvu urcovali pre konkrétny vstup {xz(n),n =0,1,2,...}
so Specialnymi frekvenciami f = 0, ]Zf, J; Na zistenie povahy frekven¢nej odozvy pre
Tubovol'ni frekvenciu f vypoditame podla [9] nasobok amplitidy a fazovy posun vse-

obecne pre vstup:
2(n) = Acos(2nfnT + ). (3)

Vystup y(n) dostava tvar:
y(n) = Acos(2rfnT + ¢) + Acos(2rfin — 1)T + ¢). (4)

Na zistenie frekven¢nej odozvy sa da vSeobecna rovnica (3) zjednodusit dosadenim za

fazu ¢ = 0 a nasobok amplitudy A = 1. Vyuzit sa to da kvoli tomu, ze (1) je linearny
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1.8 Hladanie frekvenc¢nej odozvy 1 SIGNALY A FILTRE

¢asovo invariantny filter. Tieto vlastnosti zarucuji, ze frekvencéna odozva filtra bude

rovnaka pre Tubovolné A a ¢. Nasledne vstup z(n) = Acos(2mfnT + ¢). dostéva tvar:
z(n) = cos(2mfnT)
= cos(wnT),
kde w = 27f. Rovnica vystupu y(n) dostava tvar:
y(n) = cos(wnT') + cos(w(n — 1)T)

= cos(wnT’) + cos(wnT') cos(—wT") — sin(wnT’) sin(—wT)

= cos(wnT') + cos(wnT') cos(wT') + sin(wnT) sin(wT)

= (1 + cos(wT)) cos(wnT') + sin(wnT’) sin(wT)

= a(w) cos(wnT') 4+ b(w) sin(wnT),

kde a(w) = (1 + cos(wT)) a b(w) = sin(wT'). Vhodny tvar vystupu, z ktorého Iahko

uvidime nasobok amplitidy a fazovy posun je:
y(n) = G(w) cos(wnT + 0(w)),

kde G(w) je nasobok amplitudy zavisly od frekvencie a 6(w) je fazovy posun filtra

zavisly od frekvencie. Tento vyraz sa da rozsirit na:
y(n) = G(w) cos(wnT) — G(w) sin(f(w)) sin(wnT),
to znamena:

a(w) = G(w) cos(f(w)),
b(w) = —G(w) sin(f(w)).

Odvodenie nasobku amplitidy G(w) mé tvar:

a*(w) + b*(w) = G*(w)cos?(A(w)) + G*(w)sin?(A(w))
= G*(w)(cos?(A(w)) + sin?(A(w)))
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1.8 Hladanie frekvenc¢nej odozvy 1 SIGNALY A FILTRE

Nasledne sa G(w) da zjednodusit na:

G?(w) = a*(w) + b*(w) = (1 + cos(w))? + sin?(wT)
=1+ 2cos(wT) + cos?(wT') + sin®(wT)
=2+ 2cos(wT') = 4COSQ(§)
9| cos(%) —2cos(nfT),  If <L

Fazovy posun 0(w) sa da vyjadrit z pévodnej rovnice ako tangens:

tan(f(w)) = —28
_ sin(wT) _ 2sin(wT'/2) cos(wT'/2)
1+ cos(wT) 1 + cos?(wT'/2) — sin®*(wT'/2)
_ 2 sin(wT'/2) cos(wT/2)
2c0s?(wT'/2)
_ _sin(T/2) an(w = tan(w
= " eos(@T)2) tan(wT'/2) = tan(wT/2).

To znamend, ze fazovy posun sa rovna:
O(w) = —wT/2 = —nfT.
Filter (1) so vstupom v sinusovom tvare
z(n) = Acos(2nfnT + @)
produkuje vystup
y(n) = 2A cos(nwfT’) cos(2mfnT + ¢ — wfT).

To znamena, ze nasobok amplitudy pre tento filter je G(w) = 2 cos(wfT") a fazovy posun
je presne 0(w) = —7fT radidgnov. Uplna frekvenéna odozva pre filter (1) je znazornena

na Obrazku 10.

1.8.1 Hrladanie frekvenc¢nej odozvy pomocou komplexnych é&isiel

Nagtastie existuju aj jednoduchsie metdédy hladania multiplikitora a fazovej odozvy
filtra, teda prvkov potrebnych na zistenie celej frekvenc¢nej odozvy. Pre pochopenie
jednej z tychto metdd je tréba porozumiet komplexnym c¢islam a opericiami s nimi.

Zakladnym vztahom komplexnych ¢isiel je ,Eulerova identita® (angl. ,Euler’s identity*):
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1.8 Hladanie frekvenc¢nej odozvy 1 SIGNALY A FILTRE

e = cos(wnT) + isin(wnT), i=v-1 (5)

S poznatkami o komplexnych ¢islach sa da nova metéda aplikovat na najjednoduchsi
filter dolnej priepuste (1). Na ziskanie frekven¢nej odozvy sa filter otestuje pre vstup
x(n) = Ae'?T+9) g frekvenciou f. Znova kvoli ¢asovej nemennosti a linearite filtra
frekven¢néa odozva nebude zavisla od ¢ a od A, preto je mozné dosadit za ¢ = 0 a za

A = 1. Odozva filtra (1) so vstupom s frekvenciou w/27 Hz, kde w = 27 f je dana ako:

y(n) = z(n) +x(n—1)
_ giwnT | giw(n—1)T
_ giwnT | giwnT ,—ieT
= (14 e~ ™T)eiwnT
= (1 +e M)z (n)
= H(e“T)x(n).
Toto odvodenie je oc¢ividne jednoduchsie ako trigoniometricky pristup, z ktorého je

niekedy len velmi tazké odvodit vysledok. Co je ale trochu métice je vystup, ktory

pripomina komplexny nasobok vstupu zéavisly od frekvencie. Frekven¢na odozva sa
viak da jednoducho odvodit z vyrazu H(e“?) v polarnych stradniciach: H(e“7) =
G(w)e?@) . Nasobok amplitady je vyjadreny absolitnou hodnotou vyrazu H a fazové
odozva filtra je komplexnym vyjadrenim uhlu H (v polarnych saradniciach). A teda

rovnica pre zistenie nasobka amplitudy G(w) je:
G(w) = [H(e™T)],
a pre fazovy posun je
O(w) = ZH(eT),

kde symbol Z znamené uhol v polarnych sdradniciach. Konkrétny vypocet pre vstup

x(n) ma tvar:

H(e™") = (1+e77))

_ (ein/Z 4 e—in/2>€—in/2

= 2cos(wT'/2)e~wT/2,
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1.8 Hladanie frekvenc¢nej odozvy 1 SIGNALY A FILTRE

Potom sa uz lahko da vyjadrit nasobok amplitidy G(w) a fazovy posun 6(w) ako:

G(w) = |2 cos(wT/2)e~“T/2|

= 2| cos(wT/2)|

IN

b |5+ o5

= 2 cos(wT'/2), lf] <
f

O(w) = —wT/2, |

Tieto vysledky sa zhoduju s vysledkami, ktoré vysli pri metode s pouzitim trigoni-
ometrickych vztahov (3). Nasobok amplitudy filtra (1) sa meni podla funkcie cosinusu,
ktory klesa z 1 na 0, ked frekvencia rastie z 0 na polovicu frekvenéného rozhrania.
Inymi slovami amplitida signalu sa periodicky vyvija z 1 na 0, ked w7 sa meni z 0 na
7. Je velmi logické nazyvat tento filter filtrom dolnej priepuste, ale z danych vysledkom
sa len tazko da urc¢if hrani¢na frekvencia f.. Redukcia amplitudy je len velmi pomala
s narastajicou frekvenciou. Pri¢ina tejto nedokonalosti filtra (1) je jeho prilisna jedno-
duchost. Fazovy posun 6(w) = —wT/2 je linearny vzhladom na frekvenciu f, a preto

fazova zmena vystupu filtra (1) sa konStantne meni s narastajicou frekvenciou.
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2 VLASTNOSTI DIGITALNYCH FILTROV

2 Vlastnosti digitalnych filtrov

V tejto Kapitole st podrobnejsie analyzované implikacie linearity a ¢asovej nemennosti.
Dalej st uvedené styry zakladne reprezentacie digitalnych filtrov: koeficienty diferencnej
rovnice, impulzna odozva, transformac¢néd funkcia a frekvenénd odozva. Nakoniec si

analyzované vlastnosti nulovych bodov a pélov filtra.

2.1 Linearita a ¢asovA nemennost

Takmer vSetky filtre, ktoré sa vyuzivaju v praxi st linearne. Linearita je extrémne
dolezita z viacerych pri¢in. Z hladiska tedrie systémov je len malo vytvorenych uzitoc-
nych analyz pre nelinearne filtre. Z hladiska spracovania zvuku je linearita dolezitéa,
pretoze znamena nepridavanie ziadnych novych spektralnych komponentov, teda c¢asti
signalu s uplne inou frekvenciou ako je t4 vstupna. Vynimka pri linedrnom filtri by
nastala jedine v pripade linearneho filtra, ktorého filtrovanie sa vsak extrémmne meni v
¢ase, ¢o by mohlo vytvorit zmeny v spektre. Tymto pripadom sa v tejto praci neza-
oberame. Nelinearne filtre mézu produkovat nové komponenty signélu pri Tubovolnom
vstupe s Tubovolnou frekvenciou. Nové komponenty znamenaji neziaduace skreslenie
signalu. Skuto¢ne linearny filter nesposobuje zZiadné neziadice skreslenie. V Kapitole
2 sme Cerpali hlavne z [9]. Fakt, Ze filter je linearny v beznych podmienkach znamena,

v

7e.

e amplituda vystupu sa rovna G-nasobku amplitady vstupu, kde G je nasobok

amplitady filtra (Vid Kap. 1.7.1). Tato vlastnost bude dalej ako oznacena (V1).

e vystup filtrovania siuc¢tu dvoch jednotlivych signélov je rovny stctu vystupov
filtrovania danych dvoch signélov filtrovanych samostatne. Tato vlastnost bude

dalej oznacena ako (V2).

Vlastnost (V2) je znama ako skladanie (angl. ,superposition®). Znamen4, ze odozva
linedrneho systému na sumu vstupnych signdlov sa rovna sume odozviev jednotlivych
vstupnych signalov. Individudlne signaly, ktoré boli s¢itané na vstupe, st spracované
nezavisle filtrom, to znamené, Ze sa jednotlivo vrstvia a neprekryvajua sa (s¢itanie dvoch

signalov, vzorka po vzorke, sa da chapat ako konvertovanie stereo hudby na mono rov-
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2.1 Linearita a ¢asovd nemennost 2 VLASTNOSTI DIGITALNYCH FILTROV

nomernym zmieSanim oboch kanalov dokopy). Podla [4] prikladom prostredia, v kto-
rom sa $iria signaly linearne, je zemska atmosféra. Pri posobeni dvoch zvukovych vin
sticasne vo vzduchu sa kolisanie tlaku, ktoré jednotlivé signaly vyjadruje, jednoducho
sCita. Frekvencia sa pri s¢itani nijakym sposobom nezmeni. Kedze kazdy konec¢ny spo-
jity signal moze byt opisany pomocou suc¢tu roznych sinusoid, mozeme vystup filtra pre
dany vstupny signél ziskat pomocou vystupov filtra pouzitého na jednotlivé zastupené
vstupné sinusoidy.

Zatial ¢o dosledky linearity su dalekosiahle, matematickd definicia je jednoducha.

V8eobecna rovnica pre linedrny ¢asovo-menny filter je:

y(n) = Tu(x), (7)

kde x je cely vstupny signal, y(n) je vystupny signél a T), reprezentuje filter vyjadreny
pomocou funkcie pre kazdé n. Dolny index n pri T;, znamené vyber n-tej vystupovej
vzorky filtra. Vo vSeobecnosti, kazda vzorka vystupu moZe byt funkciou niekolkych,
dokonca aj vSetkych vstupnych vzoriek. Kvoli tejto vlastnosti sa v (7) nepiSe z(n), ale
x, aby bolo jasné, ze vystup sa nevytvara spravidla len z jednej vzorky vstupu z(n).
Pre filter (1) mame y(n) = T,(x) = Tp(x(n),z(n — 1)) = x(n) + x(n — 1). V pripade
¢asovej nemennosti funkcia T,, moze byt ina pre kazdé n. Teraz, pre Tubovolné signély
x1 a x9 a pre Jubovolné realne ¢islo o maja vlastnosti linedrneho ¢asovomenného filtra

nasledovny tvar:

T, (azy) = T, (xq) (V1)
Tn([El + 1’2) = Tn(l’l) + Tn(ZEQ) (V2),

pre vSetky n.

V beznych podmienkach ¢asovo nemenny filter filtruje rovnakym spésobom nezavisle
od meniaceho sa ¢asu. Symbolicky mozeme tito vlastnost napisat ako y(n) = T'(x(n)).
Ak by sme mali dva vstupy, ktoré by sa neodliSovali nijakym inym sposobom iba tym, ze
jeden by bol o N vzoriek posunuty od druhého (x1(n) = zo(n—N) pre vietky n), potom
by platilo aj pre vystupy ¢asovo nemenného filtre, ktoré prislichaju ku jednotlivym
vstupom 27 a o, Ze sa odlisuju len tym, Ze st navzajom posunuté (y;(n) = ya(n — N)
pre vSetky n). Na lepsie pochopenie sa da filter zobrazit ako velky mozog, ktory pri

spracovani vstupu vysle ku kazdej jednej vzorke z x jedno nervové zakoncenie. Pre
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¢asovo menny filter mozog vysiela pre kazda jednotku ¢asu nové nervové zakoncenia pre
vSetky vzorky z x. Tieto jednotlivé sady nervovych zakonc¢eni v8ak nemusia byt rovnaké,

2 p 2’ v AV 2 2 2
a preto napr. vstupy, ktoré st rovnaké v ¢ase n = 1 a n = 5, mézu po prefiltrovani davat
iné vystupy. Pre ¢asovo nemmenny vystup mozog pracuje s jednou sadou nervovych
zakonceni, ktoré sa iba vzdy ked ¢as n narastie o jednu jednotku posunii o jednu vzorku
doprava (dopredu) a znova vysla informéaciu rovnakym sposobom dalej.

Casovii nemennost definujeme ako
To(z-n)) = Th-n(x) = y(n — N), (9)

kde x_y) je signal ,oneskoreny“ o N vzoriek.

Jednoduchy priklad nelinearneho filtrovania je kompresia (angl. ,compression®). Kom-
presia funguje na principe zvy8ovania hlasitosti (ndsobku amplitiudy), ked je priemerna
amplitida nizka, a zniZovania hlasitosti, ked je priemerna amplitida vysoka, aby sa
dosiahla hlasitost na takmer konStantnej trovni. Kompresia je nelinedrna, pretoze né-
sobok amplitidy G pri nej zavisi od amplitudy vstupného signalu. Deje sa to kvoli
tomu, Ze filter musi odhadnut vysku amplitidy, aby ju mohol normalizovat. A teda

kompresia mé formu

kde G(z) znamena nasobok amplitudy, ktory je zavisly od amplitidy celého vstupného

signalu. Vo v8eobecnosti
G(z1 + x2)(z1(n) + 22(n)) # G(x1)z1(n) + G(22)22(N),

a tym padom kompresia nesplia vlastnost (V2) linearity. Je zrejmé, 7e ani vlastnost
(V1) nie je splnené, pretoze amplitiida vystupu nie je priamo timerna aplitide vstupu.

Vo vSeobecnoti skoro kazda operacia so signalom zahrnujica nasobenie dvoch kom-
ponentov, pri ktorom oba zavisia od vstupného signélu, je nelinedrna. AvSak nasobok
amplitidy G sa moze menit nezavislo od vstupu, aby mal filter vlastnosti linearneho

¢asovo menného filtra. V tomto pripade plati rovnica
G(n)(axi(n) + fra(n)) = a(G(n)ri(n)) + B(G(n)z2(n)),

ktora ukazuje, ze plati (V1) aj (V2). Jednoduchy priklad linedrneho ¢asovo menného

filtra je tremolo filter, ktory je vyjadreny pomocou nasobku amplitidy zavislého od
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Casu: y(n) = G(n)x(n). Za nasobok amplitidy moze byt dosadeny napriklad ¢len
G(n) = 1+ cos(2rfnT), kde f= 4, ktory vytvori hlboké tremolo so $tyrmi zvlneniami
za sekundu. Ako plynie ¢as, ndsobok amplitidy tohto tremola sa pohybuje v intervale
[0,2], a tym padom sa vysledna amplitida periodicky vyvija od 0 (aplne stiSenie) po 2
(dvojnasobné zhlasenie).

Vsetky dalsie filtre, ktoré st spomenuté v tejto praci, maji vlastnosti linearity a
¢asovej nemennosti. Dalej budi oznacené ako ,LTT filtre“ (angl. linear time-invariant

filters®).

2.2 Reprezentacia digitalneho filtra

Pre linearne ¢asovo nemenné (LTI) filtre, ako aj pre signély, existuju dve zakladné
oblasti, ktorymi sa daju reprezentovat: v ¢asovej oblasti (angl. ,time domain“) a vo
frekvencnej oblasti (angl. ,frequency domain®). AvSak pre kazdu z danych dvoch ob-
lasti existuju aspon dva sposoby, akymi sa daju vyjadrit a pre vSetky tieto reprezentacie
plati, Ze je mozné konvertovat ich vystupy z jednej reprezentacie na druhi. Dve repre-
zentacie v Casovej oblasti, ktoré st opisané v tejto praci, su koeficienty diferenc¢nej
rovnice a impulzna odozva. Dve reprezentacie vo frekvenénej oblasti opisané v tejto

praci su transformac¢né rovnica a frekvenéna odozva.

2.2.1 Diferen¢na rovnica

Diferen¢né rovnica je reprezentovana ¢asovou oblastou, pretoze urcuje predpis, ako vy-
ratat vystupni vzorku z vstupnych vzoriek (jedna vystupnéa vzorka pre jednu jednotku

¢asu). VSeobecny tvar diferen¢nej rovnice ma tvar podla [9]:

y(n) = apx(n) + ayz(n — 1)+ -+ +apyx(n — M)

—biyin—1)— ... —byy(n — N),

(10)

kde x je vstupny signal, y je vystupny signal a konstanty {a;,i = 0,1,2,..., M},
{b;,7=0,1,2,..., N} sa nazyvaji koeficienty diferencnej rovnice, alebo jednoduchsie
koeficienty filtra. Pokial st vSetky koeficienty a; a b; redlne ¢isla, tak potom aj filter je

realny. VSetky filtre, ktoré sa nachadzaju v tejto praci, su redlne.
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Napriklad, diferen¢né rovnica
y(n) = 0.01z(n) 4+ 0.002z(n — 1) + 0.99y(n — 1)

Specifikuje operaciu digitdlneho filtrovania a koeficienty reprezentujuce filter nastavuje
na {0.01,0.002} a {0.99}. V tomto priklade N = M = 1.

Rovnica (10) nie je uplne v8eobecné, pretoze reprezentuje iba ,bezné* (angl. casual®)
(LTT) filtre. ,Beznym“ filtrom je oznaceny filter, ktorého vystup nezavisi od Ziadnych
budtcich vstupnych ¢lenov. Napriklad, filter y(n) = x(n + 1) nie je ,bezny* filter, pre-
toze vystup zavisi od budiceho ¢lena vstupu. Obmedzenie ,beznych® filtrov je vcelku
prirodzené, pokial filter pracuje so vstupom v realnom ¢ase. LenZe mnoho digitalnych
filtrov je realizovanych v prostredi pocitacov, kde je ¢as reprezentovany indexom radu,
a preto nie je problém v tomto prostredi pracovat s filtrami, ktoré nemaja vlastnost
ybeznych“ filtrov. Tato vlastnost vSak nijakym spésobom nemeni analyzu filtra, ktora
je rovnaka ako pri ,,beznych” filtroch, a preto sa tymto obmedzenim v tejto praci neza-
oberame.

Maximalny rozsah c¢asového intervalu, pouzitého na vypocet vzoriek vystupného
signéalu, sa nazyva rad filtra (angl. .order of the filter). V pripade filtra (10) je rad
filtra uréeny pomocou vicsieho z ¢isiel N a M. Napriklad, rovnica y(n) = x(n) —x(n—
1) = 2y(n — 1) + y(n — 2) urcuje filter druhého radu.

Pokial si N a M obmedzené kone¢nostou, ¢o je vlastne nutné pre pouzitelnost filtra
v praxi, potom filter (10) reprezentuje ,bezny“ LTI filter kone¢ného radu.

Filter (10) pouZziva na vyjadrenie aktualneho vystupu vystupy minulé (ako napri-
klad y(n — 1)). Takyto sposob vyjadrovania vystupu sa nazyva spitna vizba (angl.
Jfeedback”). Kazdy filter, ktory vyuZiva aspon jednt spéatnt vizbu (N > 0), sa nazyva
rekurzivny (angl. ,recursive).

Filter (10) moze byt vyjadreny odlisnym, ale tplne ekvivaletnym sposobom ako

y(n) = Z a;x(n —1) — Z bjy(n — j). (11)

2.2.2 Impulzna odozva a konvolicia

Okrem diferenc¢nej rovnice sa da kazdy LTI filter reprezentvany v ¢asovej oblasti vyjad-

rif pomocou odozvy na $pecificky signal, nazyvany impulz. Impulz je oznaceny §(n)
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a definovany je ako

1 akn =0
6(n) =
0 akn#0.
a)
1
l o o—o—o—o—o0—o0—0—0—»
0 1 2 3 4 5 ] TA 8 9
b)
1
Q
Sl[[lplll'lidﬂ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 .
c) 1
1
0 1 2 3 4 5 ] TA 8 9
d)
1

Obr. 11: Vstupné a vystupné signaly pre filter y(n) = x(n) + 0.9y(n — 1); a) vstupny im-
pulz d(n); b) vystupné impulznd odozva h(n); c) soneskoreny“ vstupny impulz d(n — 5); d)

soneskorend® vystupna impulznéa odozva h(n — 5).

Zobrazenie d(n) je na Obrazku 11a. V redlnom zivote sa d& impulzny signal priblizne
opisat napriklad pomocou rychleho tderu kladiva v ¢ase 0 a nasledného okamzitého

ticha.
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Pre oznacenie odozvy filtra na impulzny signél sa pouziva
h(n) = T,(9), (12)

ktoré inymi slovami oznacuje odozvu filtra na impulzny signal v c¢ase n = 0. V tejto
podkapitole pracujeme iba s filtrami, ktoré maju vlastnost taka, ze ako sa ¢as n blizi
nekone¢nu, impulzna odozva h(n) sa blizi k nule. Filter s takouto vlastnostou sa nazyva
stabilny. Interpreticia tejto vlastnosti v redlnom zivote je jednoduché: pri prieniku
padajiceho kamena pokojnou hladinou jazera o¢akavame, Ze vytvorené viny tohto prie-
niku sa budi ¢asom zmensSovat az zaniknt. Ak by neplatila stabilita, viny by ¢asom
nem nezanikali, alebo dokonca by mohli narastat.

Priklad impulznej odozvy pre rekurzivny filter prvého radu
y(n) =z(n) +0.9y(n — 1) (13)

je znazorneny na Obrazku 11b. Impulzna odozva je jednoduchy geometricky pokles

{1,0.9,0.81,0.73, ... }, alebo forméalnejsie

0.9" pren =20
0 pre n # 0.

h(n) =

Dévod, preco sa ziadna informaécia nestrati pri reprezentovani konkrétneho LTI filtra
pomocou impulznej odozvy, spoc¢iva v tom, Ze impulzny signal obsahuje konStantni
energiu (energia £ = [ x(n)?dn) pri Tubovolnej frekvencii.

S vyuzitim zékladnych vlastnosti linearity a ¢asovej nemennosti (vid (14)) sa da
odvodit konvolu¢ny vzorec, ktory dava algoritmus, s ktorym sa realizuje filter priamo
v podmienkach impulznej odozvy. Inymi slovami, pomocou konvolicie a impulznej
odozvy filtra sa da vytvorit zo vstupu vystup. Konvoluény vzorec ma vyznam pri dife-
ren¢nej rovnici, ked namiesto koeficientov diferen¢nej rovnice je filter reprezentovany
pomocou impulznej odozvy. Princip konvolu¢ného vzorca sa zaklad4 na tom, ze kazdy
signal x(n) mozeme brat do tvahy ako zlozenie impulzov s Tubovolnou amplitudou a
fazou.

Na ilustrovanie, ako st tieto zakladné mechanizmy vyjadrené matematicky, poslazi
jednoduchy priklad. Ak sa impluz objavi v ¢ase n = 5, tak impulzny signél dostava

tvar 6(n — 5). Zobrazenie tohto prikladu je na Obrazku 11lc. Pre ¢asovo nemenny filter
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so vstupom &(n — 5) sa vystup ,oneskori o 5 jednotiek v ¢ase a dostava tvar h(n — 5).
Obréazok 11d znazoriuje odozvu filtra (13) na ,oneskoreny® vstup d(n — 5).
Ako znac¢ime 6_y = d(n— M) pre vietky n, tak vo vSeobecnosti pre ¢asovo nemenné

filtre plati
T,00_n)=T,_n(6) = h(n—N),

kde N je vzorkovy posun. Tato rovnica oznacuje princip toho, Ze ked sa vstup ,,oneskori“
o N vzoriek, tak vystup sa zmeni iba tym, 7Ze sa taktiez ,oneskori“ o N vzoriek.

Ak st dva impluzy spracované na vstupe filtra, jeden v ¢ase n = 0 a druhy v cCase
n = 5, takyto vstup sa vyjadri ako z(n) = §(n) +d(n —5). Dalej, ak amplittda prvého
impulzu sa rovna 2 a amplitida druhého impulzu sa rovna 1, potom takyto vstup sa
zapie ako x(n) = 26(n)+9d(n—>5). V tomto pripade, s vyuzitim linearity ako aj ¢asovej

nemennosti, sa da odozva LTI filtra na takyto vstup vyjadrit ako:

T(20 +6_5) = T (26) + T,(0_5)
= 2T,(0) + T,,—5(0)
= 2h(n) + h(n — 5).

Napriklad, pre filter (13) so vstupom 26(n) + d(n — 5) moze byt vystup vypocitany
pomocou Skalovania, posunutia a sc¢itania dokopy pomocou koépii impulznej odozvy
h(n). Teda impulzna odozva vynasobena dvojkou a s¢itand s ,oneskorenou“ impulznou

odozvou vytvori vystup

2(0.9)" + (0.9 pren > 5,
2h(n) +h(n —5) = { 2(0.9)" pre 0 <n <5,

0 pre n < 0.

Vézend suma impulzov na vstupe teda vytvori rovnako vazent sumu jednotlivych vy-
stupov.

Pomocou tychto poznatkov sa da konvoluény vzorec vyjadrit vSeobecne. Prvym
krokom je vyjadrenie vstupu x ako linearnu funkciu ,oneskorenych“ impulzov, to zna-

mena

[ee]

z(n) =z xd(n) = Y a(i)d(n—i), (14)

1=—00
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kde * oznacuje konvoliciu. Rovnica (14) vyjadruje signal ako linearnu kombinaciu
(alebo vazent sumu) impulzov. To znamend, 7e na kazdy prvok signilu sa da pozerat
ako na impulz s ur¢itou amplitudou a v istom ¢ase. Podla [9] s vyuZitim tvaru vSeobec-

ného linearneho filtra (7) a definicie linearity (8), mozeme vyjadrit vystup linearneho

filtra ako
y(n) = Tp(x) = To(z x0) = To( > (i)o_;) =
. . (15)
= 0 HT6) = Y wlih(n. ),

kde sa oznacilo h(n,i) = T,,(d_;) na znazornenie odozvy filtra v ¢ase n na impulz, ktory

nastal v ¢ase 7. Pre ¢asovo nemenny filter plati rovnost
y(n) = x(i)h(n —i). (16)

Po dprave na realne vyuzitie v ¢ase

n

y(n) =Y x(i)h(n — 1)

a kedze pre konvoliciu plati komutativnost, tak
y(n) = > h(i)e(n — ).
0

2.2.3 Transformacdna funkcia

7Z diskusie v predoslej podkapitole sa da odvodit, ze ak y je vystup LTI filtra so vstupom

x a impulznou odozvou h, potom plati
y(n) = hxx(n), (17)

kde symbol % oznacuje konvolaciu. Podla [9] prvym krokom ku ziskaniu transfor-
macnej rovnici je vyjadrenie ,,z* transformacie (vid 1.7.1) z oboch stran konvoluéného
vzorca (17). V tejto praci sa ,,2“ transforméaciou hlboko nezaoberame a uvadzame iba

definiciu. ,,z* transformécia je definovana pre digitalny signal x(n) ako

X(n) = Z x(n)z™", (18)
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kde z je komplexné premennd. KedzZe v tejto praci uvazujeme iba o signaloch, ktoré
za¢inaji v ¢ase n = 0 a su ,bezné“, za spodnu hranicu je mozné dosadit 0 namiesto
—o00. Podl'a |9] sa operacia ,,z“ transformacie da oznadit aj ako X(z) = Z(x(n)) alebo

Podla konvolu¢né veta udava, 7Ze
zxy(n) < X(2)Y(n). (19)

Slovné sprostredkované veta (19) hovori, ze konvolucia v ¢asove]j oblasti sa rovna naso-
beniu vo frekvencnej oblasti. Pri ,,z* transformovani a aplikovani konvolti¢nej vety na

obe strany (18) dostaneme tvar
Y(z) = H(2)X(2), (20)

kde H(z) je transformacia impulznej odozvy filtra, to znamené ze ,,z* transformacia
vystupu sa rovna ,,z“ transformécii vstupu vynasobeného ,,z“ transformaciou impulznej
odozvy. Po vydeleni X (z) dostava (20) tvar

Y(z)
X(z)

H(z) =

Tato rovnica dava aplne novy pohlad na impulzna odozvu filtra. Tvrdi, Ze ,,z* transfor-
macia impulznej odozvy filtra je pomer transforméaciu vystupu a vstupu. A preto podla
[9] definicia transformacnej funkcie ma tvar: Transformac¢na funkcia H(z) linedrneho
¢asovo nemenného filtra je definovana ako ,,2“ transformécia impulznej odozvy h(n).
Kedze ,,2“ transformacia konvolu¢ného vztahu digitalneho filtra bola prospesné a na
jej zaklade sme postavili definiciu transformacnej rovnice, ,,z“ transformaciu mozeme
aplikovat aj na zakladnt difirenént rovnicu (10). Na vytvorenie tohto vztahu je treba

spomentt dalgiu vlastnost: Podla |7] veta o posune hovori pre ,,2“ transformaciu, ze
z(n—k) < 27" X(2),

kde z(n) «» X(z) opisuje ,z* transformaciu. To znamena, 7e signal xz(n — k), ¢o je
vlastne signal z(n) posunuty o k vzoriek, ma ,z* transformaciu z7*X(z). S pouzitim
tejto vlastnosti sa da zapisat ,,2“ transformécia kazdej diferenc¢nej rovnice.

Po aplikacii ,,2“ transformécie na obidve strany zakladnej diferen¢nej rovnice LTT

filtra, kde Z(x(n)) reprezentuje ,,z* transforméaciu dostavame tvar:
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y(n) = apx(n) + ayz(n — 1)+ -+ ayx(n — M)

—biy(n—1)— ... = byy(n — N)
Z(y(n)) = Z(apx(n) + arz(n — 1) + - - - + ayx(n — M)
—by(n—1)— ... —byy(n — N))
= Z(apz(n)) + Z(ayz(n — 1)) + - - - + Z(ayx(n — M))
— Z(hwy(n—1)) = ... — Z(byy(n — N))
= aoZ(z(n)) + a1 Z(x(n — 1)) + - - - + ay Z(x(n — M))
— b Z(y(n—1)) — ... — byZ(y(n — N))
=aoZ(x(n)) + a1z ' Z(x(n)) + -+ apz M Z(2(n))
—biz7' Z(y(n)) — ... = byz"" Z(y(n)),

kde sa pouzili vlastnosti linearity (V1) a (V2) z (8) a veta o posune. Zmenou zapisu

Z(y(n)) na Y(z) a Z(x(n)) na X(z) vytvori tvar

Y(2) = aoX (2) + a1z ' X (2) + - 4+ amz M X(2) (1)
21
— bz 'Y (2) + -+ by VY (2).
Po presune ¢lenov Y (z) na jednu stranu a vyhati ¢lenov Y (z) a X(z) dostava rovnica

(21) tvar
Y(2) (L +biz 4+ by ™) = X(2)(ag + a1zt + -+ ayd™).

A nakoniec po vydeleni obidvoch stran ¢lenom X(z) dostava transformac¢na funkcia
H(z) tvar

Y(z)  l4+bzt4--+byz "

H(z) = = .
(2) X(z) ap+az7t+---+aybM

(22)

Hlavny prinos reprezentécie filtra pomocou transformacnej rovnice tkvie vo vzhlade

ziskanom na urcenie polov a nul filtra, ktoré buda spomenuté neskor v tejto praci.

2.2.4 Frekvenc¢éna odozva

Zacinajuc s rovnicou (20), ktord ma tvar
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sa da podla [6] dosadit pri ,,z* transformacii za z ¢len €7, ktory déava celé spektrum
signalu (spektrum signalu je cely signal zapisany pomocou sinusoid). Inymi slovami
spektrum signalu sa rovna ,,z2* transformécii aplikovanej na jednotkovej kruznici. Apli-

kovanim tohto faktu na rovnicu (20) dava
Y(e®T) = H(e“T) X (e“T). (23)

To znamenad, Ze rozsah vystupu filtra je len rozsah vstupu filtra vynasobeny ¢lenom
H(e™T). Toto definuje frekven¢ni odozvu ako ,,2* transformaciu H(z) pouZiti na jed-
notkovej kruznici, ¢o je H(e™T).

Pretoze kazdé komplexné ¢islo moze byt zapisané pomocou vzdialenosti od pociatku

siuradnicovej osi a uhlu, ktory zviera s osou z, frekvenéna odozva moze byt rozdelenéa

na dve realne funkcie: nasobok amplitudy G a fasovy posun 6. Forméalne

G(w) = [H(e™T)],
O(w) = LH(e™T).

A teda frekven¢éna odozva mé tvar

H(e*T) = G(w)e?@). (24)

2.3 Poly a nulové body

Poly a nulové body filtra (angl ,poles a zeros of a filter”) si alternativne reprezenta-
cie filtra vo frekvenc¢nej oblasti. Prvy krok k vyjadreniu tejto reprezentacie je mierne
upraveny vzorec transformacnej rovnice (22):

A ta 4 ayr M
R e S N

H(z)

ktory sa odlisuje od povodnej rovnice (22) tym, ze ¢len ag bol vyhaty z Citatela a
oznaceny ako G a potom «; = Z—O Rovnakym sposobom, ako sa d4 polyném z2 + 3x +2
upravit na (xr + 2)(z + 1), tak sa da aj upravit ¢itatel a menovatel transformacne;
funkcie H(z) na tvar

(1-— qlz_l)(l — q22_1) (1= qu_l)
(1—piz7) (1 —poz=) ... (1 —pn2z~l)

H(z) =G (25)
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Pre zjednodusSenie budeme predpokladat, Zze ziadna zo zatvoriek sa nevykrati. Cisla
{@1,--.,qu}, ktoré moézu byt aj komplexné, si korene polynomu ¢itatela. Ked z sa
rovné niektorej z tychto hodnot, transformacné funkcia sa rovna 0. Kvoli tejto vlastnosti
korene polynému citatela sa nazyvaju nulové body filtra. Podobne, ako sa z blizi ku
Tubovolnému korenu polynomu menovatela, transforména funkcia H(z) rastie a rastie

az diverguje nekone¢nu, a preto ¢isla {py,...,pn} sa nazyvaju poly filtra.
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3 Priklady filtrov

Na preskiSanie technik analyzy filtra spomenutych v Kapitole 2 aplikujeme tieto me-
tody na Styri zadkladné filtre. Priklady tychto filtrov su: filter s jednym nulovym
bodom (angl. ,one-zero filter”), filter s dvoma nulovymi bodmi (angl. ,two-zero
filter”), jednopodlovy filter (,one-pole filter*) a dvojpolovy filter (angl. ,two-pole
filter). Tieto filtre st dolezité, pretoze kazdy LTI filter kone¢ného radu vyjadreny po-
mocou diferencnej rovnice moze byt faktorizovany pomocou zloziek, ktoré tvoria tieto

Styry zakladné typy filtrov. V Kapitole 3 sme ¢erpali hlavne z |9].

3.1 Filter s jednym nulovym bodom

ag

)

e

Obr. 12: Vyvojovy diagram pre v8eobecny filter s jednym nulovym bodom y(n) = apx(n) +

arz(n —1).

Obréazok 12 znazoriuje vyvojovy diagram pre vSeobecny filter jednym nulovym bo-
dom. Frekvencna odozva pre filter s jednym nulovym bodom moéze byt odvodené po-

mocou nasledujicich vztahov:

Diferenéna rovnica y(n) = apx(n) + a;x(n — 1).
,»2* transformacia Y(2) = agX(2) + a1271 X (2).
Transformaé¢na funkcia H(z) = )Z(é)) = ag+ a2zt
Frekvenc¢na odozva H(e®T) = ag + aje” T,

Pre kompletnost analyzy filtra je nutné z frekvenc¢nej odozvy vyratat nasobok am-
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3.1 Filter s jednym nulovym bodom 3 PRIKLADY FILTROV

plitudy filtra G(w) a fazovy posun filtra 6(w):

H(ein) = ag + ale—in

= ag + ay cos(wT") — iay sin(wT')

G(w) = /(ag + a; cos(wT))? 4 (—ay sin(wT))?

= \/ag + a? + 2apay cos(wT)

B(w) = tan"! < —ay sin(wT) >

ap + ay cos(wT)
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Obr. 13: Frekventné odozvy filtra y(n) = agz(n) +ajx(n —1) pre ag = 1 a rozne variacie a;.

Zakreslenie nasobku amplitidy G(w) a fazového posunu 6(w) s pevne urcenym ¢le-
nom ag = 1 a roznymi varaciami ¢lena a; s zrealizované Obrazku 13. Tento filter méa
nulovy bod v pripade, ak z = —Z—é. Pokial je bod na jednotkovej kruznici blizko k nu-

lovému bodu transformacnej rovnice, nasobok amplitudy pre tato frekvenciu je nizky.
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3.2 Jednopolovy filter 3 PRIKLADY FILTROV

Filter s jednym nulovym bodom moéze filtrovat ako filter dolnej priepuste Z—; < 0, ale

aj ako filter hornej priepuste Z—; > 0.

3.2 Jednopdlovy filter

» V(1)

x(n) ’

Obr. 14: Vyvojovy diagram pre vieobecny jednopolovy filter y(n) = apx(n) — byy(n — 1).

Obrézok 14 opisuje vyvojovy diagram pre vSeobecny jednopolovy filter. Cesta ku

frekvenc¢nej odozve mé tvar:

Diferen¢néa rovnica y(n) = apx(n) — biz(y — 1) .
»2* transformacia Y(2) = apX(z) —biz7Y(2) .
Transformaé¢na funkcia H(z)= 2((?) = T
Frekven¢na odozva H(e™") = .

Filter s jednym poélom mé transformacna funkciu a teda aj frekvencéna odozvu in-

verzni k filtru s jednym nulovym bodom. Analyza je teda analogicka:

Qo

V(L by cos(wT))? + (~b cos(wT))?
)
1+ b% + 2b; cos(wT)

B 4 [ —bycos(wT)
O(w) = —tan (W)

Gw) =

Na Obréazku 15 st zobrazené frekvenéné odozvy pre jednopolovy filter y(n) =
apx(n) — byy(n — 1) s ap = 1 a rdoznymi varidciami by. Filter ma jeden pol, ktory je
vzdy realny v bode z = —b. Pomocou jednopoélového filtra sa da rovnako ako pomocou

filtra s jednym nulovym bodom vytvorit, uréenim spravneho ¢lena by, filter s hornou
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Obr. 15: Frekven¢né odozvy filtra y(n) = apx(n) — biy(n — 1) pre ap = 1 a rozné variacie b;.

priepustou, alebo filter s dolnou priepustou. Jednopoélovy filter mé vlastnosti filtra s
hornou priepustou pokial ¢len b; je kladny a vlastnosti filtra s dolneou priepustou na-
dobudne pokial je ¢len by zaporny. Ako je vidno aj na Obrazku 15 filtrovacie vlastnosti
jednopolového filtra maja strmsi priebeh ako pri filtri s jednym nulovym bodom. To
znamend napriklad, Ze pokial sa ¢len by blizi ku jednotke, tym nizke frekvencie viac
potlaca a vysoké viac nésobi, a preto je dolezite ur¢itf podmienku podla [9], aby ¢len

|b1| < 1, pretoze opa¢ne by filter mohol sposobit az nekone¢né zhlasenie.

3.3 Dvojpélovy filter

Vyvojovy diagram pre vSeobecny dvojpoélovy filter y(n) = agx(n)—biy(n—1)—boy(n—2)
je zobrazeny na Obrazku 16. Na ziskanie frekven¢nej odozvy sme pokracovali ako v pre-

doslych dvoch pripadoch:
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3.3 Dvojpélovy filter 3 PRIKLADY FILTROV

x(1) ——} > y(1)

Obr. 16: Vyvojovy diagram pre veobecny dvojpolovy filter y(n) = apz(n) — byy(n — 1) —
bay(n — 2).

Diferen¢néa rovnica y(n) = apx(n) — biz(y — 1) — bay(n — 2) .

,»2* transformacia Y (2) = apX(2) — b1271Y (2) — by272Y (2) .
. : Y _

Transformaéna funkcia H(z) = X0 = T

Frekven¢na odozva H(e") = tp=mt o=t

Kedze dvojpolovy filter ma ocividne dva poly (korene menovatela) a koeficienty b,
a by su redlne, potom poly musia tvorit bud redlny alebo komplexne zdruZzeny par. Po-
kial sa poly realne, potom dvojpolovy filter je jednoducho kombinaciou jednopolovych
filtrov, ktoré boli analyzované v predoslej podkapitole. To znamené, Ze pri dosahovani
frekven¢nej odozvy pre dvojpolovy filter s redlnymi polmi staci, pokial sa vynésobia
frekvencné odozvy dvoch jednopolovych filtrov prislichajticim jednotlivym redlnym
korenom.

V pripade, ak poly nie st redlne, ale tvoria komplexne zdruzeny par, je potrebné vy-
jadrit korene pomocou polarnych stradnic, ako Re¥ a Re~ %<, kde R > 0 je vzdialenost
od pociatku siradnicovej osi v polarnych siradniciach pre oba korene a ¢. oznacuje
uhol od kladnej stiradnicovej osi x. Nasobok amplitidy pre tento filter rezonuje v okoli

frekvencie w = ¢.. To znamena, ze pokial je frekvencia blizka f hodnote ¢., potom na-
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sobok amplitudy je vysoky a ¢im sa potom tato frekvencia vzdialuje od tejto Ziadanej

frekvencie, tym nasobok amplitidy G klesé.

A teda, pre dvojpolovy filter s komplexne zdruzenymi polmi transformac¢na funkcia

ma tvar:

Qo

H(z) =

Qo

1 — Relivez™")(1 — Re—ivez1)

1 —2Rcos(pe)z ! + R?z72

z ktorého je mozné identifikovat by = —2R cos(p.) a by = R%.

(26)

(27)
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Obr. 17: Frekvenéné odozvy filtra y(n) = agx(n) — 2R cos(pc)y(n — 1) — R2y(n — 2) pre

ag =1, p = 7 arozné variacie R.

Obrézok 17 zobrazuje frekvenénti odozvu pre dvojpolovy filter s ag = 1 a s roznymi

™

varidciami R. Hodnota ¢, = T vo vSetkych pripadoch. Analytické vyjadrenie nidsobka

4
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3.4 Filter s dvomi nulovymi bodmi 3 PRIKLADY FILTROV

amplitidy G a fazového posunu ma tvar:
ao

\/(1 + by cos(WT) + by cos(2wT))2 + (—=by sin(wT) — by sin(2wT))”
f —brsin(wT) — bysin(2wT)
- 1 L
blw) = —tan (1 + by cos(wT') + by cos(2wT') )’

Gw) =

kde by = —2Rcos(p.) a by = R?.

3.4 Filter s dvomi nulovymi bodmi

ag

' . . l
x(n) > -i‘}—. - —a;- .—-:f(ﬂ)

Obr. 18: Vyvojovy diagram pre vSeobecny filter s dvomi nulovymi bodmi y(n) = apz(n) +

arz(n — 1) + agx(n — 2).

Na Obrazku 18 je znazorneny vyvojovy diagram pre vSeobecny filter s dvoma nulo-

vymi bodmi. Odvodenie frekvenc¢nej odozvy:

Diferenéna rovnica y(n) = apx(n) + arx(y — 1) + asx(n — 2) .
»Z* transformacia Y(2) = apX(2) + a127' X (2) + a2 72X (2) .
Transforma¢na funkcia H(z) = )i(é)) =ap+a;z”t +axz 2
Frekvenc¢na odozva H(e“T) = ay + are™ T + age= 2T,

Nésledne z frekvencénej odozvy sa da vypocitat nasobok amplitudy G a fazovy posun

0 ako:

G(w) = \/(Go + ay cos(wT') + as cos.(QwT))2 + (—ay sin(wT) — ag sin(2wT))2

f(w) = tan~" —ay sin(wT') — ag sin(2wT)
ao + ay cos(wT) + ag cos(2wT) )

Ako v pripade dvojpolového filtra, ak korene filtra agz? 4+ a1z + ay st realne, potom
analyza filtra s dvomi nulovymi bodmi je len analogickd ku analyze filtre s jednym

nulovym bodom. V pripade komplexnosti nulovych bodov je potrebné ich vyjadrit
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3.4 Filter s dvomi nulovymi bodmi 3 PRIKLADY FILTROV

pomocou polarnych stiradnic ako Re™ a Re "¢, kde ¢, = w.T = 2rf,T. Formovanie

transformacnej funkcie H(z) pomocou tychto tvarov vedie ku:

H(z) = ap(1 — Rez')(1 — Re "ez71)
= ao(1 — 2Rcos(p.)z ' + R*272),
z ktorého sa d4 indentifikovat a; = —2R cos(¢.) a az = agR*. Nasobok amplitudy G pre

frekvencie blizke w, je minimalizovany a ¢im sa frekvencia viac vzdaluje od frekvencie

we, tym sa nasobok amplitiudy zvicsuje.
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Obr. 19: Frekventné odozvy filtra y(n) = agw(n) — 2R cos(¢e)z(n — 1) — R2x(n — 2) pre

ap =1, ¢ = 7 a rozne variacie R.

Obrézok 19 znazornuje frekvencné odozvy pre filter s dvoma nulovymi bodmi s
ap =1, p. =75 = % a s roznymi kombinaciami R. Spravanie nasobku amplitudy G je
opalné ku spravaniu nasobku filtra GG pre dvojpolovy filter, pricom v blizkosti zadane]

frekvencie ¢, signal nezosiliiuje, ale naopak zoslabuje.

45



ZAVER ZAVER

Zaver

V dnesnej dobe digitalnych technologii sa stretavame s vyuzitim digitalnych filtrov
kazdodenne. Vyuzivame ich bez toho, aby sme chapali ako fungujt, dokonca bez toho,
aby sme si vobec uvedomovali, Ze existuju.

V naSej praci sme prezentovali zdkladné néstroje, ktoré sa vyuzivaja pri analyze
digitalnych filtrov. Na zac¢iatku sme ¢itatela oboznédmili s danou problematikou pomo-
cou definicie signélu, jeho zakladnymi vlastnostami a rozdelenim. Nesk6r sme pomocou
zakladnych analytickych metod digitalnych filrov skiimali, akym sposobom dany filter
ovplyvinuje spektrum vstupného signalu. Tieto metédy sme podrobne aplikovali na naj-
jednoduchsi filter dolnej priepuste (1), ktory vdaka svojej jednoduchosti sluzi dokonale
na oboznamenie ¢itatela so zakladnymi mechanizmami digitalneho filtra.

Tieto poznatky sa daja vyuzit pri hlbsej analyze vlastnosti digitalnych filtrov, ako
st linearita, ¢asova nemennost, impulzna odozva filtra, koeficienty diferen¢nej rovnice,
transformacna funkcia, nasobok amplitidy filtra, fazovy posun, poly a nulové body
filtra, stabilita a vyuzitie komplexnych ¢isiel na reprezentaciu signalov a ich spektier,
o ktorych sme dalej v praci pojednévali.

Dosiahnuté vysledky sme v zavere prace aplikovali na $tyri zékladné filtre (filter s
jednym nulovym bodom, jednopélovy filter, filter s dvoma nulovymi bodmi a dvojpo-
lovy filter), pomocou ktorych sa da vyjadrit kazdy iny LTT filter.

Naga praca uvadza do problematiky digitalnych filtrov, slizi jednak ako ucebny
prostriedok pre ¢itatela, ktory chce ziskat hlbSie poznatky v tejto téme, ale i ako
odrazovy mostik pre pracu s komplexnejsimi digitdlnymi filtrami.

Hlavnym prinosom tejto prace bolo zdokonalenie sa autora v oblasti spracovavania

digitalnych signalov a podrobné a prehladné spracovanie témy.
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