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Abstrakt

JA�URKOVÁ, Michaela: Základy spracovania digitálnych signálov - Diskrétna Fourie-

rova transformácia [Bakalárska práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta

matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²koli-

te©: Mgr. So¬a Kilianová, PhD., Bratislava, 2014, 44 s.

V práci sa zaoberáme digitálnym spracovaním signálov a diskrétnou Fourierovou

transformáciou. Cie©om je opísa´ základné koncepty a vlastnosti diskrétnej Fourierovej

transformácie a teóriu spracovania signálov. Zna£ná pozornos´ je tieº venovaná klasi�-

kácii a charakterizácii signálov a analógovo-digitálnemu prevodu. Výsledkom práce je

preh©adné spracovanie tejto témy, ktoré umoºní £itate©ovi ©ah²ie sa zorientova´ v danej

problematike.

K©ú£ové slová: Signály, Diskrétna Fourierova transformácia, Digitálne spracovanie

signálov



Abstract

JA�URKOVÁ, Michaela: Fundamentals of Digital Signal Processing - The Discrete

Fourier Transform [Bachelor Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of

Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Sta-

tistics; Supervisor: Mgr. So¬a Kilianová, PhD., Bratislava, 2014, 44 p.

In bachelor thesis we are concerned with digital signal processing and discrete Fourier

transform. The aim is to describe concepts and properties of discrete Fourier transform

and the theory of signal processing. Considerable amount of attention is also given to

clasi�cation and characterisation of signals and to analog-to-digital conversion. The re-

sult of work is comprendious adaptation of this theme, that helps reader to comprehend

the issue.

Keywords: Signals, Discrete Fourier Transform, Digital Signal Processing
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Úvod

Francúzsky matematik Joseph Fourier na za£iatku 19. storo£ia svojou vedeckou £in-

nos´ou poloºil základy Fourierovej transformácie. Je to spôsob ako signál rozloºíme

na základné komponenty frekvencie. Tento matematický aparát je vyuºívaný v mno-

hých oblastiach, no najmä v spracovaní signálov. V roku 1965 dvaja matematici, James

Cooley a John Tukey, popísali algoritmus rýchlej Fourierovej transformácie, £o u©ah-

£ilo výpo£et diskrétnej Fourierovej transformácie. Tá sa stala praktickým spôsobom

pouºívaným pri spracovaní digitálnych signálov. S objavom tohto algoritmu a so zefek-

tívnením výpo£tu diskrétnej Fourierovej transformácie je spojený prudký rast významu

digitálneho spracovania signálov v posledných desa´ro£iach.

Motiváciou pre vznik tejto práce bolo vytvorenie uceleného preh©adu spracovania

signálov od vymedzenia základných pojmov v teórii signálov cez transforma£né metódy

Fourierovej analýzy po spôsoby spracovania signálov.

Prácu sme rozdelili na tri £asti. V prvej kapitole vysvetlíme základne pojmy te-

órie signálov, ktoré sú potrebné pri ¤al²om spracovaní signálov. V druhej kapitole sú

zavedené jednotlivé transformácie potrebné na zmenu reprezenta£nej oblasti signálu.

Zameriame sa hlavne na diskrétnu Fourierovu transformáciu. Príslu²nú transformáciu

ilustrujeme na príklade. V tretej kapitole sa venujeme spracovaniu signálov. Vä£²ia po-

zornos´ je venovaná analógovo-digitálnemu prevodu. Porovnáme analógové a digitálne

spracovanie signálov a na záver popí²eme aplikácie digitálneho spracovania signálov.
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1 Signály

Signály sú neoddelite©nou sú£as´ou moderného sveta. V rôzných podobách nás obklo-

pujú na kaºdom kroku. Niektoré sú generované prírodnými zdrojmi, iné po£íta£ovými

simuláciami alebo synteticky. Signály ako re£ sú pre nás ve©mi potrebné a hudba s vi-

deosignálmi nám spríjem¬ujú ºivot. Matematicky je signál reprezentovaný ako funkcia

jednej alebo viacerých nezávislých premenných, napríklad £asu alebo priestorových sú-

radníc. Z technického h©adiska je signál nosite©om informácie. Práve táto informácia

je pre nás dôleºitá. �asto ju chceme zintenzívni´, uloºi´ alebo vybra´ zo signálu. Pod

pojmom spracovanie signálov rozumieme operácie, ktoré nám to umoºnia.

1.1 Príklady signálov

Pri bliº²om poh©ade na signály, s ktorými sme v kaºdodennom kontakte, zis´ujeme,

ºe majú ve©a zaujímavých vlastností. Ich analýzou a spracovaním získavame mnoºstvo

dôleºitých informácií.

Re£ je akustickým signálom, ktorý má viacero ²peci�ckých vlastností. Ako vzniká?

Hlasivky, dve pruºné blany v hrtane, sú pri spievaní alebo rozprávaní napnuté a vy-

tvára sa medzi nimi úzka ²trbina [13, 18]. Prúdenie vzduchu z p©úc spôsobí rozkmitanie

hlasiviek a vznikne pravidelné kolísanie tlaku vzduchu. To sa ²íri ústami ako vlnenie

zvuku - ©udský hlas. Je z neho moºné ur£i´, £i hovorí muº, ºena alebo die´a. Vieme

rozpozna´ jazyk hovoriaceho. �udský hlas je jedine£ný svojou vlnovou d¨ºkou. Túto

skuto£nos´ vyuºíva hlasová biometria, ktorá nám umoº¬uje identi�kova´ konkrétnu

osobu na základe hlasového prejavu. Pod©a [16] je na vzorke re£i najprv vykonaná

foneticko-lingvistická analýza. Tá sa zameriava na výslovnos´, prízvuk, £i slovnú zá-

sobu. K©ú£ová je akustická analýza, ktorá sa napríklad venuje uº spomínanej vlnovej

d¨ºke hlasu. Hlasová biometria má ²iroké uplatnenie v kriminalistike a bezpe£nostných

systémoch. Významnou oblas´ou výskumu je rozpoznávanie slov, ktoré je v praxi apli-

kované na vo©bu telefónneho £ísla hlasom. Na Obr. 1 vidíme £asový priebeh re£ového

signálu slova �ahoj� spolu s detailným poh©adom.
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Obr. 1: �asový priebeh re£ového signálu - slovo �ahoj� .

Hudobný signál je rovnako ako re£ významným akustickým signálom. Hudobným

nástrojom, na ktorom si vysvetlíme vznik zvuku, bude klavír. Pod©a [13, 18] úderom

kladivka dôjde k vybudeniu mechanického oscilátora. Ten je tvorený napnutou stru-

nou. Oscilátor potom vyvolá vibrácie dal²ích £astí klavíra. V²etky tieto vibrácie spolu

generujú zvuk klavíra. Na Obr. 2 je znázornený £asový priebeh tónu klavíra. Pri de-

tailnej²om poh©ade vidíme, ºe £asový priebeh má oscila£ný charakter.0.4 0.6 0.8 1 1.2
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Obr. 2: �asový priebeh hudobného signálu - tón klavíra.

Obr. 3: Obrázok zlo-

ºený z pixelov pod©a

[18].

Obraz je 2-D signálom, kde nezávislými premennými sú pries-

torové súradnice. Príkladom tohto signálu sú fotogra�a, radarové

a sonarové obrazy a röntgenové snímky [18]. Na Obr. 3 vidíme

malé plô²ky usporiadané do st¨pcov a riadkov. Tieto plô²ky sa

nazývajú pixely. Obrázok sa skladá z 8 st¨pcov, 8 riadkov a 64

pixelov, je £iernobiely so 4 stup¬ami ²edosti. Kaºdému z pixelov

priradíme £íslo, ktoré vyjadruje stupe¬ ²edosti. Vzorkovaním a £í-

selnou reprezentáciou vzoriek dostávame obrazový signál. Ten je

transformovaný do postupnosti £ísel, £o umoº¬uje vykona´ ope-
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rácie na zlep²enie vlastnosti obrazu.

Obr. 4: Obrazový 2-D signál - Fotogra�e. Zdroj: [20].

Signál EKG (elektrokardiogram) po spracovaní poskytuje významné diagnostické in-

formácie. V¤aka novým spôsobom spracovania a vývoju diagnostickej techniky do²lo v

posledných rokoch k zníºeniu po£tu ©udí zomierajúcich na kardiovaskulárne ochorenia.

Je to ve©ký úspech, lebo ochorenia srdca sú jednou z naj£astej²ích prí£in úmrtí. Signál

EKG sa v moderných prístrojoch najprv navzorkuje. Potom je vyjadrený postupnos-

´ou £ísel a následne digitálne spracovaný. EKG má rozsah 0.05 aº 5 mV. Na Obr. 5

je znázornený £asový priebeh reálneho EKG, ktorý sa skladá z v¨n P, Q, R, S, T a U

(vyzna£ené na obrázku vpravo). Vlna U u tohto pacienta prítomná nie je, tú majú len

niektorí ©udia. Jej pôvod nie je zatia© objasnený. Kaºdá £as´ krivky obsahuje dôleºité

informácie potrebné na lekársku analýzu srdcového svalu pacienta. Strata amplitúdy P

vlny a QRS komplexu indikujú po²kodenie srdcového svalu. Na tvar vlny T má vplyv

cvi£enie, hladovka, pitie studenej vody, ²ok, alebo uºívanie drog. Pre viac informácií o

EKG z fyzikálneho a medicínskeho h©adiska odporú£ame £itate©a na [13, 18].
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Obr. 5: �asový priebeh signálu - reálny EKG. Zdroj: [4].
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1.2 Charateristika signálov

Na za£iatok je dôleºité zade�nova´ podstatné pojmy, ktoré budeme pouºíva´ pri klasi-

�kácii a spracovaní signálov [7, 13]:

• amplitúda;

• priebeh signálu;

• zdroj signálu;

• systém.

Vieme, ºe signál je funkciou nezávislej premennej, napríklad £asu. V kaºdom £asovom

okamihu signál nadobúda ur£itú hodnotu - amplitúdu. Zmenu amlitúd nazývame prie-

beh signálu. Na Obr. 6 je znázornený £asový priebeh signálu s amplitúdou x[n] v £ase n.

V súvislosti so signálmi nás tieº zaujíma spôsob ich vzniku. Z predchádzajúcej podka-

pitoly vieme, ako vzniká re£ový signál. Systém, u re£ového signálu tvorený hlasivkami

a hrtanom, reaguje na podnet, ktorým je v tomto prípade prúdenie vzduchu z p©úc.

Systém spolu s podnetom tvoria zdroj zvuku. Za systém povaºujeme aj nástroj, ktorý

vykoná so signálom nejakú operáciu, v tomto prípade systém tieº ozna£ujeme názvom

sústava. Príkladom systému je �lter. Ten redukuje ²um a potlá£a ru²enie signálu.

0 5 10 15

−1 

−0,5 

0

0,5

1

n

x 
[n

]

Amplitúda

Časový priebeh signálu

Obr. 6: Amplitúda a £asový priebeh signálu.
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1.3 Delenie signálov

Pri spracovaní a analyzovaní signálov pouºívame rôzne metódy. Tie závisia od charak-

teristických vlastností konkrétneho signálu. Sú techniky, ktoré môºeme aplikova´ len

na ur£ité triedy signálov. Preto je dôleºitá klasi�kácia signálov.

1.3.1 Jednorozmerné vs. viacrozmerné signály

Signál je funkciou nezávislých premenných a pod©a ich po£tu rozde©ujeme signály na

[7, 13]:

• 1-D - jednorozmerné signály;

• M-D - viacrozmerné signály.

1-D signál je de�novaný ako funkcia jednej nezávislej premennej. Re£ je 1-D signálom s

£asom ako nezávislou premennou. M-D signál je funkciou dvoch a viac nezávislých pre-

menných. Príkladom 2-D signálu je fotogra�a. �iernobiely videosignál je 3-D signálom

s £asom a dvoma priestorovými súradnicami ako nezávislými premennými. Farebný vi-

deosignál je trojkanálovým signálom. Skladá sa z troch 3-D signálov, ktoré reprezentujú

3 základné farby RGB: £ervenú, zelenú a modrú. Príkladom multikanálového signálu

je aj EEG (elektroencefalogram) signál [1]. Jeho £asový priebeh vidíme na Obr. 7.

Obr. 7: �asový priebeh signálu - reálny EEG. Zdroj:[5]

Jedná sa o biomedicínsky signál, ktorý je ve©mi uºito£ný pri diagnostikovaní pora-

není mozgu alebo mentálnych ochorení. 19 elektród sa pripevní spredu dozadu na po-

koºku hlavy a zaznamenáva rozdiely elektrického potenciálu. Tie vznikajú vzájomným
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pôsobením neurónov v rôznych £astiach mozgu. Mozog, jeden zdroj signálu, generuje

19 rôznych signálov. V²etky signály sú funkciou tej istej nezávislej premennej a sú

popísané v £asovej doméne.

Pre jednorozmerný signál je nezávislou premennou obvykle £as. Nezávislá premenná

môºe by´ diskrétna alebo spojitá [13]. Ak je diskrétna, signál nazveme diskrétnym

v £ase. V tomto prípade je nezávislá premenná zvy£ajne ozna£ená n. Naopak, ak je

spojitá, potom hovoríme o signále spojitom v £ase, ten je de�novaný v kaºdom okamihu

v £ase a nezávislú premennu zvy£ajne ozna£ujeme t. Napríklad x[n] reprezentuje 1-D

signál diskrétny v £ase a x(t) predstavuje 1-D signál spojitý v £ase. Signál diskrétny

v £ase si môºeme predstavi´ ako postupnos´ £ísel. Na Obr. 8 vidíme £asový priebeh

signálu spojitého v £ase a signálu diskrétneho v £ase.
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Obr. 8: �asový priebeh signálu: a) signál spojitý v £ase, b) signál diskrétny v £ase.

1.3.2 Deterministické vs. stochastické signály

Signály môºeme ¤alej rozdeli´ na deterministické (nenáhodné) a stochastické (náhodné)

[14]. Ich spolo£nou vlastnos´ou je, ºe oba tieto signály sú opísate©né funkciami £asu

(nezávislej premennej). Pri deterministickom signále, ak poznáme matematický mo-

del, moºno s ur£itos´ou predpoveda´ jeho stav v ©ubovo©nom £ase. Pri stochastických

signáloch toto nie je moºné. Nenáhodné signály môºeme rozdeli´ na:

• periodické signály;

• neperiodické signály.

Ak matematický model signálu vyhovuje podmienke

x(t) = x(t+ kT ) (1)

pre t ∈ (−∞,∞), kde k patrí do mnoºiny celých £ísel a T je perióda signálu (kladná

reálna kon²tanta), signál nazývame periodický. Periodický signál, ktorý môºeme opísa´
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sínusovou funkciou, nazývame harmonický. Ak to nie je moºné, daný periodický signál

je neharmonický. Signál, ktorého matematický model nesp¨¬a podmienku (1), je nepe-

riodický (aperiodický) signál. Na Obr. 9, 10 vidíme £asové priebehy harmonického a

neharmonického signálu a tieº 2 neperiodické signály.
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Obr. 9: Príklady signálov: a) periodický harmonický signál, b) periodický neharmonický

signál.
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Obr. 10: Príklady neperiodických signálov.

Nenáhodné signály môºeme pod©a [14] vzh©adom na vlastnosti ich pravdepodob-

nostných charakteristík (disperzia, autokorela£ná funkcia a stredná hodnota) rozdeli´

do 3 skupín:

• stacionárne;

• nestacionárne;

• ergodické.

Ak sa ²tatistické vlastnosti stochastických signálov nemenia s £asom, hovoríme o sta-

cionárnych signáloch [9]. Ich disperzia a stredná hodnota nie sú závislé na £ase. Ak

sú ²tatistické parametre získané z jedného úseku signálu rovnaké ako ²tatistické para-

metre z iných úsekov, hovoríme o ergodických signáloch. Ak sa ²tatistické vlastnosti

náhodných signálov menia s £asom, hovoríme o nestacionárnych signáloch.
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1.4 Signály diskrétne v £ase

Signál diskrétny v £ase je vlastne postupnos´ funk£ných hodnôt. Hodnotu x[k], kde

k ∈ Z, nazývame k-tý prvok postupnosti x[n]. Aj signály diskrétne v £ase môºeme

rozdeli´ na náhodné a nenáhodné. My sa predov²etkým budeme venova´ determinis-

tickým signálom diskrétnym v £ase. Z matematického h©adiska sa na signál pozeráme

ako na funkciu nezávislej premennej, £iºe signál diskrétny v £ase je funkciou nezávislej

celo£íselnej premennej n. Signál diskrétny v £ase môºeme vyjadri´ rôznymi spôsobmi

[14]:

• pomocou postupnosti: x[n] = {1; 7; 3; 5;−2; 8},

• pomocou funkcie:

x[n] =

 2 pre n = 1; 3; 5,

4 inak,

• tabu©kou:

n 0 1 2 3

x[n] 5 4 2 8

• gra�cky:

0 2 4 6 8 10 12
−2

0

2

n

x 
[n

]

Obr. 11: Gra�cké vyjadrenie diskrétneho signálu.
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1.4.1 Základné operácie s diskrétnymi signálmi

So signálom x[n] môºeme vykona´ nasledovné operácie [10, 18]:

• zosilnenie (ampli�cation) je známe tieº ako skalárne násobenie, kde kaºdý £len

postupnosti x[n] je vynásobený kladnou reálnou kon²tantou ξ, pri£om ξ > 1.

Pokia© by kladná kon²tanta ξ nebola vä£²ia ako 1, jedná sa o zoslabenie signálu

(attenuation). Matematicky je daná operácia vyjadrená nasledovne:

y[n] = ξx[n], n ∈ Z. (2)

• £asové ²kálovanie signálu (time scaling) si môºeme predstavi´ ako zmenu £aso-

vej mierky. Signál x[n] sa ²kálovaním zmení na signál y[n] = x[µn], kde µ je

kladné reálne £íslo rôzne od 1. Ak µ > 1, hovoríme o £asovej kompresii signálu,

v opa£nom prípade sa jedná o £asovú expanziu signálu.

• posunutie (shifting) je operácia, ktorá signál x[n] v £ase n zmení na x[n − τ ],

pri£om τ je reálne £íslo. Matematicky je daná operácia vyjadrená nasledovne:

y[n] = x[n− τ ], n ∈ Z. (3)

Operácie moºno vykonáva´ aj s viacerými signálmi naraz. Princíp si vysvetlíme na

2 postupnostiach vzoriek x[n] a y[n]. S dvoma signálmi môºeme vykonáva´ nasledujúce

operácie[18]:

• s£ítanie 2 postupností vzoriek, kde výsledkom je nová postupnos´ vzoriek z[n]:

z[n] = x[n] + y[n], n ∈ Z; (4)

• násobenie 2 postupností vzoriek, kde výsledkom je nová postupnos´ vzoriek z[n]:

z[n] = x[n]y[n], n ∈ Z. (5)
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1.4.2 Základné diskrétne signály

Medzi signály, ktoré predstavujú základný stavebný prvok teórie signálov, patria [14]:

• Jednotkový Kroneckerov impulz δ[n]:

δ[n] ≡

 1 ak n = 0,

0 ak n 6= 0,
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Obr. 12: Jednotkový Kroneckerov impulz δ[n].

• Jednotkový diskrétny skok u[n]:

u[n] ≡

 1 ak n ≥ 0,

0 ak n < 0,
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Obr. 13: Jednotkový diskrétny skok u[n].

• Diskrétna lineárna postupnos´ r[n]:

r[n] ≡

 n ak n ≥ 0,

0 ak n < 0,
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Obr. 14: Diskrétna lineárna postupnos´ r[n].
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1.4.3 Pouºitie základných signálov

Postupnos´ jednotkových Kroneckerových impulzov je uºito£ným nástrojom. Pouºíva

sa napríklad pri ideálnom vzorkovaní, kedy je analógový signál x(t) prenásobený touto

postupnos´ou a výsledkom je signál diskrétny v £ase. Problematike vzorkovania sa

bliº²ie venujeme v podkapitole 3.2.1 o spracovaní signálov.

Jednotkový diskrétny skok sa pouºíva na zápis kauzálnych postupností a diskrétna

lineárna postupnos´ pri aproximácii reálnych signálov.

Postupnos´ vzoriek ©ubovo©ného signálu môºe by´ v £asovej doméne reprezentovaná

ako váºený sú£et niektorých základných signálov spolu s ich posunutými verziami [19].

Napríklad postupnos´ vzoriek {x[−1]=−2, x[0]=3, x[1]=−1, x[2]=1} si môºeme pomo-

cou jednotkového Kroneckerovho impulzu vyjadri´ nasledovne:

x[n] = −2δ[n+ 1] + 3δ[n]− 1δ[n− 1] + δ[n− 2].
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Obr. 15: a) jednotkový impulz δ[n], b) postupnos´ vzoriek x[n], n = −1, ..., 2, c), d), e), f)

vyjadrenie postupnosti vzoriek pomocou pre²kálovaného a posunutého jednotkového impulzu:

c) −2δ[n+ 1], d) 3δ[n], e) −1δ[n− 1], f) δ[n− 2].

Na Obr. 15 vidíme gra�cké znázornenie danej postupnosti vzoriek a tieº vyjadrenie

jednotlivých £lenov postupnosti pomocou pre²kálovaného a posunutého jednotkového
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impulzu.

1.5 Reprezentácia signálov

Signály môºeme popisova´ v £asovej alebo frekven£nej oblasti (doméne) [19]. Ak na

reprezentáciu signálu pouºijeme jeho £asový priebeh x(t), jedná sa o opis signálu v

£asovej oblasti. Termín £asová reprezentácia signálov pouºívame aj ke¤ nezávislou pre-

mennou nie je £as. Aj v £asovej doméne môºeme analyzova´ a spracova´ signál, ale vo

vedeckej oblasti na analýzu £asto nesta£ia nástroje, ktoré ponúka £asová reprezentácia

signálov. Príkladom, kedy popis signálu v £asovej doméne nie je posta£ujúci, je analýza

seizmogramu, pri ktorej sa snaºíme rozlí²i´ primárnu a sekundárnu vlnu, aby sme mohli

predpoveda´ vývoj zemetrasenia. Na obrázku vidíme seizmogram zemetrasenia, ktoré

sa udialo na Haiti v roku 2010.

Obr. 16: Seizmogram reálneho zemetrasenia [17]

Na túto analýzu sú potrebné zloºitej²ie nástroje a tie nám ponúka alternatívna repre-

zentácia signálu - reprezentácia vo frekven£nej oblasti. V tomto prípade je nezávislou

premennou frekvencia. Sínusoidálne signály sú v tejto doméne pouºité ako báza na opis

signálu. Ke¤ analyzujeme seizmogram vo frekven£nej oblasti, uº sme schopní rozlí²i´

primárnu a sekundárnu vlnu. Pre viac informácií o analýze seizmogramu odporú£ame

£itate©a na [1].
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2 Diskrétna Fourierova transformácia

Obr. 17: Joseph

Fourier. Zdroj: [6].

Fourierova analýza má dlhú históriu [15]. Jej po£iatky siahajú do

prvej polovice 19. storo£ia a sú spojené s francúzskym matemati-

kom Josephom Fourierom (1768-1830). Ten sa okrem iného veno-

val aj výskumu ²írenia tepla. Matematický aparát, ktorý pouºil

vo svojej práci zameranej na túto problematiku, dnes nazývame

Fourierova transformácia. Tá ma ²iroké pouºitie v spracovaní

signálov. Signály sú vä£²inou reprezentované v £asovej doméne.

Pomocou Fourierovej transformácie zmeníme doménu na frek-

ven£nú, pri£om frekven£nú reprezentáciu signálu nazývame spek-

trum. Nielen to, inverzná Fourierová transformácia nám umoºní

spätný prechod z frekven£nej domény do £asovej.

Reprezentácia signálov v £asovej a vo frekven£nej doméne sú dva odli²né spôsoby

vyjadrenia vz´ahu medzi signálmi a systémami. Zmenou domény signálu môºeme redu-

kova´ zloºitos´ jednotlivých operácií. Niekedy je reprezentácia signálu v jednej doméne

efektívnej²ia v porovnaní s druhou. V prípade seizmogramu bola výhodnej²ia reprezen-

tácia vo frekven£nej oblasti. Na zmenu domény signálu slúºia transforma£né metódy.

Medzi ne patria napríklad Fourierova trasformácia, diskrétna Fourierova trasformá-

cia a Fourierové rady. Jednotlivé transforma£né metódy si vyberáme pod©a toho, £i

sú signály analógové alebo diskrétne, periodické alebo neperiodické. V násedujúcich

podkapitolách budú popísané jednotlivé transforma£né metódy.
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2.1 Fourierova transformácia

Ak funkcia nie je periodická, tak na získanie informácii o frekvencii sa pouºíva Fou-

rierova transformácia (Fourier Transform, ¤alej len FT) [1]. Kaºdá transformácia po-

zostáva z dvoch £astí. Prvou je analýza - signál si rozloºíme na základné zloºky. Sú

to zloºky signálu, ktorých maximálna amlitúda a fáza obsahujú podstatné informá-

cie o frekvenciách obsiahnutých v signále. Tieto zloºky sú spojité funkcie frekvencie

vyjadrené Fourierovou transformáciou F (ω) [12]:

F (ω) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−jωtdt.

Druhou £as´ou transformácie je syntéza. Signál sme najprv pouºitím FT transformo-

vali do frekven£nej domény, vykonali sme nejaké operácie, získali sme informácie a

teraz by sme chceli naspä´ pôvodný signál. Na to slúºi syntéza - rekon²trukcia pôvod-

ného signálu. Pouºijeme matematický nástroj známy pod názvom inverzná Fourierova

transformácia:

f(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (ω)ejωtdω,

ktorú ke¤ aplikujeme na analógový signál vo frekven£nej doméne, získame jeho repre-

zentáciu v £asovej doméne - pôvodný signál v tvare, na aký sme zvyknutí.

2.2 Fourierove rady

Kaºdý periodický signál spojitý v £ase môºe by´ vyjadrený ako lineárna kombinácia

harmonických signálov. Uº vieme, ºe periodický signál, ktorý môºeme opísa´ sínusovou

funkciou, nazývame harmonický [13]. Matematické vyjadrenie tohto signálu je:

x(t) = A cos(ωt+ θ), −∞ < t <∞;

Tento signál je úplne popísate©ný pomocou troch parametrov:

• A - maximálnou amplitúdou;

• ω - uhlovou frekvenciou s jednotkou rad/s (radiány za sekundu), pri£om platí,

ºe ω = 2πF , kde F je frekvencia;

• θ - fázoveho posunu s jednotkou rad.
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Obr. 18: Harmonický signál.

Na Obr. 18 vidíme vyzna£enú amplitúdu A, fázový posun θ a periódu T . Príkladom

periodického signálu je napríklad:

x(t) = 0.5 sin(πt) + 3 sin(3πt) + 2 cos(2πt),

ktorý vznikol s£ítaním troch harmonických signálov. Môºeme sa na to v²ak pozrie´ aj z

druhej strany: máme k dispozícii periodický signál a ten vieme rozloºi´ na harmonické

signály. Na Obr. 19 vidíme daný periodický signál spolu s jeho harmonickými zloºkami.

0 2 4 6
−5 

0

5

0 2 4 6
−5 

0

5

0 2 4 6
−5 

0

5

0 2 4 6
−5 

0

5

a) b)

c) d)
t t

tt

Obr. 19: a) Periodický sígnál x(t)=0.5 sin(πt)+3 sin(3πt)+2 cos(2πt), b) 0.5 sin(πt), c)

3 sin(3πt), d) 2 cos(2πt).

Reprezentácia periodickej funkcie ako lineárna kombinácia trigonometrických fun-

kcií sa nazýva rozvoj funkcie do Fourierovho radu [8]. Nech funkcia f : [−l, l] → R
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je Riemanovsky integrovate©ná. Pod pojmom Fourierov rad funkcie f de�novanej na

intervale [−l, l] rozumieme rad

f(x) ≈ a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
(nπx)

l
+ bn sin

(nπx)

l
.

Daný funkcionálny rad sa skladá z trigonometrických polynómov cos (nπx)
l

a sin (nπx)
l

pre n = 1, 2, .... Fourierove koe�cienty pre tento trigonometrický tvar vypo£ítame na-

sledove:

a0 =
1

l

∫ l

−l
f(x)dx,

an =
1

l

∫ l

−l
f(x) cos

(nπx)

l
dx,

bn =
1

l

∫ l

−l
f(x) sin

(nπx)

l
dx.

Fourierova transformácia a Fourierove rady slúºia na transformáciu analógových sig-

nálov.

2.3 Komplexná exponenciála diskrétna v £ase

Základným stavebným prvkom diskrétnej Fourierovej analýzy je komplexná exponen-

ciála diskrétna v £ase. Pouºívame ju vo vyjadrení predpisu diskrétnych Fourierovych

radov a diskrétnej Fourierovej transformácie. Komplexná exponenciála diskrétna v £ase

je postupnos´ e[n] tvaru [15]:

e[n] = Aej(ω0n+φ) = A[cos(ω0n+ φ) + jsin(ω0n+ φ)] (6)

kde A ∈ R je maximálna amplitúda, φ je fázový posun a ω0 je frekvencia. �asový

priebeh komplexnej exponenciály má oscila£ný charakter.
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2.4 Diskrétne Fourierove rady

Niekedy máme k dispozícii periodický signál, ktorý nie je spojitý, ale diskrétny v £ase

[2]. Matematický model periodického signálu diskrétneho v £ase, £iºe periodickej po-

stupnosti x̃[n], sp¨¬a predpis x̃[n] = x̃[n + rN ] pre ©ubovo©né n, r ∈ Z. Ozna£enie x̃

pouºívame na odlí²enie periodickej postupnosti od neperiodickej. Aj periodické postup-

nosti môºu by´ vyjadrené pomocou diskrétnych Fourierovych radov (Discrete Fourier

Series, ¤alej len DFS) v tvare sumy komplexných exponeciálnych postupností, ktorých

frekvencie sú harmonicky zdruºené. Najmen²ia môºná perióda sa nazýva fundamen-

tálna (základná) perióda. Fundamentálnej perióde prináleºí fundamentálna frekven-

cia ω0 = 2π/N . Celo£íselné násobky fundamentálnej frekvencie nazývame harmonicky

zdruºené frekvencie. Periodická komplexná exponenciála má tvar:

ek[n] = ej(2π/N)kn = ek[n+ rN ], (7)

kde k ∈ Z a príslu²né Fourierove rady majú tvar:

x̃[n] =
1

N

N−1∑
k=0

X̃[k]ej(2π/N)kn. (8)

Fourierove koe�cienty daného radu získame vz´ahom:

X̃[k] =
N−1∑
n=0

x̃[n]e−j(2π/N)kn. (9)

Pre zjednodu²enie sú jednotlivé diskrétne komplexné exponenciály vyjadrené nasle-

dovne:

WN = e−j(2π/N). (10)

Pouºitím tohto zna£enia si môºeme DFS vyjadri´ pomocou vz´ahov:

X̃[k] =
N−1∑
n=0

x̃[n]W kn
N , (11)

x̃[n] =
1

N

N−1∑
k=0

X̃[k]W−kn
N . (12)

DFS sú pre nás dôleºité najmä v spojitosti s diskrétnou Fourierovou transformáciou.
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2.5 Diskrétna Fourierova transformácia

Najdôleºitej²ou diskrétnou transformáciou Fourierovej analýzy je diskrétna Fourierova

transformácia (Discrete Fourier Transform, ¤alej len DFT) aj v¤aka jej ²irokému uplat-

neniu v rôznych aplikáciach, najmä v digitálnom spracovaní signálov [2]. DFT pouºí-

vame na Fourierovu reprezentáciu postupností kone£nej d¨ºky, ktoré môºu, ale nemusia

by´ periodické.

Z kaºdej postupnosti x[n] kone£nej d¨ºky môºeme vytvori´ periodickú postupnos´

x̃[n]:

x̃[n] =
∑
r

x[n−Nr], r ∈ Z. (13)

V tabu©ke 1 sa je vyjadrená postupnos´ d¨ºky N=4:

x[0] x[1] x[2] x[3]

1 2 1 3

Tabu©ka 1: Postupnosti x[n] kone£nej d¨ºky.

V tabu©ke 2 je zachytený proces vytvárania periodickej postupnosti z danej postup-

nosti kone£nej d¨ºky:

... x[-4] x[-3] x[-2] x[-1] x[0] x[1] x[2] x[3] x[5] x[6] x[7] x[8] ...

... 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 ...

Tabu©ka 2: Periodická postupnosti x̃[n].

A naopak, z kaºdej periodickej postupnosti môºeme spätne získa´ postupnos´ kone£-

nej d¨ºky N :

x[n] =

 x̃[n] ak 0 ≤ n ≤ N − 1,

0 inak.

Postupnos´ kone£nej d¨ºky môºeme napríklad získa´ tak, ºe z periodickej postupnosti

si �vezmeme� len jednu jej periódu. Tieto dva vz´ahy sú ve©mi dôleºité. Pouºijeme ich

na odvodenie DFT pre postupnosti kone£nej d¨ºky zo vz´ahov DFS pre periodickú po-

stupnos´. Aj postupnos´ X̃[k] koe�cientov DFS je periodická s periódou N a koe�cienty
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X[k] DFT sú vo vz´ahu s koe�cientami X̃[k] DFS [2]:

X[k] =

 X̃[k] ak 0 ≤ k ≤ N − 1,

0 inak.

Vz´ah medzi X̃[k] a x̃[n] poznáme z predo²lej podkapitoly o DFS:

X̃[k] =
N−1∑
n=0

x̃[n]W kn
N ,

x̃[n] =
1

N

N−1∑
k=0

X̃[k]W−kn
N ,

a tieto vz´ahy aplikujeme len na jednu periódu, £ím získame DFT a IDFT pre postup-

nos´ kone£nej d¨ºky:

X[k] =


∑N−1

n=0 x[n]W
kn
N ak 0 ≤ k ≤ N − 1,

0 inak,

x[n] =

 1
N

∑N−1
k=0 X[k]W−kn

N ak 0 ≤ n ≤ N − 1,

0 inak.

Toto je v²ak zjednodu²ený zápis, kde WN :

WN = e−j(2π/N). (14)

Potom DFT je matematicky vyjadrená ako:

X[k] =
N−1∑
n=0

x[n]e−n2πjk/N

a inverzná diskrétna Fourierova transformácia (IDFT) je de�novaná ako:

x[n] =
1

N

N−1∑
n=0

X[k]en2πjk/N ,

kde N je po£et vzoriek diskrétneho signálu.
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2.6 Výpo£et diskrétnej Fourierovej transformácie

Na príklade si ilustrujeme výpo£et DFT postupnosti kone£nej d¨ºky. Uvaºujme postup-

nos´ x[n] s d¨ºkou N = 4:

x[n] =



3 ak n = 0,

1 ak n = 1,

2 ak n = 2,

−1 ak n = 3.

Jej DFT je daná predpisom:

X[k] =
N−1∑
n=0

x[n]e−n2πjk/N =
3∑

n=0

x[n]e−n2πjk/4

= 3 + e−jkπ/2 + 2e−jkπ − e−jk3π/2,

teraz dosadíme k = 0, 1, 2, 3 a vypo£ítame DTF v kaºdom bode postupnosti:

k = 0 X[0] = 3+ 1+2− 1 = 5;

k = 1 X[1] = 3+e−jπ/2+2e−jπ−e−j3π/2 = 3−j−2−j = 1−2i;

k = 2 X[2] = 3+ e−jπ +2e−j2π − e−j3π = 3+1+2− 1 = 5;

k = 3 X[3] = 3+e−j3π/2+2e−j3π−e−j9π/2 = 3+j−2+j = 1+2j;

Koe�cientmi DFT pre danú postupnos´ sú:

X[k] =



5 ak k = 0,

1− 2j ak k = 1,

5 ak k = 2,

1 + 2j ak k = 3.

Teraz skúsime na výsledok aplikova´ IDFT a overi´ si platnos´ vz´ahov:

X[k] =



5 ak k = 0,

1− 2j ak k = 1,

5 ak k = 2,

1 + 2j ak k = 3.

IDFT je daná predpisom:

x[n] =
1

N

N−1∑
n=0

X[k]en2πjk/N = 1/4
3∑

n=0

X[k]en2πjk/4 =

1/4(5 + (1− 2j)ejnπ/2 + 5ejnπ + (1 + 2i)ejn3π/2)
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teraz dosadíme n = 0, 1, 2, 3 a vypo£ítame DTF v kaºdom bode postupnosti:

n = 0 x[0] =
1

4
(5+1−2j+5+1+2j) =

1

4
12 = 3;

n = 1 x[1] =
1

4
(5 + (1− 2j)ejπ/2 + 5ejπ + (1 + 2j)ej3π/2) =

=
1

4
(5 + j + 2− 5− j + 2) =

1

4
4 = 1;

n = 2 x[2] =
1

4
(5 + (1− 2j)ejπ + 5ej2π + (1 + 2j)ej3π) =

=
1

4
(5− 1 + 2j + 5− 1− 2j) =

1

4
8 = 2;

n = 3 x[3] =
1

4
(5 + (1− 2j)ej3π/2 + 5ej3π + (1 + 2j)ej9π/2) =

=
1

4
(5− j − 2− 5 + j − 2) =

1

4
(−4) = −1;

Vidíme, ºe spätnou transformáciou sme získali pôvodnú posupnos´ vzoriek v £asovej

doméne:

x[n] =



3 ak n = 0,

1 ak n = 1,

2 ak n = 2,

−1 ak n = 3.

Overili sme si platnos´ vz´ahov:

x[n] =



3 ak n = 0,

1 ak n = 1,

2 ak n = 2,

−1 ak n = 3.

DFT

�
IDFT

X[k] =



5 ak k = 0,

1− 2j ak k = 1,

5 ak k = 2,

1 + 2j ak k = 3.

Symbolmi DFT−−−→ a IDFT−−−→ ozna£ujeme priebeh jednotlivých tramsformácií.
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2.7 Vlastnosti diskrétnej Fourierovej transformácie

Medzi základné vlastnosti DFT patrí [2, 19]:

• linearita: uvaºujme postupnos´ x3[n], ktorá je lineárnou kombináciou dvoch po-

stupností x1[n] a x2[n] kone£nej d¨ºky, teda:

x3[n] = ax1[n] + bx2[n]

pre nejaké a, b ∈ R. Potom ak X1[k], X2[k] a X3[k] sú príslu²né koe�cienty DFT

pre dané postupnosti, tak aj postupnos´ X3[k] je lineárnou kombináciou postup-

ností X1[k] a X2[k]:

X3[k] = aX1[k] + bX2[k].

• £asové posunutie: ak x[n] DFT−−−→ X[k], tak pre N -bodovú DFT a ©ubovo©né n0 ∈ Z

x[n− n0]
DFT−−−→ X[k]e−j2πn0k/N .

Pre ich bliº²í popis odporú£ame £itate©a na [2, 19].

2.8 Rýchla Fourierova transformácia

DFT slúºi na výpo£et spektra signálu x[n] diskrétneho v £ase a kone£nej d¨ºky [14]. Aj

ke¤ je najdôleºitej²ím nástrojom diskrétnej Fourierovej analýzy, má podstatnú nevý-

hodu. Tou je zd¨havos´ výpo£tu spektra. Ak máme k dispozícii 8-bodovú postupnos´,

jej DFT si vyºaduje aº 64 komplexných násobení a 56 komplexných s£ítaní. Vo v²e-

obecnosti, ak je d¨ºka postupnosti N , tak na výpo£et DFT potrebujeme aº N2 násobení

a N(N − 1) s£ítaní. Pre diskrétny signál, ktorý je tvorený 1024 zloºkami, je na výpo-

£et DFT potrebných pribliºne jeden milión operácií. Zásadným zlomom, ktorý zníºil

náro£nos´ výpo£tu DFT, bolo objavenie algoritmu rýchlej Fourierovej transformácie

(Fast Fourier Transform, ¤alej len FFT). V sú£asnosti existuje celý rad modi�kácií

FFT algoritmu. V praxi sa naj£astej²ie pouºíva FFT algoritmus pre signál s d¨ºkou N ,

kde N je celo£íselnou mocninou 2, teda N = 2k, k ∈ Z. Pre N=1024 je na výpo£et

DFT pouºitím FFT algoritmu potrebných okolo 10 240 matematických operácií. To je

takmer 100-krát menej ako pouºitím klasického výpo£tu DFT.

Hlavná my²lienka FFT algoritmu je zaloºená na tom, ºe postupnos´ vzoriek sa roz-

delí na dve £asti a ku kaºdej z nich ur£íme DFT. Pre kaºdú £as´ postupnosti vzoriek
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potrebujeme (N/2)2 sú£inov. Spolu pre obe £asti teda potrebujeme N2/2 sú£inov, £o

je polovica po£tu sú£inov v porovnaní s klasickým výpo£tom DFT. Tento postup nie-

ko©kokrát opakujeme.

Existujú dva spôsoby, ako rozdelíme postupnos´ vzoriek na dve £asti:

• postupnos´ x[n] môºeme rozdeli´ na párnu a nepárnu £as´ (pod©a indexu). Algo-

ritmus, ktorého rozklad na dve £asti je zaloºený na danom princípe, nazývame

FFT algoritmus decimácie v £ase.

• ak postupnos´ x[n] rozdelíme na dve postupnosti x1[n] a x2[n], kde x1[n] sa skladá

z prvých N/2 £lenov postupnosti x[n] a x2[n] sa skladá zo zvy²ných £lenov, potom

daný algoritmus nazývame FFT algoritmus decimácie vo frekvencii.

Aj v¤aka FFT algoritmu sa DFT stala významným nástrojom na spracovanie digi-

tálnych signálov. V tejto kapitole sme sa dozvedeli základné princípy jednotlivých

transformácií. Zmena reprezentácie signálov je ve©mi dôleºitá pre ¤al²ie spracovanie

signálov, a preto transformácie, no najmä DFT, sú významnou sú£as´ou spracovania

signálov.
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3 Spracovanie signálov

Spracovanie signálov (signal processing, ¤alej len SP) má bohatú históriu [2]. Komuni-

ka£né systémy, medicína, £i technológie slúºiace na skúmanie vesmíru predstavujú len

£as´ oblastí, v ktorých sa vyuºíva SP. Ich rozmanitos´ v²ak nazna£uje ²iroké spektrum

pouºitia SP. Dômyselné algoritmy SP a hardvéry sú roz²írené do v²etkých oblastí ná²ho

ºivota, od ²pecializovanej armádnej techniky aº po domácu elektroniku. V systémoch

SP sa spája teória s technológiou a aplikáciami. SP tvoria 3 základné zloºky: repre-

zentácia signálu, transformácia signálu a manipulácia so signálom a informáciou, ktorú

obsahuje. Reprezentácii a transformáciam sme sa venovali v predo²lých kapitolách.

Táto kapitola sa bude venova´ manipulácii so signálom a informáciou, ktorú obsahuje.

Tie informácie, ktoré sú pre nás podstatné, chceme zo signálu získa´, analyzova´ alebo

ich zintenzívni´. Na to, aby sme tieto operácie s informáciami mohli vykona´, musíme

signály spracova´. Signály môºu by´ spracované analógovo alebo digitálne.

Medzi operácie, ktoré vykonávame so signálom, patria napríklad �ltrovanie a mo-

dulácia [13]. Filtrovanie je jednou z najpouºívanej²ích operácii SP. V tomto prípade je

systémom �lter. Ten spracuje len komponenty signálu s ur£itou frekvenciou, ostatné za-

blokuje. Na prenos signálov na ve©ké vzdialenosti sú pouºité napríklad optické vlákna

alebo atmosféra. Podstatou modulácie je zmena nízkofrekven£ného signálu na vyso-

kofrekven£ný signál. Ten je vhodnej²í na prenos. Nástroj, ktorý vykoná moduláciu,

nazývame modulátor. Po prenose signálu je v demodulátore vysokofrekven£ný signál

zmenený na pôvodný nízkofrekven£ný.

3.1 Analógové spracovanie signálov

Vä£²ina signálov, ktoré sú generované prírodnymi zdrojmi, sú analógové signály [7, 14].

Sú to teda signály spojité v £ase a ich amplitúda nadobúda ©ubovo©nú hodnotu. Pou-

ºitím vhodného analógového systému ich môºeme priamo spracova´. Analógové spra-

covanie signálov (¤alej len ASP) je zaloºené napríklad na zosil¬ova£och a umoº¬uje

napríklad �ltráciu, zosilnenie alebo nelineárne spracovanie signálov ako napríklad ná-

sobenie a detekciu.
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Obr. 20: Schéma analógového spracovania signálov.

Ako vidíme na Obr. 20, vstupný analógový signál je v procesore spracovaný, napr.

zosilnený, a výstupom je opä´ analógový signál. Takto funguje analógové spracovanie

signálov. Vyuºívajú ho aj rádiové prijíma£e, hoci v sú£asnosti uº existuje aj digitálne

rozhlasové vysielanie. ASP sa bliº²ie venujú knihy [1, 14].

3.2 Digitalizácia analógového signálu

Alternatívnou metódou k ASP je digitálne spracovanie signálov [14]. Ak chceme analó-

gový signál spracova´ digitálne, musíme ho najprv transformova´ do digitálnej podoby.

Tento proces nazývame analógovo-digitálny prevod (konverzia) a zariadenie, ktoré nám

ho umoºní vykona´, sa nazýva A/D-konvertor. Schému digitalizácie analógového sig-

nálu vidíme na Obr. 21.

Obr. 21: Schéma digitalizácie analógového signálu.
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3.2.1 Vzorkovanie signálu

Podstatou vzorkovania je, ºe z analógového signálu získame diskrétne vzorky, ktoré

ho budú reprezentova´ po£as ¤al²ieho spracovania [3]. Schému priebehu vzorkovania

analógového signálu vidíme na Obr. 22.
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Obr. 22: Schéma vzorkovania analógového signálu.

Je nevyhnutné, aby takto získaná postupnos´ vzoriek obsahovala informáciu, ktorá

je uloºená v pôvodnom analógovom signále x(t). Ak totiº signál nie je navzorkovaný

správne, tak pomocou získaných vzoriek nedokáºeme spätne rekon²truova´ pôvodný

analógový signál. Pri vzorkovaní kaºdých T sekúnd vezmeme z analógového signálu x(t)

vzorku a dostaneme x[n]. Interval medzi jednotlivými vzorkami T nazývame perióda

vzorkovania. Vzorkovacia frekvencia Fs je inverzným prvkom k perióde vzorkovania,

teda Fs = 1/T . Vstupným signálom do vzorkova£a je signál x(t) spojitý v £ase a

výstupom zo vzorkova£a je signál x[n] diskrétny v £ase, kde

x[n]=x(nT ) pre −∞<n<∞.
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Obr. 23: Vzorkovanie.

Na Obr. 23 môºeme vidie´ ¤al²iu schému vzorkovania analógového signálu spolu s

vyzna£enou periódou vzorkovania. Ako si ur£íme periódu vzorkovania alebo odvodíme

vzorkovaciu metódu? Jednou z moºností je pouºi´ periodickú postupnos´ jednotkových

impulzov a tou vynásobí´ signál spojitý v £ase. Takáto metóda vzorkovania sa nazýva

ideálne vzorkovanie [14]. Pouºitá postupnos´ jednotkových impulzov sa nazýva vzorko-

vacia funkcia. Ak chceme signál navzorkova´ správne, £iºe tak, aby sme neskôr mohli

zrekon²truova´ pôvodný signál, musíme dodrºa´ vzorkovaciu teorému. Tá stanovuje

minimálnu frekvenciu vzorkovania fs pre daný signál pomocou najvy²²ej frekvencie

fm, ktorá je obsiahnutá v signáli, pri£om medzi nimi platí vz´ah fs = 2fm. Vzorko-

vacia teoréma je známa pod názvom Shannonova-Kote©nikova, Niquitishova alebo aj

Whittakerova teoréma. Jej odvodenie a dôkaz sa nachádzajú v prácach [7, 14]. Pre

frekvenciu vzorkovania platí, ºe £ím je vy²ia, tým máme k dispozícii lep²ie informácie

potrebné na spätnú rekon²trukciu signálu.

3.2.2 Kvantovanie a kódovanie signálu

Vzorkovaním pôvodného analógového signálu sme získali postupnos´ diskrétnych vzo-

riek [3]. Amplitúdy jednotlivých vzoriek signálu môºu nadobúda´ nekone£ný po£et

moºných hodnôt. Kvantovaním signálu dostaneme kone£ný po£et hodnôt z vopred ur-

£enej kvantiza£nej �mrieºky� , ktoré môºe signál nadobudnú´. V A/D prevodníku sú

hodnoty amplitúd signálu kvantovaním prevedené na niektorú z úrovní kvantizácie.
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Obr. 24: Kvantovanie a kódovanie postupnosti vzoriek.

Na Obr. 24 vidíme, ako prebieha kvantovanie Je tu tieº vyzna£ená úrove¬ kvantizá-

cie, kvantiza£ný úsek a kvantiza£ná chyba. Kaºdej kvantiza£nej úrovni prináleºí kvanti-

za£ný úsek. Ten predstavuje pás, ktorého stred je kvantiza£ná úrove¬. Kaºdej hodnote

vzorky, ktorá leºí v danom kvantiza£nom úseku, je priradená daná hodnota kvantiza£-

nej úrovne. Vidíme, ºe kvantovaním vzniká kvantiza£ná chyba, ktorej sa uº nezbavíme,

preto ani po rekon²trukcii signálu nezískame signál rovnaký ako bol vstupný. Postup-

nos´ vzoriek xkv[n], n ∈ Z, ktorá takto vznikne, nadobúda uº len kone£ný po£et hodnôt.

Toto je podstata kvantovania. Po£et kvantiza£ných úrovní je ur£ený po£tom bitov pre-

vodníku. Aj na Obr. 24 vidíme, ºe kaºdá kvantiza£ná úrove¬ je ur£ená binárnou repre-

zentáciou bitov prevodníku. Kaºdej kvantovanej vzorke xkv[n] je v procese kódovania

priradený binárny kód v závislosti od kvantiza£nej úrovne. Toto je podstata kódovania.

Aº signál v takejto podobe môºeme digitálne spracova´. Pod©a nastavenia kvantiza£-

ných hladín rozde©ujeme kvantovanie na lineáne a nelineárne. Pri lineárnom kvantovaní

sú kvantiza£né úseky, na ktoré je rozdelená os amplitúd, rovnako ve©ké. Tento typ kvan-

tovania sa pouºíva £astej²ie. Nelineárne kvantovanie pouºívame, ak chceme v nejakej

oblasti signálu vy²²iu kvantovaciu presnos´ ako pre zvy²ok signálu. Vstupný analógový

signál je po procese vzorkovania, kvantovania a kódovania vyjadnerý v £íslicovom tvare.
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3.3 Digitálne spracovanie signálov

Pôvodný analógový signál po jeho digitalizácii uº môºeme spracova´ digitálne. Zákla-

dom digitálneho spracovania signálov je reprezentácia signálov pomocou dát (£ísel) v

²peciálom hardvéri alebo po£íta£i a realizácia operácií s danými signálmi [14]. Tieto

operácie zah¯¬ajú prenos dát, s£ítanie a násobenie.

Obr. 25: Schéma digitálneho spracovania signálov

Na Obr. 25 vidíme schému digitálneho spracovania signálov. Vstupný digitálny signál

je v procesore spracovaný a výstupom je opä´ digitálny signál.

3.4 Digitálno-analógový prevod

Po spracovaní digitálneho signálu môºe by´ v na²om záujme ho konvertova´ spä´ na

analógový signál. Ak bola pôvodným signálom napríklad re£ a tú sme si uº digitálne

spracovali, potrebujeme ju spätne konvertova´, lebo nie sme schopní po£úva´ jej digi-

tálnu podobu - binárny kód. Na konverziu digitálneho signálu na analógový sa pouºíva

interpolácia. Je to pomerne zloºitý proces. Ako funguje? Danou postupnos´ou hodnôt

preloºíme interpola£né funkcie, ktorých predpis nájdeme v [7]. Ich pomocou rekon²tru-

ujeme pôvodný analógový signál.
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3.5 Porovnanie analógového a digitálneho spracovania signálov

Medzi analógovým a digitálnym svetom vládne so�stikovaná súhra. Príkladom tejto

súhry sú komunika£né systémy. Moºno si ani neuvedomujeme, ºe napríklad na vy-

konanie telefónneho hovoru pouºívame aj analógové spracovanie signálov aj digitálne

spracovanie signálov. Oba typy spracovania sú dôleºité a tieº úzko prepojené. V posled-

ných rokoch sa v²ak do popredia dostáva hlavne digitálne spracovanie signálov. Teraz

uvedieme niektoré výhody a nevýhody týchto typov spracovania signálov.

Analógové spracovanie signálov (Analog signal processing, ¤alej len ASP) má nasle-

dovné nevýhody [14]:

• ASP má obmedzenú reprodukovate©nos´. Tá je spôsobená zmenami v podmien-

kach prostredia.

• Rýchlos´ spracovania je tieº obmedzená.

• ASP je nedostato£ne �exibilné na moºnos´ zmien funkcií.

• ASP je citlivé na elektrický ²um.

• Dynamický rozsah napätí je tieº obmedzený.

ASP má ve©a nevýhod, ale podstatnou výhodou je, ºe pri spracovaní sa nestráca

informácia. Analógové �ltre tieº partia medzi významné nástroje spracovania signálov.

Digitálne spracovanie signálov (Digital signal processing, ¤alej len DSP) má tieto

nevýhody [14]:

• DSP v niektorých aplikáciach nedosahuje potrebnú rýchlos´.

• Ak poºadujeme vysokú rýchlos´ prevodu a presnos´, sú A/D a D/A konvertory

pomerne nákladné.

• Digitalizácia signálu vedie k strate informácií spôsobenej vzorkovaním a kvanto-

vaním. Túto stratu je moºné minimalizova´ pouºitím vhodného vzorkovania, ale

úplne odstráni´ sa nedá.

• Cena hardvéru sa kaºdým rokom mierne klesá, je to spojené s vývojom techno-

lógie, ale cena softvéru neklesá.
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V porovnaní s analógovým spracovaním signálov DSP nemá niektoré obmedzenia

[14]:

• Po£íta£e teoreticky môºu pracova´ akouko©vek poºadovanou presnos´ou.

• DSP sa vyzna£uje tieº výbornou reprodukovate©nos´ou.

• Z bezpe£nostného h©adiska môºu by´ digitálne informácie za²ifrované (kryptoló-

gia) alebo môºu by´ kódované proti chybám.

• Ak by sme chceli vykona´ vo funkciách spracovania zmenu, dá sa to urobi´ rela-

tívne jednoducho v priebehu programovania.

• Digitálne signály majú niº²iu náchylnos´ na degradáciu ²umom.

• Aj pri DSP je rýchlos´ obmedzujúcim faktorom, no technologický pokrok toto

obmedzenie postupne zniºuje.
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3.6 Aplikácie digitálneho spracovania signálov

Digitálne spracovanie signálov má mnoºstvo aplikácií v teórii, ale aj v praxi [14]:

• DSP sa pouºíva pri v²eobecnej analýze signálu, na odhad spektra, klasi�káciu a

modelovanie signálu.

• Automatický pilot je príkladom pouºitia DSP v digitálnom riadení.

• Významnou oblas´ou pouºitia DSP sú biomedicínske aplikácie. EKG a EEG spolu

s ich významom pri diagnostike boli spomenuté uº skôr, no DSP má svoje miesto

aj pri ¤al²ej diagnostike, monitorovaní pacienta a preventívnej zdravotnej sta-

rostlivosti.

• V oblasti komunikácií sa DSP pouºíva na kódovanie a dekódovanie komunika£-

ných digitálnych signálov, �ltráciu a tieº prenos informácií v digitálnej podobe

telefónnymi linkami.

• DSP je pouºité aj v multimédiách, napríklad na prenos, generovanie a uchovanie

zvuku, �lmu, obrazu a digitálnej TV.

• Pri spracovaní obrazov sa DSP pouºíva na �ltráciu, rozpoznávanie, kódovanie a

prenos obrazov.

• Syntéza digitálnej hudby, záznam a playback predstavujú aplikácie DSP v hudbe.

• DSP sa tieº vyuºíva na �ltráciu ²umu, kódovanie, syntézu a identi�káciu umelej

re£i v prípade aplikácie v re£i.

• �al²ím významným pouºitím DSP sú radary a s nimi spojená �ltrácia radarového

signálu, odhad rýchlosti a miesta, sledovanie a detekovanie cie©a.

Mohli by sme e²te dlho pokra£ova´. Pri poh©ade na uº vymenované aplikácie DSP

vidíme, ºe tento typ spracovania signálov je uº neoddelite©nou sú£as´ou moderného

sveta a ºe nám dennodenne u©ah£uje ºivot.
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Záver

Cie©om tejto bakalárskej práce bolo spracova´ problematiku Fourierovej analýzy v kon-

texte spracovania signálov. V prvej kapitole sme sa zamerali na teóriu signálov potrebnú

v ¤al²ích £astiach práce. Hlavnou zloºkou prvej kapitoly bolo vysvetlenie pojmu repre-

zentácie signálov, tieº bola urobená klasi�kácia signálov. Druhá £as´ bola zameraná na

Fourierovu analýzu, predov²etkým na diskrétnu Fourierovú transformáciu, ktoré sú za-

loºené na zmene oblasti reprezentácie signálu. V tretej £asti sme sa venovali spracovaniu

signálov a porovnali sme jednotlivé typy spracovania signálov.

Osobným prínosom práce bolo získanie preh©adu v problematike spracovania signá-

lov a tieº uvedomenie si, ºe matematika je neoddelite©nou sú£as´ou spracovania signá-

lov.

Dúfame, ºe práca poskytne £itate©ovi komplexný preh©ad danej problematiky.
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