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Abstrakt v §taitnom jazyku

JECMEN, Matej: Hladanie efektivnych aktiv metédou DEA [Bakalarska praca],
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: doc. Mgr. Igor Melicher¢ik, PhD.,
Bratislava, 2014, 64 s.

Tato praca je zamerand na vyuzitie matematickej metddy nazyvanej DEA a jej pouzitie
na vyber efektivnych DMU. Skumame v nej jednotlivé modely, od orientovanych po
aditivne ako aj ich S$pecialne varianty v ulohdch bez vstupov, respektive vystupov.
Ciel'om je ich nasledné aplikacia na data obsahujuce akcie vyskytujuce sa na trhu za
ucelom vyberu efektivnych akcii. Tento vyber bol potom porovnavany s trhovymi
hodnotami jednotlivych akcii v nasledujicom roku a snazili sme sa vybrat’ také, ktoré
maji najvacsiu Sancu zarobit. Vysledkom prace je najdenie takého kritéria na vyber
akcii, ktoré ma Sancu investorovi zarobit’ a pritom vybrat’ dostato¢ne doveryhodné akcie
bez znalosti akychkol'vek ekonomickych poznatkov z teérie portfolia.

KPucové slova: Data Envelpment Analysis, Orientované modely, Aditivny model,
Efektivita



Abstrakt v cudzom jazyku

JECMEN, Matej: Searching of efficient assets using the DEA method [Bachelor Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr. Igor
Melicheréik, PhD., Bratislava, 2014, 64p.

This thesis is directed towards the usage of mathematical method called DEA modeling
and its application on the selection of effective DMUSs. In our thesis we study individual
models, from the oriented to the additive ones, as well as their special variations in
problems without inputs or outputs. Our objective is their subsequent application on
data containing shares traded on the market aiming to select the effective ones. This
selection was then compared with market prices of shares in the following year and we
tried to identify a group of shares which could most likely earn money. The result of the
thesis is the discovery of such a criterion that offers the shareholder the possibility to
earn money and choose sufficiently credible shares without any economical knowledge
about the portfolio theory.

Keywords: Data Envelopment Analysis, Oriented models, Additive model, Effectivity
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Uvod

Takmer kazdy uz urcite pocul o akciach, avSak vacsina beznych l'udi sa s nimi
stretla len v novinach, filmoch alebo nahodne pri surfovani na internete, ale nikdy sa
nimi blizsie nezaoberali. Casto si spajaja akcie len s vysoko postavenymi manazérmi
alebo podnikatel'mi, ktori maji na svojich bankovych kontdch sumy, o ktorych sa
beznému smrtel'nikovi ani nesniva. Avsak teoreticky sa moze stat’ akcionarom kazdy.
Samozrejme, nemdze ocakavat, ze kupou ndhodnej akcie zbohatne zo dna na den.
Takymto postupom je pravdepodobnejsie, Ze na tom nielenze nezarobi, ale este strati aj
to, ¢o investoval. Tak ako potom vybrat’ ti spravnu akciu aby sme takéto riziko
minimalizovali? Jednou z moznych odpovedi je, Ze treba nakupit’ len ,,dobré* akcie. Ale
¢o su to tie ,,dobré* akcie a ako ich najst? Zobrat si tdaje o kazdej akcii a ,,ru¢ne® ich
porovnat’ s ostatnymi modze zniet' ako dobry napad, ale ked’ si uvedomime, kolko
existuje akcii aVvkolkych kritéridch sa liSia, zistime, ze takyto pristup nie je
realizovatelny. Preto je vhodné pouzit’ nejaku sofistikovanej$iu metddu, ktord by ndm
toto hl'adanie ul'ah¢ila. Jednym z moznych rieSeni je pouzitie analyzy zaloZenej na
zaklade linearneho programovania, nazyvanej DEA ([1], [2], [5], [6]).

Pomocou DEA (Data Envelope Analysis) vieme na zdklade nameranych vstupov
a vystupov vyjadrit' efektivitu jednotlivych objektov, ktoré su predmetom skiimania.
Pojem ,.efektivita akcie® sa modze na prvy pohlad zdat nezmyselny ked'ze DEA sa
zvacsa ilustruje na firme, ktora sa snaZi zistit’ nakol’ko efektivna je jej vyroba pri danych
vstupoch a vystupoch, pripadne akym sposobom zvysit’ jej efektivitu ¢o najviac.

V tejto praci sa pokisim ukézat, ze sa tdito metéda da pouzit’ nielen na meranie
efektivity podnikov, ale aj pri vybere efektivnych - ,,dobrych* akcii podl'a dostupnych
informacii o firme, ktord akcie emitovala. Mojou ulohou bude zistit', ktoré akcie maju
najlepSie vlastnosti, ateda investicia do nich by sa s najva¢Sou pravdepodobnostou
vyplatila. AvSak ani po takomto vybere nie je zaruCené, Ze tieto akcie prinesu
akcionarovi zisk, preto je omyl predpokladat, Ze pouzitie tejto metddy je kIiCom

k bohatstvu.




1 DEA modely

V celej kapitole vychadzame z prac [1], [2], [5] a [6]. V praci pouzivame rovnaké

oznacenia modelov a premennych ako v [2].

1.1 Uvod do DEA modelov

Obalkova analyza dat, po anglicky data envelopment analysis, od coho je
odvodend skratka DEA, sa da chapat’ ako aplikdcia linedrneho programovania na
zistovanie efektivity. Ilustrujeme si to na priklade firmy, ktord z nejakych surovin
vyraba produkty. Tieto suroviny musi firma naklpit, vytazit, pripadne vypestovat, ¢o
pre fu predstavuje naklady, a teda racionalne zmyslajica firma sa snazi tieto naklady
minimalizovat. Naopak, vyrobené produkty predstavuji pre firmu zisk, preto sa snazi
vyrobit’ pri danych néakladoch o najviac produktov. Ako dobre sa to firme dari
uskutoéiovat’ vyjadruje efektivita. Cim vysSiu efektivitu firma dosiahne, tym lepsie
vyuziva suroviny na vyrobu produktov.

V DEA sa suroviny nazyvaju vstupy a produkty st vystupy. Okrem pojmu
efektivita sa v obalkovej analyze dat ¢asto spomina aj vyraz produkéna funkcia. Tato
funkcia vyjadruje maximalne mozné mnoZstva vystupov aké sa daji vyrobit’ pri danych
vstupoch. Ziadny vyrobca sa teda neméZe nachadzat nad produkénou funkciou, t.j.
vyrabat' viac ako je maximalne mozné pri danych vstupoch. Vo vSeobecnosti je
produkénéd funkcia konkévna a rastuca. Dovodom rastucosti funkcie je, Ze zvySenim
vstupov urcite dokdZeme vyrobit’ aspon také mnozstvo vystupov ako pred ich zvySenim,
pretoze vstupy, ktoré sme pridali, mézeme ,,vyhodit do koSa,” a teda pracovat len
s povodnymi. Poziadavka konkavnosti byva vysvetlovana tak, Ze mame 2 technolégie,
pomocou ktorych vieme pri urcitych vstupoch x; a x,, nie nutne rovnakych, vyrobit’ isté
mnozstvo produktov y; a y,, takisto nie nutne rovnaké, ktoré lezi na produkcnej
funkcii. Za ¢as a € [0,1] vieme pomocou prvej technolégie vyrobit’ aspoit @-nasobok
vyrobkov y,, teda @y, pouzitim ax; vstupov. Pomocou druhej technologie vieme za
zvys$ny ¢as (1 — a), vyrobit’ minimalne (1 — a)-nasobok vyrobkov y,, t.j. (1 — a)y,,
pricom spotrebujeme (1 — a)x, vstupov. Celkovo takto minieme ax; + (1 — a)x;
vstupov a vyprodukujeme aspon ay; + (1 — a)y, vystupov. Ked'ze tato vlastnost’ plati
pre vSetky body leziace na produk¢nej funkcii, znamena to, ze tato funkcia je konkévna.

Priklad produk¢nej funkcie je zobrazeny na Obr. 1.1.




Obr. 1.1 Priklad produkénej mnoZiny

Mnozina bodov medzi produk¢énou funkciou a 0Sou x sa nazyva mnozina produkénych
moznosti. V tejto mnozine sa nachadzaju vSetky kombindcie vstupov a vystupov, ktoré
mozno vytvorit. Pri danych vstupoch vieme teda vyprodukovat’ 'ubovolné mnozstvo
vystupov, ktoré je menSie nanajvys rovné funkcénej hodnote produkénej funkcie pri
danych vstupoch. KedZe je produkénd funkcia konkdvna atvori vrchnd hranicu
produkénej mnoZiny, tato mnoZina je konvexna.
Kazdy producent sa snazi maximalizovat’ svoj zisk, inak povedané ma zaujem mat o
najviac vystupov pri danych vstupoch. To znamend, Ze sa snaZi dostat’ na produk¢nt
funkciu, ateda mat' maximalny pocet vystupov pri danych vstupoch. Vo vicsine
pripadov vSak produkénu funkciu nepozname, a preto sa ju snazime nejakym sposobom
aproximovat aby sme vedeli povedat’ ako dobre sa danému producentovi dari priblizit’ k
produkénej funkcii. Aby bola splnend podmienka konvexnosti produkénej mnoziny,
musi produkénd funkcia viest’ ponad konvexny obal vSetkych bodov, ktoré predstavujt
vyrobcov, vyjadrujicich vstupy a vystupy pri vyrobe. Navyse sa snazime ndjst’ taku
aproximaciu produkcnej funkcie, ze jej produkénda mnozina bude urcite podmnoZzinou
redlnej produkénej mnoziny. To znamen4, ze produk¢na funkcia musi viest’ ¢o najnizsie
ponad spominany konvexny obal vyrobcov.

RozliSujeme dva pripady produkénych funkcii, a to pri konStantnych
a variabilnych vynosoch zrozsahu. KonStantné vynosy zrozsahu znamenaju, Ze
pridanim jednotky vstupu vieme vZdy dostat’ o rovnaké mnoZstvo vystupu viac ako pred
jeho pridanim. Je to teda linearna zavislost vystupov od vstupov. Na rozdiel od
konstantnych vynosov z rozsahu, pri variabilnych vynosoch sa rozdiel vo vystupe po

pridani jednotky vstupu so zvySujucim mnozstvom vstupov meni. Na Obr. 1.2 a Obr.




1.3 st znazornené aproximacie produkcnej funkcie, ako aj produkénej mnoziny pod

nou, pri konstantnych aj variabilnych vynosoch z rozsahu.

Obr. 1.2 Produkéna mnoZina s konStantnymi  Obr. 1.3 Produkéna mnoZina s variabilnymi vynosmi

vynosmi z rozsahu z rozsahu

Ako mozno z Obr. 1.2 vidiet, pri kon$tantnych vynosoch zrozsahu je produkéna
funkcia rasticou linedrnou funkciou, ktora zacina v bode (0,0), pretoze pri nulovych
vstupoch nemo6Zeme mat’ nenulové vystupy. Kedze je tato funkcia linedrna a rastuca,
pri konStantnych vynosoch je kazdym zvySenim vstupov o jednotku mozné vzdy
vyprodukovat’ viac vystupov pri akomkol'vek aktualnom mnozstve vstupov. V pripade
variabilnych vynosov uZz aproximacia produkcnej funkcie nie je rastlica, ale len
neklesajica a konkdvna. Je to dané tym, Ze od ist¢tho mnoZstva vstupov nemame
informaciu o tom, kol'ko vystupov je mozné vyrobit’ pri danych vstupoch. Jediné, ¢o
vieme je, ze urcite dokdzeme vyrobit’ asponl tol'ko vstupov, kol’ko sme vedeli vyrobit
pri nizSom mnozstve vstupov. Tymto mame zarucené, Ze takto aproximovana
produkénd mnozina bude urcite podmnozinou redlnej produkénej mnoziny. Pri
variabilnych vynosoch z rozsahu sa teda postupnym zvySovanim vstupov o jednotku
sice do urcit¢tho okamihu zvySuje mnozstvo vystupov, ale rozdiel vo vystupoch je
mensi, alebo rovnaky ako bol pri pridani predchadzajicich vstupov aod urcitého
momentu sa z produk¢nej funkcie stdva konStantnd funkcia, ateda kazdym d’alSim
pridanim vstupov sa mnozstvo vystupov nezmeni.

V DEA sa body leziace v produkénej mnozine s danymi vstupmi a vystupmi, ktoré
predstavuju firmy, zvykni oznacovat decision making unit, alecbo DMU. Tie z nich,
ktoré lezia na (realnej) produkénej funkcii, a teda maji maximéalne mozné vystupy pri
danych vstupoch, budu ozna¢ované ako efektivne. Ostatné DMU, ktoré lezia pod touto

funkciou budu neefektivne DMU. Nad funkciou nemo6ze lezat ziadne DMU, pretoze




vystupy pri danych vstupoch nemézu byt vécSie ako maximélne mozné, ktoré
predstavuje produkéna funkcia. Ako bolo uz uvedené vyssSie, vo vicsSie pripadov je
redlna produk¢na funkcia nezndma, a preto budeme efektivitu/neefektivitu ur¢ovat’ na
zéklade aproximovanej produkc¢nej funkcie. Ako efektivne DMU budeme oznaCovat
tie, pre ktoré nevieme ndjst’ stav z produkénej mnoziny, pri ktorom by bol aspoii jeden
vstup mensi pri zachovani zvy$nych vstupov a vystupov alebo aspon jeden vystup vacsi
pri zachovani ostatnych vystupov a vstupov. Jedna sa teda o body, ktoré¢ lezia na
aproximovanej produkcnej funkcii. DMU oznac¢ime ako neefektivne ak existuje stav, pri
ktorom je aspon jeden vstup mensi a zaroven aspon jeden vystup vacsi ako pri tomto
DMU pri zachovani zvy$Snych vstupov a vystupov. Vtedy sa body nachadzaji pod
produk¢énou funkciou. Zostala ndm eSte poslednd moznost, kedy sa body sice
nachddzaju na produkcnej funkcii, ale existuje stav, kedy je bud’ aspoil jeden vstup
mensi pri zachovani zvy$nych vstupov a vystupov alebo je aspoii jeden vystup vacsi ako
v pripade daného DMU pri zachovani zvySnych vstupov a vystupov. Takéto DMU

potom nazveme pseudoefektivne.

Efektivita s jednym vstupom a jednym vystupom pri konStantnych vynosoch

z rozsahu
Vypocet efektivity si ukdZeme na jednoduchom priklade, kde DMU je 7 pekarni.

Vstupom bude pocet predavaciek obsluhujicich zékaznikov a vystupom pocet chlebov,

ktoré si zakaznici kupili. Udaje st uvedené v tabulke.

DMU A B C D E F G H
Pocet predavaciek 2 3 5 4 7 1 3

Pocet chlebov 28 36 50 44 42 13 48 26
Chleby/predavacky | 14 12 10 11 6 13 16 13

Tab. 1.1 Data k prikladu s 1 vstupom a 1 vystupom pri konstantnych vynosoch z rozsahu
Z Tab. 1.1 je vidno, Ze najvaési pomer poctu chlebov k poctu predavaciek ma predajia
G, preto sa nam zda, Ze by to mohla byt ,najlepSia“ pekaren, pretoze na jednu
predavacku (vstup) pripadd najviac predanych chlebov (vystup). Cela situdcia je

zobrazena v nasledujucom grafe na Obr. 1.4.
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Obr. 1.4 Vstupy a vystupy z prikladu vyjadrené v grafe
Kedze v priklade uvazujeme konStantné vynosy z rozsahu, produkcénd funkcia je
linedrna funkcia vychddzajica zo zaciatku stradnicovej sustavy. Lenze predpis
produk¢nej funkcie nepozname, preto budeme povazovat’ za efektivne to DMU, ktoré
ma najlepsi pomer vystupov k vstupom, v nasom priklade pekaren G. Cez tento bod
budeme zo zaciatku stiradnicovej sustavy viest’ polpriamku, ktora bude vyjadrovat’ aké
vystupy by malo mat’ efektivne DMU pri danych vstupoch. Tato polpriamka, ktora
nazveme efektivnou hranicou, najlepSie aproximuje skuto¢nd, avSak neznamu
produként funkciu. Z obrazku Obr. 1.4 vidime, Zze zvy$né DMU st pod efektivnou

hranicou, preto ich budeme povazovat za neefektivne.

Teraz uz vieme zistit, ¢i si DMU efektivne, alebo neefektivne, a chceme presnejsie
ur¢it’ mieru efektivnosti, t.j. efektivitu jednotlivych DMU. Tuato v nasom priklade
vyjadrime ako pomer podielu poctu chlebov a poctu predavaciek i-tej pekarne ku
podielu poctu chlebov a poctu predavaciek efektivnej pekarne, teda pekarne G.

potet chlebov i—teho DMU

pocet predavacliek i—teho DMU (1.1)

pocet chlebov efektivneho DMU
pocet predavaciek efektivneho DMU

E =

Kedze podiel poctu chlebov a poctu predavaciek kazdého DMU je mensi ako pri
efektivnom DMU G, plati 0 < E < 1, pricom E = 1 prave vtedy, ked je dané DMU

efektivne. Pouzitim vzorca (1.1) dostavame vysledky efektivity uvedené v Tab. 1.2:

11



DMU A B C D E F G H
Pocet predavaciek 2 3 5 4 7 1 3

Pocet chlebov 28 36 50 44 42 13 48 26
Chleby/predavacky | 14 12 10 11 6 13 16 13
Efektivita E 0,875 | 0,75 | 0,625 | 0,6875 | 0,375 | 0,8125 | 1 | 0,8125

Tab. 1.2 Data z prikladu s vypo¢itanou efektivitou

Efektivita sdvoma vstupmi ajednym vystupom pri konsStantnych vynosoch

Z rozsahu

V pripade 2 vstupov a 1 vystupu uz situacia nie je taka jednoducha. Pouzitie
predchadzajiiceho vzorca (1.1) nie je mozné, ked’ze mame namiesto jedného vstupu
dva. Kreslenie grafu v dvojrozmernom priestore taktiez zlyhava, pretoze ak by sme
cheeli zakreslit vSetky DMU, museli by sme kreslit graf dimenzie 3. Analogia
s predchadzajucim pripadom ale ostava. Pri 1 vstupe sme pocitali, kol'ko chlebov
pripadéd na 1 predavacku. Aj teraz moézeme pouzit' tuto metoddu, avSak budeme pocitat’
prevrateny pomer a to pomer prvého vstupu k vystupu aj pomer druhého vstupu k
vystupu. Takto dostdvame z 3 premennych (2 vstupy a 1 vystup) pre kazd¢é DMU 2
premenné, a teda moézeme nakreslit’ graf, ktory bude predstavovat ,,prierez* pdvodného
grafu dimenzie 3 v hodnote vystupu rovnajiceho sa 1. Dané DMU zakreslime v tejto
rovine so siradnicami pomerov vstupov k vystupu. Budeme teda zobrazovat’ aké by
mali jednotlivé DMU vstupy, keby vyrabali jednotku vystupu. Situdciu si ukdZeme na

predchédzajicom priklade rozSirenom o d’alsi vstup, konkrétne plochu predajne.

DMU A B C D E F G H
Pocet predavaciek 2 3 5 4 7 1 3 2
Plocha predajne 42 45 50 55 42 17 80 40
Pocet chlebov 28 36 50 44 42 13 48 26

Predavacky/chleby | 1/14 | 1/12 | 1/10 | 1/11 1/6 1/13 | 1/16 1/13

Plocha/chleby 312 5/4 1 5/4 1 17/13 | 5/3 | 20/13

Tab. 1.3 Data k prikladu s 2 vstupmi a 1 vystupom pri konstantnych vynosoch z rozsahu

Data z Tab. 1.3 pouzijeme na nakreslenie grafu metddou, ktora bola spomenuta vyssie.
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Obr. 1.5 Vyjadrenie pomeru vstupov ku vystupu jednotlivych DMU
Ked’ze sme v tomto pripade pouzivali pomer vstupu k vystupom, kazdy vyrobca, resp.
DMU sa bude snazit’ mat’ tento pomer ¢o najmensi. Musi preto platit, ze ak méame
dvojicu DMU; a DMU;, pricom DMU; ma aspoinl jeden pomer vstupu k vystupu mensi
ako DMU; a druhy pomer mensi alebo rovny, DMU;j ur¢ite neméze byt efektivny,
pretoze DMU; vyuZiva menej vstupov na produkciu rovnakého mnozZstva vystupov.
Navyse vieme, Ze produkéna mnoZzina je konvexnd, preto nestaci porovnavat’ vstupy len
s konkrétnymi DMU, ale aj sich konvexnymi kombindciami. MnoZinu vSetkych
konvexnych kombinacii ziskame tak, ze lomenou ¢iarou pospajame DMU v Obr. 1.5
tak, aby tato lomend Ciara bola uzavretd, teda aby vSetky DMU boli bud’ vnitornymi
bodmi alebo na obvode mnohouholnika a aby vSetky jeho vnutorné body tvorili

konvexni mnozinu. V naSom pripade tento mnohouholnik zobrazuje Obr. 1.6.
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Obr. 1.6 MnozZina konvexnych kombinacii jednotlivych DMU
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Do mnoziny produkénych moznosti vSak patria aj vSetky ,,horSie” moznosti, ked’ st
vstupy vicsie ako u DMU v priklade. Preto do tejto mnoziny musime zahrntit’ aj vSetky
body s vy$§im aspon jednym vstupom na jednotku vystupu, ked’ druhy vstup je bud’
rovnaky alebo va¢si ako u lubovolnej pekarne. Dostavame mnozinu produkénych

moznosti, ktoru ilustruje Obr. 1.7.
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Obr. 1.7 Konvexna mnoZina roz§irena o ,,horsie*“ body

Mobzeme si vSimnut, Ze na Obr. 1.7 sa nachadza efektivna hranica, ale aj
pseudoefektivna hranica. Je zrejmé, Ze body na efektivnej hranici sa nijako nedaju
,»Zlepsit™ zniZzenim vstupov tak, aby sa stale nachadzali v produkénej mnozine. Znizit
jeden vstup by mohli len za predpokladu, Ze druhy vstup zvysia, a preto vSetky DMU
leziace na efektivnej hranici méZeme vyhlasit’ za efektivne.

Naopak, DMU leziace na hranici pseudoefektivnosti efektivne byt nemoézu. Vieme totiz
najst DMU, alebo konvexnt kombinéaciu viacerych DMU, ktoré mé jeden vstup na
jednotku vystupu rovnaky a druhy vstup mensi, o znamend, ze nie su efektivne, ale
mozu byt oznaCované ako pseudoefektivne. Takisto DMU leziace mimo efektivnej
a pseudoefektivnej hranice su neefektivne.

Efektivitu, pripadne pseudoefektivitu pri dvoch vstupoch a jednom vystupe zistime tak,
ze jednotlivé DMU spojime tseckou vychadzajiicou zo zaciatku stradnicovej ststavy.
Pomer vzdialenosti bodu, ktory vznikol ako prieseCnik efektivnej, pripadne
pseudoefektivnej hranice, a prislusného DMU od zaciatku suradnicovej ststavy bude
vyjadrovat’ efektivitu, pripadne pseudoefektivitu daného DMU. Hodnota efektivity
vyjadruje ako by sa mali znizit’ vSetky vstupy aby sa DMU stalo efektivnym. V pripade
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pseudoefektivity by takéto zniZenie vstupov viedlo k tomu, ze by sa DMU stalo
psudoefektivnym, teda by bolo nutné niektoré vstupy znizit’ viac, aby bolo efektivne.

V naSom priklade st efektivne DMU B, C, F, G, pseudoefektivne je E a neefektivne st
A E, H.

Efektivita sjednym vstupom advomi vystupmi pri KkonStantnych vynosoch
z rozsahu

Pri situacii s 2 vystupmi a 1 vstupom to je podobné ako v predchadzajicom
pripade s 1 vystupom a2 vstupmi. Opidt’ tu nardZame na problém pretransformovania
grafu dimenzie 3 na graf dimenzie 2. Ked’Ze sa jedna o konstantné vynosy z rozsahu,
Vv tomto pripade ho vyrieSime tak, ze spravime pomer prvého vystupu ku vstupu
a pomer druhého vystupu ku vstupu pre kazdé DMU. Dostavame tak uz len 2 premenné,
a teda vieme nakreslit’ graf, v ktorom je zobrazeny prierez povodného grafu s 1 vstupom
a2 vystupmi v hodnote vstupu 1. Opit’ si danu situdciu ukazeme na priklade, kde vstup

bude pocet predavaciek a vystupy budu pocet predanych chlebov a pocet predanych

rozkov.

DMU A B C D E F G H
Pocet predavaciek 2 3 5 4 7 1 3 2
Pocet chlebov 28 36 50 44 42 13 48 26
Pocet rozkov 72 108 160 160 280 39 90 70

Chleby/predavacky | 14 12 10 11 6 13 16 13

Rozky/predavacky 36 36 32 40 40 39 30 35

Tab. 1.4 Data k prikladu s 1 vstupom a 2 vystupmi pri konstantnych vynosoch z rozsahu

Zdat v Tab. 1.4 teraz nakreslime graf na Obr. 1.8 so zakreslenymi DMU pri

jednotkovom vstupe.
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Obr. 1.8 Vyjadrenie pomeru vystupov ku vstupu jednotlivych DMU
Podobne ako v predchadzajiicom pripade na Obr. 1.6, s 1 vystupom a 2 vstupmi, aj tu

najdeme mnozinu konvexnych kombindcii jednotlivych DMU.
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Obr. 1.9 MnozZina konvexnych kombinacii jednotlivych DMU
V grafe na Obr. 1.9 vystupuje pomer vystup/vstup, preto sa kazda z pekarni snazi mat’
tieto pomery ¢o najvicsie. MnoZinu produkénych moZnosti potom najdeme tak, ze k
najdenej mnozine konvexnych kombinacii jednotlivych DMU pridame aj vsetky
,»horsie” stavy. lde o stavy, v ktorych sa pri jednotkovom vstupe vyraba aspon jedného
vystupu menej a druhy je nanajvys rovnaky ako u l'ubovol'nej pekarne. Dostavame teda

produk¢nit mnozinu zobrazent na Obr. 1.10.
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Obr. 1.10 Konvexna mnozina rozSirena o ,,horsie“ body

Na Obr. 1.10 si mozeme vSimnut, ze niecktoré DMU lezia na efektivnej hranici. Tie uz
nemdézu zvysit' ani jeden zo svojich vystupov, bez toho aby znizili ten druhy, tak aby
zostali v mnozine produkénych moznosti, a teda st efektivne. DMU leziace na hranici
pseudoefektivnosti efektivne nie su, nakolko existuje DMU, alebo konvexna
kombinacia viacerych DMU, ktoré ma pri danom vstupe aspon jeden vystup VvAacsi
a druhy rovnaky. Takisto pre vSetky DMU z mnoZiny neefektivnosti vieme najst’ stav
z produk¢nej mnoziny, pri ktorom je vstup rovnaky, ale vystupy vicsie. Preto DMU
Z hranice pseudoefektivnosti aj z mnoziny neefektivnosti oznac¢ime za neefektivne.
Analogia s predchadzajicim pripadom s 2 vstupmi a 1 vystupom plati aj pri zistovani
efektivnosti DMU. Pre kazdé DMU zostrojime polpriamku zacinajicu v zaciatku
suradnicovej sustavy, prechddzajucu cez dané DMU. Vysledna efektivita, pripadne
pseudoefektivita, je dana ako podiel vzdialenosti DMU od zaciatku suradnicovej
ststavy a vzdialenosti bodu, v ktorom polpriamka pretina hranicu efektivnosti, pripadne
pseudoefektivnosti, tieZ od pociatku stiradnicovej sustavy.
Bez pocitania efektivity, vSak dokazeme z Obr. 1.10 posudit, ktoré DMU su efektivne,
ktoré pseudoefektivne a ktoré neefektivne. Efektivne su DMU A, D, F aG,
pseudoefektivne je jedine E a neefektivne su B, C a H.
Efektivita sjednym vstupom a jednym vystupom pri variabilnych vynosoch
z rozsahu

Pri variabilnych vynosoch zrozsahu ndm uz nesta¢i vypocitat’ len pomer
vystupov ku vstupom, pretoze s rasticimi vstupmi sa meni rozdiel vo vystupe po

pridani jednotky vstupu. Z tohto dévodu moédze byt DMU efektivne, hoci mé tento
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pomer horsi ako nejaké iné neefektivne DMU. Preto budeme o efektivnosti rozhodovat’
inym sposobom. Aj v tomto pripade si vytvorime mnozinu konvexnych kombinacii
jednotlivych DMU a priddme mnozinu vsetkych ,,horSich* moznosti. ,,HorSie* moznosti
su tie, kde pri danych vstupoch existuje DMU alebo linearna kombinacia viacerych
DMU takd, ze mé aspoil jeden vystup vicsi a ostatné minimalne rovnaké. Takto sme
skonStruovali aproximaciu produkénej mnoziny pre variabilné vynosy z rozsahu.
Kritérium na hladanie efektivnych, pseudoefektivnych a neefektivnych DMU bude
analogické ako pri konStantnych vynosoch z rozsahu. Aj v tomto pripade si to ukazeme
na priklade, kde budu ako vstup vystupovat’ hodiny prace a vystupom bude vydolované
zlato vplyvom vykonanej prace. Tento priklad je vhodny riesit pouzitim variabilnych
vynosov z rozsahu, pretoze s mnozstvom vytazeného zlata sa meni hmotnost’ zlata,

ktort by sme ziskali zvySenim prace o jednotku.

DMU A B C D E F G H
Pocet dni prace 20 30 50 40 70 10 62,5 50
Pocet kg zlata 32 36 50 44 42 0 50 40
Zlato/praca 1,6 1,2 1 1,1 0,6 0 0,8 0,8

Tab. 1.5 Data k prikladu s 1 vstupom a 1 vystupom pri variabilnych vynosoch z rozsahu
Z dat v Tab. 1.5 vieme zobrazit’ vsetky DMU v grafe a najst’ aproximovant produként
funkciu s hranicami efektivnosti a pseudoefektivnosti a mnoziny neefektivnosti.
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Obr. 1.11 Jednotlivé DMU a produkéna mnoZina pri variabilnych vynosoch z rozsahu
Na Obr. 1.11 si m6zeme v§imnut, ze efektivne DMU st A, C, D a F. Zaujimavé je, ze

efektivne je v tomto pripade aj DMU F, ktoré ma nulové vystupy, a teda pomer vystupu
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ku vstupom je 0. D4 sa to vSak interpretovat’ tak, Ze je potrebnych minimalne 10 dni na
najdenie zlata a az d’alsie dni je mozné ho ziskavat. Dalej si v Obr. 1.11 mozno
vsSimnut’, ze pri efektivnych DMU pomer vystupov (vytazené¢ho zlata) ku vstupom
(odrobenej praci) sa so zvySujucimi vstupmi najskor zvySuje a nasledne klesa.

Pseudoefektivne DMU je iba G a neefektivne su zvysné DMU, teda C, E aH. Je
evidentné, Ze vSetky pseudoefektivne a neefektivne DMU maju vacsi pomer vystupov
ku vstupom ako efektivne DMU F, ateda vidime, Ze pri variabilnych vynosoch

Z rozsahu na zéklade tohto pomeru nevieme urcit, ¢i DMU efektivnym je alebo nie.

1.2 Orientované modely CCR s konStantnymi vynosmi z rozsahu
V predchéddzajicej kapitole sme si ukazali sme si 4 pripady, 3 pri konStantnych

vynosoch z rozsahu a1 pri variabilnych vynosoch z rozsahu, kde sme dokazali najst
efektivne DMU pomocou grafického rieSenia. Problém vSak nastava, ked’ mame viac
vstupov alebo vystupov, pretoze situdciu potom uz nedokdzeme nakreslit’ v 2

rozmeroch. Najprv si vSak definujeme poziadavky na vstupy a vystupy jednotlivych
DMU:

[2, 2. prednaska, str. 7].
(P1): Vvi=12,..,n:x; =2 0,,x; # 0, ay; = 05,y # 0
(P2): vi=12,..,m3j€{l2..,n}kx; >0

Vi=12,..,s3j€{12,..,n}:y; >0
Predpoklad (P1) znamen4, ze kazdé DMU ma4 asponi jeden vstup a aspon jeden vystup
kladny, ostatné su nezaporné. Predpoklad (P2) poZaduje to, ze pre kazdy vstup aj vystup
existuje DMU, ktoré ma dany vstup alebo vystup kladny.

Vratme sa teraz k problému s viacrozmernymi ulohami. RieSenim situacie
viacerych vstupov alebo vystupov moéze byt pouzitie modifikacie vzorca (1.1), ktory
sme pouzivali na zaciatku kapitoly 1.1 na urCovanie efektivity neefektivnych DMU.

MoéZeme ho vSak vyuzit’ aj na hl'adanie efektivnych DMU, ktoré buda mat’ efektivitu 1:

vystup daného DMU vystup daného DMU
vstup daného DMU vstup daného DMU
E = min ——22 = il (1.2)
i vystup i—teho DMU vystup i—teho DMU

vstup i—teho DMU miax vstup i—teho DMU

KedZze DMU, ktorého efektivitu hladame je podmnozinou vSetkych DMU, ktoré
vystupuji v menovateli (1.2), Citatel' tohto zlomku bude nanajvys rovny menovatel'u a
efektivita bude rovna nanajvys 1. Vstupy aj vystupy musia byt kladné hodnoty, preto

E € [0;1]. Tato uloha je vSak korektne definovana len pre 1 vstup a 1 vystup kazdého
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DMU, kde situaciu dokdzeme vyrieSit aj graficky. Preto sa pokusime najst
zovseobecnenie tejto ulohy pre 'ubovolny pocet vstupov a vystupov. Mohli by sme
pouzit’ vektor vah samostatne pre vstupy a vystupy a do vzorca dosadit’ sucet vstupov,
resp. vystupov, prenasobenych prislusSnymi vahami. Tu sa ndm vsSak naskytuje otazka
aké vahy sa maju pouzit. Pouzitim konkrétnych véh by sa potom dala efektivita
jednoduchym spdsobom vypocitat' a vedeli by sme zistit, ktoré DMU st efektivne
a ktoré nie. DEA na tato otazku odpoveda pouzitim takych vah, pri ktorych ma dané
DMU najvicsiu efektivitu. Vd’aka tomuto pristupu zistime, €i existuju vahy, pri ktorych
je dané DMU efektivne aakili maximalnu efektivitu moéze mat. Prirodzenou
poziadavkou na vahy je kladnost’. Zaporna, pripadne nulova vaha pri nejakom vstupe by
znamenala, ze ¢im je VACSi tento vstup, tym je vySSia efektivita, pripadne, ze sa
nezmeni, a naopak, pri vystupe, by znamenala, ze ¢im menej je tohto vystupu, tym
vyssiu efektivitu dosiahneme, pripadne, Ze sa nezmeni, ¢o je protichodné
S poziadavkami minimalizacie vstupov a maximalizacie vystupov. Dostdvame teda
nasledovnu ulohu s n DMU, kde u je vektor vah vystupov, v je vektor vah vstupov, y;
je vektor vystupov i-teho DMU dizky s, x; je vektor vstupov i-teho DMU dizky m

a index O oznacuje vystup, pripadne vstup DMU, ktorého efektivitu hl'adame:

ulyo
. ‘UTxo

E = maxmin——, (1.3)
wy i WY
vTx;

pri podmienkach u > 0,,v > 0,,ai =1,2,...,n.

T
uyi

Predpokladajme, Ze menovatel’ zloZzeného zlomku z rovnice (1.3), zlomok pri

vTx;’
danych vahach u a v nadobtida maximalnu hodnotu k. Ak by sme predelili vektor
u konstantou k, alebo vektor v vynasobili k, potom maximalna hodnota, ktora by
tento zlomok dosahoval by bola rovna 1. Zaroven by po tejto uprave vektory véah stile
spifali podmienky a navyse by sa nezmenila hodnota efektivity E. Tato Gprava by viak

zjednodusila ucelovi funkciu tlohy (1.3), pretoze menovatel’ zlozeného zlomku by bol
Ty,
vzdy rovny 1. Musime vSak pridat’ podmienku % < 1 pre kazdé i. Dostavame tak

nasledovnu ulohu

(1.4)
uv vTx,
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<

<1, =1,2,.., 15
Ty, = j n (1.5)

u>0,,v >0, (1.6)
Tato ulohu sa budeme snazit’ pretransformovat’ na tlohu linearneho programovania.
Nakolko uavsu volné premenné, prenasobenim vektora uaj vektora v rovnakou
konstantou dostavame rovnaku hodnotu Gcelovej funkcie ako pred prenasobenim. Preto
mozeme pozadovat’ podmienku
vix, =1
Tym sa nam uloha zmeni na tlohu s linearnou ucelovou funkciou

maxuly,
u,v

pricom bola pridané jedna linearna podmienka.
Takisto potrebujeme upravit' aj nerovnosti (1.5) tak, aby sa znich stali linearne

ohrani¢enia. MdZeme ich prenasobit’ vyrazom v’ x; a dostavame
uly; < vlx;
Odg¢itanim toho istého vyrazu dostaneme ohranicenia
uTy; —v'x; <0, j=12,..,n

Aj tato Gprava bola ekvivalentnd, a teda nezmenila kvalitu tlohy.
Poslednou upravou, ktort musime spravit’ je odstranenie ostrej nerovnosti z podmienok,
pretoze rieSenim takejto ulohy by sme nemali istotu ndjdenia optimalneho rieSenia.

Preto ostri nerovnost’ nahradime neostrou nerovnost’ou

u=0,v=0,
Tato Uprava je vSak neekvivalentnd, pretoze sa flou zvac¢si mnozina pripustnych rieSeni,
¢im mozeme dostat’ optimalne rieSenie, ktoré nebude vyhovovat’ naSej podmienke na
nenulové véahy.
Dostavame ulohu (CCR-I-MM), teda multiplikativny model vstupne orientovany

s konStantnymi vynosmi z rozsahu, ktory je tlohou linearneho programovania:

Uj:= maxu’y, (17)

u,v
vix, =1 (1.8)
uyj—vix <0, j=12,..,n (1.9)
u>0,v =0, (1.10)
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Teraz ukdzeme, Ze je tato uloha dobre definovand, Ze ma vzdy optimalne rieSenie.

Veta 1 [2, 3. prednaska, str. 14] Pre akykol'vek subor dat spiiajici predpoklad (P1)
apre I'ubovolné o € {1,2,...,n} ma uloha linearneho programovania dana modelom
(CCR-I-MM) optimalne rieSenie a pre optimalnu hodnotu U, Gcelovej funkcie (1.7)
plati Uy < 1.

Dokaz tejto vety ndjdeme v [2, 3. prednaska, str. 14].

Sposob ako odlisit’ efektivitu od neefektivity v modeli (CCR-1-MM) je uvedeny v [2, 3.
prednaska, str. 15].

Pri odvodzovani vystupne orientovaného modelu vychadzame z tlohy (1.4) - (1.6).
Rozdiel pri odvodzovani je v tom, ze namiesto podmienky (1.8) zvolime podmienku na

vektor vystupov.
uly, =1

Ucelova funkcia sa tym padom zmeni na tvar

(1.11)

1
max T
wv U xO

KedZze vektor vah aj vektor vstupov su nezaporné vektory, tato tloha (1.11) je
ekvivalentna s minimaliza¢nou ulohou

minv7x,
u,v

Ostatné kroky odvodenia su zhodné, vysledny multiplikativny model vystupne

orientovany s konstantnymi vynosmi z rozsahu (CCR-O-MM) ma teda tvar

Vg = r‘{luvn vTxo (1.12)

u'yo =1 (1.13)

uTYj - Vij <0, j=12,..,n (1.14)
u=0,v=0, (1.15)

Teraz si ukdzeme, ze aj tato lloha ma aspon jedno optimalne rieSenie.

Veta 2 [2, 3. prednaska, str. 19]. Pre akykolvek stbor dat spifajici predpoklad (P1)
apre I'ubovolné o € {1,2,...,n} ma uloha linearneho programovania dana modelom
(CCR-O-MM) optimalne rieSenie a pre optimalnu hodnotu V; ucelovej funkcie plati
Vi = 1.

Dokaz je mozné najst’ v [2, 3. prednaska, str. 18-19].
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Odlisenie efektivity od pseudoefektivity v modeli (CCR-O-MM) je v [2, 3. prednaska,
str. 20].

Dalsie modely, ktoré teraz odvodime, budii obalkové modely s konstantnymi vynosmi
z rozsahu. Su to dualne ulohy k modelom (CCR-I-MM) a (CCR-O-MM). Najprv teda
odvodime vstupne orientovany model. Vychadzame teda z modelu (CCR-1-MM)
zapisanom v maticovom tvare, kde X je matica vstupov, vstupy kazdého DMU
predstavuju prislugné stipce matice a Y je matica vystupov, vystupy kazdého DMU

predstavuju prislusné stipce matice.
T ATy (Y
rggz(yo Om)(v)
u
o «H(;)=1
u
v —xM () <0,

(520

Duadlna tloha k tejto tlohe s pouzitim volnych premennych 6 € R, A > 0,, bude mat’

nasledovny tvar:

r‘g’i/ln(l 07) (i)

(a(c); —YX) (3) = ((})IZ)
9 €R A0,

To sa da prepisat’ do zloZkového tvaru nasledovne:

min 6
6,1

n
Zyrj/l] Zyro; r:1,2,...,S
j=1

n
Z xij/lj < Hxio , i = 1,2, e, m
j=1

420, j=12,..,n

Tento model sa nazyva obalkovy vstupne orientovany s konStantnymi vynosmi
z rozsahu, oznacovat’ ho preto budeme (CCR-I-OM). Pokial’ sa chceme v modeli pri
ohraniceniach zbavit’ nerovnosti a mat’ namiesto nich rovnosti, mézeme model doplnit’

0 d’alSie 2 volné premenné s* a §’, tzv. slacky, takto vznikne model (CCR-I-OM-S).
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min 6
0,A,5%,sY

n
zyrjlj -5, = Yro» r=12,..,s
j=1

n

X __ ;] —
inj)lj +s; = 0x;p, i=12,..,m
j=1

A=0,s*=0,,,5s" >0,

Rovnakym spdsobom vieme odvodit’ obalkovy model aj pre vystupne orientovany

model. Vysledny tvar v zloZkovom tvare bude vyzerat’ takto:

T

n
Zyrjlj = Yyro, r=12,..,s
j=1

n
Z xl]/lj < Xio = 1,2, e, M
j=1

2420, j=12,..,n

Tento model sa nazyva obalkovy vystupne orientovany s konsStantnymi vynosmi
z rozsahu, ozna¢ime ho (CCR-O-OM). Aj vtomto pripade uvedieme model so

slackami, teda (CCR-O-OM-S).

max
P,A,5%,sY l/l

n
Zyrjlj ~ 57 = Yyro, r=12,..,s
j=1

n

ZXUA] + Slx = Xio, i = 1,2, e, M

j=1
A=0,5*>0,,,sY =0,

Teraz nds bude zaujimat’ ako urcit' (pseudo)efektivitu a akym spdsobom odlisit’
efektivitu od pseudoefektivity pomocou uvedenych obalkovych modelov. Pri
multiplikativnych modeloch sme (pseudo)efektivitu ziskali ako hodnotu ucelovej
funkcie v optimalnom rieSeni prislusnej ulohy v pripade vstupnej efektivity a ako
prevraten hodnotu ucelovej funkcie v optimalnom rieSeni prislusnej ulohy v pripade

vystupnej efektivity. Ked'Zze obalkové modely su dudlnymi tlohami multiplikativnych,
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ktoré maju asponi jedno pripustné aj optimalne rieSenie, aj obalkové modely budu mat’
aspoii jedno pripustné aj optimalne rieSenie. NavysSe sa budu hodnoty ucelovych funkcii
Vv optimalnych rieSeniach rovnat. Teda z obalkovych modelov vieme rovnakym
sposobom zistit’ efektivitu prislusného DMU z hodnoty ucelovej funkcie v optimalnom
rieSeni danej tulohy. Potrebujeme eSte najst sposob ako odlisit efektivitu od
pseudoefektivity. Z teérie linearneho programovania vieme, ze ak mame dve ku
sebe dualne ulohy, premenné jedného modelu budii navzajom komplementarne
doplnkovym premennym z druhého modelu. Pre tieto navzijom komplementarne
premenné plati, Ze v optimalnom rieeni spiiaju podmienku komplementarity. Navyse
ostrokomplementarne rieSenie existuje vzdy. Tieto poznatky mozeme aplikovat’ na nas
pripad, kde su ku sebe navzajom dudlne obalkova a dualne tiloha. Dal§im faktom je, Ze
dvojice vektorov (u, v) a (s**, s¥*) su k sebe komplementarne. Preto plati, Ze pre kazdé
dvojice vektorov (u",v') a (s**, s¥*), ktoré st optiméalnymi rieSeniami prislusnych Gloh
su splnené podmienky komplementarity:

Vs’ =0, i=1..m (1.16)

vis?"=0, i=1..,s (1.17)

Na zaklade tychto poznatkov sformulujeme nasledujucu vetu, ktora hovori o tom, ako

rozliSit’ pseudoefektivitu od efektivity:

Veta 3 [2, 4. prednaska, str. 11]. Kladné optimélne riesenie (u",v') tlohy CCR modelu
v multiplikativnom tvare ((CCR-1-MM) alebo (CCR-O-MM)) existuje vtedy alen
vtedy, ked’ pre vietky optimalne rieSenia (s*,s'") prislusnej Glohy CCR modelu
v obalkovom tvare ((CCR-1-OM-S) alebo (CCR-O-OM-S)) plati: s*'=0, s'"=0, t.].

EI(u*,v*)opt.r.(MM): u>0v'>0s El(sx*,sy*)opt.r.(OM): s =0,sY"=0

Dokaz je uvedeny v [2, 4. prednéska, str. 11].
Pseudoefektivitu teda vieme identifikovat’ z obalkového modelu urcit’ tak, ze sa
pozrieme na vektory slackov a pokial’ st nulové, Géelova funkcia bude vyjadrovat

efektivitu, inak pseudoefektivitu.

1.3 Orientované modely BCC s variabilnymi vynosmi z rozsahu
V predchéadzajucej podkapitole sme si uviedli multiplikativne aj obalkové modely.

Vychadzali sme z pomeru vazeného suctu vstupov a vaZené¢ho suctu vystupov, ktory
predstavoval efektivitu. Kladli sme pri tom podmienku, ze efektivita ziadneho DMU pri

danych vahach nesmie byt vicsia ako 1. Z tejto myslienky vznikol multiplikativny
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model. Obalkovy model sme odvodili ako dudlnu ulohu k multiplikativnemu, ale blizsie
sme sa nim nezaoberali. Preto si teraz ukazeme akym sposobom sa dd odvodit’ obalkovy
model bez potreby dualizacie multiplikativneho.

Najprv sa ale vratme ku produkcnej funkcii a produkénej mnozine. Povedali sme si, ze
produkénd funkcia je konkévna arastica. Produkénd mnozina je mnozina bodov
vyjadrujucich vsetky mozné kombinacie vstupov a vystupov, ktoré su dosiahnutelné.
Zhora je ohrani¢ena produkénou funkciou a zdola nadrovinami predstavujiice nulové
polozky jednotlivych vystupov. Problém vsak je to, Ze produkcna funkciu (a teda ani
produkénit mnozinu) zvacsa nepozname, preto sa ju pokusame aproximovat. Na to si
potrebujeme sformulovat’ axiomy produkcénej mnoziny, na zdklade ktorych bude
vytvorena.

Prvou poziadavkou je to, ze sa v produkénej mnoZine budi nachadzat’ vsetky dvojice
vektorov (vstupov a vystupov), ktoré mame k dispozicii. Ked’ze sa tieto vystupy pri
danych vstupoch podarilo dosiahnut’, urcite sa musia nachadzat’ v produk¢nej mnozine.
Druhou poziadavkou je konkavnost’ produkénej funkcie, a teda konvexnost’ produkéne;j
mnoziny. Znamena to, ze ak viem vyrobit’ isty pocet vystupov pri jednych vstupoch
anejaky pocet vystupov pri druhych vstupoch, viem vyrobit' aj 'ubovol'nt linearnu
kombinaciu tychto vystupov pri prislusnych vstupoch. Tato poziadavka vychadza
z vlastnosti produkénej funkcie a mnoZiny.

Dal3ia poziadavka zahriiuje fakt, Ze ak vieme z uréitého mnozstva vyprodukovat’ nejaké
vystupy, vieme z neho vyprodukovat’ aj 'ubovol'né mensie mnozstvo vystupov. Takisto
vieme dosiahnut' danych vystupov vyuzitim vicSieho mnozstva vstupov ako sme
spotrebovali.

Poslednou poZiadavkou méze byt to, Ze ak dokaZem z istého mnoZstva vstupov vyrobit’
nejaké mnozstvo vystupov, viem z o-ndsobku tychto vstupov vyrobit' aj o-ndsobok
vystupov.

Tieto poziadavky teraz sformulujeme do axiom produkénej mnoziny, kde Z bude
mnoZzina bodov vyjadrujicich jednotlivi DMU, M bude mnoZina bodov produkénej
mnoziny, X je vektor vstupov ay je vektor vystupov, pricom dvojice vektorov (X,y)
uréuji mnozinu M:

[2, 5. prednaska, str. 7]

(Al)ZcMm

(A2) M je konvexna
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(A3) (x4, V4) EMAxg = x4 =>(x5,V4) EM atiez (x4,y1) EMAyg <y, =>
(xAryB) € M
(A4) (x,y) €M => (cx,cy) EM, Yc=0

Na zaklade tychto axiomy sformulujeme nasledovné definicie:

Definicia 1 [2, 5. prednaska, str. 8]. Najmensiu mnoZinu Mygs, ktora spiiia axiomy (A1),
(A2) a (A3), budeme nazyvat’ produkéntt mnozinu s variabilnymi vynosmi z rozsahu.
Definicia 2 [2, 5. prednaska, str. 8]. Najmensiu mnoZinu Mcgs spiiiajicu axiomy (Al),
(A2), (A3) a (A4) nazveme produkénou mnozinou s konstantnymi vynosmi z rozsahu.

Teraz postupne odvodime analytické vyjadrenie tychto mnozin. Podla axiomy
(A2) musime zarucit’ konvexnost’ produkénej mnoziny. To znamend, ze do produkcnej
mnoziny uréite patria vietky body (X,y) spiiiajice nasledovné vztahy, kde x; je vektor
vstupov i-teho DMU a y; je vystup i-teho DMU:

n

da=1 (L18)

i=1

A=

n
Z/lixi =X (1-20)
i=1

n
Z/liyi =y (1.21)
i=1

Vidime, Ze tym je splnend aj axidma (Al), pretoze ked’ sa vektor A rovna vektoru so

(=]
S

(1.19)

samymi nulami, pricom na i-tej pozicii je 1, prvé dve podmienky su splnené a z tretej
a stvrtej vyplyva x = x; ay = y;, a teda i-te DMU patri do produkénej mnoziny.

Teraz potrebujeme tito mnozinu rozsirit o body obsiahnuté v axiome (A3). To
znamena, ze lubovol'né zvySenie vstupov oproti nejakému bodu z produkcénej mnoziny
pri zachovani vystupov musi tiez patrit’ do produkénej mnoziny. Teda budu do mnoziny

patrit’ navyse body spliiajiice nasledovnii nerovnost’:

n
Z Aixi <x
i=1

Takisto musia do produkénej mnoziny patrit’ body s niz§imi vystupmi ako I'ubovolny

bod z produkénej mnoziny. Tieto body sa preto daju zapisat’ takto:
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n
Z Ayi =y
=1

Dostavame teda mnozinu s variabilnymi vynosmi z rozsahu urcent nasledovne:

n n n
My gs = {(x,y) € Rm“:Z)lixi < x,z/liyi > y,Z/ll- —1,1> on}
i=1 i=1 i=1

Teraz odvodime vyjadrenie mnoziny aj pre konstantné vynosy z rozsahu. Aj v tomto
pripade vychadzame z axiom ako v pri variabilnych vynosov z rozsahu, teda (Al), (A2)
a (A3), ku ktorym je navySe pridand axioma (A4). Mame teda rovnaku sustavu
obmedzeni (1.18) - (1.21) ako pri variabilnych vynosoch z rozsahu a musime do nich
zakomponovat’ aj poslednu axiomu (A4). To znamend, Ze do mnoziny musia patrit’ aj
vsetky body (x,y) € M => (cx,cy) € M, Vc = 0. Teda musia byt’ splnené nasledovné

nerovnosti:

Moézeme si v§imnut’, ze miesto vah A; teraz pouzivame vahy cA; € [0, ). Pre tie vSak
uz neplati podmienka, Ze ich sucet je rovny 1. Preto pre mnoZinu bodov pri
konStantnych vynosoch zrozsahu buda platit rovnaké obmedzenia ako v pripade
variabilnych vynosov, akurat bude chybat’ podmienka na sucet vah rovny 1. MnozZina

Mcgrs bude teda dana nasledovne:

n n
Mcgs = {(X,Y) € Rm“!ZAixi < x,Zli}’i =y, A= On}

i=1 i=1
MoéZeme si vSimnut' istd podobnost mnoZziny Mcgrs S obalkovymi (vstupnym aj
vystupnym) modelmi s konstantnymi vynosmi z rozsahu. Rozdiel v ohrani¢eniach uloh
linearneho programovania (CCR-I-OM) a (CCR-O-OM) od podmienok pre mnozinu
Mcrs je len v parametri 6, respektive . V ucelovej funkcii tychto lloh minimalizujeme,
respektive maximalizuje prave tento parameter. Ked sa pozrieme blizSie na model
(CCR-I-OM), zistime, Ze sa snazime najst najmensie také Cislo 6, ze kazdy vstup

nejakého bodu, ktory ma rovnaké alebo vicsie vystupy, z produkénej mnoziny bude

vve
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¢im je toto Cislo @ menSie, tym menej vstupov spotrebivame, atym efektivnejSie
vyrabame. Uloha (CCR-1-OM) je dualnou ulohou k tilohe (CCR-I-MM), pri ktorej sme
si ukézali, ze optimdalne rieSenie je z intervalu [0;1], preto aj optimélne rieSenie ulohy
(CCR-I-OM) bude z rovnaké, a teda aj z rovnakého intervalu. Geometricky sa da toto
¢islo interpretovat’ ako potrebné zniZenie vstupov aby bolo nase DMU efektivne. To
znamena, ze ak kazdy vstup prendsobim Cislom &, dany bod bude z produkénej mnoziny
azarovenn bude na hranici efektivnosti, respektive pseudoefektivnosti, pretoze uz
nevieme ngjst’ bod z produkénej mnoziny s niz§imi vstupmi.

V pripade vystupného modelu (CCR-O-OM) je situacia analogicka ako pri vstupne
orientovanom modeli (CCR-I-OM), akurat miesto hl'adania bodu z produkénej mnoziny
S ¢o najmensimi vstupmi sa snazime najst’ taky bod, ktory mé vystupy ¢o najvicsie pri
zachovani rovnakych vstupov. Hladdme teda maximalne i také, Ze sa prendsobenim
vSetkych vystupov daného DMU stidle budeme nachadzat v produkénej mnozine
(pricom vstupy zostanu zachované). Tu naopak plati, Ze ¢im mensie  je, tym vyrabame
efektivnejSie. Aj v tomto pripade plati, ze (CCR-O-OM) je duélna uloha ku (CCR-O-
MM), a teda budti mat’ rovnaké optimalne hodnoty ucelovej funkcie. Parameter i teda
vyjadruje kolko ndsobne musime mat’ vécSie vystupy aby sme sa dostali na hranicu
efektivnosti, pricom jeho prevratend hodnota urcuje efektivnost’ daného DMU.

Ukazali sme si ¢o vyjadruju ohrani¢enia uloh (CCR-1-OM) a (CCR-O-OM) ako
parametre @ a w v Ucelovej funkcia. Teraz na zdklade toho odvodime vstupne aj
vystupne orientovany obalkovy model s variabilnymi vynosmi z rozsahu. Ked sme
porovnavali analytické vyjadrenia produkénych mnoZin s konStantnymi a variabilnymi
vynosmi, lisili sa jedine v podmienke (1.18). Preto staci zmenit' ohranic¢enia ulohy tak,
aby bola mnozina pripustnych rieSeni zhodnd s mnozinou MVRS. To spravime
pridanim ohrani¢enia (1.18). Dostavame teda vstupne orientovany obalkovy model

S variabilnymi vynosmi z rozsahu, ktory budeme oznacovat’ (BCC-1-OM):

min 6
6,1

n
Zyrj/l] Zyro; r:1,2,...,S
j=1

n
inj/l,- <6xp, i=12,..,m
=
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n
Z}{i = 1
i=1

220, j=12,..,n

Takisto aj Vv pripade variabilnych vynosov zrozsahu moézeme pouzit model

S rovnost'ami namiesto nerovnosti so slackami, model (BCC-I-OM-S):

min 6
0,A,s%,sY

n
zyrjlf_sg:yro: r=12,..,s
j=1

n

zxij)lj +5i =0xp, i=12,..,m

j=1
n
/1i =1
i=1
X
A=0,,s*=>0,,sY =0,

Aj vo vystupne orientovanom modeli priddme ohranicenie (1.18) a zmenime tym model

s konstantnymi vynosmi z rozsahu na model s variabilnymi vynosmi z rozsahu. Tento
model oznac¢ime (BCC-I-OM).

bl
n
Z Yridi Z¥yro,  T=12,..,8
j=1
n
Z XijAj < Xio i=12,..,m
j=1

/1i:1

n
i=1

Pre uplnost’ uvedieme aj model so slackami, model oznaceny (BCC-1-OM-S).

max
PY,A,5%,sY 1’0

n
Zyrjlj - Sry = YYro, r=12,..,s
j=1
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n

x .
inj)lj +5; = X0, i=12,..,m

j=1
n
zai=1
i=1

A=0,s*=0,,,5s" =0,

Efektivita daného DMU bude vyjadrend rovnakym spoésobom ako v pripade
konStantnych vynosov z rozsahu, teda hodnota ucelovej funkcie v optimalnom rieSeni
v pripade vstupne orientovaného modelu a prevritend hodnota ucelovej funkcie
V optimalnom rieSeni v pripade vystupne orientovaného modelu. Takisto odliSenie

pseudoefektivity od efektivity bude rovnaké ako pri konstantnych vynosoch z rozsahu.

1.4 Aditivne modely

Pri odvodzovani aditivneho modelu s konStantnymi vynosmi z rozsahu

vychadzame z maximalizacnej ulohy

T
max— (1.22)
u,v UTXO
T
u .
<1, j=12..n (1.23)
v xi
u>05v>0, (1.24)

ktord sa snazime upravit tak, Ze dostaneme ulohu linedrneho programovania.
Predpokladame, ze plati (P1). Z podmienky v > 0,,, vyplyva, ze menovatel’ ohrani¢enia
. v o1, ® ; . A , sy T ,

(1.23) je pre kazdé j kladny => nerovnicu méZem prendsobit’ vyrazom v" x;. Dostdvame

uly, <vx, j=12,..,n (1.25)

uy; —v'x; <0,  j=12,..,n (1.26)

Tato Gprava ndm nijako nezmenila mnozinu pripustnych ani optimalnych rieSeni, preto

tato upravu moézeme nazvat ekvivalentni. Aby sme mohli dostat’” ulohu linearneho

programovania, nesmu v nej vystupovat’ ostré nerovnosti. Tento problém vyrieSime tak,
ze ohranicenie (1.24) nahradime nasledovnym ohrani¢enim:

uzlg,v=>1, (1.27)

kde 1s predstavuje vektor samych jednotiek dizky s. Dovod, pre¢o mézeme tieto

ohranicenia nasledovnym spdsobom vymenit je ten, ze ak mame nejaké pripustné
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rieSenie, existuje konStanta, ktorou ked prenasobenim vektory uaj v, bude splnena
podmienka (1.27). NavySe je splnena podmienka (1.26) pre povodné vektory uaj v
prave vtedy, ked je splnena pre vektory prenasobené spominanou konStantou.
V ucelovej funkecii sa tato konstanta vykrati, nakol’ko sa jeden vektor nachadza v Citateli
a druhy v menovateli, a teda hodnota ucelovej funkcie bude nezmenend. Preto sa aj
vV tomto pripade jedna o ekvivalentni Upravu. Posledné uprava, ktora je potrebna aby
sme dostali ulohu linedrneho programovania, sa tyka odstrdnenia zlomku v ucelove;j
funkcii. Na rozdiel od CCR modelu, v tomto modeli nemézeme pouzit' podmienku
(1.8), pripadne (1.13), pretoze by sa nam mohlo stat, ze nebudeme mat’ ziadne pripustné
rieSenie. A ak aj nejaké pripustné rieSenie existovat bude, zmen$i sa tym mnoZzina
pripustnych rieSeni, ¢o modze ovplyvnit mnoZzinu optimalnych rieSeni, ateda aj
efektivitu/neefektivitu niektorych DMU. RieSenim mdze byt nahradenie povodného
zlomku vyrazom
uly, —vTx,
teda podobnym spdsobom ako pri ohraniéeni (1.5). Problém je, Ze nie vzdy sa hodnota
povodnej ucelovej funkcie rovna 1 (teda, ze DMU je efektivne) aby mohla byt tato
uprava ekvivalentna. Dobrou vlastnost'ou tejto upravy vSak je, ze DMU je efektivne
prave vtedy, ked’ hodnota povodnej ucelovej funkcie je 1 a to nastava prave vtedy, ked’
hodnota upravenej ucelovej funkcie je 0. Preto, ak nam staci vediet’ len, ¢i dané DMU je
alebo nie je efektivne, tento model sa zda byt vhodny. Nevyhodou vsak je to, Ze nam
Vv pripade neefektivity vyhodi len akysi rozdiel, ktory nam ni¢ nehovori o tom, ako
vel'mi je DMU neefektivne. Nie je vobec vyluc¢ené, ze DMU s vi¢Sou hodnotou
upravenej ucelovej funkcie moze byt efektivnejsi, teda hodnotu pdvodnej ucelovej
funkcie.
Vysledny tvar multiplikativneho aditivneho modelu s konstantnymi vynosmi, ktory
budeme oznacovat (AD-MM-CRS) je takyto:
maxuly, —vTx,
u
u'y, —v'x; <0, j=12,..,n
u=1,,v=>1,

Obalkovy model, ktory pomenujeme (AD-OM-CRS), ziskame ako dualnu tulohu
k multiplikativnemu modelu (AD-MM-CRYS):

: T ~x T
min —(1;,s* + 1.sY
Jmin, (1m sS7)
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n

in/’li + 5% =x,

i=1

n
yiti—s¥ =yo
=1

A,5%sY >0
Odvodenie modelu s variabilnymi vynosmi zrozsahu vychadza z obalkového
aditivneho modelu s konstantnymi vynosmi. LiSi sa od neho, podobne ako obalkovy
CCR model (s konstantnymi vynosmi zrozsahu) od obalkového BCC modelu (s
variabilnymi vynosmi z rozsahu), pridanim podmienky (1.18). Obalkovy aditivny
model s variabilnymi vynosmi z rozsahu (AD-OM-VRS) sa bude dat’ teda zapisat

nasledovne:

: T ~x T
min —(1;,s* + 1.sY
o, (1m sSY)

n

inll- + 5% = x,

i=1

n
yiti—s¥ =yo
=1

/1i=1

n
i=1
A,5%sY >0
Obalkovy model je dualna uloha k multiplikativnej tlohe. Lahko si teda vieme previest

ulohu (AD-OM-VRS) na multiplikativny aditivny model s variabilnymi vynosmi
z rozsahu (AD-MM-VRS):

max uly, — vTx, — vp (1.28)
w,v,v9
uly; —v'x; — vy <0, j=12,..,n (1.29)
T
u .
Ty] <1 j=12 .1 (1.30)
v x]'

Co sa tyka nedostatku so zle interpretovatelnou hodnotou uéelovej funkcie, dé riesit

tak, ze namiesto jednotkovych vektorov v ucelovej funkcii pouzijeme vektory w* >
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0, wY > 0 zohl'adiiujuce data daného vstupu, respektive vystupu. Je nickol’ko moznosti

ako mozeme tieto vektory definovat’:

1
Wi = ———, i=1,..,m
(m + s)R;

y 1
w: = —y,
I (m+3s)R ;
kde:
[2, 8. prednaska, str. 6]

a) Rlx = maXy X, R]y = maxy xjk

b) RF =1¥kxu, R =21Tkx

C) Rlx = maXy Xjx — mink Xik » R]y = maxy xjk - mink xjk

d) R/ je rovné $tandardnej odchylke i-teho vstupu a Rjy Standardnej odchylke j-
teho vystupu

My sa priklonime k poslednej moznosti, teda tej, kde sa na vypocet pouziva Standardna
odchylka dat daného vstupu, respektive vystupu. Tento model ozna¢ime (AD-W-CRS)
Vv pripade konstantnych vynosov zrozsahu, (AD-W-VRS), ak pouzivame variabilné
vynosy z rozsahu.

Dalej v texte budeme odkazovat' na klasicky aditivny model, pretoze vietky operacie,

ktoré budeme robit’ budi rovnaké a rozdiel bude len v ucelovej funkcii.

1.5 Ulohy bez vstupov alebo vystupov
V tejto podkapitole si ukazeme ako pouZzivat' odvodené modely v pripade, Ze vo

vstupnych datach mame bud’ iba samé vstupy a Ziadne vystupy alebo ziadne vstupy
aiba vystupy. Najprv si tento problém ukazeme na priklade anésledne ho
zovseobecnime.

Prikladom na tlohu so vstupmi bez vystupov mdze byt Gloha na hl'adanie efektivity
jednotlivych miest v oblasti verejného osvetlenia. Predpokladajme sedem rovnako
velkych miest, ktoré sa snazia pokryt’ osvetlenim celé svoje mesto. Ako vstupy bude
pocet lamp poulicného osvetlenia a pocet opravarov, ktori sa staraji o poruchy

osvetlenia. Data st uvedené v Tab. 1.6.

A B C D E F G
Pocet lamp 80 120 90 60 100 100 80
Pocet opravarov 5 3 4 7 6 3 10

Tab. 1.6 Data k prikladu na ulohu bez vystupov
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Ak by sme sa rozhodli pouzit’ vstupne orientovany obalkovy model s konStantnymi

vynosmi z rozsahu, budeme riesit’ nasledovnu ulohu, kde nebudi vystupovat Ziadne

vystupy:
Hgljlln 0 (1.32)
n
Z XU/‘{] < Hxl-o, = 1,2, v, m (133)
j=1
A =0, j=12,..,n (1.34)

Vieme, Ze hodnoty x;; st nezdporn¢ a mame podmienku na kladnost’ véh A;. Preto l'ava
strana ohranicenia (1.33) bude vzdy véicsia alebo rovna 0, a teda aj premenna 6 bude
nezaporna. Zvolenim vah Aj =0,j = 1,2, ...,n dostavame ohranicenie

0 < 0x,p, i=12,..,m
kde x;, je kladné. Preto ak hl'adame 6 ¢o najmensie nezaporné, bude vzdy dosahovat

hodnotu 0. To by znamenalo, Ze ziadne DMU neméze byt efektivne. Dalsou moznost'ou

je pouzit’ miesto konstantnych variabilné vynosy z rozsahu. Dostaneme takuto ulohu:

min 6
6,4
n
ZXUAJ < Hxio, i= 1,2, e, m
j=1

=1

-

Tato tloha je vSak ekvivalentna s tilohou s konStantnymi vynosmi z rozsahu, kde boli
pouzité vystupy pre kazdé DMU rovné 1. Téato uloha sa uz bude spravat’ ako bezna
uloha so vstupmi a vystupmi, ktorou sme sa zaoberali V kapitole 1.2. Interpretacia
jednotkovych vystupov moéze byt takd, Ze pouzité vstupy vykonali 1 celu ulohu, na
ktora boli urcené, v naSom priklade lampy osvetlili 1 celé mesto.

Pre pripad so samymi vystupmi bez akychkol'vek vstupov je situacia podobna.
Vystupne orientovany obalkovy model s konStantnymi vynosmi zrozsahu bez

ohraniceni, kde vystupuju vstupy je aj v tomto pripade nepouzitel'ny:

%§¢ (1.35)
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n
Zyrj/’lj > Yyro, r=12,..,s (1.36)
j=1

>0, j=12..,n (1.37)

KedZe parametre y,; st nezaporné (ale plati Vr = 1,2,...,s3j = 1,2,..,n:y,; > 0)
avahy 4; st zhora neohranicené, 'avd strana obmedzenia tilohy (1.36) je neohranicena,

ateda aj premennd 1 je neohranicend pre kazdé DMU. Aj v tomto pripade zamenime

konStantné vynosy z rozsahu za variabilné:

Y

n
Zyrjlj = Yyro, r=12,..,s
j=1

n
j=1
Mozeme si vSimnut’, Ze aj v tejto situacii je tloha zhodna s lohou s konStantnymi
vynosmi z rozsahu, do ktorej sme pridali kazdému DMU jeden vstup rovny 1.
Poznamka 1: Ak by sme kazdému DMU pridali do ulohy so samymi vstupmi
a variabilnymi vynosmi z rozsahu jeden vystup hodnoty 1 alebo do tlohy so samymi
vystupmi a variabilnymi vynosmi z rozsahu jeden vstup hodnoty 1, uloha by mala
navySe ohraniCenie (1.18), ktoré sa vSak uz v ulohe nachadza, preto by uloha zostala
rovnaka.

Ak by sme sa rozhodli v priklade uvedenom na zaciatku tejto podkapitoly pouzit’
aditivny obalkovy model s konStantnymi vynosmi z rozsahu, z ktorého vyradime vSetky

Cleny, ktoré obsahuju vystupy, uloha bude vyzerat’ nasledovne:

i 1T ox — T .x
r/{lSI;I;I 1n,s T?a?( 1S
n
Z xidi +s* =xp
i=1
A,s*=>0

Aj v tomto pripade su vektory X; nezdporné a nenulové a vektor vah A ako aj vektor

slackov s* st nezaporné. Preto ak za vektor A dosadime nulovy vektor, vektor Y1t ; x;4;

v
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s* = xo, bude dosahovat maximalnu moznu hodnotu v kazdej zlozke (aby bola
zachovana nezdpornost’ parametrov). Hodnota ucelovej funkcie v optimalnom rieSeni

teda vzdy bude rovna

m

—1an0 = —ino <0

i=1
Preto ani vtomto pripade nebude nikdy ani jedno DMU efektivne. Aj v pripade
aditivneho modelu vysktSame prejst z konstantnych vynosov na variabilné vynosy
z rozsahu pridanim podmienky (1.18) aby nemohla nastat’ situacia, Ze vektor vah bude

nulovy. Uloha bude vyzerat takto:

ta 1T ox — __ T «x
r{lsl)rcl 18" = r)rtlgg( 1,8

n

Z xidi + 8% = xp

=1 (1.38)
n

/1i =1

i=1
A,s*=>0

Tato uloha vSak uz nie je ekvivalentna s ulohou, ked do dat pridame kazdému DMU

jeden vystup rovny 1. Vtedy vyzera uloha takto:

s 1T ox y
Ar'?xl’rsly (1ips* +s7)

n

inli +Sx = Xo

i=1

n

Z l'—Sy:].

=1
A,5%sY >0

Teraz si ukazeme jednoduchy priklad, kde budu tieto ulohy vykazovat' inti hodnotu
ucelovej funkcie v optimalnom rieseni:
Budeme mat’ 2 DMU s jedinym vstupom, DMU1 ho bude mat’ rovny 0,5 a druhy 0,3.
Jediné pripustné, ateda aj optimdlne rieSenie prvej z dvojice Uloh, kde skimame
efektivitu DMUL, bude -0,2. V druhej ulohe je uz viac pripustnych rieseni. Jednym
z nich (je to optimélne rieenie) je, ak A = 2. Potom s¥ = 2a s* = 0. Hodnota ti¢elove;

funkcie je vtedy rovna s* + s¥ = —2 < —0,2. Preto sa musime rozhodnut’, ktora z uloh
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je vhodnej$ia na pocitanie efektivity pomocou aditivneho modelu pri samych vstupoch.
Ked’ze v tlohe nemame ziadne vystupy, bude rozumnejsie ich do dat nasilu nepridavat,
nakol’ko to ovplyvni vysledné hodnoty. Navyse by bol problém, ak by sme chceli pozit’
upraveny model (AD-W-CRS), pretoze disperzia vystupov by bola 0 ado ulohy
dosadzujeme jej prevratenti hodnotu. Preto sposob ako si poradit’ so situaciou bez
vystupov je ten, ze pouzijeme tlohu (1.38).

Ak sa v ulohe nenachadzaju ziadne vstupy, ale len vystupy a rozhodli sme sa pre

aditivny model, pouzitim kons$tantnych vynosov z rozsahu dostaneme taktto tlohu:

min —1%sY
A,s%,sY

n
yili—s¥ =yo
i=1

l

A,58%sY >0
KedZze zlozky vektora A mézem zvolit' I'ubovolne velké, budu tym rast' aj zlozky
vektora ¥ , y;A;, ateda aj vektora s¥ az do nekone¢na. Uloha je neohrani¢ena zdola.

Budeme teda postupovat rovnako ako v pripade samych vstupov bez vystupov

a zmenime konStantné vynosy zrozsahu na variabilné pridanim ohranienia vyrazu
(1.18). Uloha bude nasledovna:

min —1%sY
A,s%,sY

n
yidi =¥ = o
=1

(1.39)
n
Ai =1
i=1
A,58%sY >0
Ani vtomto pripade sa tato tloha nezhoduje stlohou, ked” namiesto zmeny na

variabilné vynosy z rozsahu pridame kazdému DMU jeden vstup velkosti 1. V takom

pripade by Uloha vyzerala takto:

: _ (X Ty
Aglx,?y (s*+15sY)

n
Z/‘{i+5x =1
i=1
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n
Z}’i/h’ —s¥ =y
i=1

A,5%sY >0
Tak ako pri samych vstupoch, aj pri samych vystupoch uprednostnime Upravu

konStantnych vynosov z rozsahu na variabilné z tych istych dovodov.

1.6 Invariantnost’
Invariantnost’ je vlastnost’, ktora vyjadruje, ¢i urcitd transformdcia vstupnych dat

zmeni vysledok skimania alebo nie. V pripade DEA modelov méze byt pod pojmom
transformécia mysleny napriklad posun alebo zmena jednotiek. Nas bude v tejto praci
zaujimat’ invariantnost’ vo¢i posunu. ESte si vS8ak musime ujasnit, ¢o znamend, Ze sa
nezmeni vysledok. Jedna moznost je, ze efektivita DMU bude zachovana, teda Ze
neefektivne DMU zostane neefektivne a efektivne DMU zostane efektivne. SilnejSou
poziadavkou méze byt zachovanie t¢elovej funkcie prislusného modelu. My pouzijeme
na invariantnost’ nasledovnu definiciu.

Definicia: Model je invariantny vzhladom na posun, ak sa zvySenim, respektive
znizenim, vSetkych alebo len niektorych vstupov alebo vystupov zachova hodnota
ucelovej funkcie modelu v optiméalnom rieSeni.

Dévod preco sa tato vlastnost’ vyuziva si ukdzeme na priklade, ktory sme pouzili v 1.
kapitole pri efektivite s jednym vstupom a jednym vystupom pri konstantnych vynosoch
z rozsahu. Efektivitu sme vypocitali pre kazda predajnu, ale zistili sme, Ze sme do
udajov nezapocitali 10 chlebov v kazdej pekarni, ktoré su uréené pre zamestnancov.

Data k prikladu sti uvedené v Tab. 1.7.

DMU A B C D E F G H
Pocet predavaciek 2 3 5 4 7 1 3 2
Pocet chlebov 38 46 60 54 52 23 58 36

Chleby/predavacky | 19 15,33 12 135 | 7,43 23 | 19,33 18

Efektivita E 0,826 | 0,667 | 0,522 | 0,587 | 0,323 1 0,841 | 0,783

Tab. 1.7 Data k prikladu na ilustraciu invariantnosti
Z Tab. 1.7 si mézeme vSimnut, Zze sa zmenili niclen vypocitané efektivity (¢o su
hodnoty ucelovej funkcie v optimalnom rieSeni, respektive jej prevratend hodnota vo
vystupne orientovanom modeli), ale aj efektivnost DMU F, ktoré sa stala efektivne

a DMU G, ktor¢ je teraz neefektivne. Preto sa v tomto pripade jednd o neinvariantnost’.
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Teraz si ukdzeme ktory z doteraz odvodenych modelov invariantny voc¢i posunu
je aktory nie. Ked'ze obalkové modely su dualne ku multiplikativnym, hodnota ich
ucelovych funkcii bude rovnaka, ateda invariantnost’ plati rovnako pre oba modely.
Preto nam staci zistovat’ invariantnost’ iba pre obalkovy model. Pre posun vstupov
budeme pouZzivat’ oznacenie Ax a pre posun vystupov Ay.

(CCR-I-OM)
Po aplikovani posunu na tento model dostdvame nasledovnu tlohu:

min 6
6,1

n n
erAJ'FAyZA] 2yr0+Ay, r=12,..,s
=1 =1

n n
injlj + AxZ/lj < Ox;p + 0Ax, i=12,...,m
j=1 j=1
A =0, j=12,..,n
Aby bola tito uloha ekvivalentna s Glohou (CCR-I-OM), muselo by platit }.7_; 4; = 1a
zaroven 2}1:1/11 = 6. Dokonca aj ked’ 8 = 1, nem6Zeme vSeobecne povedat’, Ze plati
’]Ll/lj = 1. Preto nemdézeme vstupne orientovany model s konStantnymi vynosmi

vyhlésit’ za invariantny vo¢i posunu.

(CCR-O-OM)
Posunom v tomto modeli dostaneme nasledovnu ulohu:
Y

n n
zyrjlj+Ayzlj = Yyro + Yy, r=1,2,..,s
j=1 j=1

n

n
in,-/lj +szﬂj SXo+Ax, i=12,..,m
j=1

j=1
Aj = 0, ] = 1,2, W, n
Aby bola tato uloha ekvivalentna s tlohou (CCR-O-OM), aj v tomto pripade by muselo
platit’ ¥7_; A; = 1 a zarovei }.7_; 4; = 1. Ani v tomto modeli to nemame zarucené, Ze
to plati, preto ani vystupne orientovany model s konStantnymi vynosmi z rozsahu nie je

invariantny na posun.
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(BCC-1-OM)

min 0 (1.40)
n n
Zyrjllj + Ayz Aj = yro + Ay, r=12,..,s (1.41)
j=1 j=1
n n
z Xy + sz/lj <Oxp+00x, i=12,..,m (142)
j=1 j=1
n
ZA" -1 (1.43)
i=1
420, j=12,..,n (1.44)

Tato tGloha bude ekvivalentna s pdvodnou ulohou (BCC-1-OM) vtedy, ak bude platit’

“1A; = lazaroven ).y A; = 6. Vidime, Ze prva podmienka plati vzdy, pretoze sa
rovnaky vyraz nachddza medzi ohrani¢eniami ulohy. Tuto podmienku sme dostali
Z ohrani¢enia (1.41), vktorom sme postavali vystupy. Druha podmienka na
invariantnost’” vSak splnend vSeobecne byt nemodze. Téato podmienka sa tykala
ohranicenia (1.42), kde boli posuvané vstupy. Z toho nam teda vyplyva, ze ak postivame
iba vystupy, model bude invariantny. Ak vSak posuvame aj vstupy, invariantnost

z modelu zmizne, a teda v kone¢nom dosledku model nie je invariantny na posun.
(BCC-0O-OM)

max (1.45)
n n
z yrjdj + Ayz A = Yyro + YAy, r=12,..,8 (1.46)
j=1 j=1
n n
zxijlj + sz A < x;0 + Ax, i=12,...,m (1.47)
Jj=1 j=1
n
=1 (1.48)
i=1
A =0, j=12,..,n (1.49)

V tomto pripade dostavame na ckvivalentnost’ s ilohou (BCC-O-OM) podmienky

i =1aXk,A; = 6. Podobne ako pri vstupnom modeli, aj tu je prva podmienka
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splnena vzdy, nakol'ko je zhodnd s jednym z ohranic¢eni ulohy a druhd je splnend len
v Specifickych pripadoch. Prva podmienka sa vSak vztahuje na ohranicenie (1.47),
vV ktorom sme posuvali vstupy, a teda je tlloha invariantnd na posun vstupov. VSeobecne
uloha (BCC-0O-OM) invariantna nie je, lebo v ohrani¢eni (1.46) S posunom vystupov

podmienka na ekvivalenciu uloh nie je splnena.

(AD-OM-CRS):
Argljglgly —(1Ls* + 1IsY)

n n
inli +AxZ/1j +s*¥ =xy + Ax
i=1 j=1

n n
Zyl-li +AyZAj —sY =y, + Ay
i=1 j=1

A,5%sY >0

Pri aditivnom modeli s konStantnymi vynosmi z rozsahu je uvedena uloha s posunmi
ekvivalentna s pdvodnou ulohou (AD-MM-CRS) vtedy, ked’ je splnend podmienka
* 1 4; = 1. Jedna sa vSak o konStantné vynosy z rozsahu, preto tento vzt'ah plati len vo

Specifickom pripade. Preto ani tento model nie je invariantny vo¢i posunu.

(AD-OM-VRS):
lIISlxlI;ly —(1Ts* + 1IsY)
n n
inli +AxZAj + 5% = x + Ax
i=1 j=1
n n
Zyl-li +AyZAj —sY =yo+ Ay
i=1 j=1
n
A =1
i=1
A1,5%sY >0

Tato uloha je rovnaka s predchadzajicou, teda s ulohou (AD-OM-CRS) s posunom,
akurat je v tejto tlohe navyS$e ohraniéenie Y}j-; A; = 1. Tym padom st splnené aj vSetky
podmienky na ekvivalenciu tejto tilohy s povodnou tlohou (AD-OM-VRS) bez posunu.
To znamend, ze pre kazd¢é DMU vyjde rovnaké efektivita pred posunom ako po posune

ato znamena, Ze sa jednd o invariantny model. Ked’Ze mozZeme robit’ I'ubovolné
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posuny, kde znizujeme vstupy, pripadne vystupy, modelu nebude vadit’ ani ked sa
dostaneme do zapornych cisel. Hoci sme na zaliatku predpokladali len nezaporné
hodnoty vstupov a vystupov, su situacie, ked’ potrebujeme pracovat’ aj so zapornymi

hodnotami a vtedy je pripustné pouzit’ model (AD-OM-VRS).
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2 Kiritéria akcii
V celej kapitole vychadzame z [4].

V predchadzajtcich kapitolach sme sa oboznamili s DEA modelmi. Tie vyuZzijeme
na ndjdenie efektivity jednotlivych akcii. Samotna akcia ni¢ nevyrdba, preto pod
pojmami vstupy a vystupy budeme musiet’ rozumiet’ nieco iné. Kazda akcia je vydana
nejakou firmou, pricom o kazdej z nich si vieme najst’ r6zne udaje ako sa im darilo
v predchadzajucich obdobiach. Existuje vela faktorov, ktoré sa daju skamat. My
budeme pracovat’ s niekol’kymi z nich, pricom si ich rozdelime do 2 skupin. Jedna
skupina bude obsahovat’ kritéria, ktoré nam vedia priblizit' doveryhodnost’ danej firmy
adruhd bude obsahovat kritéria udavajuce vynosnost’ investicie do danej firmy
v predchadzajucich rokoch. Investor sa snazi na svojich investicidch ¢o najviac zarobit,
ale takisto by sa mal pozerat’ aj na spolahlivost danej firmy, aby minimalizoval
pravdepodobnost’, ze firmu, do ktorej investoval svoje uspory, zasiahne pad alebo
dokonca bankrot. Preto ma zmysel sa pozerat niclen na kritéria, ktoré hovoria
0 vynosnosti investicie, ale aj tie, ktoré hovoria o doveryhodnosti.

Co sa tyka hodnot, ktoré jednotlivé faktory zobrazujii, vieme faktory rozdelit do 3
skupin. Jedny su také, ktoré ¢im st vécSie, tym je pre investora vyhodnejSie do nich
investovat’. Druhd skupina tvori tie, ktoré su pre investora pritazlivejSie s o najnizSou
hodnotou. Poslednti skupinu tvoria tie faktory, ktoré st pre budiceho investora
nezaujimave, ateda je indiferentny, ¢i dany faktor ma vysokl alebo nizku hodnotu.
Pripomenme, Ze v DEA modeloch sme sa snazili mat’ vstupy ¢o najmensie a vystupy,
naopak, ¢o najvicsie. Preto by sme za vstupy mohli povazovat tie faktory, ktoré ¢im st
nizsie, tym su pre nds ako investora lepsie a za vystupy tie, ktoré s pre investora lepsie,
ked st ¢o najvacSie. Tie faktory, ktoré st pre nas nepodstatné, do uloh vkladat’
nebudeme, pretoze neovplyviiuji nase rozhodnutie, ¢i investovat’ alebo nie do danej
akcie.

Najprv uvedieme tie kritéria, ktoré ukazuju déveryhodnost’ danej firmy.

Debt to equity — oznaCované ako D/E vyjadruje pomer dlhu ku vlastnému kapitalu.
Toto ¢&islo ukazuje akym spdsobom je firma financovana. Cim je toto &islo vacsie, tym
je vacsi dlh v porovnani s vlastnym kapitalom, a tym je pre akcionara vécsie riziko, ze

pride o svoje peniaze. Preto bude Debt to equity vstupom.
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Debt to assets — je to pomer dlhu k aktivam firmy. Tento udaj vyjadruje kol’ko aktiv je
financovanych dlhom. Vacsie Debt to assets znamena, ze vécsia ¢ast’ zdrojov financii na
aktiva tvori dlh a tym je riziko nesolventnosti firmy vécSie. Jedna sa preto tiez o vstup.
Quick ratio — je to indikator kratkodobej likvidity. Je definovany ako pomer rozdiclu
aktiv od zasob a pasiv, o je ekvivalentné suctu hotovosti, obchodovatel'nych cennych
papierov apohladavok predeleny aktudlnymi pasivami. Tento pomer udava
zivotaschopnost’ firmy, avsak nedava Uplny obraz o zdravi podniku. Spolo¢nost’, ktora
ma Quick ratio mensie ako 1 nemoze splatit’ svoje kratkodobé zavazky. Akcionar preto
bude preferovat’ firmu s va¢s$im Quick ratio, a teda ho zaradime medzi vystupy.

Return of equity (ROE) — po slovensky navratnost’ kapitalu, a teda udava ziskovost’
firmy vzhladom na vlastné imanie. Definicia ROE je teda podiel zisku ku vlastnému
kapitalu. Vysoké ROE znaci vysoku ziskovost’, ale t& moZe byt spdsobend zvySenym
rizikom, ktoré tento indikator nijako nezachytdva. Ked’ze samotny faktor hovori len
0 ziskovosti ariziko je len moznou pri¢inou zvySenej ziskovosti, budeme ROE
povazovat’ za vystup. Riziko zohladnime v inych faktoroch, ktoré sa nim priamo
zaoberaju.

Operating Margin (prevadzkova marza) — je to miera, ktora vyjadruje cenovu stratégiu
firmy. Je definovana ako podiel prevadzkového zisku a Cistych trzieb. Vyjadruje podiel
prijmov po odpocitani variabilnych nékladov, napriklad mzdy alebo suroviny. Musi byt
takd, aby bola firma schopna zaplatit’ aj fixné nédklady, t.j. ndjom za priestory, Uroky
z dlhu a podobne. Toto ¢islo vie poskytnat’ investorom informaciu kol’ko firma vyraba
na kazdé euro zpredaja. Cim je prevadzkova marza vysSia, tym je pre investora
moznost’ vacsich ziskov, preto ju zaradime medzi vystupy.

Debt to cash flow — je to prevratena hodnota faktoru Cash flow to debt, ktora
porovnava vztah cash flow adlhu spolo¢nosti, ktory je suctom kratkodobych
udava schopnost’ spolo¢nosti pokryt’ svoj dlh. Cim je Debt to cashflow mensie, tym je
niZsie riziko spojené s neuhradenim svojich zaviazkov. Pre budiceho akcionara je teda
menej rizikové investovat’ do firmy s nizkym faktorom Debt to cash flow, preto ho
budeme radit’ medzi vstupy.

Operating Expenses to revenue — pomer prevadzkovych nakladov k trzbam. Udava
ako vela nakladov firma potrebuje pre dosiahnutie uréitej urovne trzieb. Cim je tento
faktor niz8i, tym menej prostriedkov na prevadzku musi firma vynaloZzit’ v porovnani s

trzbami. Investori by chceli mat’ ¢o najvacsi zisk z Co najmensieho poctu investovanych
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peiiazi, a teda je pre nich ldkavejSia nizka hodnota Operating Expenses to revenue. Bude
sa teda jednat’ o vstup.

Receivable days — je to priemerna doba, za ktort firma dostane zaplatené za tovar,
ktory bol predany. Ak je pocet dni vacsi ako 40 — 50 dni, znamena to problémy so
splacanim distribatora tovaru, pripadne predajcu tovaru. Vzorec na vypocet Receivable
days je definovany ako podiel pohladavok a trzieb vynasobeny 365 (poctom dni v
roku). Akcionar sa snazi vyhybat’ problémom a navyse plati, Ze ¢im skor dostane firma
vyplatené peniaze, tym skor mdze uskutocnit’ d’alSiu investiciu, ktord moze priniest
investorovi d’alsi zisk. Receivable days teda zaradime medzi vstupy.

Earnings per share — ¢ast’ zisku firmy, ktort dostane vyplatent kazdy vlastnik akcie.
Je definovany ako rozdiel ¢istého zisku a dividend z prioritnych akcii predeleny
priemernym poctom akcii v obehu. Pri vypocte je lepSie pouzit’ vazeny priemer poctu
akcii v obehu v priebehu fakturatného obdobia, pretoze sa pocet akcii v obehu modze
menit. Kazdy chce zarobit’ ¢o najviac, a preto uprednostiuje akcie s vy$§im Earnings
per share, bude to teda vystup.

Cash flow from operations (opera¢né cash flow) — je to mnozZstvo penazi generované
obchodnymi operaciami. Tento udaj je dblezity, pretoze udava, ¢i je spolocnost’ schopna
generovat’ dostato¢ne kladny cash flow na udrzanie rastu. Cash flow from operations
vypocitame ako rozdiel trZieb a ndkladov. VysSia hodnota znamena lepSiu schopnost’
rastu, tym padom ho zaradime medzi vystupy.

Revenue — po slovensky trzby, je to mnoZstvo penazi, ktoré firma utfzi za urcité
obdobie. Pre ziskanie Cistého zisku treba od trzieb odpocitat’ naklady. Trzby vieme
vypocitat’ s¢itanim vSetkych cien tovarov, pripadne sluZieb, ktoré si zdkaznici kupili. Aj
v tomto pripade je lepSia vécsia hodnota faktoru, bude to teda opét’ vystup.

Free cash flow — je to miera finan¢nej vykonnosti firmy, ktord je dana rozdielom
operacnych cash flow a kapitdlovymi vydavkami. Toto ¢islo predstavuje peniaze, ktoré
je spolo¢nost’ schopna generovat, priCom sa do toho nerataji peniaze potrebné na
udrzanie alebo rozSirenie kapitdlu. Je to dolezity faktor, pretoze umoZziuje firme
zvySovat zisk akciondrov. Free cash flow sa vypocita ako EBIT (zisk pred zurocenim a
zdanenim) + odpisy a amortizdcia — zmena ¢istého pracovného kapitdlu — kapitalové
vydavky. Zaporny Free cash flow nie je nutne zly, pretoze moze znamenat, ze
spolo¢nost’ robi vel'ké investicie. VSeobecne je vSak lepSia ¢o najvdcsia hodnota Free

cash flow, a teda aj tento faktor zaradime medzi vystupy.
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Extraordinary Items / Operational Income — je to pomer mimoriadnych poloziek ku
prevadzkovym vynosom. Pod pojmom mimoriadne polozky sa chapu rdézne neobvyklé
polozky, vicSinou byvaju uvadzané v stvahach v poznamke k ultovnej zavierke.
Hodnota prevadzkovych vynosov je vyska zisku po od¢itani opera¢nych nakladov. Teda
¢im v&csi je pomer Extraordinary Items / Operational Income, tym firma dosiahla vécsie
mimoriadne zisky (respektive mimoriadne vydavky pri zapornom Ccisle) v pomere ku
celkovym prijmom. Je teda predpoklad, Ze aj v buducnosti by sme mohli ocakavat
takéto mimoriadne zisky, ateda uprednostiiujeme vacsiu hodnotu tohto faktora.
Zaradime to teda medzi vystupy.

(Capital Expenditure + Research and Development)/ Depreciation&Amortization:

- Capital Expenditure (kapitdlové vydavky) — su to prostriedky pouzivané na
ziskanie alebo vylepSenie fyzickych aktiv ako napriklad nehnutelnosti,
priemyselnych objektov alebo zariadenia. Tymto typom vydavkov sa firma snazi
udrzat, pripadne zvysit' rozsah svojich operécii. Prikladom moze byt nova
tovareil alebo modernizacia vyrobnych liniek.

- Research and Development — su to naklady vynalozené na vyskum a vyvoj.
Firmy st nutené konkurenciou do vyvoja stidle novych produktov, preto je
potrebné vynalozit’ prostriedky aj do vyskumu.

- Depreciation&Amortization (odpisy & amortizacia) — su to naklady spojené
s opotrebovanim  kapitalu v dosledku starnutia. V G¢tovnictve sa takéto
opotrebovane prejavuje tym, Ze hodnota uctovaného majetku sa rozpocita na
vopred dany pocet rokov, teda do nakladov sa v roku nakupu zapocita len urcita

Cast’ z ndkupnej ceny.

Celkovo dava tento faktor do pomeru néklady na udrZanie, respektive rozvoj firmy
anaklady za opotrebovavanie kapitalu. Vel'ké Cislo tohto pomeru znamend, Ze firma
investuje do novych prilezitosti na rozvoj a malé naopak, ze firma vel'mi neinvestuje do
inovacii a vyuziva povodnu technoldgiu. Investicia do novych technoldgii zvicsa
znamena efektivnejSiu vyrobu sucasného produktu alebo rozsirovanie portfolia, naopak,
ziadne investicie do novych technologii indikuje, ze firma nijako nenapreduje, a teda
investicia do takejto firmy je rizikovejSia. NavySe novy produkt méze prildkat’ d’alSich
zakaznikov, o zvysi zisk. Preto investor skor uprednostni firmu, ktord sa rozvija a tento

faktor zaradime ku vystupom.
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Change in Cash Flow from Operations / change in Goodwill — udava ako vel'mi sa
zmenil operaény Cash flow v porovnani s Goodwill-om. Oba faktory st vystupy, takze
chceme, aby boli ¢o najvicsie. Ak by boli aj Cash Flow from Operations aj change in
Goodwill kladné, vieme dostat’ rovnaka hodnotu ich pomeru ako vtedy, ked’ budu oba
zaporné, ¢o je ocividne horSia situacia. Preto tento faktor nedd investorovi informaciu
0 tom, ¢i je preitho investicia vyhodnd, a teda ho nebudeme brat’ pri rozhodovani do
uvahy.

Change in Goodwill — st to zmeny v Goodwill-e oproti predchadzajicemu obdobiu.
Pod pojmom Goodwill sa chape rozdiel medzi trhovou hodnotou firmy a aktivami
spolo¢nosti. Je to hodnota nehmotného majetku firmy, napriklad dobré vztahy so
zékaznikmi, dobré meno firmy alebo vysoka odbornost’ zamestnancov. Cim je Goodwill
vyssi, tym je vysSia pravdepodobnost’ vyssich trzieb od zakaznikov, vacsi zisk, a teda aj
vynos akcionarov. Ak je zmena kladna, znamena to, ze sa Goodwill zvysil, a teda sa
jedna o vystup.

Dividend payment — vyjadruje, ¢i v danom obdobi boli akcionarom vyplatené
dividendy. 1 =zna¢i vyplatené, 0 nevyplatené dividendy. Vyplatené dividendy
v predchadzajucom obdobi mdzu byt pre investora na jednej strane ldkaveé, pretoze
ocakéva, Ze sa budu vyplacat’ aj v budicom roku, ale na druhej strane to moze byt
negativom, pretoZe sa tieto peniaze mohli investovat, z ¢oho by mohol buduci rok
profitovat. Dividendy sa vSak védc¢Sinou pre investorov povazuji za vitané, preto ich
uprednostnime aj my, a teda kritérium Dividend payment zaradime medzi vystupy.
Growth in dividends — udava, ¢i dividendy v nasledujicom obdobi rastli, klesali alebo
sa nezmenili. 1 znamena rast, -1 pokles a0, ze sa vySka vyplatenych dividend
nezmenila. Pri predchadzajucom kritériu Dividend payment sme povedali, ze dividendy
povazujeme za pozitivum, a teda ¢im st vysSie, tym je to pre nds, ako investorov lepsie.
Z toho vyplyva, ze uprednostiiujeme rast vySky dividend pred poklesom, pripadne
stagnacie ceny. Preto bude aj Growth in dividends povazované za vystup.

Change in stocks outstanding — su to zmeny v hodnote akcii, ktoré st v obehu, za
urCité obdobie. Tymito akciami sa myslia vSetky akcie spoloc¢nosti, ktoré boli
schvalené, vydané akuapené investormi, ktori ich drZia. Predstavuju vlastnictvo
spolo¢nosti osobou Vvlastniacou akciu — akcionara. Od vlastnych akcii sa odliSuju tym,
ze vlastné akcie vlastni samotnd spolo¢nost. To, Ze je hodnota Change in stocks
outstanding kladnd, znamena4, Ze rastie celkova hodnota vydanych akcii. To mohlo byt

sposobené¢ vydanim novych akcii alebo rastom hodnoty sucasnych akcii, avSak zo
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samotnej hodnoty faktora to zistit' nevieme. Vydanie novych akcii méze indikovat’ na
jednej strane problémy firmy, ktora sa snazi takto splatit’ svoje dlhy ale moze to taktiez
znamenat, Ze firma zbiera financie na nové investicie, ktoré by mohli priniest’ zisk.
Pokial’ kladnost’ faktora spoOsobilo zvySenie hodnoty povodnych akcii, je to pre
buduceho akcionara dobry dovod, preco investovat’ svoje financie prave do tejto firmy.
V kone¢nom désledku vyhody vicsej hodnoty tohto faktora prevazuju nad negativami,
preto ho zaradime medzi vystupy.

Celkovo sme teda zo vSetkych 19 faktorov, ktoré vyjadruji doveryhodnost
firmy, zaradili 5 do vstupov, 13 z nich sme oznadili ako vystupy al z nich sme
povazovali za nezaujimavy faktor pre budiceho investora. Teraz sa pozrieme na faktory
udévajuce ziskovost’ v predchadzajucich obdobiach.

Sales to price — vyjadruje pomer trzieb firmy ku cene vSetkych vydanych akcii, teda
kolko firma utfzila penazi z kazdej investovanej jednotky penazi. S rasticimi trzbami
vacsinou rastie aj zisk, preto investor bude investovat’ skor do firiem s va¢sim faktorom
Sales to price.
Earnings per share to price — je to pomer ziskov na akciu, ktoré boli vyplatené
akciondrom z Casti zisku, ku cene jednej akcie. Aj v tomto pripade bude investor
preferovat’ vacsiu hodnotu Earnings per share to price, pretoze ak mala spolo¢nost’
v predchadzajiicich obdobiach tento faktor vysoky, je pravdepodobné, Ze bude aj
V nasledujicom obdobi bude vysoky, ateda na kazdl investovani jednotku penazi
pripadne Vacsi zisk.
Cash flow from operations per share to price — udava pomer faktora Cash flow from
operations pripadajtci na jednu akciu a ceny jednej akcie. Cash flow from operations
sme oznacili ako vystup, teda vysoka hodnota je pre buduceho akcionara pritazlivejsia.
Ak ho dame do pomeru k cene akcie, lepSie nam ukazuje ako efektivne sa z tohto
pohl'adu nardba s investovanym kapitdlom akcionarov.
Book value per share to price — je to podiel Gictovnej hodnoty firmy pripadajici na
jednu akciu aceny jednej akcie. Ultovni hodnotu firmy vypoéitame od&itanim
nehmotnych aktiv (napriklad patenty, goodwill) a pasiv od vietkych aktiv firmy. Cim je
uctovnd hodnota firmy véacsia, tym sa predpokladd vacsi zisk generovany aktivami.
V prepocitani na jednu akciu a predeleny cenou akcie opdt’ udava vynosnost’ akcie.
Vsetky 4 faktory uddvajuce vynosnost’ akcii budeme povazovat’ za vystupy, pretoze
investor sa snazi mat na akcii o najvys$iu vynosnost, ateda S rasticim faktorom

narastd zdujem o danu akciu.
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3 Vyuzitie DEA pri h’adani efektivnych akcii

V tejto kapitole vyuzijeme teoretické poznatky z DEA modelov avedomosti
o faktoroch ziskané v predchadzajicich kapitolach, ktoré sa daju vyuzit' pri vybere
akcii, do ktorych investovat. Nebudeme teda vyuzivat ziadne poznatky z finan¢nej
matematiky, podnikovych financii, ¢i inych predmetov, ktoré sa zaoberaju tvorbou
portfolia alebo roznymi inymi ekonomickymi faktormi, ktoré suvisia s investiciami do
akcii. Nasou ulohou bude zistit, ¢i sa da pomocou ¢isto matematického aparatu ul’ahcit’
vyber z vel'’kého mnozZstva akcii, ktoré su na trhu a zarobit’ na tom. Ako sme uviedli v 1.
kapitole, pomocou DEA modelov vieme zistit, ¢i je dané DMU efektivne alebo nie,
pripadne urcit’ ich efektivitu. V naSom pripade budi DMU predstavovat jednotlivé
akcie, ateda budeme urcovat' efektivitu akcii. V predchadzajucej kapitole sme si
jednotlivé kritéria rozdelili do 2 skupin: tie, ¢o ukazuju déveryhodnost’ danej firmy,
ktord vydava akcie atie, ktoré ukazuju ziskovost’ v predchadzajucich obdobiach.
Ocakavame, Ze doveryhodnejSie akcie budu vo vSeobecnosti menej ziskové, pretoZe by
inak nikto nechcel investovat’ do menej doveryhodnej akcie, pokial’ by ponukala mensi
zisk ako doveryhodna akcia. Preto by mali menej doveryhodné firmy lakat’ investorov
na vac¢si vynos, aby boli konkurencie schopné voc¢i doveryhodnejsSim akciam. V naSom
experimente teda budeme poditat’ efektivitu zvlast pre kritéria ukazujice
doveryhodnost’ a zvlast’ pre ukazovatele vyjadrujuce ziskovost’ danej akcie.
V prvom kroku si rozdelime akcie na tie, ktoré st efektivne v doveryhodnostnych
kritériach a ktoré nie. To isté spravime s kritériami, ktoré zobrazuji vynosnost’ danych
akcii a budeme skumat’, ktord skupina akcii (neefektivne alebo efektivne) redlne viac
zarobila. Budeme v situacii, ze mame k dispozicii data (hodnoty jednotlivych faktorov,
ktor¢ sme si  vysvetlili) zpredchadzajiceho roku, pripadne =z viacerych
predchadzajtcich rokov, a rozhodujeme sa, do ktorych akcii investovat’, pripadne, ktoré
moZeme rovno vylucit. Ako investori, by sme urcite cheeli akciu, ktord ma nielen dobré
predpoklady vynosu, ale aj nizku pravdepodobnost’, ze investiciou do danej firmy
prideme o vloZzené peniaze. Preto budeme hladat nejaky kompromis, ktory bude
prihliadat’ na obe poziadavky investora. To akd vyhodna je investicia do danej skupiny
akcii budeme zistovat’ tak, Ze Si porovname ceny akcii na zaCiatku najblizSieho roka
(teda nasledujticeho, z ktorého mame posledna data) a na jeho konci. Ich pomer bude
predstavovat’ percentualny vynos, pripadne stratu, ktorti sme dosiahli investiciou na 1

rok. V nasledujucom roku budeme mat’ d’al§ie — novsie data, a teda sa moézeme znovu
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rozhodovat, do ktorych akcii investovat, preto budeme uvazovat’ len 1 ro¢n investiciu.
Data ktoré takto ziskame za jednotlivé skupiny budeme navzajom porovnavat
a zist'ovat,, ¢i rozdiel v ziskoch medzi jednotlivymi skupinami je Statisticky vyznamny
alebo nie.

Ako zdrojové data budeme pozivat’ tdaje ziskané od spoloc¢nosti Allianz DSS. V nich
mame zoznamy akcii utriedené podl'a odvetvia, ktorym sa dand firma zaobera. Pre
kazda akciu médme hodnoty pre kazdé z doveryhodnostnych kritérii, ktoré pochadzaja
z roku 2011. Co sa tyka kritérii vynosnosti, tie pochadzaji z troch nasledujticich rokov
2009, 2010 a2011. Ked’ze posledny rok, za ktory mame tudaje je 2011, budeme sa
snazit’ simulovat’ investora, ktory nakupuje akcie na zaciatku roku 2012 a preda ich na
konci roku 2012.

Teraz potrebujeme vybratt DEA modely, ktoré budeme pouzivat’ pri vypocte efektivity
jednotlivych akcii pri jednych aj druhych kritériach. Co sa tyka kritérii doveryhodnosti,
mame tam niekol’ko vstupov aniekol’ko vystupov. Problém vsSak je, Ze hodnoty
niektorych faktorov st nielen kladné, ale aj zdporné. S tym si vie poradit’ jedine uloha
(AD-VRS), pripadne jeho upravena verzia (AD-W-VRS), avSak existuje aj druha
moznost’ ako tento problém vyriesit. Mohli by sme pre kazda akciu zvysit' hodnoty
daného faktora o rovnaku konStantu tak, aby boli u kazdej akcie nezaporné. Tuto Gpravu
vysvetlime tak, Ze prave ti najmenSiu (zdporni) hodnotu daného faktora budeme
povazovat’ za ,,nulu®, teda c¢islo, ktoré mensie byt uz neméze. My sa vSak nebudeme
teraz rozhodovat’, ktory z tychto pohl'adov sa ndm viac pozdava, ale budeme pokusmi
porovnavat, aké rozdiely budu medzi jednym a druhym vyberom efektivnych akeii.
Otazka teraz znie, ¢i je vhodné pouzivat’ variabilné vynosy z rozsahu alebo bude lepsie
poéitat’ s konstantnymi. Jednotlivé kritéria sme neskiimali do hibky ako sa spravaju,
preto bude vhodné porovnat' obe ztychto moznosti. Tieto modely sa lisia jedine
v ucelovej funkcii, ale oba modely vyberu ako efektivne rovnaké akcie. Rozdiel je
potom len pri neefektivnych akciach, kde model (AD-W-VRS) dava zmysluplnejsie
vysledky (aj ked tieto hodnoty stale nevyjadruju efektivitu danej akcie). Tie vieme
nasledne lepSie pouzit' pri porovnavani jednotlivych akcii. Dobrou vlastnostou tohto
modelu je aj to, ze nemusime rozliSovat’ efektivitu od pseudoefektivity a navySe sa
nemusime rozhodovat, ¢i budeme pozadovat vstupne alebo vystupne orientovany
model. Preto prvy model, ktory pouzijeme bude model (AD-W-VRS):

: _ X\T X J/Ty
Jmin —((wi)"s* + (wy') s¥)
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A,5%sY >0

Povedali sme si, Ze chceme pouzit aj model s konstantnymi vynosmi z rozsahu. Na
vyber mame tri modely: vstupne orientovany, vystupne orientovany a aditivny. Ani
jeden z nich nie je invariantny na posun, preto budi koreSpondovat’ s nazorom, ze hoci
vykondme posun a modely nie s invariantné voci posunu, nebude to problém.
Nevyhodou orientovanych modelov je, Ze musime eSte dodatocne skimat’
pseudoefektivitu a ak sa jedna o pseudoefektivitu, nevieme porovnat’ ich neefektivitu
vo¢i akciam, kde sme vycislili efektivitu. Nevyhodou aditivneho modelu je, ze
Vv pripade neefektivnych akcii, hodnoty ucelovej funkcie v optimalnom rieSeni su zle
interpretovatel'né a nedaju sa pouzit’ na porovnavanie ,.efektivity* (efektivita je uvedena
VvV uvodzovkach, pretoZze aditivny model nevyjadruje efektivitu tak, ako sme si ju uviedli
v 1. kapitole, ale je to len akysi rozdiel, ktorym by sme chceli vyjadrit’ ako vel'mi su
hodnoty faktorov vyhodné pre investora). Tento problém sa vSak d4 zmiernit’ pouzitim
modelu (AD-W-CRS). Lepsie sa nam teda zda pouzit’ prave tento model kvoli tomu, ze
sa v lom nevyskytuje pseudoefektivita a nevyhodu, ktord bola pre tento model sme
Ciastocne vyriesili, a teda budeme pocitat’ ,,efektivitu* aj pomocou neho.

Musime sa eSte rozhodnut’, ¢i pouzit' aj nejaky z modelov (BCC). Jedna sa o model
S variabilnymi vynosmi z rozsahu, avSak oproti aditivnemu modelu s variabilnymi
vynosmi z rozsahu, ktory sme sa uz rozhodli pouzit, ma rovnaké nevyhody ako (CCR)
modely vo¢i modelu (AD-W-CRS). Preto budeme ,efektivitu v pripade kritérii
hovoriacich o doveryhodnosti jednotlivych firiem pocitat’ dvoma sposobmi: modelmi
(AD-W-CRS) a (AD-W-VRS).

Zostava nam eSte vybrat’ model na pocitanie efektivity kritérii ukazujucich vynosnost’
investicie v predchadzajucich obdobiach. Tato situacia sa liSi od doveryhodnostnych
kritérii v tom, Ze ako faktory mame len vystupy bez vstupov. Na vyber mame tak len

dva modely pripadajice do tvahy, a to vystupne orientovany a aditivny (respektive este
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aditivny s upravenymi vahami). Vyhodou v tejto situdcii je to, ze vSetky hodnoty st
kladné, apreto nemusime rieSit ich posun. Aj tu plati, ze v pripade vystupne
orientovaného modelu by sme sa museli okrem samotného rieSenia ulohy zaoberat’ aj
tym, ¢i sme vypocitali efektivitu alebo pseudoefektivitu. Preto pouzijeme aditivny
model (1.39), v ktorom pouzijeme upravené vahy, teda (AD-W-VRS) bez vstupov.

V datach mame 9 kategorii, kde st akcie zoradené podla sektoru, v akom firma
posobi. Pre jednotlivé sektory budeme ,efektivity* pocitat’ zvlast, pretoze kazdému
sektoru sa mohlo darit’ inak, preto budeme hladat’ najlepSie hodnoty z danych kategorii.
Teraz pouzijeme na tieto kategoérie modely, ktoré sme vybrali a vypocitame optimalne

hodnoty uloh.

Pre rozsiahlost' tabuliek, ktoré obsahuju celkovo 31 kritérii pre 50 az 545 akcii
v jednotlivych kategoriach, uvedieme v Tab. 3.1 len 50 akcii z najrozsiahlejSej skupiny
akcii, tj. priemysel, aich vypocitané hodnoty ,efektivit“. V Tab. 3.1 st uvedené
vystupy uloh linedrneho programovania desiatich ndhodne vybratych akcii z kategorie
priemysel. V stipci konst.vyn. sme pouzivali model (AD-W-CRS) na kritéria
doveryhodnosti. Hodnoty stipca variab.vyn. sme ziskali aplikovanim modelu (AD-W-
VRS) takisto na kritérid doveryhodnosti. V stipci vynosnost’ sa nachadzajii vypocitané
hodnoty pouzitim ulohy (AD-W-VRS) bez vstupov, na kritéria uddvajice ziskovost
investicie. Hrubo su vyznacené efektivne akcie podl'a prislusného modelu, pricom za
efektivne sme ich povazovali, ak hodnota ucelovej funkcie presiahla hodnotu -0,005.
Podl’a tedrie su akcie efektivne prave vtedy, ked’ je hodnota ucelovej funkcie rovna 0,
avSak treba uvaZovat aj numerickll nepresnost’ pocitacov. Preto sme zvolili ako
kritérium efektivity hodnotu -0,005, ktora aj v pripade, Ze v skuto¢nosti dana akcia nie
je efektivna, je tak blizko ku hranici efektivnosti, Ze ju moézZeme zaradit’ medzi

efektivne.
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akcia konst.vyn. variab.vyn. vynosnost
6146 JP Equity -5,3720 0,0000 -3,8923
6481 JP Equity -8,8004 -0,8598 -3,8505
6767 JP Equity -8,0074 0,0000 -2,8979
6806 JP Equity 0,0000 0,0000 -3,8338
6958 JP Equity -10,9521 -1,4690 0,0000
7004 JP Equity -19,6901 -1,1812 -3,2758
7224 JP Equity -13,4691 0,0000 -2,8622
7701 JP Equity -14,6961 -1,0664 -3,6661
7741 JP Equity -6,2805 -0,6067 -3,8167
8020 JP Equity -9,6990 -1,3300 0,0000
9076 JP Equity -7,8523 -0,7930 0,0000
9107 JP Equity -4,6557 0,0000 0,0000
9132 JP Equity -3,1134 -0,3478 -3,5662
9301 JP Equity -7,8828 -0,3879 -3,4344
9364 JP Equity -2,7202 -0,7289 -3,2565
AAWW US Equity 0,0000 0,0000 -3,4911
ABBN VX Equity -8,6149 -0,7657 -3,8132
ABFS US Equity -2,7674 -1,5496 -3,6018
ACN US Equity -3,6119 0,0000 -3,9741
ACS SM Equity -24,3745 -1,3479 -3,2275
ADEN VX Equity -7,2245 -0,7798 -3,8018
AME US Equity -9,4163 -0,8801 -3,9593
ARE CN Equity -9,8722 -0,6839 -3,4151
ATK LN Equity -14,9834 0,0000 -4,3720
BHE US Equity 0,0000 0,0000 -3,4318
CGCBV FH Equity -7,0658 -0,7196 -3,4527
CHG LN Equity -10,1364 0,0000 -4,3739
CHRW US Equity 0,0000 0,0000 -4,0907
CLC US Equity -5,0754 -0,3561 -3,9323
CNW US Equity -6,3343 0,0000 -3,6223
COB LN Equity -8,9608 -0,7917 -4,3732
COL US Equity 0,0000 0,0000 -3,9780
EMR US Equity -8,9895 -0,6221 -3,9284
G1A GR Equity -10,6748 0,0000 -3,7252
GBF GR Equity -11,6014 -0,9685 -3,2865
GBX US Equity -8,3684 -1,0559 -3,4540
GD US Equity -5,4440 0,0000 -3,6136
GE US Equity -8,0467 -0,8567 -3,5778
GEBN VX Equity 0,0000 0,0000 -3,9962
GEF US Equity -7,3330 -0,5186 -3,1803
ITRK LN Equity -10,4797 0,0000 -4,3760
ITT US Equity -12,5878 -1,0860 0,0000
ITW US Equity -7,4372 0,0000 -3,8630
JBHT US Equity -3,2461 0,0000 -4,0063
LECO US Equity -5,8357 0,0000 -3,8896
LEI AU Equity -3,8975 -0,4590 -3,7078
LEO GR Equity -7,7067 -0,9809 -3,3310
LG FP Equity -8,5513 -0,9007 -3,0963
LLL US Equity 0,0000 0,0000 -3,1511
LMT US Equity -6,6661 0,0000 -3,7088

Tab. 3.1 Vypocitané hodnoty ,.efektivit nahodnych 10 akcii
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Aby sme zistili, ¢i sa d4 metdda DEA pouzit’ na vyber akcii, musime ju porovnat’
S realnymi cenami akcii na zaciatku a na konci nasledujiuceho roku, ktoré ziskame z [3]
a [7], az nich vypocitame percentudlny narast, respektive pokles, ktory hodnota akcie
dosiahla v nasledujucom roku, 2012. Tieto hodnoty nebudeme zistovat' pre vsetky
akcie, ale len pre niekol’ko ndhodne vybranych, pretoze sa jedna spolu az o 1985 akcii.
Vyberieme si teda 4 kategorie (Utilities, Consumer Goods, Technology a Industrials)
a z kazdej zhruba 15% akcii, ktoré pouzijeme na overenie uspesnosti DEA modelov (z
kategorie Utilities budeme pracovat’ s 25 akciami z celkovych 100, z Consumer Goods
s34 z306, zkategérie Technology s?24 zo 160 av kategorii Industrials s 93
z celkovych 545 akcii). Uspesnost’ budeme zistovat’ tak, ze budeme testovat’ hypotézy,
ze strednd hodnota vynosu akcii istej vlastnosti je vicSia ako strednd hodnota vynosu
akcii inej vlastnosti oproti hypotéze s opacnou nerovnostou. Budeme robit’ spolu 11
testov pre kazda kategoriu akcii, z ktorej sme zistovali ceny akcii. Piaty stbor dat
(oznacime ho all) vytvorime tak, ze donl vlozime vSetky akcie, pre ktoré sme zistili
mieru vynosov v nasledujiicom roku, zo vsetkych Styroch kategorii. Hodnoty ,,efektivit*
nebudeme pocitat’ odznovu, ale nechame pdvodné, teda tie, ktoré sme vypocitali
Vv danom sektore. Tento krok zdévodnime tym, Ze chceme pozorovat’ aj celkové vynosy
najlepSich akcii v danych sektoroch oproti hor§im akcidm a na zaklade toho budeme
l'ahSie vediet’ povedat’, ¢i vSeobecne, naprie¢ celou ponukou akcii, sa da hovorit’ o tom,
ze niektora skupina akcii je vynosnej$ia ako ind. Preto vSetky testy hypotéz spravime aj
pre tento subor dat. KedZe nie vSetky data pochddzaji z normalneho rozdelenia
a chceme na vSetky hypotézy pouzit’ rovnaky test, budeme pouZzivat’ Wilcoxonov test,
ktory nevyzaduje normalitu dat.

Prvé tri testy budu zistovat, ¢i strednd hodnota vynosu efektivnych akcii podla
jednotlivych modelov z Tab. 3.1 je vicsia alebo menSia oproti strednej hodnote
neefektivnych akcii. Dal§im testom budeme porovnavat’ strednii hodnotu akcii, ktoré st
efektivne podla vSetkych troch modelov oproti ostatnym akciam. Takisto otestujeme
strednd hodnotu vynosov akcii, ktoré su efektivne zarovenr V stipcoch variab.vyn. a
vynosnost vo vypocitanej tabulke (z ktorej sme vybrali data do Tab. 3.1) oproti
ostatnym akciam. Rovnaky test, ale pre efektivne akcie v stipcoch konst.vyn. a
variab.vyn. robit nemusime, lebo ak je akcia efektivna pri konStantnych vynosoch
zrozsahu, tak je aj pri pouziti variabilnych vynosov z rozsahu. Teda by sa jednalo
o rovnaky test ako ked testujeme efektivne akcie podla konSt.vyn. oproti ostatnym

akciam. To isté plati pre akcie, ktoré su efektivne v konst.vyn. a vynosnost’, pretoze by
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sme testovali rovnak( hypotézu ako ked’ st akcie efektivne vo vietkych stipcoch. Dalej
budeme testovat’ stredni hodnotu akcii, ktoré st efektivne aspont v jednom kritériu
oproti ostatnym neefektivnym akcidm. Siedmym testom bude porovnanie vynosov
akcii, ktoré st efektivne v variab.vyn. oproti efektivnym akciam aj v stipci konst.vyn..
V nasledujucich testoch vyuzijeme pouzitie modelu s upravenymi vahami. Jeden test
bude spo¢ivat’ v tom, Ze si zoradime hodnoty ,.efektivit“ stipca konst.vyn. od najmensej
po najvicsiu, z ktorych vyberieme najprv 25%, potom 50% akcii s najvysSou hodnotou.
Z nich vyberieme len tie, ktoré su efektivne v stipci vynosnost’ aich vynosy budeme
porovnavat’ s ostatnymi akciami. Druhy test bude rovnaky, ale namiesto zorad’ovania
akcii podl'a konst.vyn. ich zoradime podla variab.vyn. a d’alej postupujeme rovnako.
Testy spravime tak, ze si vypocCitame priemernu hodnotu dat jednej aj druhej skupiny
a testovat’ budeme to, ¢i vieme zamietnut’, ze pre skuto¢né stredné hodnoty plati opa¢na
nerovnost’ ako nam vysli priemerné hodnoty z dat. Teda ak bude platit’ pre stredné
hodnoty jednotlivych skupin ¥ < y, otestujeme takuto hypotézu:

Ho: iy = 1y VS. Hy: ply < py,

Pri vypoctoch budeme uvazovat’ 5% hladinu, to znamena, ze hypotézu Hy zamietame
a prijmeme H;, ak bude p-hodnota mensia ako 0,05. Vysledky testov (p-hodnoty) ako aj
vypo&itané priemerné hodnoty vynosov st zobrazené v Tab. 3.2, kde 1. stipec obsahuje
&islo testu, v 2. stipci sa nachadza kratky popis daného testu, z ktorého vzdy prvé dva
riadky vyjadruji priemerné hodnoty vynosov (Vv %) zo skupiny akcii uvedenej v 3.
stipci a v treom riadku kazdého testu je p-hodnota daného testu. V tabulke pouzivame
skratky: crs vyjadruje akcie zo stipca konst.vyn. z Tab. 3.1, vrs z variab.vyn., €2
z vynosnost’ a pod pojmom ostatné je skupina akcii, ktoré nepatria do skupiny uvedenej
pod fou. Hrubo je vzdy vyzna¢ena priemerna hodnota vynosu, ktora je vicsia ako ta pri

druhej skupine daného testu.
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Utilities Cons.Goods Technology Industrials |all
ostatné 527704 31,16251  20,94883  18,0586| 20,9154
1. efeg?vne crs efektivne 1,626437  19,79982  0,361022  19,4851| 14,17829
p-hodnota 0,168 0,1781  0,07274 0,1664|  0,03575
ostatné 5647091 30,17622  4,752417  17,26658| 20,44918
2. efe\lﬁvne vrsefektivne | 2,933716  27,46482  25,69445  19,93647| 18,60965
p-hodnota 0,1562 0,2365 0,2593 0,4793 0,1674
ostatné 4,755622 21,6458 12,03614  16,45538| 16,54469
3. | e2 efektivne | e2 efektivne 1,886975 50,11108 22,76148  29,24134| 31,85832
p-hodnota 0,198  0,05138  0,06553 0,1023|  0,06452
, efektivnecrs | 1,626437  19,79982  0,361022  19,4851| 14,17829
4. 5:5'\2"’:2 efektivnevrs | 2,933716  27,46482  25,69445  19,93647| 18,60965
p-hodnota 0,4105 0,3591 0,1158 0,194 0,1661
] ostatné 4262113 2926026  17,21815  18,24267| 20,0521
5. e;’:ﬁt‘\"/ﬁe vetky 1,732631  21,93059  2,756027 N/A| 8465283
p-hodnota 0,2353 0,4073 0,3443 N/A 0,1874
ostatné 5,202266 2521778 1514656  18,30162| 18,78228
6. e‘]ﬁ;sk;\fnze vrsae2 -0,55805  49,64053  18,28324  15,56036| 27,91395
p-hodnota 0,0615 0,1167 0,3836 0,4736 0,3835
~ Jostatné 4,625673 255894  -8,74237  13,95232| 16,98787
7. ei;ifl,::e aspofi 1 3,595647  31,98458  25,86541  22,81903| 21,96522
p-hodnota 0,2958 0,4325 0,0224 0,2008 0,4643
ostatné 3,137085 2540788  16,87622  18,30162| 18,82014
8. zi(f’e‘é;?v:eez 25% vrs+e2 9,514682  60,20434  -17,2781  15,56036| 30,24594
p-hodnota 03812  0,06436 0,1481 0,4736 0,3584
ostatné 5,349609  30,13724 17,21815  18,39192| 20,36871
9. Z‘F;ﬁzfv;eez 25% crs+e2 13,8468  13,75621  2,756027  4,511278| 6,417403
p-hodnota 0,006154 0,107 0,3443 0,2338|  0,06437
ostatné 4,754598 2521778 1514656  18,41825| 18,9399
10. 521"::\/;:2 50% vrs+e2 0,170089  49,65053  18,28324  12,97511| 25,6419
p-hodnota 0,1121 0,1167 0,3836 0,3763 0,4915
ostatné 4665011 27,1716 15,1415 18,74703| 19,85955
11. 52@:\/’;}22 50% crs+e2 0,546353  37,43339  17,67814  7,020585| 17,99429
p-hodnota 0,1392 0,4955 0,3032 0,134 0,1426

Tab. 3.2 TabuPka s priemernymi hodnotami vynosov a p-hodnotami jednotlivych testov

Teraz si postupne rozoberieme vsetky testy a ich vysledky z Tab. 3.2.

V prvom teste sme porovnavali hodnoty vynosov akcii, ktoré st oznacené ako efektivne

Vv stlpci konst.vyn. S ostatnymi akciami. MoZeme si v§Simnut,, ze jedine v pripade akcii

z priemyselného odvetvia (Industrials) mali efektivne akcie vacSiu priemerni hodnotu

vynosov, v ostatnych pripadoch bola vi¢sia pri neefektivnych akciach. Co sa tyka p-
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hodnét v jednotlivych odvetviach, ani jedna z nich nebola menSia ako 0,05, a preto
nemozeme prehlasit’, Ze skutocnd strednd hodnota vynosov je naozaj vicsia, respektive
mensSia, v pripade efektivnych akcii na hladine vyznamnosti 5%. Ked sme vSak dali
vietky data do jedného suboru dat (stipec all), zistili sme, Ze neefektivne akcie majt
Statisticky vyznamne vacsi priemer vynosov ako efektivne akcie, a preto bola hypotéza
Ho zamietnutd. To znamend, ze hoci data v jednotlivych sektoroch tito hypotézu
nevyvratili (v odvetvi priemysel sa dokonca Kk nej priklanali), stredna hodnota vynosu
efektivnych akcii z tychto 4 sektorov je na 95% mensSia ako v pripade neefektivnych
akcii. Znamena to, ze vynos akcii, ktoré vysli efektivne z kritérii doveryhodnosti pri
pouziti konstantnych vynosov z rozsahu je mensi ako pri neefektivnych akciach. Tento
vysledok nas vel'mi neprekvapi, pretoze, ako sme uz uviedli vysSSie, keby mali
doveryhodné akcie vyssi vynos ako neefektivne, nikto by nemal motivaciu investovat’
do neefektivnych.

Druhy test testoval prakticky to isté, ¢o prvy, akurdt sme namiesto konStantnych
vynosov z rozsahu pouzivali variabilné vynosy z rozsahu atym sa efektivnymi stali
viaceré akcie, ktoré boli pri konStantnych vynosoch zrozsahu neefektivne. Ked sa
pozrieme do Tab. 3.2, dve odvetvia mali vi¢sie vynosy u efektivnych a dve
u neefektivnych akcii. Ani tu sa vSak nepodarilo ani jednému zo sektorov vyvratit’ svoju
hypotézu Hp, nizSie p-hodnoty vSak mali sektory, kde mali efektivne akcie niZSiu
priemernti hodnotu vynosov. Ked sa pozrieme do stipca all, zistime, Ze celkovo mali
vy$$i vynos neefektivne akcie, ale ani tu sa nepodarilo ukazat’, ze by to sme vedeli
S 95% pravdepodobnost'ou potvrdit’. Zaver k tomuto testu spravime taky, Ze asi je vynos
vy$§i U neefektivnych akcii, ale nevieme to povedat’ s akceptovatel'nou presnost’ou.
Predpoved’ treticho testu je taka, ze vynos u efektivnych akcii v kritéridch ziskovosti by
mal byt vyssi. Tu si teraz porovname s vysledkami testu v Tab. 3.2. Mézeme si
vSimnut’, ze jedine v kategérii energii (Utilities) je vynos vyssi u neefektivnych akeii.
Co sa tyka p-hodnoét, v pripade efektivnych akcii su vel'mi blizko ku kritériu zamietania
hypotéz Ho, avSak ani jeden sektor ju nezamieta. Pouzitim dat zo vsetkych sektorov tiez
dostaneme, Ze efektivne akcie maju vicsi priemerny vynos, ale ani to sa to nepodarilo
testom potvrdit. Aby sme mohli zamietnut’ hypotézu Hp, museli by sme testovat’ na
hladine vyznamnosti 7%. Ked’Ze ale testujeme na hladine 5%, nemozeme prehlasit, ze
Ho zamietame, ale mézeme povedat’, ze je vysoko pravdepodobné, ze efektivne akcie

Vv kritériach ziskovosti maju vyssiu strednt hodnotu vynosov ako neefektivne akcie.
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V tychto troch testoch sme si ukazali, ze efektivne akcie v jednotlivych ohl'adoch maju
tendenciu sa spravat’ tak, ako sme predpokladali na zaciatku, hoci sa ndm to podarilo
ukazat’ s dostatocnou presnost'ou len v jednom teste. Ukazuje sa, ze DEA modely vedia
celkom dobre vybrat’ skuto¢ne tie akcie, ktoré by sme ocakavali. Preto budeme teraz
vyhodnocovat’ rézne kombinacie efektivnych a neefektivnych akcii tak, aby boli
dostato¢ne doveryhodné, ale aj vynosné. Najprv sa vSak pozrieme aky je rozdiel medzi
efektivnymi akciami v déveryhodnostnych kritériach pouzitim konStantnych a
variabilnych vynosov z rozsahu.

Vo $tvrtom teste sme porovnavali vynosy efektivnych akcii v stipci konst.vyn.
s vynosmi akcii v stipci variab.vyn.. Z Tab. 3.2 je vidiet, Zze vy$§i vynos dosahovali
efektivne akcie podl'a modelu s variabilnymi vynosmi z rozsahu v kazdom sektore. Ani
tu sa to vSak nepodarilo Statisticky dokazat' ani v jednom pripade a ani pri zluc¢eni
vietkych dat. P-hodnota je pri pouziti vietkych dat (stipec all) porovnatelna s druhym
testom, a teda to uzavrieme rovnako. Efektivne akcie pri pouziti variabilnych vynosov
zrozsahu asi dosahuju vacsi vynos ako tie, ¢o su efektivne podla modelu
s konstantnymi vynosmi z rozsahu.

Nasledujuci, piaty, test sa zaoberal porovnavanim vynosov akcii, ktoré su efektivne vo
vSetkych kritériach a ostatnych akcii. Problém tohto testu je ten, Ze len vel'mi maly
pocet akcii bolo efektivnych podla vsetkych troch modelov. V sektore priemyslu sa
dokonca nenaSla ani jedna takato akcia, preto sme v flom test uskuto¢nit’” nemohli.
V ostatnych odvetviach bol priemer vynosov vacsi vzdy v pripade akcii, ktoré boli
aspon v jednom kritériu neefektivne. Hoci rozdiely v priemernych hodnotadch vynosov
st pomerne vel'ké, ochota testu zamietat’ hypotézu Hp je nizka. To je spdsobené prave
tym, Ze mame len vel'mi malo takych akcii, ktoré su efektivne vo vSetkych pripadoch.
Zlu¢enim vsetkych dat sa ochota zamietania zvysila, avS§ak nie dostato¢ne na to aby sme
mohli povedat’, ze tieto najefektivnejSie akcie maji vSeobecne nizsi vynos ako ostatné.
Aj tu sa preto budeme len domnievat,, Ze to tak plati, ale s istotou to povedat’ nevieme.
Teraz sa pozrieme na test (oznaceny ako Siesty v Tab. 3.2), kde rozdelime akcie na tie,
ktoré st efektivne aspont podla jedného modelu a ktoré nie. V kazdom z odvetvi je
stredna hodnota vynosov vicSia v pripade efektivnych akcii okrem sektoru energii
(Utilities). Pri pohl'ade na p-hodnoty vidime, ze testy st vel'mi neochotné zamietat’ az
na odvetvie technolégii (Technology), kde dokonca doslo ku zamietnutiu hypotézy Ho.
V tomto teste je vidno, ze bolo rozumné pocitat’ efektivity zvlast pre jednotlivé

odvetvia, pretoze prave v odvetvi technologii to vyzerd tak, ze sa oplati vybrat’ také
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akcie, ktoré su efektivne aspon podl'a jedného z modelov. VSeobecne pre vSetky druhy
akcii sa vSak zda, ze rozdiel vo vynosoch akcii v tychto dvoch skupinach nebude velky.
Nasledujuce testy (v Tab. 3.2 8. az 11. test) budu vychadzat’ z predpokladu, ze investor
chce vynosné a déveryhodné akcie. V tretom teste, kde sme sa zaoberali efektivnymi
akciami v kritériach vynosnosti, nam vyslo, ze sSme dant hypotézu sice nezamietli, ale
boli sme vel'mi blizko ku hranici zamietania, a teda si dame poziadavku, ze chceme len
také akcie, ktoré su efektivne podla kritérii vynosnosti. V podmienke na efektivitu
v doveryhodnostnych kritéridch polavime a nebudeme chciet’ len efektivne, ale urcity
pocet akcii, ktoré maju najvyssiu hodnotu ,,efektivit. Testy spravime pre 25% akcii
snajvyssou hodnotu ,efektivity, potom pre 50% v modeli s variabilnymi aj
konStantnymi vynosmi z rozsahu, kde budeme porovnavat’ vynosy akcii patriacej do
tejto skupiny akcii s vynosmi zvySnych akcii.

Najprv sa pozrieme na test, kde sme porovnavali vynosy akcii, ktoré patria medzi 25%
akcii s najvyssou hodnotou ,.efektivity” v doveryhodnostnych kritériach s pouzitim
modelu s variabilnymi vynosmi z rozsahu a zaroven su efektivne v kritériach vynosnosti
s ostatnymi akciami. Podl'a vysledkov z jednotlivych sektorov nie je vel'mi jasné, kedy
by mala byt hodnota vynosov vysSsia, pretoze v dvoch pripadoch bol priemerny vynos
vyssi u efektivnejSich akcii a v dvoch bol nizs$i. Ani pohlad na p-hodnoty ndm neda
jednozna¢nt odpoved’, ktoré vynosy by mali byt vysSie. Jedine v pripade sektoru
spotrebny tovar (Consumer Goods) je p-hodnota blizko pri hranici zamietania, ale
nepotvrdzuje vysledok, ktory vySiel z priemernych vynosov jednotlivych skupin akeii.
Pri pohl'ade do stipca vietkych akcii (all) bol vynos vyssi v pripade efektivnejsich akcit,
ale ochota zamietnut’ opacné tvrdenie je nizka. Preto to vyzera, Ze rozdiel vo vynosoch
danych skupin akcii nebude velky.

Teraz sa pozrieme na rovnaky test, kde sme akurat namiesto variabilnych vynosov
Z rozsahu pouzili kon$tantné. V tomto pripade sa vSetky odvetvia zhodli v tom, Ze
menej efektivne akcie by mali mat’ niz$iu vynosnost ako tie efektivnejSie podla
priemernych hodnét vynosov. Co sa tyka p-hodnoty, ta sa v jednotlivych sektoroch lisi,
ale v pripade energii (Utilities) je ovela mensia ako 0,05, apreto nam hovori, zZe
minimalne v tomto sektore je stredna hodnota vynosov efektivnejSich akcii nizsia ako
Vv pripade ostatnych na hladine vyznamnosti 5%. Priemerny vynos efektivnejSich akcii
zo vSetkych sektorov je prirodzene tiez nizsi, ale podl'a p-hodnoty to nevieme potvrdit’.
T4 je sice blizko ku hranici zamietania, ale museli by sme test robit’ na hladine

vyznamnosti 7% aby sme mohli naSe tuSenie potvrdit’. Preto tento test uzavrieme tak, ze
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pravdepodobne je stredna hodnota vynosov menej efektivnych akcii vysSia ako
Vv pripade efektivnejSich, ale potvrdit’ sa ndm to podarilo len v sektore energii.

Dalsie 2 testy st identické ako predchadzajiice, len v nich predpokladame, Ze nam stacia
akcie, ktoré patria medzi 50% s najvysSou efektivitou v kritéridch doveryhodnosti
S pouzitim prislusnych vynosov z rozsahu. Z Tab. 3.2 si mézeme v§imnut, Ze v pripade
variabilnych st vysledky odlisné ako ked’ sme pouzivali 25% najspol’ahlivejsich akcii
v kritériach doveryhodnosti. Stale vSak plati, ze efektivnejSie akcie maju vacsi vynos
len v dvoch odvetviach a v dvoch je mensi. P-hodnoty su tiez velmi podobné ako pri
teste s25%, preto ani tu nevieme povedat, ktora skupina akcii dosahuje vacsich
vynosov. Ked’ vychadzame z dat zo vSetkych odvetvi, priemerna hodnota vynosov je aj
tu vécsia v pripade efektivnejSich akcii, ale ochota zamietania je nizka. Preto je tazké
povedat’, ktoré akcie maju vacSiu vynosnost’, ale vyzera to tak, Ze nie je vel'mi odli$na.
V poslednom teste skupinu efektivnejSich akcii tvorili akcie, ktoré patria medzi 50%
najefektivnejSich v doveryhodnostnych kritéridch pri pouziti konstantnych vynosov
zrozsahu aboli efektivne v kritériach udavajucich vynosnost. Ich vynos sme
porovnavali s ostatnymi akciami. V dvoch odvetviach mali efektivnejSie akcie vyssi
vynos, v dvoch bola situacia opacna. AvSak p-hodnoty su vyrazne mensie v pripade
odvetvi, kde je priemerny vynos mensi V pripade efektivnejSich akcii ako ostatnych.
Preto sa domnievame, Ze efektivnejSie akcie maju asi mensi vynos. Toto podporuje aj
porovnanie priemernych vynosov za vSetky odvetvia. Dokonca aj p-hodnota je relativne
nizka, avSak nie natol'’ko, aby sme mohli tito domnienku potvrdit’. Preto sa uspokojime
so zaverom, ze asi su efektivnejSie akcie z tohto testu menej vynosne ako ostatné.

Teraz musime na zaklade tychto testov zhodnotit,, ktoru skupinu akcii si vybrat,
ak chceme nielen maximalizovat' svoj vynos, ale aj mat' akcie, ktoré su dostatocne
doveryhodné. Pri poslednych Styroch testoch sme si povedali, Ze chceme, aby skupinu
efektivnejsich tvorili len akcie, ktoré su efektivne v kritériach ziskovosti, a to aj napriek
tomu, ze na hladine vyznamnosti 5% sa nadm nepodarilo ukdzat, Ze vynos je vyssi.
Musime teraz vybrat’ metodu, ktora vyberie dostatocne efektivne akcie s o najvysSim
vynosom. Ked sme porovnavali vynosy efektivnych akcii Vv doveryhodnostnych
kritériach s konStantnymi a variabilnymi vynosmi z rozsahu, vySlo nam, Ze vynos je pri
pouziti variabilnych vynosov z rozsahu asi vac¢si ako pri konsStantnych. To nevzbudzuje
velku istotu, preto spravime eSte porovnanie vynosov efektivnych akcii podl'a kritérii
ziskovosti a 25%, respektive 50%, ,najefektivnejSich® akcii v doveryhodnostnych

kritériach pouzitim konstantnych a variabilnych vynosov z rozsahu.
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Utilities Cons.Goods Technology Industrials |all
crs -13,8468 13,75621 2,756027 4,511278 6,417403
25% |vrs 9,514682 60,20434 -17,2781 15,56036 30,24594
p-hodnota 0,1 0,0341 0,3187 0,45 0,1277
crs 0,546353 37,43339 17,67814 7,020585 17,99429
50% |vrs 0,170089 49,65053 18,28324 12,97511 25,6419
p-hodnota 0,4163 0,2197 0,3543 0,3636 0,2844

Tab. 3.3 Porovnanie vynosov pri pouZiti konstantnych a variabilnych vynosov z rozsahu
Z Tab. 3.3 je vidiet, ze aj pri pouziti 25%, aj 50% najefektivnejSich akcii podla
doveryhodnosti bol vynos vyssi pouzitim konstantnych vynosov z rozsahu len v jednom
sektore. Preto pohl'adom na priemerné vynosy to vyzera tak, ze z celkového pohladu
vedia variabilné vynosy z rozsahu vybrat vynosnejsie akcie. Co sa tyka p-hodnét, tie
takisto maju vicsiu tendenciu zamietat’ fakt, ze by pouzitie konstantnych vynosov
z rozsahu malo vyberat” vynosnejsie akcie. Overit’ sa to vSak podarilo len v sektore
spotrebnych tovarov pri vybere 25% najefektivnejSich akcii z kritérii doveryhodnosti.
Za vsetky sektory taktiez prevlada vynos pri variabilnych vynosoch z rozsahu, ale tu sa
to uz nepodarilo dokazat’, pretoze p-hodnoty st viacsie ako 0,05. VSetky testy vSak
preferovali variabilné vynosy zrozsahu, preto aj my budeme uprednostiovat
najefektivnejSie akcie z kritérii doveryhodnosti pouZitim modelu s variabilnymi
vynosmi zrozsahu. Zostava eSte posledna otazka, ¢i vyberat 25% alebo 50%
najefektivnejSich akcii podla tohto modelu. Porovnanim priemernych vynosov pouzitim
variabilnych vynosoch z rozsahu pri 25% a 50% najefektivnejsich akcii zistime, Ze len
v odvetvi technologii (Technology) bol vynos vyssi pri pouziti 50%. Aj celkovo, pre
vSetky akcie, vysla priemerna hodnota vynosov vicsia v pripade 25% najefektivnejSich
akcii. Preto by sa nam urcite nepodarilo toto tvrdenie vyvratit’ ziadnym testom. My vSak
chceme ¢o najdoveryhodnejSie akcie, preto uprednostiiujeme prave skupinu s 25%
najdoveryhodnejSimi akciami. NavySe je pravdepodobné, ze vyberom tejto skupiny
akcii budeme mat’ vyss§i vynos ako keby sme pozadovali az 50% najefektivnejsich akcii.

Vysledkom tychto testov sme dosli k zaveru, Ze najlepSia skupina akcii, do ktorych
sa oplati investovat’ st tie akcie, ktoré st podl'a kritérii vynosnosti efektivne a zaroven
patria medzi 25% najefektivnejSich akcii v doveryhodnostnych kritéridch s pouzitim
variabilnych vynosov zrozsahu, ktorych priemerny roény vynos bol 30,24594%. Je
vSak mozné, ze pouzitim dat z iného roku, pripadne rozsirenim o hodnoty vynosov
z inych odvetvi by sa nas§ vyber zmenil. Vyuzitim vedomosti z DEA modelov sa nam

vSak podarilo néjst’ akcie, ktoré maji celkom dobry predpoklad aby investorovi zarobili.
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Zaver

Tato praca bola venovand hladaniu efektivnhych akcii pomocou metdédy DEA.
Postupne sme sa oboznamili s principmi DEA, urcili faktory, ktoré su dolezité pre
akcionara pri vybere jednotlivych akcii a ukézali ako sa da tito metoda vyuzit pri
hl'adani tych ,,dobrych®.

Ako prinos tejto prace by som uviedol vyuzitie linearneho programovania v DEA
modeloch aj Citatelom, ktori nedisponuju poznatkami z tejto problematiky, nakol’ko v
praci boli prehladne spracované zdkladné DEA modely s popisom potrebnym na
pochopenie. Dalej sme sa v 2. kapitole venovali ekonomickym kritériam, ktoré nam
hovoria o0 roznych vlastnostiach danej firmy, ktoré su viac alebo menej dolezité pri
rozhodovani, ¢i sa oplati do danej akcie investovat’ alebo nie. Poznatky z prvych dvoch
kapitol sme vyuzili v 3. kapitole, kde sme venovali hl'adaniu spdsobu na meranie
efektivity akcii pomocou metddy DEA na nijdenie efektivnych akcii. Vysledkom tohto
skiimania bolo najdenie skupiny akcii, ktoré su pre investora dostato¢ne vynosné, ale aj
doveryhodné. Prinosom pre autora bolo prehibenie poznatkov z DEA modelov aich

vyuZitie nielen na Skolskych prikladoch.

Cielom prace bolo najdenie efektivnych akcii pomocou metod DEA. Moznym
rozsirenim tejto prace by teda mohlo byt’ nielen hl'adanie efektivnych akcii, ale mohla
by sa vyjadrovat’ aj superefektivita efektivnych akcii a tym vybrat’ tie ,,najlepsie akcie
z efektivnych akcii. Takisto by sa dala skimat’® aporovnivat nielen vynosnost

jednotlivych akcii, ale aj volatilita, teda rizikovost’ danej investicie.
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