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Abstrakt v statnom jazyku

KOVAC, Ondrej: Simulacia volného trhu prostriedkami jazyka R [Bakalarska pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: RNDr. Igor Kossaczky, CSc., Bra-
tislava, 2014, 35 s.

V naSej praci sa zaoberdme modelom volného trhu. Na analyzujeme modelu po-
uzivame teoretické vysledky tykajice sa Brownovho pohybu s driftom. Odvodili sme
Laplaceovu transformaciu rozdelenia tohto pohybu. Tt sme potom vyuzili na odhad
pravdepodobosti krachu tcastnika trhu. Implementaciou modelu v R sme ilustrovali
moznosti tohto jazyka na pracu s ekonomickymi modelmi, ktorych zédkladom je pr-
vok nadhody. Analyzovali sme vplyv zdanenia na jednoduchych modeloch volného trhu.
Simulovali sme modely s réznymi nakladovymi funkciami. Sledovali sme vplyv para-
metrov tychto funkcii na vyvoj modelov. Spolu s tym sme sledovali vplyv redistribiicie
bohatstva na vyvoj niekol’kych ukazovatelov: rozptyl a celkova suma bohatstva a pocet

ucastnikov na trhu.

KTacové slova: Stochastické procesy, Brownov pohyb s driftom, model volného

trhu, programovaci jazyk R



Abstract

KOVAC, Ondrej: Simulation of simple free market model using R [Bachelor Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Igor Kossaczky,
CSc. Bratislava, 2014, 35p.

In our work we investigate simple free market model. We use teoretical results of
Brownian motion with drift to analyze our market model. The work provide theoretical
solution of Laplace transformation of these stochastic process. Using this we estimate
probability of bancrupt of market competitor. By implemantation this free market mo-
del we illustrate siutability of R for work with economic model, based on randomness.
We made simulations of models with different cost functions. We find out the influence
of parameters of cost function on evolution of these market models.Along with it we
observe influence of redistribution of wealth on few indicators: variance and total sum

of wealth and number of competitors on market.

Keywords: Stochastic proces, Brownian motion with drift, free market model,

language R
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UVOD UVOD

Uvod

Pozorovanie trhu, jeho popis a predpovedanie jeho stavu v budicnosti patri medzi
zdkladné ciele ekonémie. Vznikd mnozstvo réznych modelov, ktoré sa snazia popisat
spravanie sa ucastnikov predpovedat vyvoj trhu. Ruka v ruka s touto snahou prichéadza
k rozvoju novych oblasti matematiky akou je napriklad teéria hier ale aj stochasticky
kalkulus. Medzi zakladné modely trhu patri urcite model dokonale konkuren¢ného trhu,
nazyvaného aj volny trh, ktorého modifikaciou sa zaoberame vo svojej praci. Idealne
vlastnosti tohto modelu sice nie st v realnom svete pozorované, ale predstavuje dobry
zaklad pre dalsi vyskum.

My sme sa rozhodli vniest trochu nahody do sveta v ktorom vladne "neviditelné
ruka trhu"(pozri [6]). To nés priviedlo k studiu stochastickych procesov, najmé Bro-
wnovho pohybu, nazyvaného aj Wienerov proces [7| . Tieto procesy sa sktimaji najmé
v modeloch cien aktiv [3] ale aj I'udskej populacie. My sme sa naproti tomu rozhodli
skamat vyvoj trhu v upravenom modeli s dokonalou konkurenciou. Nasim cielom je
analyzovat spravanie sa jednoduchych modelov pomocou vhodnych stochastickych pro-
cesov. Tieto modely implementujeme pomocou jazyka R, ktory je prisposobeny nilen
an analyzu dét, ale aj na pracu s ndhodnymi veli¢inami.

V 1. kapitola sa ststredime na zékladné pravdepodobnostné rozdelenia a vybudu-
jeme teoriu stochastickych procesov, konkrétne Brownovho pohybu s driftom a volati-
litou. V 2. kapitole odvodime model trhu a s pomocou vybudovanej teérie odhnadneme
jeho spravanie. Pomocou vybudovanej teérie odhadneme pravdepodobnost krachu pre-
dajcu na trhu. Posledna kapitola je venovana implementécii modelu v jazyku R a
numerickym experimentom. Ukazeme vplyv dani na vybrané ukazovatele a porovname

modely s roznymi funkciami nakladov pre rozne vstupné parametre.



1 MATEMATICKY ZAKLAD

1 Matematicky zaklad

1.1 Pojmy z teérie pravdepodobnosti

Ku zavedeniu stochastikych procesov a modelu trhu buda potrebné nektoré pojmy z
teorie pravdepodobnosti. Tie si na tomto mieste pripomenieme. Budeme postupovat
najmé podla kap. 7 v [8], text doplnime o vlastné komentare.

Jednym zo zédkladnych pravdepodobnostnych rozdeleni je binomické rozdelenie. Opi-
suje pravdepodobnost nastatia ur¢itého poc¢tu javov z n pokusov, ked pravdepodobnost

javu je p.

Definicia 1.1. Hovorime, Ze ndhodnd velicina X md binomické rozdelenie s paramet-

ramin € N,p € (0,1) ak
P(X =k) = (n)pk(l—p)”k,k:(),l,...,n. (1)
Piseme X ~ Bin(n,p).

Najpouzivanejsie spojité rozdelenie je normalne. Casto sa nazyva aj Gaussove roz-

delenie a mozno s nim dobre modelovat mnozstvo javov v prirode aj spolocnosti.

Definicia 1.2. Ndahodnd velicina X md normdalne rozdelenie s parametrami u € R; o >

0, ak je jej hustota rovnd

1 w—p)?
e 2)

Potom piseme X ~ N(u,oc?)

Veta 1.3. Moivre-Laplaceova veta Nech X je ndhodnd premennd s binomickym rozde-

lenim s parametrami n,p. Potom pre kaZdéx € R plati

X — 1 v t2
lim P(——— < z) = —/ e 7
n—>00 np(1 —p) V21 J it

Veta 1.3 sa nazyva aj Centralna limitna veta. Hovori, Ze pre dostatocne velké

(3)

n mozeme binomické rozdelenie aproximovat norméalnym rozdelenim s parametrami
(np,np(1-p)).

Definicia 1.4. Nech mnozina X1, X5 ... X,, md pravdepodobnostni funkciu

N! A
P(X1=I1,---,Xn=$n)=WHP?? (4)
i=1 Ti:

10



1.2 Stochastické procesy 1 MATEMATICKY ZAKLAD

kde x; su nezdporné celé cisla spliiajice Yx;=N ap;>0;> p; =1. Potom zdruZené

rozdelenie nahodngch premenngjch X1, ... X, nazjvame multinomické rozdelenie.
Vsimnime si, Ze marginalne rozdelenie jednotlivych X, ... X, je binomické.

Definicia 1.5. Majme ndhodny vektor X = (X1, ..., X,)T. Nech = (p1, ..., )" je

dany vektor a V' je symetrickd kladne definitnd matica typu n X n. Potom hovorime, Ze

X md n-rozmerné normdlne rozdelenie s parametrami (u,V') , ak pre lubovolny vektor
c € R, plati

"X ~ N(c ', V). (5)

Ak ma X n-rozmerné normalne rozdelenie s parametrami (u, V'), znaéime to ako

X ~ N(u, V).

Definicia 1.6. Nech X je nezdpornd spojitda ndhodnd premennd s hustotou f(z). Potom

L) = Ele=X] = / e ()t (6)

0
je Laplaceova transformdacia X .

1.2 Stochastické procesy

V nasledujicich dvoch podkapitolach si priblizime zéklady tedrie stochastickych pro-
cesov. Ako zdroj poznatkov sme pouzili [4; 3; 5]. Stochasticky proces je pomenovanie
pre systém nahodnych premennych X (t) zéavislych od ¢asu ¢, ktoré su definované na
tom istom pravdepodobnostnom priestore (€2,.7, P).

Cas moze byt spojity, t > 0 alebo diskrétny. V danom case t st vlastnosti nahodnej

premennej X (¢) dané pravdepodobnostnym rozdelenim X (t).

1.2.1 Brownov pohyb

Brownov pohyb sa v stucastnosti vyuZziva nielen na modelovanie dejov vo fyzike ale
aj vo finan¢nej matematike. Mozno ho odvodit zo zovSeobecneného procesu nédhodnj
prechadzky

v(t + 0t) = v(t) + €Vt (7)
kde €, predstavuje ¢asovy rad nekorelovanych veli¢in s nulovou strednou hodnotou a
konstantnym rozptylom. Pre 6t — 0 je mozné pouzitim centralnej limitnej vety ukazat,

ze proces v(t) konverguje k Brownovmu pohybu.

11



1.2 Stochastické procesy 1 MATEMATICKY ZAKLAD

Definicia 1.7. Brownov pohyb B(t) je stochasticky proces s nasledujicimy vlastnos-

tami:

o Pre vsetky 0 =ty <ty <--- <1, su prirastky

B(t1) — B(to), B(ta) — B(t1), ..., B(tm) — B(tm-1) (8)
nezavislé.
e B(t) — B(s) md normdlne rozdelenie so strednou hodnotou 0 a disperziou t — s.
o B(t),t >0 su spojitou funkciou casu t.

Na obrazku 1 mézeme vidiet tri rézne cesty Brownovho pohybu zac¢inajice v 0.

100 150
1 1

5

0 2000 4000 6000 8000 10000

-50
|

-100
1

-150
1

Obr. 1: Brownov pohyb

Fakt, ze Brownov pohyb zacal v bode z, budeme znacit B*(t), B(t) budeme ozna-
¢ovat proces zacinajuici v 0.

Teda plati:

b
1 sy
P € (@) = [ ey )
Funkcia
_w=o)?
2t2 (10)

pi(r,y) = \/%t

oznacuje pravdepodobnost prechodu z x do y za cas t.

12



1.2 Stochastické procesy 1 MATEMATICKY ZAKLAD

Kazdy Brownov pohyb sa da previest na pohyb zacinajtci v 0, kedZe plati B*(t) —
xr = Bt).

Definicia 1.8. Definujme min () := oc. Potom éas T*(a) nazveme éas prvého prechodu

bodom a ak plati
T%(a) = min{t, B*(t) = a}. (11)

Veta 1.9. P(T%(a) < c0) = 1 pre vSetky a, x € R.
Dokaz uvedieme neskor, pozri ¢ast 1.3.
Veta 1.10. Nech a € R Potom Laplaceova transformdcia ndhodnej premennej T(a) je:
E[e0T@)] = ¢~ lalv2a (12)

a hustota T(a) je:
_ |a’| 73/2 73*2 13
fT(a)(iU) - \/%33 € 2. (13)

Dokaz 1.10 vynechame, presahuje totiz ramec tejto prace. Platnost 13 vyplyva

priamo 1.10, kedze

/ e fry(z)de = eIV (14)
0
Strednt hodnotu T(x) ziskame z rovnice
. 6E[€—aT(a)]
E[T(z)] = lim ———— (15)
E[T(z)] = lim ﬂe_lmlm =00 (16)
a—0 2a

pre vietky x # 0.

Nech B(t) je Brownov pohyb zac¢inajuci v nule. Definujme
M(t) = max B(s) amf(t) = OrélslgtB(s)

Veta 1.11. Pre x>0 plati

P(M(t) > z) = 2P(B(t) > 2) = 2(1 — &(

),

Sl =

kde ®(z) je distribucnd funkcia normdlneho rozdelenia.

13



1.3 Brownov pohyb s driftom 1 MATEMATICKY ZAKLAD

Dokaz:

t i -3 z2
PM@t)>x)=P(T(x)<t) = ——uz e 2du 17
(M) > 2) = PT(@) < ) = [ —= (17)

Po substitucii % = %,
_3 1 1

u 2du=-2du"2 = —=d 18
i (18)

dostavame

[e.9] 1 y2
= 2/ e 2 dy (19)

¢o je rovné

201 — B(-)).

Pre x<0 plati analogia predchadzajicej vety.

1.3 Brownov pohyb s driftom

Téato podkapitola je spracovana podla [2].

Pri modelovani vyvoja mnohych systémov sa pouziva transforméacia Brownovho po-
hybu na pohyb s driftom. Hlavna oblast jeho vyuzitia je vo finan¢nej matematike pri
modelovani hodnoty aktiv [3|. V biologii sa vyuZiva na simulaciu vyvoja populacie

zivocichov.

Definicia 1.12. Nech i € R,0 € RY a B(t) je Brownov pohyb. Stochasticky proces
X(t) =pt+oB(t)

nazveme Brownov pohyb s driftom p a volatilitou o.

Funkcia hustoty pravdepodobnosti X(t) pre proces zacinajici v xq je

1 (z—z0—pt)?
e 202t 20
oV 2mt ( )

Nech h > 0. Pozrime sa teraz na ¢as prvého prechodu bodom h, T5"(h). Najskor

flz, t,xo) =

najdeme Laplaceovu transformaciu ndhodnej premennej 75°(h).
Ozna¢me podmienent hustotu pravdepodobnosti 7%° (h) ak T° (h) < oo ako g(t, h, o).

Ozna¢me Laplaceovu transformaciu funkcii f a g

[ (z,a,m) = /000 e f(x,t,x0)dt (21)

14



1.3 Brownov pohyb s driftom 1 MATEMATICKY ZAKLAD

a
g*(h7a7$0) :/ e_atg(h7t7x0)dt (22)
0
Veta 1.13. Ak xo < h < x potom
f*(l',Oé,Io)
P(Ty® *(h = 2
(T < 00)g*(h, a, o) Faah) (23)

Dokaz: X (t) sa moze dostat z bodu xy do bodu z v ¢ase t, tak, Ze najskor dosiahne

bod h v Case s a potom x v Case t — s. Teda

flz,t,z9) = P(TY < 00) /tg(h, s, xo) f(x,t —s,a)dt (24)
0

Spravme Laplaceovu transforméciu oboch stran rovnosti. Dostaneme

[z, a,z0) = P(TY < o0) /OO g(h,s,xzg) X /oo e f(x,t — s, h)dtds. (25)
0

S

Substituujme t — s = v

[z, a,z0) = P(TY < oo)/ e “g(h,s,xo)ds x / e f(x,v,h)dv. (26)
0 0

Teda
f*(z,a,20) = P(TY" < 00)g*(h,a,z0)f * (x,a, h). (27)
O
Aby sme mohli vyuzit tato vetu, potrebujem najst Laplaceovu transforméciu (21)
funkcie hustoty pravdepodobnosti 20 v bodoch zy a a. Ozna¢me ¢ = (”“’_a# ad=

(z—20)

Potom
\/ 24202«
]_ _z—zo(m_ ) > C _C(t_d)Q d IO_Z( 2492020— )
g (2,0, m0) = —e o2 (VHTERATR) t e 2%t dt = ——=e o2 \VHTETATH
0

oc o3 o/
(28)
Teraz pouzitim vety 1.13 ziskame
xzg—h
P(TY® < 00)g*(h,a,x0) =€ oz (VirH2e2ap) (29)
Kladny drift Pre p > 0 dostaneme z rovnice 29
-z o2a
P(T{ < 00)g*(h,a, o) = e_(hTW(l_(HZuT)I/Q) = em20-0+25)) (30)

kde A = h=2o g g — (=20
o o

15



1.3 Brownov pohyb s driftom 1 MATEMATICKY ZAKLAD

Pre a = 0 je Laplaceova transformacia ¢* rovna 1. Ked teda do rovnosti 30 dosadime
a =0, dostaneme P(T5" < oo0) = 1.

Zaporny drift Pre y < 0 dostaneme z rovnice 29

(h—zq) o2a oo
P(T® < co)g*(hya,mg) = e o CHIHEROYD _ dasegegs gy
Pre o« = 0 dostaneme
2(h—z()
PT® <oo)=e x =¢ o2 (32)

Nulovy drift Pre ;. = 0 dostaneme z rovnice 13
(h—z0)
P(T2 < 00)g*(hy o, mp) = e~ o %)) (33)

Ked teda do rovnosti 33 dosadime o = 0, dostaneme P(Ty° < oo) = 1 ¢o dokazuje

vetu 1.9.

16



2 MODEL TRHU

2 Model trhu

2.1 Uvod

Slovom trh sa v minulosti oznacovalo miesto, kde sa stratévali kupci a predajcovia a
vymienali si medzi sebou produkty a sluzby. V dnesnej dobe uz trh nie je len konkrét-
nym miestom. Oznacuje celd oblast v ramci ktorej predajcovia sttazia medzi sebou o
zakaznikov. Alfred Marshall definoval trh ako oblast, v ramci ktorej prebieha medzi pre-
dajcami a kupcami tak slobodna interakcia, Ze ceny za rovnaky tovar maju tendenciu sa
rovnat. Vacsina trhov obsahuje viacero medzi¢lankov medzi prvym predajcom tovaru a
poslednym kupcom. Vo vSeobecnosti je ii¢inkom trhu prenos komodity z roztrasenych
zdrojov k roztrasenym spotrebitelom.

Vzor nasho modelu je trh s pizzou vo ve[kom meste. Tento trh obsahuje velké mnoz-
stvo pizzérii, ktoré si navzajom konkuruju cenami, kedze vyrabuji vacsinou rovnaké
druhy pizze. Takmer vSetky maju aj vlastni donaskovi sluzbu a st teda dostupné pre
vetkych obyvatelov danej oblasti. Stutazia teda o zédkaznika so v8etkymi prevadzkami
v meste. Rozhodnutie zédkaznikov, s ktorého podniku si objednajt pizzu, je ovplyvnené
okrem ceny aj mnozstvom nahodnych skutoc¢nosti. Modelujem spravanie sa trhu jednej
komodity, kde kupcami st konec¢ni spotrebitelia. Mnozstvo kupcov na trhu nie je kon-
Statné, meni sa v ¢ase. Tuto skutocénost modelujeme stochastickym procesom, ktory

vnésa do modelu prvok nahody.

2.2 Popis modelu

Modelujeme trh s dokonalou konkurenciou, splitajici nasledujice podmienky:

e Na trhu je velké mnoZstvo malych predajcov a kupcov, ziadny z nich nedokéaze

ovplyvnit cenu.
e Predmet nakupu je nediferencovany, rozhodnutia o kiipe st motivované len cenou.
e Kazdy predajca vie obsluzit vSetkych zakaznikov.

Medzi podmienkami nie je zaradena podmienka na volny vstup, ktord sa v mo-
deloch bezne vyskytuje. V nasom modeli nebuda vstupovat na trh novy predajcovia.

Predpokladédme, Ze vSetci vhodny uz na trhu sa.

17



2.3 Trzby, naklady, cena 2 MODEL TRHU

Splnenie tychto podmienok zaru¢i rovnost ceny u vSetkych predajcov. VSetkych zé-
kaznikov totiz ziskaju predajcovia s najnizSou cenou. KedZe cena je rovnaka, zékaznici
si vyberaju ndhodne, od ktorého predajcu si kupia produkt. S rovnakou pravdepodob-
nostou vyberu kazdého predajcu, kedZe rozhodnutia sit motivované len cenou, ktora je
vSade rovnaké.Zakaznik sa rozhoduje nahodne pri kazdom kuse tovaru. Potom je jedno,
kolko je zakaznikov, zaleZi len na tom, kol'ko tovaru si kupia. Predpokladajme teda, Ze

kazdy zékaznik kipi, v danom case, jeden kus produktu od ndhodného predajcu.

2.3 Trzby, naklady, cena

Pocet zakaznikov aj mnozstvo tovaru predaného v ¢ase t ozna¢me Z(t). Nech mnoZstvo
predaného tovaru v ¢ase t je nadhodna premenné so strednou hodnotou v mnozstve to-
varu predaného v Case t — 1. Teda ocakavané celkové trzby su rovné predchadzajucim
trzbam. Potom oc¢akévana hodnota trzby pre jedného predajcu je 1/n celkovej o¢akava-
nej trzby. Kedze zakaznici sa rozhoduju iba podla ceny, predajcovia nastavia cenu ¢o
najnizsie. Teda ich ocakavany zisk je blizky nule, pri kladnom zisku by vedeli podliezt
ceny ostatnych. Preto Zziadny predajca nemoze mat vyssie naklady ako ostatni.

Z rovnice ocakavané trzby = ocakavané naklady
P E[Z(®)]/N = e(E[Z(t)]/N) (34)

vyjadrime cenu P(t) jedného kusu produktu v ¢ase t.

_c(E[Z(t)]/N) c(Z(t—-1)/N)
PO =gz /N = Zt=D/N (35)

V modeli budeme skumat dve zakladné nakladové funkcie:
e S konstantnymi konstantnymi nakladmi.
e S klesajicimi hrani¢nymi nakladmi

Naviac kazdy predajca ma fixné naklady, napr. prendjom miesta na predaj. Predpo-
kladajme, Ze tieto néklady st pre vSetkych predajcov rovnaké. Nékladova funkciu s
rasticimi hrani¢nymi nakladmi nebudeme v modeli skumat, kedZe v realite nie je u
malych predajcov pozorované. Velké firmy moézu mat takito ndkladovi funkciu, ked

platia nepriame naklady kvoli stazenej organizacii prace. Ako predstavitela druhej
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2.4 Pravdepodobnost krachu 2 MODEL TRHU

triedy nékladovych funkcii sme vybrali ¢(z) = f + ky/x, kde k je vhodna kladna kon-
Stanta.
Ozna¢me pocet predajcov N a oc¢islujme ich prirodzenymi ¢islami od 1 po N. Mnoz-

stvo tovaru ktory predal predajca i v ¢ase t ozna¢me K;(t).
Lema 2.1. Pre dany cas t je K;(t) ~ Bin(Z(t), +)

Pre kazdého zakaznika je pravdepodobnost vyberu predajcu ¢ rovna 1/N. Teda prav-

depodobnost, ze pocet zakaznikov, ktory si v ¢ase t vybrali predajcu i je rovny k je

(A2 - 2y 30

dana vyrazom

n

Veta 2.2. Nech p je vektor dizky N, ktory md vietky siradnice rouné 1/N. Potom
zdruzené rozdelenie ndhodngch premenngch Ki(t), Ko(t), ..., Kn(t) je multinomické

rozdelenie s parametrami (Z(0),p).

Dokaz: Medzi N predajcov sa rozdeli Z(t) zakaznikov. Zdruzenéa pravdepodobnost

P<K1(t) - klu KQ(t) — kQ, ey KN<t> = kn)
pre vSetky

N
kl,k’g, .. .7l€n - No,Zk’Z = Z(t),
i=1

je preto vyjadrena vyrazom

Z(t)! ki
Hzlil k;! sz'

Teda zdruZzené rozdelenie ndhodnych premennych K (t), Ks(t), ..., Kx(t) splia defini-

ciu multinomického rozdelenia.

2.4 Pravdepodobnost krachu

V tejto casti odhadujeme spravanie sa modelu. Predpokladajme, Ze predajca i méa

vstupny kapital h. Ked jeho mnozstvo penazi klesne na nulu, tak skrachoval a musi
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2.4 Pravdepodobnost krachu 2 MODEL TRHU

z trhu odist. Nas zaujima, aka je pravdepodobnost krachu. Na odhad tejto pravdepo-
dobnosti pouzijeme poznatky s kapitoly 1.

Pre dostato¢ne velké Z(t) mozeme marginalne rozdelenie nahodnych premennych
K;(t) aproximovat podla vety 1.3 normalnym rozdelenim s parametrami (Z(t)/N, Z(t)551).

Oznacéme

_ N-K(t) - Z(1)
- VZH(N —1)

Rozdelenie premennej K;(t) aproximujeme normalnym rozdelenim so strednou hod-

Ki(t)

notou 0 a disperziou 1.
Predpokladajme teraz ze pocet zakaznikov konstantny v ¢ase, Z(t)=Z7(0), a nakla-
dovéa funkcia predajcu i je v tvare c¢(x) = f+¢- K. Definujme kumulovany zisk predajcu

i do casu t Vi(t) = S°°_,[P(t)Ki(j) — ¢(K;(j))] Pri konstantnom Z(t) je cena rovnako

konStantna a rovna
Potom . .
Vitt) = ;[%Km =t T >0 (39)

Teraz upravime V; do tvaru t - g + @ - B(t), kde @, g st konstanty a B(t) je Brownov

pohyb zaé¢inajuci v 0. Na to potrebujeme znormovat K;(j)

e SN S Z(0)
V() =t S+ o ;ww ey (39)

Nahradime Q = L8 5 g = f(—1+ —W) a dostavame ziadany tvar

VO, v
Vi) =t-g+Q- B(t).

Vi(t) je Brownov pohyb s driftom g a volatilitou Q.
g=f(—1+ —”Z(OjVM) > (0, Teda V;(t) je pohyb s kladnym driftom. KedZe chceme
skumat proces vzhladom na hranicu, ktord je mensia ako zaciato¢ny bod, upravime

Vi(t) na proces so zapornym driftom.
Vi(t) = =Vi(t) = —g -t + Q- B(t), (40)

lebo B(t) = —B(T).
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2.5 Modelovanie poctu zakaznikov 2 MODEL TRHU

Zvolme hranicu h > 0. Potom podla rovnice 32 je pravdepodobnost, Ze proces V()

dosiahne hranicu h v konecénom c¢ase rovna

_ 2hg

P(Ty/(h) < 00) =e @* (41)

Téato pravdepodobnost je zaroven rovna pravdepodobnosti, ze proces V;(t) dosiahne v

kone¢nom c¢ase hranicu -h. Dosadenim vyrazov pre g a Q do 41 dostaneme

_2ng _2hN(=N+y/Z(0)(N-1))
P(Ty(—h) < 0)=¢ @ =e¢ F(N-1)2Z(0) (42)
Pre velké N je 42 prilizne rovna
_ 2n(=144/2(0))
e 7z (43)

Téato pravdepodobnost zavisi od Z(0) pomeru f a h, teda fixnych nakladov a vstupného
kapitalu. Na obrazku 2 mozeme vidiet, Ze tato pravdepodobnost s rasticim pomerom

h/f klesa k nule. Pre rasttici pocet zékaznikov klesa vplyv pomeru h/f, ¢o mézeme

1.0

0.6
|

Pravdepodobnost' krachu
04

pomer vstupného kapitélu a fixnych nakladov

Obr. 2: Zavislost pravdepodobnosti krachu od pomeru h/f

vidiet na obrazku 3 .

2.5 Modelovanie poc¢tu zakaznikov

Pre protreby nasho modelu budeme ¢as modelovat diskrétne. Spojité modelovanie ¢asu

mé zmysel pri modelovani spravania finanéného trhu, kde transakcie prebiehaju vo
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2 MODEL TRHU

nYEM J,scuqopodapf\md

Obr. 3: Zavislost pravdepodobnosti krachu od pomeru h/f a poc¢tu zékaznikov

velmi malych ¢asovych intervaloch, radovo v milisekundach. Na trhu, kde sa tovar
predéava kone¢nému spotrebitelovi, sa rozhodnutia deji maximélne na dennej baze. V
redlnom svete nebyva pocet zakaznikov konstatny, my ho budeme modelovat pomocou

normélneho rozdelenia nasledovne. Pre pocet zédkaznikov v case t, Z(t), bude platit

Z(t)~N(Z(t—1),1) pre vetky t € N
Lema 2.3. Necht = 0,1,2

a Z(t) ~ N(Z(t — 1),1) pre vietky t > 0 potom
Z(t) ~ N(Z(0),1)

Dokaz: Dokazeme indkuciou cez t. Pre t = 1 zjavne plati Z(1) ~ N(Z(0),1). Pred-
pokladajme platnost pre ¢ = k. Potom Z(k + 1) ~ N(Z(k),1) ¢o je ekvivalentné
Z(k+1) ~ N(0,1) + Z(k) kde

N(0,1) a Z(k) st nezavislé. Potom Z(k + 1) ~
N(0,1) + N(2(0), k) = N(Z(0), k

+1).

Veta 2.4. Z(t) je Brownov pohyb zo zaciatkom v Z(0)

Dokaz:
Vsetky prirastky Z(1)—Z(0), Z(2)—Z(1),...,Z(n)—Z(n—1) st ndhodné premenné
z norméalneho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a disperziou 1. Zaroven su jednotlivé

prirastky navzajom nezavislé, ¢im je splnena prva vlastnost Brownovho pohybu. Z(t)
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2.6 Dane a prerozdelovanie 2 MODEL TRHU

Z(s) = Z(t) — Z(t — k) pre nejaké k € N . To moéZeme napisat ako
ZW)—Zt-k)=Zt) —Zt-1)+Zt—-1)—-Zt-2)+...Z(t—k+1)—Z(t — k)

Teda Z(t)— Z(t—k) ~ N(0, k), teda Z(t) splia aj druht vlastnost Brownovho pohybu.
Kedze Z(t) je definovnany iba v diskrétnych bodoch, je spojity v kazdom bode svojho
defini¢ného oboru. O

Nevyhodou tohto modelu poc¢tu zakaznikov je zaporny pocet zékaznikov v nejakom
¢ase s pravdepodobnstou 1. My sme v simulacii obmedzeni hornou hranicou ¢asu T.
Pravdepodobnost nastatia situacie Z(t) < 0 v ¢ase t < T' je rovné pravdepodobnosti

prekrocenia hranice —Z(0) brownovym pohybom zac¢inajiucim v 0. Teda

P(min Z(t) < 0) = P(r(=Z(0)) < T) < P(T(-Z(0)) < T) =

0<t<T
_z(0)?
/ \/_ 2x daj

Této pravdepodobnost je pre hodnoty Z(0) = 1000000, 7" = 10000, pouzité v simulacii
spravania sa modelu zanedbatelne mala. Pri dlhsich ¢asovych intervaloch sa ale zac¢ina
blizit k 1. Tento problém moézeme vyriesit jednoduchou tpravou modelu, kde Z(t)

nahradime 0 : Z’(t) := max0, Z(T).

2.6 Dane a prerozdelovanie

V experimente budeme sledovat aj vplyv dani na trh. Kazdy predajca , ktorého ak-
tualne mnozstvo kspitalu je kladné odvedie pomernu ¢ast svojho majetku odvedie do
spolo¢nej poklanice. Z nej potom kazdy dostane rovnaké mnozstvo kapitalu. Teda chu-
dobnejsi ziskaju kapital, kedZe zaplatili menej ako dostali a bohatsi ho stratia. Medzi
predajcov sa rozdeli cela odvedena suma, ni¢ sa nespotrebuje na obsluhu danového

systému. Budeme sledovat vplyv vysky zdanenia na nasledovné ukazovatele:
e Pocet zostavajucich predajcov
e Celkové mnozstvo kapitalu na trhu

e Rozptyl kapitalu
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2.7 Zhrnutie

V casti 2.4 sme odvodili pribliznii hodnotu, pre pravdepodobnost krachu predajcu.
Predpokladali sme tam, Ze pocet zakaznikov je v ¢ase nemenny a dostato¢ne velky.
Tato pravdepodobnost sa s rasticim pomerom vstupnného kapitalu k fixnym nakla-
dom zmenguje, predajca vie pri velkom vstupnom kapitale nahradit straty z obdobi,
kde mal mélo zakaznikov. Pri zviSujicom sa pocte zakaznikov, klesa vplyv vstupného
kapitélu, narasta totiz rozptyl ziskov. V nasom modeli je ale pocet zakaznikov nekon-
Statna ndhodné premenna, majica vlastnosti Brownovho pohybu. Ocakavame, ze tato

zmena oproti predpokladom nebude mat velky vplyv na spréavanie sa modelu.
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3 Implementacia a experimenty

V tejto kapitole je obsiahnuty popis implementacie modelu a vysledky vykonanych

numerickych experimentov.

3.1 Implementacia modelu
3.1.1 CojeR

R je jazyk a prostredie vyvinuté pre Statistické vypocty. Umoziuje vyuzivat Sirokua
skalu Statistickych technik a Tahko vytvorit dobre vyzerajtce kvalitné grafy. Je pova-
zované za odlisni implementaciu softwéru S, na ktory sa podobé. Jednoducho sa v
nom vytvaraji nahodné vektory z mnozstva preprogramovanych rozdeleni. Umoznuje

sledovanie vyvoja modelu v redlnom case rychlym vykreslovanim peknych grafov.

3.1.2 model

Najskor vygenerujeme pocet zakaznikov v jednotlivych ¢asoch, kedZe nezavisi od os-
tatnych parametrov, ani od vyvoja modelu. funkcia rnomr generuje ¢isla z normalneho

rozdelenia so zadanou strednou hodnotou a disperziou.

for (i in 1:T)
Z|it+1l]<—rnorm(1,Z[i],1)
Z|i+1l]<—max(0,Z[1i+1])

Na obrézku 4 mézeme vidiet spravanie sa Z(t) v zavislosti od ¢asu pre Z(0) = 10000.

Délezitym rvkom nasej implementécie modelu je funkcia gain(x,i), ktora pre dany
¢as generuje trzby jednotlivych predajcov. V ramci nej najskor vygenerujeme vektor
pravdepodobnosti p pozadovanej dlzky. V druhom kroku pomocou predprogramovane;

funkcie multinom(k, N, p) vytvorime vektor s multinomického rozdelenia s parametrami
Z(t) a p.

gain<—function (x,1){

prob<—runif (length(x[,1]),1,1) — vektor pravdepodobnosti

r<—rmultinom (1,Z[1i],prob) — generujeme vektor z multinomického roz
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10000 10010 10020 10020
| | | 1

9990

0 200 400 600 800 1000

Obr. 4: Vyvoj poctu zdkaznikov v Case

}

Pre velky pocet zakaznikov st marginilne rozdelenia jednotlivych stradnic vektora r
podobné normalnemu rozdeleniu. Na obrazku 5 mézeme vidiet pribliznd hustotu tohto

rozdelenia.

Histogram of gain(predajcovia, 1)

250
]

150
|

Frequency

50

T T T 1
5 10 15 20

gain(predajcovia, 1)

Obr. 5: Histogram funkcie gain v ¢ase 1
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3.2 Vysledky 3 IMPLEMENTACIA A EXPERIMENTY

Nasleduje samotny experiment, ktory pozostava z opakovania velkého mmnoZstva

iteracii. Na zaciatku kazdej iteracie vypocitame trzni cenu, za ktort sa bude predavat.

P<—(cost (Z[1]/n)/(Z]i]/n))

Mnozstvo kapitalu jednotlivych predajcov v kazdej iterécii menime o zisk=gain-naklady.
vykonali sme simulacie pre dve triedy nakladovych funkcii, ktoré st popisané v casti.
?7?. Potom sa vykona zdanenie zisku a spatné prerozdelenie. Zdanujeme len tych ktorych
aktualny kapitél je kladny. Vypocitame celkovii sumu vyzbieranych dani a tie potom

rovnomerne rozdelime medzi v8etkych predajcov. Vysku dani oznac¢ujeme w € [0, 1)].

predajcovial,1|]<—predajcovia[,1]+ zisk
tax<—sum (w*predajcovia | predajcovia|,1] >0,1])
predajcovia|predajcovial,1]>0,1]<—predajcovia|predajcovia|,1] >0,1]*(1—-w

predajcovia[,1]<—predajcovia|,1]+ tax/n

Na konci iteracie predajcovia, ktorych kapital nie je kladny, skrachuji a odchadzaju z

trhu.

3.2 Vysledky
3.2.1 1. trieda nakladovych funkcii

Vsetci predajcovia maji nakladovi funkciu v tvare ¢(x)=f+gx. Nastavme f=1, g=1. Na
obrazku 6 vidime vyvoj trhovych ukazovatelov v modeli neobsahujicom dane. Pocet
predajcov postupne klesa ale zaroven pozorujeme narast kapitalu. Rozptyl kapitalu sa
zvacsuje, teda majetkova nerovnost narasté.

Na obrazku 7 vidime vyvoj trhovych ukazovatelov v modeli obsahujicom dane vo
vyske 0,01. Pocet predajcov sa nemeni aj rozptyl kapitalu sa ustélil. Celkovy kapitél
sa zmensuje.

Pozrime sa teraz na vyvoj trhu po zavedeni dani na obrazku ?7. V c¢ase 1000 sme
zaviedli dane s cielom zvratit rast rozptylu. Zaviedli sme rovnaké dane vo vyske 0,01.
Vidime, Ze zavedenie dani prinieslo ocakavany efekt: Rozptyl kapitalu klesol na nizke
hodnoty. Rovnako sa ale zastavil rast celkového bohatstva.

Na porovnanie vyvoj trhu s konstatnym poc¢tom zakaznikov a s danami (obréazok 9)

aj bez dani (obrazok 10).
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Obr. 6: Vyvoj trhovych ukazovatelov v ¢ase bez dani
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Obr. 7: Vyvoj trhovych ukazovatelov v ¢ase s dahami
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Obr. 8: Vyvoj trhovych ukazovatelov v ¢ase po zavedeni malych dani
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Obr. 9: Vyvoj trhovych ukazovatelov v ¢ase s dahami a s konStatnym poctom zékaznikov
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Obr. 10: Vyvoj trhovych ukazovatelov v ¢ase bez dani s konStatnym poc¢tom zakaznikov

Predstavme si trh so zanedbatelnymi variabilnymi nakladmi, napriklad internetové
zabava. Teda nastavime g—0, f=1. Na obrazku 11 mo6zeme vidiet, ze ked zacal klesat
pocet predajcov, zacalo stipat celkové bohatstvo. Je to spdsobené tym, ze skrachovany

predajca si so sebou odnasa dlhy.

10010
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0 500 1000 1500 2000 ] 500 1000 1500 2000

1000
100060
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L1 [

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

Obr. 11: Vyvoj trhovych ukazovatelov v ¢ase bez dani pre nulové variabilné naklady

Ten isty trh, tentoraz s danami mozeme vidiet na obréazku 12. Pozorujeme velmi

mierny pokles celkového bohatstva a rozptyl kapitalu oscilujtci okolo jednej hodnoty.
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Obr. 12: Vyvoj trhovych ukazovatelov v ¢ase s datiami pre nulové variabilné naklady

3.2.2 1II. trieda nakladovych funkcii

Vsetci predajcovia maji nakladova funkciu v tvare c(x) = kv/x. Nastavme k=1. Pri

tomto tvare nakladovej funkcie predajcovia v priemere zarobia viac, ako mini a teda

celkové bohatstvo bude rast.
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Obr. 13: Vyvoj trhovych ukazovatelov v ¢ase bez dani

Na obrazku 14 pozorujeme ustalenie trhu na rovnovaznom pocte predajcov, oscilo-

vanie rozptylu okolo jednej hodnoty a linedrny narast bohatstva.

31



3.3 Zhrnutie

3 IMPLEMENTACIA A EXPERIMENTY

3.3 Zhrnutie
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Obr. 14: Vyvoj trhovych ukazovatelov v ¢ase s dahami

Simulovanie modelu ndm umoznilo sledovat vplyv dani na vyvoj trhovych ukazova-

telov. Zavedenie dani dokaze zabranit krachu predajcov ale mé aj nezelany efekt na

vysku celkového bohatstva. Vplyv aj malych dani je dostatoény aby zvratil negativne

trendy vo vyvoji trhu. PriliSny nérast nerovnosti v bohatstve sa da zastavit malym

prerozdelovanim majetku. Pre rozne nastavenia vstupnych parametrov moézeme ziskat

model roznych typov trhu z redlneho sveta. napriklad trh s filmami mé velké fixné a

zanedbatelne variabilné naklady. Na druhej strane predaj ru¢ne vyrabanych veci cez

internet sa vyznacuje malymi fixnymi a vysokymi variabilnymi nakladmi.
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali skiimaniu jednoduchého modelu trhu s dokonalou konku-
renciou. Vyuzili sme prostriedky jazyka R na jeho jednoduchii implementaciu. Teore-
ticky model Brownovho pohybu s driftom a odvodenie tvaru jeho Laplaceovej transfor-
macie nam v Casti 2.4 posluzili ako zaklad pre lepSie pochopenie a odhad spravania sa
modelu v zéavislosti od vstupnych parametrov. V zavislosti od vstupnych parametrov
sme odhaadli pravdepodobnost krachu ucastnika trhu. V kapitole 3 sme sa venovali im-
plementacii modelu v jazyku R. Nacrtli sme moznosti tohto modelu v rdmci sledovania
vplyvu dani na réozne typu trhu. Praca nam priniesla zékladny vhlad do problema-
tiky stochastickych procesov a pomohla prehlbit nage znalosti z oblasti modelovania.
Priestor na zlepSenie prace existuje vo vyladeni parametrov aby sa viac podobali re-
alnemu svetu. Nasa praca moze pomoct k lepsiemu pochopeniu principov trhu a jeho

modelovania.
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Priloha A
Koéd simulacie

n=1000
T=20000
Z<—runif (T+1,100000,100000)
w=0
f=1
g=1
k=1
predajcovia<—cbind (runif(n,10,10),runif(n,0,0))
rozptyl<—runif (T,0,0)
wealth<—runif (T,10000,10000)
predava<—runif (T,1000,1000)
#koniec definovania parametrov
for (i in 1:T)
Z|i+1]<—max(0,rnorm(1,Z[i],1))

gain<—function (x,1){
prob<—runif (length (x[,1]),1,1)
r<—rmultinom (1,Z[i],prob)

r

}

\\cost<—function (x){
\\e<—kxsqrt (x)

e

Y

cost<—function (x){
c<—f+qxx

C

}
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#koniec definovania funkcii

P<—(cost (Z[1]/n)/(Z[1]/n))

for (i in 1:T) {

money | i]<—sum(predajcovia|,1])

gainp<—gain (predajcovia , i)

zisk <—Pxgainp—cost (gainp)

P<—(cost (Z]i]/n)/(Z]i]/n))
predajcovial,1|<—predajcovia|,1]|+ zisk

tax<—sum (wxpredajcovia|predajcovia|,1] >0,1])
predajcovia|predajcovia|,1]>0,1]<—predajcovia|predajcovia|,1]>0,1]*(1—w
predajcovial,1|]<—predajcovia|,1|+ tax/n
predajcovia<—predajcovia|predajcovial|,1]>=0,]
n<—length (predajcovia|,1])
rozptyl|i]<—var(predajcovia|,1])

wealth [ i]<—sum(predajcovia|,1])

plot (table(cut(predajcovia|,1]|,breaks=(—100:100),labels=(—-100:99))))
predava|i]<—n

}

#Vykreslenie ukazovatelov

par (mfrow=c (3,1))

plot (wealth ,xlab="t" ylab="Celkovy kapital")
plot (rozptyl ,xlab="t" ylab="Rozptyl kapitalu")
plot (predava ,xlab="t" ylab="Pocet predajcov")

36



	Zoznam obrázkov
	Úvod
	1 Matematický základ
	1.1 Pojmy z teórie pravdepodobnosti
	1.2 Stochastické procesy
	1.2.1 Brownov pohyb

	1.3 Brownov pohyb s driftom

	2 Model trhu
	2.1 Úvod
	2.2 Popis modelu
	2.3 Tržby, náklady, cena
	2.4 Pravdepodobnost krachu
	2.5 Modelovanie poctu zákazníkov
	2.6 Dane a prerozdelovanie
	2.7 Zhrnutie

	3 Implementácia a experimenty
	3.1 Implementácia modelu
	3.1.1 Co je R
	3.1.2 model

	3.2 Výsledky
	3.2.1 I. trieda nákladových funkcií
	3.2.2 II. trieda nákladových funkcií

	3.3 Zhrnutie

	Záver
	Literatúra
	Príloha A

