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Abstrakt

KUBALA, Bystrik: Symetrické polynémy a rozklad polynému na ireducibilné ¢initele
[Bakalarska préca] - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky. Katedra aplikovanej matematiky a statistiky.- Veduci bakalarskej prace:

RNDr. Dusan Krajcovi¢, CSc. - Bratislava: FMFI UK, 2014, 46 stran.

Tato praca sa zaobera symetrickymi polyndémami a rozkladom polynému na iredu-
cibilné ¢initele. Rozoberéa zakladné algebraické struktiry, vlastnosti polynémov a sy-
metrickych polynémov. Poskytuje zakladny prehlad aplikacii symetrickych polynémov
v Newtonovych polynémoch, Schurovom polynéme, diskriminante a rezultante. Taktiez
poukazuje na stuvis polynémov so symetrickymi polynémami pri hladani ireducibilnych

¢initelov polynémov.

Krluacové slova: ireducibilny ¢initel, polynom, symetricky polynoém, diskriminant,

rezultant



Abstract

KUBALA, Bystrik: Symmetric polynomials and polynomial factorization [Bachelor
thesis] - Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Infor-
matics. Department of Applied Mathematics and Statistics.- Supervisor: RNDr. Dusan
Krajcovi¢, CSc. - Bratislava: FMFI UK, 2014, 46 p.

This thesis deals with symmetric polynomials and polynomial factorization to irre-
ducible factors. It analyses the fundamental algebraic structure, the properties of po-
lynomial and symmetric polynomials. It provides the basic overview how is symmetric
polynomials applicable in Newtons polynomials, Schur polynomial, discriminant and
resultant. The thesis also point to the relation of polynomials with symmetric polyno-

mials to search irreducible factors.

Keywords: irreducible factor, polynomial, symmetric polynomial, discriminant, re-

sultant
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UVOD

Uvod

Matematika ako sucast nasho zivota sa datuje uz od pociatku existencie ¢loveka. Tak
ako aj historia, tak aj algebraické rovnice boli prvykrat zaznamenand na hlinenych
tabulkach pochadzajicich z Babylonskej rise. Uz 2000 rokov p.n.l. stari matematici
zapocali rozvoj mnohych odborov modernej matematiky, ku ktorym patri aj odbor
polynémov, ktorému sa budeme hlbsie venovat.

Polynémy su vyrazy pozostavajuce bud z jednej, alebo z viacerych premennych roz-
nych stupiiov. Uz od 16. storocia boli zndme vzorce na vypocet polynémov 2., 3. a
4. stupna, ale az v roku 1824 Abel dokazal, Ze neexistuji presné vzorce na vypocet
polynémov 5. a vyssich stupniov. V 1830 Galois rozsiril Abel-Ruffinovu definiciu pre
polyném 5. a vySsich stupnov cez Stidium permutacie korenov polynému, a tym od-
startoval Galoisovu tedriu. Tato sa zaobera problémami polynémov vyssich stupiiov.
Nas ciel v prvej kapitole bude porozumiet zékladnym algebraickym Strukturam, zé-
kladnej teoérii polynémov a rozkladu polynému na ireducibilné ¢initele. Tato kapitola
bude obohatena aj niekolkymi prikladmi, aby ¢itatel lepSie porozumel uvedenej teorii.
Ukézeme si, ako rozlozit kvadraticky, kubicky a kvarticky polyném na ireducibilné ¢i-
nitele. V tejto kapitole budeme vychadzat z literatary [1, 2, 3, 5.

V druhej kapitole sa venujeme symetrickym polynémom a ich zakladnym tdpravam.
Predstavime si Specidlne tvary symetrickych polynémov, ako sit Newtonove polynémy
a Schurov polynéom [8].

A nakoniec, si v tretej kapitole ukdzeme vyuzitie symetrickych polynémov. Prospesné
budu pri vypocte diskriminantov a rezultantov polynémov [4].

Hlavny ciel tejto bakalarskej prace bude oboznamit ¢itatela s tedriou polynémov a ich
vztahom so symetrickymi polynémami. Tato praca bude skor ponata z teoretického
hladiska, ale bude aj obohatena prikladmi, ktoré lepsie pomézu ¢itatelom porozumiet

danu problematiku.



1 Polynémy

Téato kapitola je volne spracovana podla literatary [1, 2, 3, 5].

V tejto kapitole sme sa rozhodli venovat teorii polynémov vo viacerych bodoch:

(1) Algebraické struktury,
(2) Okruh polynémov,

(3) Ireducibilita a korene polynému.

1.1 Algebraické struktiry

Definicia 1.1. Okruh je algebraicky systém P = {P,+, x} s dvoma bindrnymi operd-

ciami (scitanie a ndsobenie), v ktorom plati

(i) P je abelovskd grupa vzhladom na scitanie, to znamend, Ze plati

~

. komutativny zdkon: a+b=0+a; Va,be P,

2. asociativny zdkon: (a+b)+c=a+ (b+c¢); Va,b,c € P,

co

existuje nulovy prvok 0: a4+ 0=a; Va € P,

B

. existuje opacny prvok: Ya € P 3(—a) € P tak, Ze plati: a + (—a) = 0,
(ii) P je monoid vzhladom na ndsobenie, to znamend, Ze plati

1. asociativny zikon: (a x b) X c=a x (b x ¢); Va,b,c € P,

2. existuje jednotkovy prvok 1: ax1l=aA1lxa=a;Va € P,
(iii) naviac platia distributivne zdkony

1. distributivny zdkon (lavy): a x (b+c¢) = (a x b) + (a X ¢); Ya,b,c € P,

2. distributivny zdkon (pravy): (a+b) x ¢ = (a x ¢)+ (b x ¢); Va,b,c € P.

Ak k a € P existuje taky prvok a=! € P, pre ktory plati

tak a~! nazyvame inverzny prvok k prvku a.



1.1 Algebraické struktiiry

Pozndmka: Delitel nuly v okruhu P je taky nenulovy prvok a € P, ku ktorému existuje

taky nenulovy prvok b € P, Ze
axb=0.

Najtypickejsi okruh tvori mnozina celych ¢isel Z = {Z, +, x } vzhladom na operacie
sCitania a nasobenia. Treba si uvedomit, ze v 7Z a vSeobecne v okruhoch nie je vicsinou

mozné delit. Pozname rézne druhy okruhov. Medzi najznamejsie patria
(1) komutativne okruhy, pre ktoré plati zdkon komutativnosti
axb=bxa; Va,beP,
a medzi zname komutativne okruhy patri 7, konec¢né okruhy Z,, celych ¢isel
modulo m a mnohé dalsie ¢iselné systémy,
(2) nekomutativne okruhy, pre ktoré neplati zdkon komutativnosti.

Nech je dany okruh P. Nasledujtucim sposobom mézeme z neho zostrojit nekomutativny

okruh vzhladom na néasobenie.

a b

c d
typu 2 X 2; a,b,c,d € P budeme oznacovat Ms(P). Definujme okruh [My(P), +, X]

Priklad 1.1 Nech P je Tubovolny okruh, potom mnoZzinu vSetkych matic

pomocou nasledujucich operécii

a b N a b _ [« +ad b4V
c d d d c+cd d+d
a b a v B aa’ +bd  ab + bd
c d : ¢ a ) \ e +dd b + dd’

Pretoze nasobenie matic je vo vSeobecnosti nekomutativne, okruh Ms(P) je nekomu-
tativny okruh.

Polia st komutativne okruhy, v ktorych operacie $¢itania a nésobenia maji obvyklé
zauzivané vlastnosti. Medzi polia patria napr. racionalne ¢isla @, realne ¢isla R, kom-

plexné ¢isla C, pole Z, celych ¢isel modulo p, kde p je prvocislo. [1]

Lema 1.2. Nech P je okruh. 0 je v kaZdom okruhu P neutrdlny prvok vzhladom na

scitanie a aj 0 vzhladom na ndsobenie

Oxa=0=ax0; VaecP.



1.1 Algebraické struktiiry

Dékaz. 7 toho, ze b=0+0; Vb e P plati
bxa=(0b+0)xa=bxa+0xa.

Z definicie prvku 0 dostavame b x a = b X a + 0. Z tranzitivnosti rovnosti vyplyva, ze
bxa+0xb=bxa+0. Pouzitim zakona kratenia pre s¢itanie! dostavame, ze 0 x a = 0.

Dokaz druhej ¢asti rovnosti 0 = b x 0 je podobny a ponechame ho na ¢itatela. [1] O
Lema 1.3. Va,b € P plati
(—a) x (=b) =a x b.

Dékaz. Pretoze a splia

tak plati

Tiez plati
ax(=b)+axb=ax((=b)+b)=ax0=0.
Pouzitim zakona kratenia pre s¢itanie dostavame, zZe
(—a) x (=b) = a x b.[1]
O

Okruhy vo v8eobecnosti maji méalo zaujimavych vlastnosti. My sa budeme venovat

dvom okruhom, ktorymi su
(1) obory integrity,
(2) polia.

Definicia 1.4. Obor integrity je komutativny okruh, pre ktory plati nasledujici zdakon

krdtenia

axb=axc AN a#0 = b=c

lzakon kratenia pre séitanie. Ak a +b = a + ¢, tak potom b =¢; Va,b,c € P.

10



1.1 Algebraické struktiiry

Najznamejsi obor integrity je mnozina celych ¢isel Z. Okruh Z; = {0, 1,2, 3} nie je

oborom integrity, pretoze plati
2x2=0; ale 2#0; 2¢€Z,.

Veta 1.5. Komutativny okruh P je obor integrity prdve vtedy, ked sucin kaZdijch jeho

dvoch nenulovijch prvkov je nenulovy, teda plati
a#0ANb#0 = axb#0.

Doékaz. Ako prvé dokdzeme pravu implikaciu sporom. Ak Veta 1.5 neplati, tak
axb=0=ax0; a#0,b#0,

a to je v spore s Definiciou 1.4, kde ¢ = 0.

Lavt implikaciu tieZ dokdZeme sporom. Ak neplati Definicia 1.4, tak
ax(b—c)=axb—axc=0,
pri¢om st obidva prvky a, (b — ¢) nenulové, ¢im sa dostavame opét k sporu. [1] ]
Treba si vSimnut nasledujicu ekvivalentnit podmienku s Vetou 1.5
axb=0=>a=0Vb=0,
z ktorej vyplyva nasledujuci dosledok.
Dosledok 1.6. Jediné idempotentné prvky kazZdého oboru integrity si prvky 0 a 1.

Doékaz. Podla definicie kazdy idempotentny prvok vyhovuje podmienke
¢ =g,
teda
0=c*—c=cx(c—1).
Podl'a vyssie spomenutej ekvivalencie z Vety 1.5

c=0Ve—1=0 = c¢=0Ve=1][1]

11



1.1 Algebraické struktiiry

Inak povedané, okruh P je obor integrity prave vtedy, ked neobsahuje Ziadne delitele

nuly.
Lema 1.7. Okruh Z,, je obor integrity prave vtedy, ked m je prvocisio.
Dokaz. Dokaz je mozné najst v [2]. O

Definicia 1.8. Pole je komutativny okruh, v ktorom nenulové prvky tvoria grupu vzhla-
dom na ndsobenie. PretoZe v kaZdej grupe plati zdkon krdtenia, tak kaZdé pole je obor

ntegrity.

Medzi polia patri pole racionalnych ¢isel ), pole realnych ¢isel R, pole komplexnych

¢isel €, konecné polia Z, celych ¢isel modulo p.

Lema 1.9. V kazdom poli je definovand operdcia delenia (okrem delenia nulou), a tdato

operdcia delenia je jednoznacnd.

Dékaz. Dokaz sa k nahliadnutiu nachadza v [1]. O
Veta 1.10. KaZdy konecny obor integrity je polom.

Dékaz. Dokaz sa nachadza v [1]. O

Veta 1.11. Pre podiely v lubovolnom poli platia nasledujice pravidld (b # 0,d #0)

(1) =5 & axd=bxg,
(2) § 4§ = =50

(3) & x§=tfa

(@ g+ =0,

(5) 4x2=1, aka,b#0.

Dékaz. Dokaz kvoli zdlhavosti neuvadzame, ale je ho mozné najst v [1]. ]

12



1.2 Okruh polynémov

1.2 Okruh polynémov

Nech K je pole, potom mnozinu vSetkych polynémov s koeficientami z pola K budeme

oznacovat K|z].
Definicia 1.12. Polynom s premennou x € K nazyvame vyraz tvaru
n
p(2) = ap2™ + ap 12" F ap o™ 4+ apr? + a1+ ag = E a'r’,
i=0

kden € N a a; € K; 1= 0,..., n; sa nazyvaju koeficienty polynomu. Polynom, ktorého
koeficient a,, # 0 hovorime, Ze je stupria n, oznacujeme st(p(z)) = n a polynom, ktorého

koeficienty a; = 0 hovorime, Ze je stupria 0 éo oznacujeme st(p(z)) = —oo.

Definicia 1.13. Clen polynomu, ktorého suma mocnin premenniych je najvyssieho

stupna sa nazyva vedici clen polynomu.

Definicia 1.14. Normovanig polynom je taky polynom, ktorého koeficient pri najvyssej

premennej x sa rovnd 1.
_.n n—1 n—2 2
p(x) =2" + ap 12"+ ap_22" "+ .+ asx” + a1 + ag
Uvazujme polynom ¢(x), st(q(z)) = m, taky ze

q(T) = bp™ 4 by 1 2™ by 0™ 2 L bya® by by = Z Wal.
=0

Lema 1.15. Dva polyndmy p(z), st(p(xz))=n a q(z), st(q(x))=m sa rovnaji prave vtedy,
ked plati

(1)
a; = by,
pre ktoré su definované obidva koeficienty; (Vi <n Am)?,
(2) wvsetky ostatné koeficienty a;, b; si nulové.

Alebo ekvivalentne moézZeme turdit, Ze dva polynomy p(z),q(x) sa rovnaji prdave vtedy,

ked

st(p(x)) = st(q(x)) =nANa; =b; Vi=0,1,...,n.

2oznadenie n A m znamena mensie z ¢isel n, m

13



1.2 Okruh polynémov

Dékaz. Dokaz k nahliadnutiu najdete v [1]. O

Dva polynémy p(x),q(x) € K[z] budeme scitavat tak, ze sCitame odpovedajtce

koeficienty pri rovnakych mocninach. Nech polynom r(z) = p(x) + q(z)
7’(.1') = c,2° + csflx571 + 0572-1'572 + ...+ CQ$2 + c1x + cq,

potom koeficienty ¢ stt dané nasledovne

)
ap +bg, pre k<mAn

Ck =  ag, pre m < k <n,akm<n

by, pren < k <m,ak m >n,
(

kde s = max{m,n}.

Podobne spravime pre sta¢in dvoch polynémov p(x), ¢(z). Ich stéin je definovany
tH() = dopgn ™"+ dipyn 12T A 2™ 4 L doa? + dyx + d,

kde koeficienty

dk = Z aibj.

it+j=k

Pre k < m A n, zrejme k-ty koeficient polynému ¢(z) je rovny
dk = aobk + ...+ akbo. [1]
Priklad 1.1 Dany je okruh Zy = {0,1}. Mame zadané dva polynémy

p(x) =1+ 1z + 027,

q(z) =1+ 1z + 12%
Potom

p(z) +q(z) = (1+1z) + (1 + 1o + 12%) = 27,

p(z) x q(x) = (1 +12) x (1 + 1z + 12?) =1 + 2°. [1]

Lema 1.16. Nech L je obor integrity a L|x] je mnoZina vsetkych polyndmov s koefi-

cientami z pola L. Potom v L|x] plati
st(p(x) x q(x)) = st(p(z)) + st(q()).

14



1.2 Okruh polynémov

Dékaz. Dokaz mozno najst v [1]. O

Zakladnym problémom algebry je rieSenie polynomickych rovnic. Napriek tisicroc-

nému usiliu sa matematikom nepodarilo tuto tlohu doposial uspokojivo vyriesit.
Definicia 1.17. Polynomické rovnice su rovnice tvaru
n n—1 n—2 2 o
anZT"” + ap_1T + ap_ox + ...+ axx” +ax+ag =0.

Skor ako za¢neme rieSit polynomické rovnice, musime si povedat z akej mnoziny
(N,Z,Q, R, C) moézu polynomické rovnice nadobudat riesenia. Na jednoduchom pri-
klade ukazeme vyssie zmienent doélezitost pevnej determinécie podmienok.

Priklad 1.2 Mame dant polynomickd rovnicu druhého stupiia
4x2*~1=0, VreN.

Vidime, Ze neexistuje rieSenie tejto rovnice v mnozine IN, pretoze pre rieSenie = plati

x=|1/2].
Riesenie tejto rovnice ma tvar
T = 1/2,
To = —]_/2,

to znamena, ze 1, 1o € Q.

Tymto prikladom sme ukazali, ze zalezi na spravnom zadefinovani podmienok riese-
nia.
Pri rieSeni polynomickych rovnic uprednostiujeme zvycajné aritmetické operacie sci-
tania, od¢itania, nasobenia a delenia koeficientov, ako sme prave videli a sledujeme ako
tieto operacie zavisia na ¢iselnom okruhu, v ktorom pracujeme. Prave preto musime

predpokladat, ze koeficienty rieSenych polynémov lezia v pevne zadanom okruhu. [2]

Veta 1.18. Nech K je pole. Potom k polynomu p(x) € K|x] ezistuje inverzny prvok
prdave vtedy, ked st(p(x)) = 0.

Dékaz. Dokaz je mozné najst v [2]. O

15



1.3 Ireducibilita a korene polynému

Uvazujme, ze K je pole. Polynom g(x) € K|[z] deli polynom f(z) € K[z|, ak existuje
polynom h(x) € K|z] taky, ze f(z) = h(z) X g(z). Inak povedané g(zx) je delitel f(x).
Problém delitelnosti a rozlozitelnosti v oboroch integrity je zjednoduSeny tym, Ze sa
nemusime obavat pritomnosti delitelov nuly.

Rozklad r = a x b prvku r € P, kde r je nenulovy prvok a nie je delitel jednotky
nazyvame trividlny [2], ak a a b st inverzné prvky. Inak sa nazyva netrivialny. Prvok
r € P je ireducibilny, ak je nenulovy, nie je delitelom jednotky a kazdy rozklad prvku

r je trivialny. Dany rozklad na ireducibilné ¢initele je sucastou dalSej podkapitoly.

1.3 Ireducibilita a korene polynému

Definicia 1.19. Nech K je pole a nech polynomy f(x), g(x) € Klx]. Polynom g(x)
budeme nazyvat trivialnym delitelom polynomu f(z) € Klz|, ak stupen g(z) = 0,
alebo polynomy f(x), g(x) si asociované (f(x)/g(x) a zdroveri g(x)/f(x)), oznacujeme

f(x) «~g(x).

Definicia 1.20. Nech K je pole, nech f(x) € Klz| a nech st(f(z)) = 1. Polynom
f(x) € K[x] voldme ireducibilngm?®, ak f(x) nemd v okruhu K[z] okrem trividlnych

delitelov Ziadne iné. Inak budeme polynom f(x) € K|x| nazgvat reducibilnym®.

Pri rozklade polynémov na ireducibilné ¢initele budeme vychadzat zo zédkladnej vety

aritmetiky platnej v okruhu 7.

Definicia 1.21. KaZdé ¢islo n € 7 vdcsie ako 1 je bud prvocislo, alebo sa dd rozloZit

na sucin prvocisiel.

Podobné tvrdenie je platné aj v okruhu polynémov, t.j. existuje jednozna¢ny rozklad

polynémov na ireducibilné ¢initele.

Veta 1.22. Nech K je pole. Polynom f(x) € Klx| kladného stupnia je bud ireducibilni

v K/z/, alebo sa dd rozloZit na sicin ireducibilngch polynomov v Kfx/.

Dékaz. Dokaz sa nachadza v [2]. O

3ireducibilny = nerozlozitelny
4reducibilny = rozlozitelny

16



1.3 Ireducibilita a korene polynému

Nato aby sme dokazali rozkladat polynémy na ireducibilné ¢initele potrebujeme
zistif korene polynému. Korene polynomu si také éisla v € K, ktoré splhaja rovnicu

polynému

" + @Y Y o+ a0y + ary 4 ag = 0.

Chceme ukazat, ze ¢islo v € K je koren polynému f(z) prave vtedy, ked (z —+) deli
polynom f(z) v Klz|. Nastroj, ktory pouZzijeme je delenie polynémov. Podobne ako v

pripade delitelnosti celych ¢isel, kde

a=bxqg+r;r<b, a,bqrel,
plati nasledujtca veta.

Veta 1.23. Nech K je pole. Ak a(x) a b(z) si nenulové polynomy v K[z], potom existuji
jediné polynomy q(z),r(x), st(r(z)) < st(b(x)), ktoré spliaji

a(x) = b(x) x q(x) + r(z).

Dékaz. Podiel ¢(x) a zvySok r(x) vypocitame pomocou postupného delenia polynémov.

Nech a(z) = Iiakxk ab(z) = kiobk.xk, potom budeme rozliSovat dva pripady
(1) ak m < n, tak oznacime, ze ¢(z) = 0 a r(x) = a(z),
(2) ak m > n, tak definujeme

a1 (z) = a(z) —b' X ap x ™" x b(z) = a(z) — q1(z) x b(z).

Stupen polynému a(z) je najviac m — 1, pretoze a(z) a ¢;(x) x b(z) majua rov-
naky vedici koeficient b, ! x a,, x b, = a,,. Tento postup pouZitim matematickej

indukcie budeme opakovat (najviac m —n + 1 krat) pokym nedostaneme zvysok

ar(w) = a(z) = [ ai(@)]b(x) = a(z) — q(z) x b(z),

ktory bude mensieho stupna ako n. 2]
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1.3 Ireducibilita a korene polynému

MoéZeme uvazovat, ze polynom a(x) mé stupen 1, 7 je koren polynému f(x) a nech
plati a(z) = (z — ), kde v € K. Potom (x — ) je delitelom f(x), ak existuje polyném
g(x) taky, ze

flz) = (xr —v) x g(z).

Veta 1.24. Nech K je pole, polynom f(x) € Klx] a v1,72,...,Ym SU r0zne korene
polynomu f(z). Potom

(x —71) X (x —y2) X oo X (T — Yim)
deli polynom f(x) € K|z].
Dékaz. Dokaz je mozné najst v [2]. O
7 predchéadzajuceho tvrdenia Vety 1.24 vyplyva dolezity dosledok.

Désledok 1.25. Nech K je pole a f(z) je nenulovy polyndm stupria n. Potom polyném

f(x) md najviac n roznych korerniov v K.

Dékaz. Dokazeme dané tvrdenie sporom. Nech polyném f(z) ma n+1 roznych korefiov
vi; @ = 1,...,n. Potom pomocou tvrdenia Vety 1.23 dostéavame, ze polyném (z — ;) X
(x —72) X ... X (& — ) deli polynéom f(z), to znamena, Ze existuje polynéom h(z) a

plati:

fl@)=(x—m) X (x =) X ... x (x—7n) X h(zx).

Tymto v8ak prichadzame k sporu, pretoZe stupeil polynému f(x) je n a na pravej

strane mame polyném stupna vacsieho ako n. O

Ireducibilné ¢initele hrajua analogicki tilohu ako prvocisla v aritmetike. Je prirodzené
polozit si otazku, aké existuji ireducibilné ¢initele. Odpoved na tito otazku zavisi od
pola K.

V prvom rade, kazdy polyném prvého stupna je ireducibilny, pretoze stac¢in dvoch poly-
némov s kladnym stupfiom mé vzdy stupen > 2. Z toho vyplyva, Ze rozklad polynému
na linearne ¢initele je len Specidlnym pripadom rozkladu na ireducibilné polynémy.

Napriklad plati
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1.4 Rozklad polynému na ireducibilné cinitele

e v okruhu Q[z] existuju ireducibilné delitele Tubovolného stupna,

e v okruhu R[z] st ireducibilné okrem polynémov 1. stupiia aj polynoémy 2. stupia,
ktoré nemaju redlne korene.
Priklad 1.3 Uvazujme polyném 2% + z + 1. Dany polyném mé dve komplexné

rieSenia a to

V3

1
— -4 ¥
T2 =75+

e v okruhu Cz] ireducibilnymi ¢initelmi st vSetky polynémy 1. stupia, pretoze v
C'lz] plati tzv. hlavna veta algebry a to, Ze kazda algebraickd rovnica kladného

stupna s koeficientami z pola C' ma nejaky koren v poli komplexnych &isel.

1.4 Rozklad polynému na ireducibilné ¢initele

Hlavnym problémom rozkladu polynému na ireducibilné ¢initele bez pomoci technic-
kych inovacii (Matlab, Wolfram Alpha) je neznalost algoritmov pre polynémy stupiia

n > 5. Preto sa najprv budeme zaoberat rozkladom polynémov 2., 3. a 4. stupia, t.j:
Kvadraticky polyném — f(z) = ax?+ bz +c,

Kubicky polynéom — g(z) = az® + ba? + cx + d,

Kvarticky polyném — h(z) = ax® + ba® + c2? + dx + e.

Existuje viacero metdéd ako néjst korene tychto polynéomov. My si ukdzeme najviac
pouzivané metody. Budeme predpokladat nenulovost koeficientov a nebude zalezat na
mnozine, v ktorej budeme riesit.

1.4.1 Kvadraticky polyném

Na ziskanie koreniov kvadratického polynomu hl'adame priese¢niky paraboly s osami x

a y. Pri vypocte korenov si budeme pomahat diskriminantom polynému

D = b* — 4ac.
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1.4 Rozklad polynému na ireducibilné cinitele

Vypocet korenov kvadratického polynému:

ax’+br+c=0
4a’2? + 4abx + 4ac = 0

(2ax + b)* — b* + dac =0

(2az +b)*> = D
| 2ax +b|=VD
~b++D
Tip = —F
2a
Diskriminant moze nadobudat tri hodnoty:
1. D > 0 = existuji dva rozne korene x; o = %5,

—btiy/|D|

2. D < 0= existuji dva rozne komplexné (vzdy!) 21, = —5—,

3. D = 0 = existuje jeden dvojnasobny koreii ;o = =b,

2a

Rozklad na ireducibilné ¢initele bude rovny:

(x —x1)(x —29) = 0.

1.4.2 Kubicky polyném

Diskriminant nebudeme kvoli jeho naroénému predpisu pouzivat. Pracovat budeme
s Carddnovymi vzorcami presne ur¢enymi na najdenie korefiov kubického polynému.

Majme kubicky polyném v tvare
3 2 _
az® +br"+cr+d=0,

kde a, b, c,d € R. Pouzitim substiticie z = y — % dostaneme neuplnid kubicki rovnicu

(bez kvadratického ¢lena) v tvare:

y> +py+q=0,
kde
< b2
p= a 3a?’
d W be
1= T 973 T 302
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1.4 Rozklad polynému na ireducibilné cinitele

Vidime, Ze substitiiciou sme presli k jednoduchsiemu problému, ktory bude pre nas

Tahsie riesitelny. Zavedieme druhu substiticiu
y=a+f
a redukovanu kubickd rovnicu prepiseme na tvar
o’ + 37+ (a+ B)(Baf +p) + ¢ =0.

V tomto bode Cardéno zaviedol druhti podmienku pre premenné « a (3

3af +p =0,
__P
O‘B - 37
z ktorej dostal dve rovnice
Oé3 + 63 = —q,
o’ = —p’ /2,

ktoré splfiaju Vietove vzorce pre kvadratickt rovnicu tvaru (o a 3% st korene kvad-

ratickej rovnice)
224 qz—p*/27=0.

Na riesenie uz znamej kvadratickej rovnice pouzijeme diskriminant a korene budi tvaru

s_ 4., ¢ P
=gty T
3__€_,ﬂi P’
p = 2 4+2T

ktoré spatnou substitiiciou dosadime a pomocou polérnej reprezenacie ziskame rieSenie

kubického polynému.

1.4.3 Kvarticky polyném

Majme kvarticky polyném v tvare

azt +bx® + cx® +dx +e =0,
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1.4 Rozklad polynému na ireducibilné cinitele

kde a,b,c,d,e € R. Pouzitim substiticie x = y — % dostaneme neuplni kvartickia

rovnicu (bez kubického ¢lena) v tvare:

v 4+ py? g4+ =0,

kde
_ 8ac— 3b2
p - 8@2 I
b —dabe + 8a*d
q - 8(13 9
. —3b* + 256a%e — 64abd? + 16ab*c

256a4

Ziskanu rovnicu upravime a rozlozime na Stvorec.

:c4+px2:—q:c—'r
2

2, Pya_ _ r-
(3c+2) qx r—|—4

Dalej do poslednej rovnice vlozime neurcity parameter «, aby sme na pravej strane
ziskali kvadratickd rovnicu.

? p

(x2+§)2+2a(x2+§)+a2:pz—qm—r+2a(z2+§)—|—a2,
(2 p 2 _ 90p? — p_2_ 2
x —1—2—1—04) = 2ax qx+4 r+ap+a’.

Pravua stranu poslednej rovnice vieme upravit na S$tvorec, preto vypocitame diskrimi-

nant

2
D = —8a® — 8pa? —8(% —r)a+ ¢ =0.

Diskriminant ndm vysiel ako rovnica 3. radu v premennej «, teda najdeme rieSenie

kubickej rovnice a jeho dosadenim ziskam

(y2 + g —+ g + (ao + %)\/ 20[0) = 0.
0

Spatnou substiticiou ndjdeme riesenie kvartického polynému.
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2  Uvod do symetrickych polynémov

Symetrické polynémy si vSadepritomné v matematike a matematickej fyzike. Napriklad
sa objavuju v zakladnej algebre (Vietove vzorce), v tedrii reprezentacie symetrickych
grup a vSeobecnych linedrnych grupach nad € alebo konecénymi poliami.
Prostrednictvom ich blizkeho vztahu s teériou reprezentacie si teéria symetrickych fun-
kcii nasla mnoho aplikacii v matematickej fyzike (tedria superstrin).

2.1 Symetrické polynémy

V tejto podkapitole si zadefinujeme symetrické polynéomy a vysvetlime z ¢oho je od-
vodeni ich nazov symetrické. Ako prvé si zadefinujeme pojem permutécie, ktory bude

neskor pre néas dolezity.

Definicia 2.1. Pod permutdciou konecénej mnozZiny A rozumieme kazZdi bijekciu na

mnozine A, teda o : A — A.

To znamené, Ze permutécia je jednoznacéné zobrazenie mnoziny A.
Pripomenme si zname Vietove vzorce, ktoré nam slizia na vyjadrenie vztahu medzi

korenmi polynému a jeho koeficientami.

Definicia 2.2. Predpokladajme, Ze x1,...,x, si korene polynomu
fx)=2" +aa™ '+ ... +a,.

Potom Vietove vzorce maju tvar

61($1, ce 71’n) = sz = —,
62(.1'1, Ce ,.ﬁEn) = Z $i1$i2 = ag,

em(T1,. .., xy) = Z Tiy T, = (1) ap,

1<i1<...<im<n

en(T1, ..., xp) = 2120 .. 2p = (—1)"ay,.
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2.1 Symetrické polynémy

Polynom e,,(x1, . .., z,) sa nazgva m-ty zakladny symetricky polyném premenngjch 1, . . ., x,

a md nasledovni vlastnost

em(Toys ey To,) = €m(T1, ..., Tp),
pre vSetky permutdcie o mnoZiny {1,...,n}.
sledujucej definicii.

Definicia 2.3. Polynom p(z1,...,x,) nazjvame symetricky polynom, ak spliia

p<x0'1a s 7x0n) :p(xla s 7xn)7

pre vSetky permutdcie o mnoZiny {1, ..., n}. MnoZina vietkych symetrickych polyndmov

premennijch 1, ..., T, oznacime A,.

Inak povedané, polynéom nazyvame symetricky, ak pri zamene I'ubovolnych dvoch
premennych polynomicka funkcia zostane nezmenenéd. Homogénna zlozka symetrického
polynému je symetricky polynom. [4]

Priklad 2.1 Nech je dany polyném
(e, .. xy) =af +ab 4+ rak k=12,

potom je zrejme tento polynéom symetricky. Neskor takéto polynomy budeme nazyvat
Newtonove polynémy.

Priklad 2.2 Kazda permutacia neznamych x1, s, x3, x4 v polynémoch

f1 = 2129 + w324,
fo = 1123 + T2y,

f3 = 124 + 2273,

dava opét tie isté polynémy. Chapeme ich ako polynomické funkcie, t.j. polynémy
f1, f2, f3 st spolu symetrické polynémy.

Symetrické polynémy sa vyuzivaja pri Stidiu algebraickych rovnic jednej premenne;j.
KItéom k tspechu st vySsie zmienené Vietove vzorce definované v (2.2), ktoré vy-
jadrujua zékladné symetrické polynomy korenov algebraickej rovnice pomocou jej ko-

eficientov, ak je pocet korenov rovnice v danom poli rovny stupiiu rovnice. Je jasné,
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2.1 Symetrické polynémy

ze iba symetrické polynémy v korenoch rovnice su dobre definované, t.j. hodnota kaz-
dého d'algieho polynému zavisi na poradi korenov. Na druhej strane ukaZzeme, ze kazdy
symetricky polynoém zéavisi od korenov algebraickej rovnice, ktoré mézu byt vyjadrené
pomocou koeficientov tejto rovnice.

Priklad 2.3 Polynom py = 23 + 23+ ... + 22 je symetricky. Tento polyném po tprave

na sucet zakladnych symetrickych polynémov vyzera nasledovne
Do = ef — 2és9.
Teda sucet stvorcov korenov algebraickej rovnice
D +ar '+ .. . +a,=0
je rovny
P2 = ai — 2ay. [4]

Nech F € A,, = A[Xy,...,X,,] je polyndm m premennych a nech fi,..., f,, €
A, = Alzy, ..., x,] s symetrické polynomy. Potom polynom F(fy,..., f,) je symet-
ricky polyném z1, . .., x,. Je prirodzené polozit otazku, ¢i existuji symetrické polynémy
fi,-.., fn také, ze kazdy symetricky polyném méze byt nimi vyjadreny. Da sa ukazat,
ze jednoznacne existuju a su to zédkladné symetrické polynomy. Nech A,, je pole n pre-
mennych. Potom mnozinu v8etkych symetrickych polynémov s koeficientami z pola A,

budeme oznacovat A, [xz].

Lema 2.4. Nech u = aa:’flxé” ..akn je vediici ¢len symetrického polyndmu f. Potom

ki > ko> ...>k,.
Doékaz. Predpokladajme, ze k; < k; 1 pre nejaké i. Okrem u, polyném f musi obsahovat
monomial

k1 kit1

—— i k
u=axy ...z, ik

ziskany z u prehodenim z; s z;,1. Potom priamo vyplyva, Ze st(u) > st(u) a to je v

spore s tvrdenim, Ze u je veduci ¢len symetrického polynomu. [4] O]
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2.1 Symetrické polynémy

Lema 2.5. Ku kazdému monomidlu v = az¥ x5 .. xF spliajicemu
k12k222km

existuju nezdporné celé cisla ly, . .., 1, také, Ze vedict ¢len sucinu symetrickyjch polyno-

mov elf...ef{l je rovny u. Navyse tdato podmienka urcuge ly, ..., 1, jednoznacne.

Doékaz. Dokaz sa nachadza v [6]. O

Veta 2.6. Kazdy symetricky polynom maoze byt jednoznacne vyjadreny zakladnymi sy-

metrickymi polynomami.
Dékaz. Dokaz mozno vidiet v [8]. O
Priklad 2.3 Nech je dany polyném
f=ps=a}+ad+...+a.

Dany polyném chceme vyjadrit v zakladnych symetrickych polynémoch. Nase vypocty

st uvedené v nasledujtcej Tabulke 1.

m U, Fulel, ... en) fm
3 3 _ 3 2 2
1 xy ey = 2w +3) 7w =32 zjw;
@ i#] i#]
+6 > mizjzy —6 > wwjxy
i<j<k i<j<k
2 | =3zixy | —3erea =—-3> a%x; | 3 Y mmm
i#j i<j<k
-9 > mxjxy
i<j<k
3 | 3wimoxs | 3e3 =3 > wiwmy 0
i<j<k

Tabul'ka 1: Vyjadrenie polynomu v tvare zakladnych symetrickych polynémov.

Potom vysledny polyném zapisany v zékladnych polynémoch méa nasledovny tvar
f= e? — 3eres + 3es.

Existuje praktickejsi pristup k zédkladnym symetrickym polynémom, ktory ukazeme

na dalSom priklade.
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2.1 Symetrické polynémy

Priklad 2.4 Nech je dany polyném
[ = (122 + 2324) (0123 + o24) (T124 + T23)

Opét chceme dany polyném vyjadrit v tvare zakladnych symetrickych polynémoch.
Podl'a Definicie 7?7 je vedtci ¢len polynému f u = z3xoz3r4. Bez poditania moZzeme
najst kandidatov us, us, . ... Najskor vietky exponenty musia splnat nerovnost z Lemy
2.4. Potom, v dosledku toho, Ze f je homogénny polyném?® st(f) = 6, tak sicet exponen-
tov musi byt rovny 6 a nakoniec kandidati ug, us, . . . musia byt mensi ako u;. V Tabulke

2 uvedieme vietky mozné monomialy, ktoré splhaji nasledujice podmienky.Potom tvr-

dime, ze
f= e%e4 + ae§ + begey.
Uy Uz U3 Uy Fm
301 1 1 |etxe
2 2 2 0 e
2 2 1 1 €o X €4
Tabul'ka 2: Monomialy.
Aby sme nasli nezndme koeficienty a, b, musime vy¢islit par hodnot neznamych x4, .. ., z4.

Ty Xy T3 T4 | €1 € e3 ey | f
1 1 1 0/3 3 1 O]1 a=1
1 1 -1 -1/0 -2 0 1/|8]|—-20=8

Tabul'ka 3: Vypocet koeficientov a a b.

Teda a =1, b = —4 a polyném f v zékladnych symetrickych polynémoch nadobuda

5Homogénny polyném je polyném, ktorého vietky nenulového éleny maju rovnaky stupeii
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2.2 Uplné symetrické polynémy

tvar
2 2
[ =ejes + e5 — desey.

V pripade nehomogénnych symetrickych polynémov budeme vyssie spomenuti metdédu

aplikovat na homogénne ¢asti polynému oddelene. [6]

2.2 Uplné symetrické polynémy
Budeme predpokladat postupnost A = (Ay, ..., \,) spliajicu
A > 2>...>2)N, >0
Oznacime
A=A+ 4+ A\

Ak | A |= k, potom hovorime, Ze X\ je rozdelenie k, A + k. Pocet nenulovych \;,

i =1,...,n nazveme dizka lambdy a oznacime [()\). Budeme pouzivat mnozinu
Pk,n) = {AFk[IQA) <n}

z rozdelenia k s dlzkou < n. Definujme si postupnost a = (as, ..., a,) nezapornych

celych ¢isel splhajacu

«

R e

Nech A = (A\y,...,\,) € P(k,n) a S(z*) je symetricky polynom. Pre A € P(k,n)
definujeme

mx(Ty, ..., T,) = Zxa,

kde suma prechadza cez vetky rozne permutacie \. Symetrické polynémy spliajice
podmienku zmienent vyssie budeme nazyvat zékladné symetrické polynémy zodpove-

dajuce A.
Tvrdenie 2.7. MnoZina

{mx(z1,...,2,) | A € P(k,n)}
je bdza Ak
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2.2 Uplné symetrické polynémy

Definicia 2.8. Uplny symetricky polyném pre kazdé k > 0 je suma vietkyjch mono-

madlov stupnia k takd, Ze

hi(xq, ... x,) = Z P

di+...+dn=k

Pre k = 0 plati, Ze ho(x1,...,2x,) = 1 a dplny symetricky polynom mozZeme napisat ako

hi(xy, ..., x,) = Z ma(zy, ..., Ty,).

AeP(k,n)
Definicia 2.9. Generujica funkcia pre hy je dand, ako

1
Hn(t> = Z xllil L x:llntd1+...+dn —

01 >0 11— tz,)

i=1
Chceme zistit ¢ existuje vztah medzi uplnymi a zédkladnymi symetrickymi polyno-

mami.

Veta 2.10. UvazZujme generujicu funkciu zakladnych symetrickiyjch polynomov

n n

E,(t) =Y eiwy, ... xn)t = (1 +ta).

=0 i=1
Potom pre vztah medzi symetrickymi polynomami a zdkladnymi symetrickymi polynd-

mami plati

Ht)E(-t) =1,
alebo ekvivalentne
k
> (=1ephy =0; VE>1 (1)
r=0
Doékaz. Stanovme si nech
er(1,...,xy) =0; 1 >n.
Rovnicu (1) vyriesime indukciou.
Nech k£ = 1.
hl — €1 = 0,
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2.2 Uplné symetrické polynémy

teda
hl = €1.
Pre k =2
hg — 61h1 + €2 = 0,
teda
er e
hg = 6% — €9 = ! ?
1 €1
Indukciou pokracujme az pre k
€1 €2 €3 €k-1 €k
1 €1 €y ... €Cp_9 €r_1
0 1 e €k—3 Ck—2
hy, = = det(e1—i+j)1<ij<n-
0 0 0 €1 €2
0 0 O 1 e1

Vdaka symetrii medzi h a ¢ v Rovnici 1, méZme predchadzajicu maticu upravit

hl hg h3 hk—l hk
1 hy he hi—2  hi—1
0 1 Iy hi—s hi—o
hy, = = det(hi—iyj)1<ij<n-
0 0 O hq ho
0 0 O 1 h1

Vyuzili sme poznatok, ze
ei(xy,...,xy) =00 <0Vi>nlg
O

Tvrdenie 2.11. Symetria medzi h a e ponika zavedenie zobrazenia w : N,, — A, ktoré

slnia

mi
w( E Ay €1 - - -

mi,...,Mn

m — mi m
en") = E Umy,oma 7R
mi,...,Mn
spolu s nasledujicimi podmienkami
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2.3 Newtonove polynémy

(1) w je okruh homomorfizmu

w(p+q) =w(p) +w(q);p,q € Ay,
w(pg) = w(p)w(q);p,q € Ay,
(2) w(e;)) =h; N wlh)=¢

(3) w? =id (priamy désledok (1),(2)). [8]

2.3 Newtonove polynémy

Definicia 2.12. R-tyj Newtonov polynom, r > 1 v premennyjch x1,...,x, nazgvame

polynom tvaru

alebo

Newtonove vzorce dostaneme ekvivalentne ako

k

khi =Y prhis, (2)
r=1
k

kep = > (=1) " 'prex_y. (3)

r=1
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2.3 Newtonove polynémy

Dékaz. Opét vyriesime Rovnicu (3) indukciou.

Nech £ = 1.
pr—e =0,
teda
b1 = ¢€1.
Pre k =2
pP1 D2
2e9 = pieg — Py =
I m
Pre k=3
b1 P2 P3
3ez = 2pi1es — pre; +po = 2 p1 p2
0 1 P1
Indukciou pokracujme az po k
P P2 ps ... Pk—1 Dk
k-1 4! P2 ... Dk—2 Pk-1
0 k=2 p1 ... pr3 Dr2
kek = .
0 0 0 ... m Do
0 0 0 1 D1

Taktiez m6zme Rovnicu (2) prepisat ako

k—1
P = Z(—l)kirilek,rpr + (—1)]671]{56]?

r=1

Prek=1
P1 = €,

pre k = 2

€1 262
P2 = €1p1 — 2e3 =
1 €1
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2.4 Schurov polyném

Pre k=3
€1 €2 363
p3 = e1p2 — eap1 + 3e3 = 1 e 2e
0 1 €1
Indukciou az po k
€1 ey €3 ... €p_1 key,
1 €1 €2 ... €k_9 (k’ — 1)6k_1
0 1 €1 ... €g_3 (k — 2)€]€,2
Pk = , [8]
0 0 0 €1 262
0 0 O 1 e1

2.4 Schurov polyném

V doterajsich ivahach sme sa zaoberali symetrickymi polynémami. V tejto podkapi-

tole sa budeme venovat antisymetrickym polynémom a ich vztahom so symetrickymi

polynémami.
Definicia 2.14. Polynom p(xy,...,z,) € C(xy,...,Xy,) nazgvame antisymetricky, ak
P(Toys- s Xe,) = (=1)p(x1...,2,); 0 ES,.
Priestor vsetkijch antisymetrickiyjch polynomov v premennych x1,...,x, oznacime A,.
Nech dy, ..., d, st nezdporné celé ¢isla. Oznacme
d=(dy,...,dy)

a

:Lﬁl1 x‘f"’ '

ag(x1, ..., Ty) = :
xil xff :UZ"
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2.4 Schurov polyném

je antisymetricky polyném. Ak § = (n —1,n —2,...,1,0), tak Vandermondov deter-

minant
S SR |
My, o xy) = = H (i — ;)
gt pn? r, 1 s
je tiez antisymetricky polynom.
Veta 2.15. Ako podpriestor Clxy, ..., x,] md priestor A, nasledujice vlastnosti:
(1) A, je uzavrety vzhladom na scitanie,
(2) A, x A, CA,aA, xA,CA,.
Dékaz. Dokaz k nahliadnutiu sa nachédza v [§] O

Rovnako ako uvod do zadkladnych symetrickych polynémov urobime tivod do zaklad-

nych antisymetrickych polynémov. Zavedme si operator
A:Clxy, ...,z = Clay, ..., 24,
ktory splha

(Ap) (1, 2n) = > (=1)p(To(1); - - - Tain)-

gESy
D4 sa ukazat, ze Ap € A,; Vp € C[xy,...,Xy|. Podobne z toho, ze zakladny symet-

ricky polyném
{mx| A€ P(k,n),k >0}
formuje bazu A,,, sa da dokazat, ze
{Ao(x1, ... 2p) |d=(dy,...,d,) €Z7,dy > ... >d, >}
je baza A,.
Lema 2.16. Predpokladayme d € Z", dy > ... > d,, > 0. Definugme
N =d; — (n—1),

)\:<)\1;---7)\n>7
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2.4 Schurov polyném

alebo ekvivalentne

Potom X je rozdelenie diZky < n.
Dékaz. Dokaz kvoli zdlhavosti neuvadzame, ale je ho mozné najst v [8]. O

Definicia 2.17. Pre a € P(k,n) je Schurov polyndm zodpovedagici \ definovany

o A)\—&-é(xla s 73771)
S)\<m1a s 7xN) - A5(2171 .I ) :
)

Veta 2.18. Pre kladné celé cislo
{sx| A e P(k,n)}
je baza AF.
Dékaz. Dokaz je mozné najst v [8]. O

Veta 2.19. Generujici rad Schurovych polynomov je rad tvaru

) z i
S(T1y e Ty Yty e e ey Yn) = —_ ey,
(21 1 Yn) Z NG : N Yn
A1 yeeesdn >0 i p
Dékaz. Dokaz k nahliadnutiu sa nachadza v [8]. O

Ozna¢me VYA € P(k,n) koeficient

n

Aj+n—j
Hyjj+ ]ES<$1,...,{Engy17--'7yn>
j=1

ako sy(z1,...,x,). Nie je tazké ukazat, ze plati

S(xla"'axnvyh"'ayn):A(yla'”ay’rL> Z S)\(.ZTJ)S)\(y),
I(N)<n

A(yi, ..., Yn
S(xla"'axn7y17"'7yn> = I_Ey1<1—xyy))
iYj

1<i,j<n
Dosledok 2.20. Po dosadeni a upraveni dvoch predchddzajicich generujucich radov
dostdvame

1
[T (1—azy)

1<i,j<n

= Y s\(@)s\(y)- 18

I(N)<n
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3 Aplikacie symetrickych polynémov

3.1 Vztah medzi zakladnymi symetrickymi polynénmy a
Newtonovymi polynénmy

Ak chceme vyjadrit Newtonove polynomy
pr(T1, .. xp) =2+ ...+ 2y

pomocou polynémov, ktoré zavisia od zékladnych symetrickych polynémov ey, es, . .., e,,

tak dostaneme rekurentné vztahy, ktoré nazyvame Newtonove vzorce.

Veta 3.1. Newtonove vzorce su vzorce tvaru

pr—proter+ ...+ (=D pre,_y + (=1)"re, = 0; ak 1 <r < n, (4)

Pr — Pr—1€1 +.. <_1)n71p7"7n+16n71 + (_l)nprfnen = 07 ak r>mn. (5)
Doékaz. Aby sme ich dokazali vyuzijeme nasledovny vztah

o — el (1) e + (—1)"e, = 0,

r—n
%

ktory vynasobime ¢islom 2z} ", (r > n) a dostaneme

ol — el (D) e 2T 4 (= 1) e = 0.

%

Po scitani v8etkych tychto vztahov cez vietky i = 1,...,n dostaneme nielen vztah (4),
ale aj vztah (5) pre r = n (po = 2% + ... + 2% = n). Dalej si véimnime symetricky

polyném fr,m St(fnn) =r<n (alebo St(fnn) = =00, ak fr,n = O)

fr,n(xla o 7'Tn) =Pr —Dr—1€1+ ...+ (_]-)T_lpler—l + (_1)TT€T-

Matematickou indukciou podla ¢ = n — r dokazeme, Ze f,,, je identicky rovny 0. Ak
polozime x,, = 0, tak si mozeme vsimnut, ze symetrické polynémy, ktoré dostaneme
(€i)(0), (i) (0) st rovné polynémom e;, p;, ktoré st definované pre n — 1 premennych

Z1,...,T,_1. Potom dostaneme rovnost

frn(@1, - 20-1,0) = (pr)o — (pr—1)o(€1)o + -+ (1) (p1)oler—1)o + (=1)"7(er)o

= fr,nfl(wh cee 7xn71) = O,
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3.2 Diskriminant polynéomu

pretozen —1—r=q—1<gq.
Vztah f,.,(z1,...,2,-1,0) = 0 znamena, ze polynoém f,, je delitelny z,,, to znamena, ze
frn = xn fi. Ak vyuzijeme symetriu f,,, prideme k zéveru, Ze tento polyném obsahuje

ako ¢initele x4, ..., x, a teda aj ich sicin e, = x; ... x,. Povedané inymi slovami plati,

frn(@1, .o yxn) = en(z, . xp)h(T, ..y 2y).
Tento rozklad je mozny jedine vtedy, ak h = 0, pretoze st(e,) =n a st(f,,) =r < n.

Teda f,, = 0 a tym je nasa veta dokazana. [4] O]

3.2 Diskriminant polynému

V okruhu P[zy,...,z,] budeme skiimat polyném

1<j<i<n

ktory vyjadrime v tvare Vandermondovho determinantu

1 1 1
X X2 T
A, =
—1 n—1 n—1
Ty Ty Ty

Pretoze determinant je kososymetricka funkecia svojich stlpcov, dostavame
oo\, =cec;A\,

kde €, je znamienko permutacie o € 1,...,n. V takomto pripade A? je symetricky
polynom, a podla zékladnej vety a symetrickych polynémoch ho moézeme vyjadrit v

tvare polynéomu, ktory zavisi len od zékladnych symetrickych polynémov

A2 = H(.Z'Z —1;)* = Dis(ey, ..., e,).

Polynoém Dis s premennymi ey (x1,...,2y,),...,e,(x1,...,2,) budeme nazyvat diskri-
minantom premennych zi,...,x,. Jeho koeficienty, ako vidno patria do mnoziny
Z. Ak nie vsetky hodnoty xy,...,x, st rozne, potom tento diskriminant je rovny 0,

pretoze aspoinl jeden z Cinitelov x; — x; bude rovny 0. Tym padom sa nam objasiiuje,
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3.2 Diskriminant polynéomu

preco polyném Dis nazyvame diskriminantom.
Vhodny sposob ako vypoéitat tento diskriminant je zalozeny na interpretacii A? ako

suc¢inu Vandermondovho determinantu a jeho transpozicie.
2 T
Ar = AA .

Ak vyuzijeme vlastnosti nasobenia matic, dostaneme

n pr P2 ... Pn-1
pP1 P2 D3 e DPn
Dis(el, e ,en) - p2 p3 p4 e pn+1 9 (6)
Pn—1 Pn Pn+1 .- D2n-2

kde p, st zname Newtonove polynéomy. Ak vyjadrime p, pomocou rekurentnych vztahov
(4), (5) dostaneme hodnotu Dis(eq, ..., e,).
Priklad 3.1 Dané st prvé dva Newtonove polynémy vyjadrené pomocou zakladnych
symetrickych polynémov

p1=€

P2 = 6% - 2627
a chceme vypocitat hodnotu Dis(eq, e2). Potom

. 2 €1 9
Dis(ey,eq) = , = e} — 4des.
e; e] —2e;

Nech je dany normovany polyném tvaru

flx)=a" +az" " + ..+ ap 12+ ay, € Plal,

ktory ma v danom poli A, n korenov ¢y, ..., c,. Ako vieme z Vietovych vztahov
T
ar = (—1)"e,(c1,...,cp).
Definicia 3.2. Diskriminant mnoZiny koretiov cy, . . ., ¢, polynomu f, alebo co je to isté
ako Dis(eq, ..., e,), ktory dostaneme zamenou (—1)"a, namiesto e,, nazgvame diskri-

minantom polyndmu f a oznacujeme D(f). Niekedy tiez hovorime o diskriminante

algebraickej rovnice (6). Je zreymé, Ze D(f) € P.
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3.2 Diskriminant polynéomu

Z Definicie 3.2 vyplyva nasledovna veta.

Veta 3.3. D(f) = 0 prdve vtedy, ked rovnica (6) md ndsobné korene (aspori jeden

koren md ndsobnost > 1).
Dékaz. Dokaz sa da najst v [4]. O
Priklad 3.2 Chceme vypocitat diskriminant pre netplny kubicky polynom
f(x)=2°+azx+b=0.
Vypocitame si prvé styri Newtonove polynomy v zakladnych symetrickych polynémoch

pr=¢e =0,
P2 = €5 — 2ey = —2a,
p3 = ei’ — 3eieg + 3e3 = —3b,

py = €] — 4eley + dejes + 2e5 = 2a°

a dosadime do diskriminantu D(f)

3 0 —2a
D(fy=| 0 —2a —3b|=—4d®— 27
—2a —3b 2a3

Priklad 3.3 Vypocitame diskriminant pre normovany kvarticky polynéom.
vt +ax® +bx® +cr+d=0
Polyném prevedieme na netplny tvar, t.j. zavedme substiticiu

y=x— = y'+plt+qut+r=0,

4
kde
_ 8b—3a?
p - 8 )
a® — 4ab + 8¢
q= Ta
—3a* + 256d — 64ac® + 16a3b
r= )

256
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3.3 Rezultant

Vypocitame si prvych Sest Newtonovych polynémov v zakladnych symetrickych poly-

némoch

p1=e =0,

P2 = 6% — 2e9 = —2p,

p3 = e:{’ — 3ejes + 3e3 = —3q,

Py = e‘l1 — 46%62 + 4eies + 2@3 = 2p2,

D5 = e‘;’ — 56?62 + 56%63 + 56163 — Dege; — deqes + des = dHpq,

ps = €} — beley + betes + 9eles — Geley — 12e1e0es + Gejes — 265 + 3es + Gegey — beg

= 9¢* — 8p” + 6pr

a dosadime do diskriminantu D(f)

4 0 —2p —3q
0 —2p -3 2p?
D(f) = b 2q b = 24p5 4+ 26p3¢* — 81¢* — 24p*r — 5dpg’r.
—2p —3q 2p opq
-3¢ 2p* 5pq 9¢* — Sp* + 6pr

Po dosadeni pévodnych premennych ziskame diskriminant pre kvarticky polyném,

ktory ako vidime je velmi zlozity.

3.3 Rezultant

Zakladna vlastnost diskriminantu D(f), ktora sme sformulovali v predchadzajucej vete
mozeme interpretovat ako priznak existencie spoloénych korenov (spolo¢nych ¢initelou)
pre polynom f a jeho derivaciu f’. Podstata tohoto priznaku je v Euklidovom algoritme.
Na zaklade tohoto mozeme predpokladat, Ze existuje analogické kritérium, ktoré bez
problémov umoziuje na zaklade koeficientov [ubovolnych dvoch polynémov f, ¢ € K|x]

zodpovedat na otazku, ¢i maju spolo¢ného delitela. Nech

f(z) = apz™ + a4 a1+ a,

g(l’) = bol‘n + b1$n_l +...+ bm,1$ + bma

st dva polynémy z pola K. V tomto pripade pre n > 0,m > 0 nevylu¢ujeme pripady
ze a, =0V b, =0.
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3.3 Rezultant

Definicia 3.4. Rezultantom Res(f,g) polyndmov [ a g nazyvame polyném zdvisly od

ich koeficientov

apg a1 ... Qp
ag aig e Qp
ao a ... Qap
Res(f,g) =
bo b ... ...bn
bp b1 ... ... by
bo by ... bn

V nasledujtcej vete ukdzeme zakladnu vlastnost rezultanta.

Veta 3.5. Res(f,g) = 0 prdve vtedy, ked ag = 0 = by alebo polynomy f,g maji
spolocny delitel v Kz|, ktorého stuperi delitela je > 0.

Dokaz. Najprv ukazeme platnost tejto vety v pripade, ze ag = 0 = by, t.j. f a g maja
spolocného delitela d(x) € K|x], st(d(z)) > 0 je splnené prave vtedy, ked najdeme

také polynémy f1, g1, ktoré nie st sticasne rovné 0, a pre ktoré plati

for+ fig=0; st(fi) <n, st(g) <m. (7)

najvacsi spolo¢ny delitel polynéomov f, g oznacme ako
h=(fg), kdest(h)>0
Potom platia nasledovné rovnosti
f="nhf,
g = —hg,

a teda fg; + gf1 = 0. Okrem toho st(f1) < n a st(g;) < m, to znamen4, ze plati (7).

Ak ag = 0 = by, potom mdzeme dosadit

f1:f7

g1 = —g-



3.3 Rezultant

Naopak, ak predpokladame, Ze plati (7), potom (f,g) = 1 na zaklade ¢oho plati
foo=—=g9fi = [f/fig/g.ateda st(f) <n, st(g)<m = ag=0=Db.
Vseobecne ukazeme, 7ze z (7) vyplyva Res(f,g) = 0. Nech
fi=cox" P ea" i+ F e, =dox™  + dir™ 4+ dp

Vypocitame koeficienty polynomu fg; + f1g, st(fg1 + f19) < n+m— 1. Podmienku (7)

mozeme zapisat v tvare homogénneho systému linearnych rovnic s n + m premennymi

d07d17 s 7dm717607017 <5 Cn1 ako
a0d0+ ...+b000...:0,
a1d0+a0d1—|— ...—|—b160—|—b061... = 0, (8)
a2d0 + a1d1 + a0d2 oot bQC() + b101 + bQCQ = O,

Determinant matice tohoto systému, alebo presnejsie povedané determinant trans-
ponovanej matice je rovny presne Res(f,g). Z toho vyplyva, ze systém rovnic (8) méa
nenulové riesenie prave vtedy, ked Res(f, g) = 0 a kazdé nenulové rieSenie dava dvojicu

polynémov, ktoré zodpovedaju podmienke (7). [4] O

Veta 3.6. Nech polynomy f a g vyjadrime ako sucin linedrnych ¢initelov v okruhu Kfx|

fl@)=ao(x —aq)...(x — ay),

g(x) =bo(x — P1)...(x — Bn).

Potom plati, Ze
Res(f,g) = agy' Hgozz =(— m”b”Hfﬂ] =

= Qo bSH

Dékaz. Predpokladajme najvseobecnejsi pripad, ze vSetky g(aq),...,g(a,) a vietky
f(B1),--., f(Bm) st navzajom rozne. Pretoze plati Res(g, f) = (—1)""Res(f,g), tak

sa sta¢i preved¢it o spravnosti vztahu Res(f,g) = af' [ g(a;). Kvoli tomu zavedieme
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3.3 Rezultant

novi premennu y a budeme uvazovat polynomy f(x), g(x)—y. Z definicie (3.4) musime

zamenit b,, na b,, — y, ¢im dostavame

Res(f,g—y) = (=1)"ag'y" + ... + Res(f,g),

¢o je polyném premennej y, ktorého st(Res(f, g —y)) = n. Koeficient vediceho ¢lena
je rovny (—1)"af" a absolutny ¢len je rovny Res(f,g). Polyném f(x) a (g(z) — g())
s TubovoInym korenom «; je delitelny na x — «;. Na zaklade predchadzajucej vety
dostaneme, ze Res(f,g — g(a;)) = 0. Okrem toho polynéom Res(f,g — y) musi byt
delitelny polynéomom g(«;) — y;1 < ¢ < n. Pretoze vsetky g(«;) st rozne tak potom
plati
Res(f,9—y) = ag' | [(9(c) = 9).
i=1

Pre y = 0 dostaneme tvrdenie Vety 3.6. [4] O

Uvazujeme pripad nenormovaného polynému. Potom definujeme diskriminant ako

D(f)=ag" ]I (ai—ay)? =[ag™ ] [(i = @)l a0 # 0.

1<j<i<n j<i

Veta 3.7. Pre diskriminant plati nasledujici vztah
D(f) = (=1)"""""ag" Res(f, f'). (9)

Dékaz. Podla vety (3.6) plati

n

Res(f, f') = ag ™" [ ] f'(w).

=1

Ale plati, ze

fl(ew) = ag [ J (s — @),
J#
¢o je vlastne jednoduchym dosledkom zameny x = «; vo vzorci

(@) =ao) [ —ay),

i=1 ji
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3.3 Rezultant

n
ktory dostaneme derivaciou suéinu f(x) = ag [[ (z — o). Z toho vyplyva, ze
j=1

Res(f, f') = a2 H H(Oéi — ;) =

i=1 j#i

= ao(=1)"" Ve [ (i = @) = ao(=1)"" 2D f).[4]

J<t

]

Vztah (9) je explicitnym vyjadrenim diskriminantu l'ubovolného nenormovaného

polynému.
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ZAVER

Zaver

Cielom tejto bakalarskej prace bolo priblizit ¢itatelovi tedriu polynémov a aplikacii
symetrickych polynémov pri hladani korenov polynémov. Vysvetlili sme zékladné al-
gebraické struktiry, uviedli sme zakladné vlastnosti polynémov a ukézali rozklad poly-
nému na ireducibilné ¢initele. Na konci prvej kapitoly sme uviedli najznamejsie postupy
na rieSenie vSeobecnych polynomickych rovnic stupnov 2., 3. a 4. f)alej sme spravili
uvod do symetrickych polynémov, zaviedli dolezité tvrdenia a ukézali Specidlne tvary
symetrickych funkeii (Newtonove polynomy, Schurov polyném). Nakoniec sme apliko-
vali vSetky ziskané poznatky a ukéazali, Ze diskriminant a rezultant polynémov zavisi
od symetrickych polynémov.

Prinosom tejto prace, nielen pre ¢itatela, ktory nemusi byt vo vztahoch polynémov a
symetrickych polynémov odbornik, je detailné spracovanie problematiky, a aj uvadza-
nie ilustra¢nych prikladov, ktoré dantu problematiku uved na spravnu mieru.
Velkym prinosom pre autora nebolo iba prehlbenie poznatkov o polynémoch a ich
vztahoch, ale aj ziskanie skiisenosti s pracou v IXTEX a pisanie samotnej bakalarskej
prace.

Tuato pracu odporucam vsetkym, ktory si cheti rozsirit svoje vedomosti a polynémoch.
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