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Abstrakt v statnom jazyku

MATYASOVSKA, Jana: Analyza volebného spravania na Slovensku |Bakalarska pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Martin Niepel, PhD., Brati-
slava, 2014, 67 s.

V nasSej praci sa zaoberdme dvoma viacrozmernymi Statistickymi metédami pouzi-
vanymi na redukciu dimenzionality dat - analyzou hlavnych komponentov a faktorovou
analyzou. Venujeme sa tiez problému kompozi¢nych dat a tpravam analyzy hlavnych
komponentov pre pracu s takymito Specialnymi datami. Vysledky troch druhov analyzy
poukazuji na to, ze v pripade volebnych dét nie je potrebné pristupovat k nim ako ku
kompozi¢nym. Vysledky analyzy hlavnych komponentov a tiez faktorovej analyzy dalej

ukazujui, ze vyznamnym faktorom v spravani volicov na Slovensku je ich narodnost.

KTacové slova: volby na Slovensku, analyza hlavnych komponentov, faktorova

analyza, kompozi¢né data



Abstract

MATYASOVSKA, Jana: Analysis of Electoral Behavior in Slovakia [Bachelor thesis|,
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Martin Niepel,
PhD., Bratislava, 2014, 67p.

In our thesis we study two multivariate statistical methods which are used to re-
duce data dimensionality - principal component analysis and factor analysis. We also
investigate the problem of compositional data and modifications of principal compo-
nent analysis for this specific type of data. The results of our analysis show that it is
not necessary to think of electoral data as compositional data. The results of princi-
pal component analysis and factor analysis also show that a very important feature of

electoral behavior in Slovakia is the ethnicity.

Keywords: elections in Slovakia, principal component analysis, factor analysis,

compositional data
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UVOD

Uvod

Jednym z hlavnych nastrojov demokracie st volby, ktorych vysledky reprezentuju né-
zory urcitej vzorky Tudi - volicov. Tieto data st casto predmetom zaujmu Statistikov,
pretoZze v istom zmysle predstavuju nahlad do struktiry obyvatelstva. Pritom zauji-
mavé je pracovat s vysledkami na lokalnej trovni (okresy, obce) a predmetom studia
byvaju vysledky jednotlivych stran alebo politickych skupin.

Casto vyuzivanym nastrojom na analyzu viacrozmernych dat je tzv. analyza hlav-
nych komponentov (anglicky Principal Component Analysis - PCA), ktora predstavuje
spoOsob, ako znizit pocet dimenzii analyzovanych dat. Vyglo niekol'ko Statistickych ¢lan-
kov zaoberajucich sa aplikovanim PCA prave na volebné déta, napr. [12], [14].

Ako vsSak podotykaju autori v [14], volebné déta sa vo svojej podstate velmi Spe-
cidlne - viac ako absolutne ¢isla nas zaujimaju podiely a v takom pripade sucet zlo-
ziek kazdého vektora predstavujiceho volebné vysledky napriklad v konkrétnej obci je
rovny jednej. Takéto sibory dat sa v angli¢tine nazyvaji Compositional Data, v tejto
praci pouzivame nazov kompozi¢né data. Pri analyze tychto Specidlnych dat musime
byt opatrni a pouzitie beznych metéd na analyzu viacrozmernych déat tu nie je vzdy
vhodné a spréavne.

J. Aitchinson v osemdesiatych rokoch minulého storo¢ia v [3] a neskér spolo¢ne s J.
J. Egozcuem v [4] navrhol apravy metody PCA pre potreby analyzy kompozi¢nych dat
zalozené na vlastnostiach simplexu ako vektorového priestoru. Tieto metody vo velkej
miere vyuzivaji logaritmické transformécie a stéale sa rozvijaja, predovsetkym moznosti
ich interpretécie si predmetom dalsieho vyskumu J. Aitchinsona a inych Statistikov.

Okrem PCA dalSou oblibenou metdédou na zmensSovanie dimenzionality dat je fak-
torova analyza, ktorda hlada linedrny vztah medzi skimanymi premennymi a inymi
(nemeratelnymi) premennymi nazvanymi faktory. Na volebné data sme aplikovali aj
tito metddu a snazili sme sa nadjdené faktory interpretovat, s pomocou dostupne;j lite-
ratury a poznatkov o spravani slovenskych volicov.

Cielom bakalarskej prace bolo nastudovat PCA a faktorovi analyzu ako metody
linearnej algebry vyuzivané v Statistickych analyzach a tiez modifikacie PCA na kom-
pozi¢né data navrhnuté J. Aitchinsonom. Tieto zrucnosti sme neskor aplikovali na

vysledky parlamentnych a prezidentskych volieb na Slovensku od roku 1990. Vysledky
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UVOD

analyzy sme sa pokusili interpretovat, porovnali sme ich medzi sebou a tiez s vysledkami
politologickych vyskumov.

Tto pracu sme rozdelili na teoreticki a prakticka cast. V prvej Casti prace su po-
stupne vysvetlené teoretické zaklady PCA, kompozi¢nych dat a modifikacii PCA pre ne
a napokon v tretej kapitole faktorova analyza. Druhé, prakticka cast, popisuje vysledky
aplikicie spominanych metod. V stvrtej kapitole sa venujeme PCA v zékladnej podobe
ako aj v inych podobach navrhnutych pre kompoziéné data a ich porovnaniu na zé-
klade vysledkov ich pouzitia na volebné data. V poslednej kapitole st nasledne popisané

vysledky faktorovej analyzy aplikovanej na volebné data a ich mozna interpretacia.

12



1 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

1 Analyza hlavnych komponentov

V tejto kapitole sa venujeme casto pouzivanej metdde na znizovanie dimenzie problému,
analyze hlavnych komponentov (dalej iba PCA, z angl. Principal Component Analysis),
popisu jej fungovania a pouzitia. Kapitola je spracovana podla [8] a [10].

V statistike sa Casto stretdvame s viacrozmernymi problémami. Zial, schopnost bez-
ného ¢loveka predstavit si tieto problémy je spravidla ohrani¢ené tromi rozmermi, ¢o
viedlo k vytvoreniu réoznych metod urcéenych na zredukovanie dimenzie priestoru dat.

Ak pracujeme s niekolkymi (navzajom korelovanymi) premennymi, moze byt velmi
uzitocné nahradit ich inymi, medzi sebou nekorelovanymi, ktoré vSak budu opisovat
¢o najvacsie mnozstvo informécie obsiahnutej v pdévodnych premennych. Na tejto mys-
lienke je zalozené aj PCA. Zameriava sa predovsetkym na varianciu premennych, berie

vsak do tvahy aj kovariancie a korelacie medzi premennymi.

1.1 Definicia a odvodenie hlavnych komponentov

Definicia 1.1. Nech x je p-rozmerny ndhodny vektor so strednou hodnotou . Nech
ai, i =1,...,p, st také, Ze all oy = 1, af (x — ) je nekorelovand so vietkymi oij(X — 1)
T

pre j < i, a plati var(af (x — p)) > var(ag (x — p)) > ... > var(ay (x — ). Potom

odvodenii ndhodnii premenni o (x — p) nazgvame i-tym hlavngm komponentom.

Hlavné komponenty teda predstavuju linearnu kombinaciu pévodnych premennych
ocistenych o strednii hodnotu p. Prechod k novym premennym nam ulahéi analyzu
dat, bez straty velkej ¢asti informacie. Ako mieru informécie obsiahnutej v pévodnych
premennych a hlavnych komponentoch pouzivame ich varianciu. V idealnom pripade
je uz v prvych k komponentoch obsiahnuta véacsina variancie povodnych premennych,
pricom k je ovela mensie ako p.

Podotykame, 7e v definicii hlavnych komponentov nie je presné zhoda. Niektori
autori ako hlavné komponenty oznacuju vektory vah «; z vySSie uvedenej definicie.
éastejéie sa vS8ak pouziva definicia hlavnych komponentov ako kombinacie pévodnych
premennych.

Hlavni myslienku fungovania PCA je najnazornejsie vysvetlit pomocou dvoch pre-

mennych. V takom pripade je ich analyza pomerne jednoduché aj bez redukcie dimen-
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1 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

Obr. 1: Graf pre 50 pozorovani premennych z; a xo

zie, preto sa v praxi v takomto pripade PCA nevyuZiva, velkou vyhodou tohto pripadu
je ale moznost grafického znazornenia. Obr.1 znazornuje 50 merani dvoch premennych.
Uz na prvy pohlad je jasné, Ze sii navzajom silne korelované a vacsiu varianciu ma pre-
menné x;. Vysledkom PCA st osi a1 a as. Je zjavné, Ze v smere a; je variancia ovela
vicsia ako v smere ay. V skutocnosti predstavuje takmer 98 percent celkovej variancie
obsiahnutej v datach.

Podl'a definicie pri hladani hlavnych komponentov zaciname hladanim lineérne;j
kombinécie povodnych premennych of (x — ) = aqi(x1 — 1) + ... + @1p(xp — pp)
takej, ktord ma najvyssiu mozni varianciu a zaroveii spliia podmienku ofa; = 1.
Najdené linedrna funkcia je potom prvym hlavnym komponentom. Druhy komponent
hladdme podobnym sposobom, pribudne vSak podmienka na nekorelovanost s tym
prvym. Hladame tak k hlavnych komponentov, pricom na urcenie ¢isla k si mozeme
zvolit rozne kritéria. Niektoré z nich spomenieme na konci tejto kapitoly.

7 teorie pravdepodobnosti a Statistiky vieme, ze ak x je ndhodny vektor, potom va-
riancia nahodnej premennej a®x sa da vyjadrit ako a*3a, kde 3 je kovarianéné matica
vektora x. Plati tiez, Zze posunutie o konStantu nemeni varianéni maticu ndhodného

vektora (resp. varianciu ndhodnej premennej). Hladanie prvého hlavného komponentu

14



1 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

preto vedie k tlohe na viazany extrém v tvare

maxvar(a; (x — p)) = ai By

(1)
atog =1

Riesenim tejto tlohy klasickou metédou Lagrangeovych multiplikdtorov ziskame
tlohu
max a] Za; — Mooy — 1) (2)
Po zderivovani podla «; rieSime rovnicu
2%y — 2X\a; = 0 (3)
alebo
(2 — Aoy =0 (4)

¢o je defini¢né rovnica vlastnej hodnoty a vlastného vektora kovarian¢nej matice 3.
Vdaka ohranic¢eniu o a; = 1 jedna z dvojic tvorenych vlastnou hodnotou a prislusnym
vlastnym vektorom bude maximalizovat Lagrangeovu funkciu, otazkou ostava, o ktori
vlastni hodnotu a ktory vlastny vektor sa jedna. Maximalizovana veli¢ina o Xa; sa
ale da prepisat nasledovnym sposobom: af Xy = af Ada; = Aafa; = A, a teda hlada-
nym vektorom véh pre prvy hlavny komponent je vlastny vektor kovariancnej matice
prisliichajici najviacsej vliastnej hodnote ;.

Pri hladani druhého hlavného komponentu rieSime podobnii tlohu na viazany ex-

trém, obsahujucu vSak podmienku navyse:
max oy 2oy
OégOég =1 (5)
cov(ag X, a1 X) = ay By =0
Pretoze ad Loy = af Moy = A\jad oy a A\; > 0, posledntt podmienku mo#no prepisat

na ag a; = 0 a metédou Lagrangeovych multiplikatorov dostdvame:
max ay Loy — Mg ag — 1) — fa; ay (6)
Derivacia podla as dédva podmienku v tvare

22&2 — 2)\0&2 — 9@1 =0 (7)

15



1 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

z ¢oho po prendsobeni af zlava vyplyva
201 Ty — 2Xaf g — faja; =0 (8)

Prvé dva vyrazy st podla (5) rovné nule a podl'a (1) plati af a; = 1, preto dostavame
0 = 0. Dosadenim spét do (7) vidime, ze A je opdt vlastnou hodnotou matice ¥ a o
je prislusnym vlastnym vektorom. Pretoze podobne ako pri odvodeni prvého hlavného
komponentu maximalizujeme veli¢inu aq oy = A, musi A byt najvicsie mozné. Ak
predpokladame, Ze matica 3 ma rozne vlastné hodnoty, musi A byt druhou najvécsou
vlastnou hodnotou \q, pretoze keby to bola najviacsia vlastna hodnota, platilo by ay =
+ay, ¢o je v spore s podmienkou o Xag = Aag ag = 0.

Takymto spésobom je mozné po pridani dalsich podmienok na nekorelovanost od-
vodit aj ostatné vektory vah pre hlavné komponenty ay pre k = 3, ..., p. Na zaklade

tohto odvodenia mozno sformulovat nasledujice tvrdenie:

Tvrdenie 1.1. Nech x je p-rozmerny nahodny vektor so strednou hodnotou u a kova-
riancnou maticou 3. Nech Ay > Ao > ... > N\, > 0 st vlastné hodnoty matice 3. Potom
i-tym hlavngm komponentom vektora x je ndhodnd premennd y; = o (x — p), kde o
je vlastny vektor kovariancnej matice 3 prislichajici vlastnej hodnote \;. Plati tiez, Ze

var(y;) = N a i-ty hlavny komponent tak obsahuje ﬁ celkovej variancie.

Pozndmka: Tvrdenie je vlastne dosledkom spektralnej vety pre kladne definitna (pri-
padne kladne semidefinitnti) symetricki maticu 3. Vektory «; predstavuju kritické

body pre Rayleighov podiel.

1.2 Specialne pripady

V predchéadzajicej casti sme predpokladali, Zze vlastné hodnoty kovarian¢nej matice X
st navzajom rozne a vSetky kladné. Tento predpoklad nemusi byt vzdy splneny, pripad
rovnakych alebo nulovych vlastnych hodnét (kovarianénd matica je kladne semidefi-
nitné, preto pripad zapornych vlastnych hodndét nemoéze nastat vobec) vSak nastéva
iba velmi zriedka.

Ak mé matica X rovnaké vlastné hodnoty, nie je mozné jednoznac¢ne urcit hlavné
komponenty, pretoze moznost, ako urcit vlastné vektory prisluchajice takejto viacna-

sobnej vlastnej hodnote, nie je len jedna.
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1 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

V pripade nulovej vlastnej hodnoty matice 3 mame hlavny komponent, ktorého
variancia je nulova. To hovori o konstantnom vztahu medzi niektorymi premennymi, a
teda Ze niektora premennna je nepotrebnd, pretoze jej hodnotu je mozné presne doratat
z hodnot ostatnych premennych. Preto je mozné niektort premennu z dalSej préce s

datami uplne vypustit, bez akejkol'vek straty informaécie.

1.3 PCA a singularny rozklad

V praxi vac¢sinou stredntt hodnotu a kovarianént maticu vektora x nepoznédme. V ta-
kom pripade pouzivame ich odhady pomocou nameranych dat. Majme teda n merani
premennych zy, ..., x, ulozenych v matici X po riadkoch (teda matica X je rozmeru
n x p, kazdy stlpec predstavuje jednu premennt). Potom odhadom strednej hodnoty je
aritmeticky priemer merani, teda vektor X = %Zin:l X, kde Xj je i-ty riadok matice
X. Ako odhad matice ¥ pouzijeme vyberovii kovarianéni maticu S = ﬁXEXC, kde
X, je matica pozorovani ocistenych od priemeru, teda od kazdého riadku odpocitame
vektor X. Ako vektory vah pre hlavné komponenty potom pouZijeme vlastné vektory
matice S, prisluchajuce vlastnym hodnotam zoradenym podla velkosti.

V skuto¢nosti na vypocet hlavnych komponentov nie je potrebné odhadovat kova-
rian¢nu maticu a pocitat jej vlastné hodnoty. Rovnako dobre ndm poslazi aj singularny

rozklad matice pozorovani X, o ktorom hovori nasledujiice tvrdenie.

Tvrdenie 1.2. KaZdd n x p matica X sa dd napisat v tvare X = ULV?T, kde U je
rozmerun Xn, V je rozmeru p X p, obe ortogondlne, a L je diagondlna matica rozmeru
n x p. Navyse, stlpce matice U tvoria vlastné vektory matice XX, stlpce matice V
vlastné vektory matice XTX a na diagondle matice L si odmocniny z vlastnijch ¢isel

matice XTX zoradené od najvicsej, ktoré nazjvame singuldrnymi hodnotami matice

X.

Dokaz tohto tvrdenia je moZné najst vo velkom mnozstve literatury, uvadza ho
napriklad Strang v [15].

Vlastna hodnota \ a vlastny vektor a matice S splhaju (S — AI)a = 0. Ako uz bolo
spomenuté, S = ﬁXEXC 7 toho Tahko vidiet, Ze vlastné vektory matice S a vektory
tvoriace maticu V singularneho rozkladu X, teda vlastné vektory matice XX, st

zhodné. To znamend, 7e vektory vah hlavnych komponentov tvoria stipce matice V.
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1 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

Plat{ tieZ, Ze i-ta vlastnd hodnota matice XI X, je (n — 1)-nasobkom i-tej vlastnej
hodnoty matice S. Preto ako mieru variancie obsiahnutej v i-tom hlavnom kompo-
nente mozeme pouzit druht mocninu i-tej singularnej hodnoty matice X, v pomere k
su¢tu druhych mocnin vietkych singularnych hodnét. Navyse, ak rovnost X, = ULVT
prenasobime sprava ortogonalnou maticou V, ziskame X,V = UL. Pretoze stipce V,
ako sme uz spomenuli, predstavuji vahy hlavnych komponentov, zlozky matice UL
predstavuju po riadkoch ich hodnoty pre jednotlivé merania.

Singularny rozklad je tiez mozné pouzit na aproximaciu matice. Singularny rozklad

matice X, v tvare X, = ULVT mozno prepisat nasledujticim spésobom:
XC = ulllvrlr + UQZQVE + ...+ urer;F (9)

kde 7 je hodnost matice X, u; predstavuje i-ty stlpec matice U, v; i-ty stipec matice
V al; i-tu singularnu hodnotu. V pripade, Ze poslednych niekol'ko singularnych hodnot
je velmi malych, predovSetkym v porovnani s prvymi, nemaji uz na vyslednt maticu
velky vplyv, preto je mozné ich zanedbat a ziskat tak aproximaciu matice X.. Potom
ak X. ozna¢ime aproximaciu matice X, s pouzitim prvych k singuldrnych hodnot a

2
, pricom ||.||

vektorov, chybu tejto aproximacie moézeme merat vyrazom HXC — Xe
tu predstavuje Frobeniovu normu matice. D4 sa jednoducho ukéazat, Zze tato chyba je
rovnd If  + 15 o+ ... + 12 = A1 + Mo + ... + A, €0 je nevysvetlena variancia v PCA
pri pouziti & hlavnych komponentov. DalSou moznostou je posudzovat absolttnu alebo

relativnu odchylku prvkov X, oproti Xe.

1.4 Kovarian¢éna a korela¢na matica

Doteraz sme hovorili o hlavnych komponentoch odvodenych z kovarian¢nej matice. To
je v poriadku, ak pracujeme s premennymi v rovnakych jednotkach. Ak st ale premenné
roznych typov (napriklad vaha, teplota a vyska), nastava problém, pretoze variancie a
kovariancie nie st invariantné na zmenu jednotiek. Jednoduchym prechodom k inym
jednotkam v jednej premennej, napriklad ak sa rozhodneme vysku merat v centimet-
roch namiesto metrov, sa zmenia hlavné komponenty, kedze désledkom maximalizacie
variancie je uprednostiovanie premennych s najviacSsou varianciou. Preto sa v praxi

casto pracuje so Standardizovanymi premennymi, teda sa od nich odrata stredna hod-
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1 ANALYZA HLAVNYCH KOMPONENTOV

nota (priemer) a predelia sa varianciou. Vektor takto upravenych premennych oznacime
X",

Hlavné komponenty pre vektor x* ziskame ako skalarny sacin vlastnych vektorov
jeho kovarian¢nej matice X* so samotnym vektorom x*. V skutocnosti matica 3* je
korela¢nou maticou vektora x. Hoci prechod od x k x* je velmi jednoduchou trans-
formaciou, medzi hlavnymi komponentmi ziskanymi z kovariancej a korela¢nej matice
neexistuje ziadny jednoduchy vztah. Dovodom je, Ze hlavné komponenty st invariantné
na ortogonalne transformécie vektora x, jeho Standardizacia ale nie je ortogonalnou
transforméciou.

Dalsim dévodom uprednostiiovania korela¢nej matice pri meraniach roéznych typov
premennych je interpretacia vysledkov pri pouziti kovarian¢nej matice. Pripocitanie
teploty k vahe nie je zmysluplnym krokom. Standardizaciou viak prejdeme k bezroz-
mernym premennym, ¢o tento problém odstranuje. V pripade merania premennych
v rovnakych jednotkach vS8ak pouzitie kovarian¢nej matice moze mat informativnejsi
charakter. Standardizaciou premennych istt cast informéacie z dat odstranime, v nie-
ktorych pripadoch je tato informacia ale dolezita.

Zaverom teda je, ze rozhodnutie o pouziti kovariancnej alebo korela¢nej matice nie je
presne dané. Vzdy je dolezité posudit situaciu, v ktorej ideme PCA robit, a na zédklade
charakteru dat aj pozadovanych vysledkov vybrat jednu zo spominanych matic. Aj v
konkrétnej situacii nemusi byt jasné, ktora matica je vhodnejSia, rozni pouzivatelia

PCA by mohli mat rézne argumenty pre pouzitie jednej alebo druhej z nich.

1.5 Pocet hlavnych komponentov

Za predpokladu, ze kovariacna, resp. korelacné matica vektora x ma p vlastnych hod-
not, ma tiez p ortogonalnych vlastnych vektorov. To znamena, Zze méame p hlavnych
komponentov. Hlavnym cielom PCA je ale znizit dimenziu problému, preto nepouZi-
vame vSetky hlavné komponenty. Je teda potrebné nejakym spoésobom urcit, kol'ko z

nich ponechat pre dalsiu pracu. Na to existuje niekolko sposobov:

e velkost vlastnej hodnoty - vybrat tie hlavné komponenty, pre ktoré prisluchajica

vlastna hodnota je vicsia ako priemer (pri pouziti korela¢nej matice vacsia ako
1)
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e laktovy diagram (scree plot) - graf, ktory na os x nanasa poradie komponentov
a na os y prislugna vlastnt hodnotu; hladame bod, kedy v grafe nastéava urc¢ity

zlom, a ten urcuje pocet komponentov

e percento vysvetlenej variancie - pouzijeme najmensi pocet komponentov potrebny

na vysvetlenie pozadovaného percenta variancie (zvycajne je to 80-90 %)
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2 Kompozicné data a ich analyza

Pri niektorych datach je podstatnou informaciou, aky podiel z celku predstavuja jed-
notlivé premenné. Takéto data, pri ktorych st idaje nezaporné a sucet premennych je
rovny konstante, napriklad 100% alebo 1 pre podiely, sa nazyvaju kompozi¢né data. Z
ohranic¢enia na stcet premennych vyplyvaji $pecialne vlastnosti kompozi¢nych dat a
preto nie je vhodné pri ich analyze pouzivat klasické multidimenzionalne metody ako
PCA. Ako jeden z prvych sa tejto problematike velmi obsirne zacal venovat J. Ait-
chinson (napr. [3]), poc¢as poslednych tridsiatich rokov sa vyskum v tejto oblasti velmi

posunul a vyslo niekol'ko dalsich ¢lankov a knih (|2, 4, 6, 7, 13]).

2.1 Kompozicia, simplex ako priestor

Definicia 2.1. Kompozicia x s D castami je D-rozmerny vektor s nezdpornymi zloz-

o .. D
kami x;,i =1, ..., D spliajicimi ) ;_, x; = 1.

Podmienka na sucet zloziek vektora je omnoho obmedzujtcejsia ako nezépornost
zloziek. Zarucuje v8ak, Ze na uplné popisanie kompozicie staci jej d = (D — 1) zloziek.
Napriklad ak poznéame d zloziek vektora x, poslednu je mozné dopocitat z obmedzenia
na sucet zloziek. Rovnako je mozné kompoziciu x popisat vektorom podielov prvych d
zloziek vektora x k poslednej. Ak oznac¢ime

re=—ti=1,..,d, (10)
TD

potom zlozky kompozicie ziskame nasledovne:

T
xT; =
rm+..+rg+1
| (11)
Ip =
rm+..+rg+1

Pri budovani tedrie kompozi¢nych dat podmienku nezapornosti zloziek pre jedno-
duchost este zosilnime a budeme predpokladat, ze zlozky vektora x si kladné. Neskor
sa zmienime aj o datach obsahujtcich nuly.

Pri analyze kompozi¢nych dat hra velka alohu priestor, z ktorého pochadzaju, preto

sa v tejto Casti venujeme jeho opisu, nasledujuc [3] a [4].

Definicia 2.2. Mnozinu S = {(21,...,xp)";2; > 0,5 = 1,...,D,ZZZ1 x; = 1} nazy-

vame d-rozmernym simplexom.
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Obr. 2: Trojuholnikovy diagram pre kompoziciu (%, %, %)

Kazdy vektor w z D-rozmerného realneho vektorového priestoru, ktory mé kladné
zlozky, mozno jednoznacne previest na kompoziciu a tak ho istym spésobom sprojek-
tovat na d-rozmerny simplex. Takyto vektor w volame bézou kompozicie x a okrem
kompozicie ma tieZ jednoznacne uréenu velkost, ¢ = Zil w;. Naopak, ak mame k
dispozicii kompoziciu x a velkost bazy t, da sa spéitne jednoznacne urcit baza w.

V pripade D = 3 mozno kompozi¢né data zakreslit do tzv. trojuholnikového dia-
gramu, ktorého vrcholy predstavuju kompozicie (1,0,0), (0,1,0) a (0,0, 1). Kazdy bod
v trojuholniku jednoznac¢ne urcuje podiel jednotlivych ¢asti kompozicie, ako to vysvet-
Tuje Obr.1. Bod A v jeho pravej ¢asti oznacuje kompoziciu (z,y,2) = (%, %1, i), teda
50% bodu A tvori prvok z.

V suvislosti so simplexom hovorime o tzv. Aitchinsonovej geometrii, ktora je zalozenéa

na zékladnych operacidch uzéveru, perturbacie a mocninnej transformécie.

Definicia 2.3. Nech z je D-rozmerny vektor s kladnymai zloZkami, X,y si kompozicie s

z
ZP:I zi’
erturbdciou kompozicii X,y jex®y = C(x X T a mocninnou transformdciou
p p Y J Yy 1Y1; -, XDYD

D castami a « je redlne ¢islo. Potom uzdverom vektora z je kompozicia C(z) =

kompozicie x je kompozicia a ® x = C(x§, ...,x3)T.

Poznamka: Operacia perturbécie je analogiou sactu v redlnom vektorovom priestore,
podobne mocninné transformécia kompozicie predstavuje analdégiu k nésobeniu real-

neho vektora skaldrom.

2.2 Priprava kompozi¢nych dat na analyzu

7 vlastnosti kompozi¢nych dat plynie nevhodnost pouzitia klasickych Statistickych me-
tod, veducich v tomto pripade casto k nespravnym vysledkom. Je vSsak mozné déta

transformovat do realneho vektorového priestoru a tam na ne pouzit klasické Statis-
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tické metody. Z (10) a (11) vieme, ze relevantna informécia o kompozicii je ukryta
aj v podieloch medzi jej prvkami. Tento fakt a to, Ze matematicky sa pracuje jedno-
duchsie s logaritmickymi podielmi ako s oby¢ajnymi, viedli Aitchinsona v [3] k pred-
staveniu transformacii kompozi¢nych déat zaloZenych na logaritmickych podieloch alr
(aditive logratio - aditivne logaritmické podiely) a clr (centered logratio - centrované
logaritmické podiely), ktoré umoznuju prechod od simplexu k redlnemu vektorovému

priestoru:

[ =(In—,...,In— 12
alr(x) = (0t ) (12)
X1 XD

u=clr(x)=(In )t (13)

S I MY
g(x)" 7 g(x)
pricom menovatel v (13) predstavuje geometricky priemer ¢asti kompozicie, teda g(x) =
/11D
V1L =
Takyto prechod zo simplexu S do redlneho vektorového priestoru R je jedno-
znacny, ¢o zabezpecuje moznost vratit sa spat do simplexu a tam interpretovat vysledky

analyz. Navrat do simplexu predstavuje inverzné clr transformaécia

clr~t(u) = C(e", ..., e"P) (14)

Pretoze prirodzene pozadovanou vlastnostou, ktorti od analyzy takychto dat ocaka-
vame, je invariantnost na permutécie (zmena poradia prvkov v kompozicii by nemala
zmenit vysledok analyzy vzhladom na dané prvky), alr nie je vhodnou transformaciou,
kedZe jej vysledok zavisi od menovatela, ktory sa permutéciou prvkov moze menit.
Tento problém riesi clr, kde menovatel zavisi rovnako od vSetkych prvkov, bez ohladu
na ich poradie. Pre potreby d’alsich met6d, najmé robustnych, bola v [6] predstavena
aj d'alsia transformacia, ilr (isometric logratio - izometrické logaritmické podiely). Tato

vSak nie je predmetom tejto bakalarskej prace a dalej sa jej nebudeme venovat.

2.3 PCA pre kompozi¢né data

Analyza kompozi¢nych dat predstavuje oblast, v ktorej sa stéle napreduje a predovset-

kym Statistici navrhuju dalsie metédy. Podnetom na rozvoj réznych metéd na analyzu
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tohto Specidlneho druhu dat boli problémy nastavajuce pri pouzivani klasickych metod
na matice pozorovani upravené operaciou uzaveru.

V pripade PCA na uzavretych datach hovorime o tzv. hrubej PCA (z anglického
crude PCA). Ohranicenie na sucet prvkov kompozicie, teda konstantny vztah medzi
premennymi, sa prejavi v podobe nulovej vlastnej hodnoty vyberovej kovarian¢nej ma-
tice, resp. nulovej singularnej hodnoty matice uzavretych dat, ako sme uz spomenuli
v predchadzajicej kapitole. Prave fakt, Ze pri kompozi¢nych datach je vyberova ko-
varian¢nd matica vzdy singularna, viedol k nézoru, ze klasické multidimenzionélne
metody na analyzu kompozi¢nych dat nie st vhodné.

Ako prvy priniesol novit metédu Aitchinson. Tzv. logcontrast PCA zalozenu na clr
transformacii popisuje napriklad v [3]. V klasickej PCA hladame vektor « taky, ze
aa = 1, ktory maximalizuje varianciu odvodenej premennej a'x. D4 sa preto oca-
kavat, Ze aj v tomto pripade budeme hladat nejaki linedrnu kombinéciu premennych,

ktoré mame k dispozicii, teda premennych po clr transformacii. Nazov metody je potom

odvodeny préave od tohto vysledku.

Definicia 2.4. Logcontrast kompozicie T je akdkolvek loglinedrna transformdcia a’ln x
spliiajica Zfil a; = 0. Ak navyse plati a¥'a = 1 a a; > 0, hovorime o standardnom

logcontraste.

Podmienka Zil a; = 0 zabezpecuje, Ze plati a’ln x = a’ln ﬁ, teda ze logcontrast
kompozicie x je zaroven linedrnou kombinéciou zloziek jej clr transforméacie.

V klasickej PCA st jednotlivé hlavné komponenty medzi sebou ortogonélne. Nieco
podobné by sme ocakavali aj v analyze kompozi¢nych dat, preto pri logcontrastoch

zavadza Aitchinson tiez pojem ortogonality.
Definicia 2.5. Dva logcontrasty a”lnx a b'Inx su ortogondine, ak plati a’b = 0.

Ozna¢me I kovarianént maticu vektora w = clr(x). Aitchinson ju nazyva tiez cen-
trovanou kovarian¢nou maticou logaritmickych podielov. Potom pre vektor a plati
var(a®u) = var(a’lnx) = a’Ta. Z vlastnosti clr transformacie tiez vyplyva zauji-

mavéa vlastnost matice T'.

Tvrdenie 2.1. Nech I'= [v;;] je kovariancnd matica vektora w = clr(x), teda 7;; =

cov(u;, uj). Potom ak oznacime j vektor samijch jednotiek, plati T'j = 0.
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Dokaz tohto tvrdenia vyplyva priamo z definicie prvkov matice I', nulového suctu
prvkov vektora u a z toho, Ze cov(x,y + z) = cov(x,y) + cov(x, z).

Podobne ako pri klasickej PCA hladame taky vektor a;, ktory maximalizuje va-
rianciu prislusného logcontrastu. Budeme tiez pozadovat, aby bol tento logcontrast

Standardny, ¢o zabezpedi jednozna¢nost (az na znamienko). Budeme teda riesit alohu:

maxvar(aju) = aila,
a1Ta1 =1 (15)
aijj =0

kde 7 je vektor samych jednotiek. Pouzitim Lagrangeovych multiplikdtorov rieSime

ulohu na volny extrém
max aiLa; — Maia; — 1) —2ualj (16)

PretoZe tretia podmienka v (15) je nulova, méZeme ju prenasobit ¢islom 2, ¢o neskor

ulahéi pracu. Zderivovanim (16) podla a, A, u dostavame podmienky prvého radu:

2l'a; — 2 \ay; —2uj =0 (17)
a;a; =1 (18)
a,J = (19)

Vydelenim podmienky (17) ¢islom 2 a jej prenasobenim zlava postupne vektormi

al a j dostaneme

aiTa, —Xaja; —paij=aTa; —\A=0 (20)

i'Tay —XNjTar —pj'tj =j'Ta, —Du=0 (21)

Po dosadeni (21) do (17) méame:

Ta; —Aa; — D jj'Ta, = (I-D'IT - A)a; = (T —A\)a, =0  (22)
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kde J je matica samych jednotiek. Posledna rovnost vyplyva z vlastnosti I'j = 0.
Vysledné rovnica je opét defini¢nou rovnicou pre vlastni hodnotu a vlastny vektor
matice I'. Z (20) vyplyva, Ze maximalizovanou hodnotou je prave vlastna hodnota A,
preto hladanym vektorom a; je vlastny vektor matice I' prislichajuci jej najvysse;
vlastnej hodnote \;. Podobnym rozsirenim ako v pripade klasickej PCA dostavame

nasledovné tvrdenie:

Tvrdenie 2.2. Nech x je D-prvkovd kompozicia, u = clr(x) a T' je kovarianénd ma-
tica vektora w. Potom i-tym logcontrast hlavngm komponentom je odvodend premennd
al(lnx— E(In x)), kde a; je vlastny vektor matice T prishichajici jej i-tej najvicses

vlastnej hodnote.

Ukazuje sa, Ze logcontrast hlavné komponenty popisuji spravanie sa pdvodnych
premennych rovnako dobre alebo lepsie ako vysledky hrubej PCA. V pripade, ze v
povodnych datach je pritomné nejaké zakrivenie, linearna funkcia, ktora je vysledkom
klasickej PCA, toto zakrivenie popisat nedokaze. Logcontrast hlavné komponenty tito
tlohu zvladaju s vac¢Sou presnostou.

Hoci niektoré skupiny dat poukazuju na to, ze najvhodnejsim sposobom na analyzu
hlavnych komponentov pre kompoziéné data je clr transforméacia a nasledna PCA na
takto transformovanych datach, pripadne robustna PCA zaloZzena na ilr transformacii,
v tejto oblasti stale prebieha vyskum a vécsina Statistikov odporuca zvazit charakter
dat a na zéklade toho vybrat vhodny pristup, pripadne skiusit niekolko pristupov a

rozhodnut sa na zaklade toho, ako presne jednotlivé vysledky popisuju charakter dat.

2.4 Vyskyt nal v datach

V doterajsom budovani teérie kompozi¢nych dat sme brali do ivahy iba vektory s klad-
nymi zlozkami. To dava zmysel predovsetkym pri préci s koncetraciami v pripade, kedy
presnost merani dovoluje zaznamenat aj velmi malé mnozstva blizke nule. Tento pred-
poklad bol doélezity hlavne z toho dévodu, Ze sme nardbali s logaritmami ¢i podielmi,
matematickymi operaciami, pri ktorych nastéva v pripade pritomnosti nual problém. V
skuto¢nosti sa ale v kompoziciach z réznych dévodov nuly niekedy nachadzaji. VACsi-
nou nie je mozné s istotou ur¢it dévod toho, Ze dany prvok mé v kompozicii hodnotu

nula. Mo6ze to znamenat, Ze v kompozicii nie je vobec pritomny, ale tiez, Ze je pritomny
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v prili§ malom, nemeratelnom mnozstve, pripadne toto malé mnoZstvo je meratelné,
no vplyvom zaokrihlenia sa v datach javi ako nula. Jednou z moznosti, ako sa s prob-
lémom nil v kompozicii vyrovnat, je zvazit predefinovanie prvkov kompozicie tak, aby
sme sa nul zbavili. Napriklad, ak kompozicia predstavuje vydavky domécnosti, rozdelit
ich inym spésobom - miesto dvoch skupin vydavkov, zvlast na oblecenie a zvlast na
obuv, brat do tvahy iba jednu takiuto skupinu, ktora bude v sebe zahinat vydavky aj
na oblecCenie, aj na obuv. Ale niekedy takéto predefinovanie z réznych dévodov nie je
mozné. V takom pripade Aitchinson v [3| navrhuje nahradit nuly nejakou malou kon-
Stantou a zaroven od ostatnych prvkov kompozicie odratat int mala konstantu, aby
bol zachovany stucet prvkov.

Aitchinson zavadza takzvané oblasti moznych nezaokrithlenych kompozicii s polo-
merom 0. Kazda kompozicia z takejto oblasti sa zaokruhli do jej stredu. V pripade, Ze
takato oblast ma svoj stred na hranici simplexu, vysledkom zaokrithlenia bude kompo-
zicia s niektorymi prvkami nulovymi.

Napriklad kompozicia (0.00,0.62,0.38) lezi na hranici simplexu a moze byt vysled-
kom zaokruhlenia akejkol'vek kompozicie z polovice pravidelného Sestuholnika s polo-
merom 0 okolo tejto kompozicie. Mohli by sme preto tuto kompoziciu nahradit inou -
(0.00+¢,0.62— %e, 0.38 — %e) Jednou z moznych volieb € je geometricky stred prislusnej
oblasti moznych nezaokrihlenych kompozicii, v tomto pripade polovice pravidelného
Sestuholnika, vynésobeny najvys$sou moznou chybou sposobenou zaokrithlenim, ¢o je
pre data zaznamenavané na dve desatinné miesta 0,005. Toto ¢islo predstavuje polomer
oblasti moznych nezaokrithlenych kompozicii §. Takymto uvazovanim je mozné prist
k v8eobecnému vzorcu na nahradzanie nil. Ak oznac¢ime C' pocet nulovych prvkov v

kompozicii, potom pre novi kompoziciu x* plati predpis:

5(C—1)(D—-C) _
=2 ak x;=0

z) = 7 (23)
% ak x; #0

Tento sposob je mozné podla poziadaviek a charakteru dat roznymi sposobmi upra-
vovat. Napriklad ak mame dodato¢né informécie o velkosti bazy kompozicie pre rozne
merania, mozeme nahradu prisposobit tejto velkosti. Tak isto sa da uvazovat aj v

pripade Specialnych znalosti o prvkoch kompozicie. Prikladom mo6zu byt vysledky pre-
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zidentskych volieb 2014. Ak sa objavi v obci alebo okrese 0 na pozicii prislichajuce;j
R.Ficovi ¢i A. Kiskovi, tato informacia méa iny charakter ako v pripade napriklad J.
Simka. Int informéciu prinasa tiez 0 v malej obci oproti velkému mestu, kde je 60 tisic
voli¢ov. V tomto pripade nemusi byt oblast zaokrihlovania pravidelné, v niektorych

smeroch moze byt "jemnejsia".

2.5 Simplicidlny singularny rozklad

V prvej kapitole sme spomenuli singularny rozklad ako uzito¢ny néastroj pri PCA.
Pripomenme si, ze maticu X, rozmeru n X p je mozné rozlozit nasledovnym spésobom:
X, = ULVT = wjv] + wolyv] + ... + u,v!. Potom i-ty riadok tejto matice sa da

rozpisat ako
Xci- = Uj1 llv,li + Ujo lQV’,TQ + ...+ UirerE‘ (24)

kde v je i-ty stipec matice V a r predstavuje mensie z ¢isel n a p. Ak teda matica
X, je maticou X upravenou o priemer, ako je to uvedené v prvej kapitole, potom -ty

riadok matice X mo6zeme pomocou singularneho rozkladu matice X, napisat ako
Xi. = X + Uiq llvz + uiQZQVE + ...+ uirlrvf (25)

Analogicky vysledok na simplexe predstavuje simplicidlny singuléarny rozklad, ktory
umoznuje podobnym sposobom pracovat aj s maticami kompozi¢nych dat. Operacie
nasobenia a s¢itania st tu vSak nahradené ich simplicidlnymi verziami. Singularny
rozklad potom bude pre i-ty riadok po riadkoch kompozi¢nej matice X o rozmeroch

n X D vyzerat nasledovne:
X = €@ (ujh © B1) @ (uigh © Po) B ... ® (uplh © Fy) (26)

kde € je uzavrety vektor geometrickych priemerov stlpcov matice X.
Postup na ziskanie matic U a L a kompozicii f; uvadza Aitchinson v [1]. Prvym
krokom je vytvorenie dvojnasobne centrovanej matice logaritmickych podielov Z = [z,],

kde

N
Ty 1 T
Zpi = In - — In—— 27
Xy N 2=y 27
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Ak Z = ULV je singularny rozklad matice Z, potom matice U a L zodpovedaji tym

zo simplicidlneho singuldrneho rozkladu matice X a
B = C(e™, ..., e"P?) (28)

Rovnako ako v redlnom vektorovom priestore, aj tu nam singularny rozklad umoz-
nuje aproximovat povodnd maticu pouzitim len niekolkych prvych ¢lenov v (26). A
tiez, poskytuje nam moznost ziskat vahy pre logcontrast hlavné komponenty bez nut-
nosti odhadu matice I'. Vektorom vah a; pre -ty logcontrast hlavny komponent je
clr(B;). Tento pristup je v literatire venujicej sa kompoziénym datam nazyvany aj

"staying-in-the-simplex approach", teda "pristup ostavania v simplexe".
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3 Faktorova analyza

V prvej kapitole sme predstavili PCA ako jednu z met6d na znizovanie dimenzie viac-
rozmernych Statistickych problémov. Dalsou ¢asto pouzivanou technikou s rovnakym
cielom je faktorova analyza, na ktoru sa sustredime v tejto kapitole. Pri jej popise
vychddzame najma z 9] a [17].

Faktorova analyza skima, ¢i s pozorované premenné lineadrne zéavislé od inych,
nepozorovatelnych premennych, ktoré sa nazyvaju faktory. Pritom pocet faktorov by

mal byt vyrazne mensi ako pocet povodnych premennych.

3.1 Model faktorovej analyzy

Nech Xj, ..., X, st nami pozorované ndhodné premenné so strednymi hodnotami fu, ..., ftp.
Ak ocakavané faktory oznac¢ime Fi, ..., Fj,, mozeme zékladnt myslienku faktorovej ana-

lyzy zapisat nasledujucim modelom:

Xi— g = Fy+loFy+ o 4 Lk Ey + e
(29)
Xp — Mp = lplFl + lngg —+ ...+ lkak + €p

kde l;;,i = 1,...,p,j = 1,...,k st vahy jednotlivych faktorov v premennych. Faktory
Fy, ..., F}, nazyvame spolo¢né faktory, pretoze si rovnaké pre vSetky pozorované pre-
menné. Vektor e predstavuje vektor chyb, ktoré sa inak nazyvaja aj $pecifické faktory,
kedZe pre kazdu premennu vysvetluju chybajicu informaciu, ktora spolocné faktory

nedokazu vysvetlit. Tento zakladny model je mozné prepisat aj v maticovej forme:
X—-—pu=LF+e (30)

Aby bolo mozné dalej s tymto modelom pracovat, kladieme nan dva zékladné pred-
poklady:

(i) Chyby e;,i =1, ..., p st navzajom nezavislé a plati pre ne E(e;) = 0 a Var(e;) =
Yi.

(ii) Spolo¢né faktory Fj,j = 1,...,k st nezavislé navzajom aj so Specifickymi fak-

tormi a plati pre ne E(F;) =0 a Var(F;) = 1.

30



3 FAKTOROVA ANALYZA

Predpoklad nezavislosti Specifickych faktorov medzi sebou vlastne hovori, Ze spo-
lo¢né faktory vysvetluju vSetku mozni informaciu a teda e; st unikatne pre prislicha-
jacu premennu X;. Vo vacsich modeloch sa ¢asto od podmienky nezavislosti spolo¢nych
faktorov upista, ostéva iba podmienka na nezavislost medzi spolo¢nymi a $pecifickymi
faktormi. Podmienka na stredntt hodnotu a varianciu spolo¢nych faktorov je kladena z
technickych dovodov, pretoze praca so Standardizovanymi premennymi je jednoduch-
Sia.

Za tychto predpokladov a platnosti modelu mézeme vyslovit nasledujice tvrdenie:

Tvrdenie 3.1. Pre premenné X;,i =1, ...,p riadiace sa modelom (29) plati:

Var(X;) =0 + ... + 15 + (31)
OOU(XZ‘,X]') = lilljl + ...+ lzk,‘l]k: (32)
Doékaz. Po rozpisani Var(X;) a Cov(X;, X;) podla modelu a pouziti predpokladov (i)
a (ii) dostaneme:
Var(X;) = Var(lnFy + ... + luFe 4 ;) = 3 Var(Fy) + ..+ BVar(Fy) 4

=04+ G+

COU(XZ‘, X]) = COU(lilFl + ...+ leFk + €, llel “+ ...+ l]ka + €j)
= lpljpVar(Fy) + ... + LiglyVar(Fz) + 1.0.Var(e;) + 0.1.Var(e;)

]

Varianciu jednotlivych premennych moézeme rozdelit na dve ¢asti, ktoré sa nazyvaja
komunalita a S$pecificky rozptyl. i-ta komunalita je ¢ast variancie i-tej premennej ob-
siahnuté spoloénymi faktormi, teda h? = I2 + ... + (2. Specificky rozptyl ¢; potom
predstavuje Cast variancie prisluchajicu Specifickému faktoru e;, teda ta cast, ktora
spolo¢né faktory nepopisuju. Ak opét rovnako ako pri popise PCA nazveme X kova-
rian¢ni maticu vektora premennych X = (X, ..., X,,), potom predchadzajice tvrdenie

mozeme zapisat aj v maticovej forme:

S=LL"+ ¥ (33)
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kde W je diagonalna matica obsahujica na diagonale postupne variancie Specifickych
faktorov e;.

V praxi vacsinou kovarian¢nii maticu ¥ neméame k dispozicii. Pomocou nameranych
dat je ale mozné ju odhadnut. Nasou snahou potom bude néjst matice L a ¥ tak,
aby S = LL” + ¥ bolo splnené ¢o najpresnejsie. Uz na prvy pohlad je jasné, Ze
takéto rieSenie nie je jediné, pretoze ak L spliia pozadovani rovnost, bude ju spliat
aj matica L* = LT pre akukolvek ortogonalnu maticu T. Této vlastnost sa ukazuje
ako vel'mi uzito¢néa. Umoznuje totiz takzvanu rotéciu faktorov, ktora moze ulahéit ich
interpretaciu. Rotéaciou faktorov sa budeme zaoberat v neskorsej Casti tejto kapitoly.

Dolezitou ¢astou faktorovej analyzy je prave jej ivodna cast, ktorou je ziskanie takz-
vanych prvych faktorovych rieSeni. Spociva v odhade matic L a W. Na tento tcel sa
pouZivaju rozne metody, medzi najobltubenejSie a najcastejSie pouZivané patria me-
toda hlavnych komponentov, met6éda maximélnej vierohodnosti ¢i metéda vyuzivajiuca
kanonické korelacie. Pretoze prva z menovanych moznosti je tizko spojena s PCA po-

pisovanou v prvej kapitole, zameriame sa prave na tito metodu.

3.2 Riesenie faktorového modelu pomocou hlavnych kompo-

nentov

Velkou vyhodou tejto metody je fakt, ze nekladie Ziadne poziadavky na rozdelenie
pozorovanych premennych, ako je to napriklad pri metéde maximalnej vierohodnosti.
Je tieZz pomerne jednoducha na vypocet a preto velmi obltubena. Vychadza zo spek-
tralneho rozkladu kovarian¢nej alebo korela¢nej matice, resp. ich vyberovych odhadov.
Diskusia o tom, ¢ pouzit kovarianéni alebo korela¢nt maticu, pouziva v podstate
rovnaké argumenty ako v pripade PCA.

Nech teda Xi, ..., X, st pozorované premenné, tvoriace ndhodny vektor X s kova-
rian¢nou maticou Y. Predpokladajme dalej, Ze pre vlastné hodnoty matice ¥ plati

Al > A > .. > )\, > 0. Nech vy, v, ..., v, st prislusné vlastné vektory matice X.
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Potom je mozné napisat ju ako

Vvt

VA

Takyto zapis by zodpovedal modelu s tolkymi faktormi, kolko je premennych, a
nulovymi Specifickymi faktormi. Pretoze ale nasou snahou je popisat data ¢o najmensim
po¢tom premennych, nie je pouZzitelny. Poslednych niekol'ko vlastnych hodnot je vak
¢asto velmi malych, a preto sa zvykne ich vplyv zanedbat. Ak pocet tychto poslednych

vlastnych hodnoét je p — m, dostavame teda

Vvt
Y= )\1V1V1T + ..+ /\mvmvg1 = <\//\_1V1 o */>\me> : = LL".
Vv

Faktorovy model réata tiez so Specifickymi faktormi, ktorych kovariané¢nou maticou
je diagonalna matica W. Ta moézeme vytvorit pomocou diagonalnych prvkov matice

¥ — LLT, ¢o umoziuje upresnit diagonalne prvky a ziskat tak aproximéaciu

\/>\_1V1 Yy ... 0
> = <\/>\_1v1 \/_)\mvm> S I A [ 5 s )
vV AmVm 0 ... ¥

kde v; = 05, —> 1% prei = 1,...,p. V praxi sa pouziva odhad kovarian¢nej matice 3
7=1"1 p .]

pomocou nameranych dat, teda vyberova kovarian¢né matica S. Ak oznac¢ime vlastné

hodnoty matice S M > > 5\1, > 0 a prislusné vlastné vektory v, ..., v,,, odhad matice

faktorovych vah L pre m < p spolo¢nych faktorov je potom dany ako

L= (VA% . Vi) (34)

Odhadnuté variancie Specifickych faktorov 7,&1 pre ¢ = 1,...,p ziskame ako diagonalne
prvky matice S — LLT.

Riesenie faktorového modelu pomocou hlavnych komponentov pre korela¢ni maticu
ziskame, ak miesto vyberovej kovarian¢nej matice S pouzijeme vyberova korela¢ni

maticu R a budeme pracovat s jej vlastnymi hodnotami a vlastnymi vektormi.
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3.3 Pocet spolo¢nych faktorov

V niektorych pripadoch je pocet spolo¢nych faktorov m dany vopred réznymi tivahami
vyplyvajicimi vacsinou z vedeckého vyskumu. Ak v8ak takéto informécie nemame k
dispozicii, je potrebné rozhodnit o pocte pouzitych faktorov inym spésobom. Nasledu-
juci sposob je podobne ako pri PCA zaloZeny na velkosti jednotlivych vlastnych ¢isel
matice S, prip. R.

Uvazujme maticu S — (f;f;T — \il) Jej diagonélne zlozky st nulové, a ak aj ostatné
zlozky st blizke nule, m6zeme subjektivne prehlésit pouzité m za vhodny pocet fak-
torov. Toto je mozné posudit pomocou poslednych p — m vlastnych hodnot matice S

pouzitim nasledujticeho tvrdenia.

Tvrdenie 3.2. Oznacme f zobrazenie priradujice matici A wvelkosti m x n druhi
mocninu jej Frobeniovej normy, teda f(A) = > %, >0, aj;. Potom pre maticu S s
vlastngmi hodnotami Ai,...,\, a matice f;, U ziskané riesenim faktorového modelu
pomocou, hlavnijch komponentov z matice S plati: f(S — (LLT + ¥)) < Do A
Doékaz. Pretoze matica S — (IAJIA;T + \i!) ma na diagonéle nuly, plati

f(S— (LL" + W) < f(s - LLT).

Dalej z toho, ako bola matica L vytvorena pomocou spektralneho rozkladu matice S,

vieme, Ze
S—LL" = /\m+1vm+1vm+1 + ...+ /\pvp = PAPT,
kde P = ({;m .. {fp> a A je diagonilna matica s prvkami 5\m+17 o 5\p. Pretoze

zjavne f(A) = tr(AAT) a tiez vdaka tomu, Ze stipce P st ortonormaélne, ziskame

pozadovany vysledok:
(S — (LLT +¥)) < f(PAPT) = tr(PAPT(PAPT)T) =

tr(PAAPT) = tr(AA) Z A2,

i=m+1

O

Tento vysledok znamena, Ze ak stucet Stvorcov poslednych p — m vlastnych hodnot
matice S je maly, bude maly aj sucet Stvorcov matice S — (iiT — \i’) To néasledne

znali, ze pocet faktorov m je pre model dostatoc¢ny.
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Pouziva sa tiez kritérium posudzujice prispevok faktorov do vyberovych variancii
premennych. Prispevok prvého spolo¢ného faktora do prvku s; matice S je l;-zl, do

celkovej vyberovej variancie dat tr(S) teda 327, 1% = (VAi¥1)T(VAi¥1) = A1, Vo
vSeobecnosti j-ty faktor predstavuje )E -100% celkovej vyberovej variancie premen-
nych. Pocet faktorov potom urcujeme tak, aby celkovy prispevok spolo¢nych faktorov

predstavoval aspon nejaku vopred stanovenii ¢ast celkovej variancie.

3.4 Rotacia faktorov

V predchadzajicej ¢asti sme uviedli jednu z metdd ziskavania zaciatocnych odhadov
matic L a . Tieto odhady ale nemusia byt jednoducho interpretovatelné, preto je ¢asto
vhodné pouzit na ne rotaciu, teda prenasobit maticu L nejakou ortogonélnou maticou.
Snahou je ziskat ¢o najjednoduchsiu struktaru matice vah, najlepsie taki, kde niektoré
prvky st pomerne velké a ostatné dost blizke nule. Bolo navrhnutych niekol'ko réznych
rotécii, medzi najoblibenejsie patria varimax a quartimax (vid [17]). Vysvetlime teraz
pouzivanejsiu z nich, metédu varimax, ktora sa zameriava na maximalizaciu variancie
vah faktorov. Cielom je ziskat niektoré vahy v absolutnej hodnote ¢o najvacsie a ostatné
¢o najmensie, ¢o Casto zjednodusi interpretéaciu faktorov. Tato metoda umoznuje najst
také faktory, ktoré su Spojené len s niektorymi premennymi. Ak oznacime l%,-j rotované
odhady vah faktorov a kw = ” , metdda varimax hlada ortogonalnu transformaciu T

taku, ktora maximalizuje vyraz
k’2
z[zk— SR @

3.5 Faktorové skore

Hoci zvycajne je doraz pri faktorovej analyze kladeny na vahy jednotlivych faktorov,
hlavne tych spolo¢nych, v pévodnych premennych, casto je dolezité a informativne
pozriet sa aj na hodnoty jednotlivych faktorov pre rozne merania, teda faktorové skore.
Preto dalSou fazou faktorovej analyzy byva jeho odhad. Na to bolo tiez vyvinutych
a predstavenych niekol’ko sposobov, napriklad (vaZzena) metoda najmensich Stvorcov
alebo regresna metoda. Obe st popisané v [9], my sa zameriame na prvia z nich, ktora

je najcastejsie pouzivanou metdédou v pripade, Ze prvy odhad véah sa ziskava metdédou
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hlavnych komponentov.
Na zaciatok predpokladajme, ze vektor p, matica L a Specifické variancie v); modelu
(30) st zname. Ak e povazujeme za vektor chyb, méZeme ako odhad faktorového skére

pre faktory pouzit taky vektor f, ktory minimalizuje vyraz
p 62
> J —eTWle = (x — p— LT H(x — p — Lf). (36)
i=1 1
Uvedeny vyraz predstavuje siicet Stvorcov chyb vazenych ich varianciami. Vektor f
potom dostaneme ako
f =L 'L)ILT e (x — p). (37)

V pripade, Ze pouzivame namerané data, povazujeme pri tejto metéode odhady matic

A~ A

L, ¥ a priemer merani ako odhad strednej hodnoty za skutocné hodnoty. Faktorové

skore pre j-te meranie potom odhadneme ako
f= LT 'L) LT (x - x)T, (38)

kde x; predstavuje j-te meranie pre vektor premennych X.
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4 Aplikacia PCA na volebné data

éast}?m zaujmom politologov aj Statistikov si vysledky volieb a ich analyza réznymi
metoédami. KedZe ide o viacrozmerné data (vo volbach do NR SR viésinou kandiduje
viac ako 20 politickych stran, prezidentskych kandidatov je zvycajne aspon 10), v kto-
rych by sme chceli pozorovat rozne vztahy, je na mieste snaha o redukciu dimenziona-
lity tychto vysledkov aj pomocou metdéd popisanych v predchadzajicich ¢astiach tejto
prace, teda pomocou PCA a FA. V tejto kapitole sa venujeme aplikacii troch réznych
druhov PCA (klasicka, hrub4, logcontrast) na vysledky niektorych volieb a porovnaniu
vysledkov, nasledujuca kapitola opisuje aplikdciu FA a moznu interpretaciu ziskanych
faktorov.

Déata pouzité v tejto Casti prace pochédzaji z internetovej stranky Statistického
uradu SR, www.statistics.sk. V sekcii Volebn4 statistika st pristupné vysledky réznych
druhov volieb ako aj vysledky referend. Pre potreby tejto prace sme pouzivali vysledky
volieb do NR SR a prezidentskych volieb, ktoré su pristupné na réznych trovniach -
za celu republiku, podla krajov, podla okresov, podla obci. Pri niektorych volbach su
vysledky dostupné maximélne na trovni krajov ¢i okresov, no SU SR na poziadanie
poskytuje aj kompletnejsie vysledky. Vo vi¢sine pripadov sme pouzili vysledky podla
okresov (SR mé v stcasnosti 79 okresov, pred rokom 1996 ich bolo 42), pre porovnanie
sme vSak v jednom pripade pouzili aj vysledky za obce (2926 obci). Zoznam kandidatov
vo v8etkych analyzovanych volbéach spolu s ich volebnymi vysledkami je uvedeny v
Prilohe B.

Aby sme ziskali komplexnej$i pohlad na spravanie voli¢ov na Slovensku, zamerali
sme sa pri aplikacii PCA na vysledky volieb v roznych ¢asovych obdobiach. Vybrali
sme volby do NR SR v rokoch 1992, 2002 a 2010 a prezidentské volby v roku 1999.

7 prvej kapitoly vyplyva, Ze pri pouziti PCA je potrebné urobit dve rozhodnutia, a
to, ¢ pri hl'adani hlavnych komponentov vychadzat z kovariancnej alebo korelacnej ma-
tice a podla akého kritéria urcit pocet hlavnych komponentov. Pretoze pri volebnych
datach st vSetky premenné (predstavujice volebny zisk pre rozne politické subjekty)
merané v rovnakych jednotkach a dolezité su tiez rozdiely medzi jednotlivymi premen-
nymi, ktoré by po standardizécii premennych ustipili, rozhodli sme sa pre pouzitie ko-

variancnej matice. Ako kritérium pre rozhodnutie o po¢te hlavnych komponentov sme
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tu pouzivali kumulativne percento vysvetlenej variancie, pricom hranicu sme zvolili
na urovni 85%. Vysledky kazdych analyzovanych volieb st uloZzené v tabulkach, ktoré
obsahuju vektory vah pre hlavné komponenty, percento variancie vysvetlené danym
hlavnym komponentom (oznacené % PC var), ako aj kumulativne percento variancie
(oznac¢ené % kumul).

Vsetky vypocty boli robené pomocou programu MATLAB, ktory je pre studentov
FMFI UK pristupny priamo na fakulte. Vypoctova jednoduchost PCA umoziuje ziskat
hlavné komponenty len pomocou prikazu cov na vypocet vyberovej kovarianénej ma-
tice X a prikazu eig na vypocet vlastnych hodnot a vlastnych vektorov matice, alebo

pomocou prikazu svd, ktorého vystupom je singularny rozklad zadanej matice.

4.1 VolI'by do NR SR 1992

Volieb do NR SR v roku 1992 sa zacastnilo 23 politickych stran, ktoré k ucasti vo
vol'bach podnietili 84,2% opravnenych volicov. V roku 1992 bolo Slovensko rozdelené na
42 okresov, prechod na dnesny systém 79 okresov bol sti¢astou reformy verejnej spravy
v roku 1996. Aby bolo mozné vysledky analyz v jednotlivych rokoch porovnéavat, z
vysledkov volieb v roku 1992 podla obci sme ziskali vysledky podla dnesnych okresov.
Matica X je tak rozmeru 79 x 23. Vysledky troch druhov PCA aplikovanych na volebny
zisk stran v tychto volbach st zaznamenané v Tabulke 1.

Ako je vidiet v Tabulke 1, pre klasicki PCA na vysvetlenie stanovenej hranice
kumulativneho percenta variancie stacia dva hlavné komponenty, pri hrubej aj logcon-
trast PCA st v8ak uz potrebné tri. Percento variancie, ktori jednotlivé komponenty
vysvetluju, klesa v pripade logcontrast PCA najpomalSie, teda aj druhy komponent vy-
svetluje este dost velky podiel variancie obsiahnutej v datach, zatial ¢o predov8etkym
v pripade klasickej PCA uz prvy komponent predstavuje velka ¢ast celkovej variancie
a pre ostatné tak neostéva tolko priestoru.

V pripade klasickej PCA prvy komponent hovori o tom, Ze najva¢sim zdrojom va-
riancie v datach je strana HZDS, ktora mala na trovni celého Slovenska najvyssi zisk.
Naproti tomu zaporné vahy maja strany MKM-EGY a MPP-MOS, ktoré autori [11]
zaradili do sustavy madarskych stran, a tiez romska ROI, teda strany narodnostnych

mensin.
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PCA hruba PCA logcontrast PCA

Polit. strana | PC1 PC2 PC1 PC2 PC3 PC1 PC2 PC3
HSD-SMS 0,002 0,002 0,001 0,001 0,003 0,021 0,060 0,024
HZSP-SRU 0,001 0,001 0,001 0,002 0,001 0,004 0,017 0,055
HZDS 0,916 0,161 | -0,771 -0,465 -0.262 | 0,145 0039 0,078
SDL 0,198 0,151 0,069 0,475 -0,701 0,070 -0,046 -0,006
SPI 0,004 0,008 0,015 0,044 -0,041 0,090 -0,202 -0,040
HZOS 0,006 0,000 | -0,004  -0,001 0,006 0,139 0,090 0,091
SSL-SNZ 0,004 0,003 0,000 0,004 0,007 0,081 -0,028 0,003
SKDH 0,064 -0,001 | -0,061 -0,001 0,198 0,168 0,078 0,167
MKM-EGY | -0,190 0,917 | 0,584 -0,596 -0,127 | -0,670 -0,281 0,201
HSS 0,002 0,004 0,001 -0,001 0,008 | -0,346 0,765 -0,461

SZ 0,015 0,016 0,010 0,023 0,015 0,016 0,006 0,030
KDH 0,152  -0,002 | -0,060 0,318 0,461 0,166 0,033 0,022
OoDU 0,040 0,036 0,053 0,151 0,054 0,032 -0,040 0,138
ZPR-RSC 0,002 0,005 0,005 0,012 -0,006 0,044 -0,079 -0,082
NALI 0,002 0,000 0,000 0,002 0,002 0,071 0,029 0,139
SZS 0,038 0,017 | 0,001 0043 0,020 | 0,063 0,023 0,031
ROI -0,002 0,008 0,016 0,033 -0,013 0,093 -0,450 -0,767
SDSS 0,050 0,039 0,016 0,134 -0,033 0,080 -0,025 -0,011
KSS 0,003 0,017 0,008 -0,003 -0,033 0,019 -0,064  -0,078
DS-ODS 0,058 0,024 0,019 0,087 0,035 0,024 0,002 0,131
SNS 0,208 0,069 | -0,094  -0,050 0,404 0,074 0,134 0,161
SLS 0,006 0,000 | -0,005 0,001 0,020 0,131 0,104 0,088
MPP-MOS -0,075 0,319 0,196 -0,215 -0,021 -0,515 -0,164 0,084
% PC var 57,33 31,30 61,96 22,75 7,29 46,07 31,59 10,42
% kumul 57,33 88,63 | 61,96 84,71 92,00 | 46,07 77,65 88,07

Tabul'ka 1: Hlavné komponenty pre volby do NR SR 1992

Druhy komponent akoby ¢iasto¢ne upravoval to, ¢o prvy komponent vysvetlil ne-
spravne. S vysokymi kladnymi vahami tentokrat vystupuje stustava madarskych stréan.
Najvyssie hodnoty teda komponent nadobtuda v madarskych okresoch, nizky je pre-
dovsetkym v hlavnom meste. Ak tito metédu zhrnieme, najvacsim zdrojom variancie
st tu HZDS a madarské strany a nové premenné zlozené predovsetkym z ich vysledkov
vysvetluju velka ¢ast informécie ukrytej v datach.

V prvom komponente hrubej PCA najdeme podobne ako pri klasickej PCA v abso-
lutnej hodnote vysoku vahu pre HZDS, s opa¢nym znamienkom ako vahy madarskych
stran. Vahy pre madarské strany si tu vSak ovela vyraznejsie, v skutocnosti predsta-
vuju druhtd a tretiu najvyssiu vahu, teda moézeme hovorit o kontraste medzi HZDS a

sustavou madarskych stran. Druhy komponent priklada tymto trom stranam pomerne
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vysoké vahy s rovnakym znamienkom, mozno tu ale pozorovat protiklad s viacerymi
dalsimi stranami, predovsetkym SDI a KDH. Napokon treti komponent stavia SDI
proti KDH a SNS.

Uz pri prvom pohlade na Tabulku 1 je zrejmé, ze logcontrast PCA opisuje vztahy
medzi premennymi inak. V prvom hlavnom komponente sice aj v tomto pripade vyrazne
vystupuju madarské strany, pridava sa v8ak aj HSS, ktora vo volbach ziskala velmi
nizky pocet hlasov (0,1% vSetkych hlasov) a teda vysledky volieb nijako vyznamne
neovplyvnila. Napriek tomu je vyrazna uz v prvom logcontrast hlavnom komponente,
ktory predstavuje takmer polovicu v8etkej variancie. Druhy komponent ma vysoki vahu
predovsetkym pre HSS, do kontrastu s touto stranou stavia dalsiu mélo tspesni stranu
- ROI (0,6%). K vyraznejSej polovici stran sa zaraduju aj madarské strany. Na zaver
treti logcontrast hlavny komponent vysvetlujuci priblizne 10% celkovej variancie, stale
pomerne velku ¢ast, kladie silné zaporné vahy na HSS a ROI, teda akoby opravoval

druhy komponent, najvyssiu kladna vahu mé silnd madarskéa koalicia MKM-EGY.

4.2 VolI'by do NR SR 2002

V roku 2002 sa volieb do NR SR zuacastnilo 25 politickych stran, matica X je teda roz-
meru 79 x 25. U¢ast vo vol'bach bola 70,06%. Vysledky troch druhov PCA aplikovanych
na tieto data su ulozené v Tabulke 2.

Pri analyze volieb do NR SR v roku 2002 klasickou PCA sa ako najvacsi zdroj va-
riancie javi SMK. Prvy komponent je preto najvyssi v okresoch s vysokym podielom
madarského obyvatelstva - Dunajska Streda, Komarno, Nové Zamky, Galanta ¢ Le-
vice. Druhy hlavny komponent potom zoskupuje strany s najvys$simi predvolebnymi
preferenciami a najvyssimi volebnymi vysledkami, SDKU, HZDS a SMER. Ukazuje sa
tu akoby vymenena tendencia oproti roku 1992, kedy najvyssim zdrojom variancie bolo
HZDS a najvyssie vahy v druhom hlavnom komponente boli pri madarskych stranach.

Hlavné komponenty ziskané pomocou hrubej PCA tieZz poukazuju na velka ulohu
stran SMK, SDKU a HZDS. Prvy komponent kladie velkt zapornt vahu na SMK.
Druhy predstavuje kontrast medzi silnymi stranami SDKU a HZDS, jeho hodnota je
vysok4 najmé pre okresy s vysokym podielom mestského obyvatelstva - Bratislava a

Kosice.
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PCA hruba PCA logcontrast PCA

Polit. strana | PC1 PC2 PC1 PC2 PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6
SZS 0,003 0,025 0,002 0,007 0,016 0,033 0,082 0,009 0,055 0,031
SDKU -0,029 0,594 | 0,048 0,769 0,005 0,193 0,291 0,276 0,051 0,022
SDPO 0,000 0,003 | 0,000 0,006 | 0,067 -0,021 0,129 0,120 0,355 -0,714
SDL -0,002 0,031 0,013 -0,008 | -0,079  -0,003  -0,032 -0,074 0,156 0,204
SMER -0,027 0,404 | 0,124 -0,007 | -0,087 0,067 0,044 -0,07 0,072 0,016
HZDS -0,101 0,565 0,332  -0,577 | -0,187 0,035 -0,062 -0,177  -0,149 0,021
OKS 0,000 0,012 0,001 0,013 0,009 0,224 0,102 0,215 0,041 0,104
HZD -0,013 0,091 0,044 -0,050 | -0,152 0,113 -0,146  -0,052 -0,105 -0,254
ROMA 0,003 -0,001 | -0,006 -0,004 | 0,314 -0,396 -0,590 0,411 0,019  -0,052
KSS -0,016 0,112 0,064 -0,054 | -0,055 -0,071 -0,035 -0,079 0,317 0,073
SMK-MKP 0,992 0,106 -0,916 -0,175 0,748 0,492 -0,112 -0,290 -0,046 0,050
KDH -0,059 0,227 0,142 0,030 | -0,187 0,028 0,229 0,115 -0,236 0,032
LS 0,000 0,001 0,000 0,000 | -0,019 0,102 -0,136 0,347 -0,529 0,067
ZRS -0,002 0,009 0,007 -0,013 | -0,132  -0,165 -0,246  -0,376 0,159 -0,081
LB -0,001 0,003 0,003 -0,002 | -0,042 -0,110  -0,066 0,247 0,304 0,460
ANO 0,006 0212 | 0,026 0,152 | 0,015 0,024 0,07 0,088 0,125 0,007
B-RRS 0,000 0,002 0,001 -0,001 | -0,031  -0,105 0,062  -0,207 0,001 0,153
ZAR -0,001 0,011 0,003 0,006 | -0,047 0,015 0,129 0,054 0,079 -0,035
SDA -0,005 0,063 0,007 0,066 | -0,004 0,150 0,190 0,202 0,158 0,009
SNJ -0,001 0,003 0,002 -0,002 | -0,133 0,016 -0,048  -0,091 -0,162 0,02
NOSNP 0,002 0,023 0,004 -0,010 | -0,029 -0,050  -0,032 -0,285 0,028 0,195
SNS -0,008 0,099 0,044 -0,055 | -0,159 0,141 -0,104  -0,087 -0,14 -0,056
ROSA 0,000 0,005 0,003 -0,004 | -0,046 -0,134  -0,068 -0,11 -0,001 0,016
ROISR 0,001 0,002 | -0,001 0,003 | 0,368 -0,602 0,502 -0,125 -0,289  -0,025
P SNS -0,030 0,141 0,054 -0,088 | -0,153 0,024 -0,154  -0,063  -0,264  -0,263
% PC var 56,25 29,25 65,83 20,13 42,18 26,62 7,24 4,64 3,93 2,95
% kumul 56,25 85,5 65,83 85,96 42,18 68,8 76,04 80,68 84,6 87,55

Tabul'ka 2: Hlavné komponenty pre volby do NR SR 2002

Prvé tri logcontrast hlavné komponenty, predstavujuce spolo¢ne 76% celkovej varian-
cie, sa zameriavaji na narodnostné mensiny. Prvy komponent kombinuje romske strany
ROMA a ROISR s madarskou stranou SMK. Dalej vidime "stthoj" medzi Madarmi a
romskymi stranami a napokon treti komponent stavia proti sebe ROISR a ROMA.
Ostatné komponenty zahifiajice podiely variancie mensie ako 5% sa tieZ zameriavaji

vacSinou na menej ispesné strany.

4.3 Vol'by do NR SR 2010

Volieb do NR SR v roku 2010 sa zicastnilo 18 politickych stran, volebna tcast dosiahla

58,83% opravnenych voli¢ov. Pre tieto volby sme sa rozhodli analyzu urobit na datach
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za okresy a tieZ za obce, porovnat vysledky a zistit tak, aky velky je rozdiel medzi takto
ziskanymi informéciami. Pracovali sme teda s maticami X; rozmeru 79 x 18 a Xz roz-
meru 2926 x 18. Vysledky su zaznamenané v Tabulke 3 a v Tabulke 4. Pri aplikacii
na vysledky podla obci sme sa vSak uz neriadili percentom vysvetlenej variancie. Pre
porovnanie Struktury hlavnych komponentov a vysvetlovacej sily sme uvazovali rov-
naky pocet hlavnych komponentov ako v pripade okresov. Na porovnanie sme pouzili

predovsetkym uhol medzi konkrétnymi dvoma vektormi vah pre hlavné komponenty.

PCA hruba PCA logcontrast PCA

Polit. strana PC1 PC2 PC1 PC2 PC1 PC2 PC3
EDS 0,004 0,006 0,000 0,014 0,029 0,279 0,051
Unia 0,018 0,003 | -0,002 -0,015 | -0,056 -0,083  -0,189
SRK 0,001 0,002 0,000 0,007 0,090 0,730 -0,409
Paliho Kapurkova | 0,014 0,002 | -0,006 -0,005 | -0,079 -0,088  -0,075
SaS 0,321 0,074 | 0,000 -0,420 | -0,061 -0,248 -0,215
SDL 0,051 0,008 | -0,024 -0,005 | -0,085 -0,059 0,069
SMK - MKP -0,067 0,568 | 0,397 0,373 | 0,847 -0,071 0,169
LS - HZDS 0,074 0,003 | -0,059 0,104 | -0,104 0,025 0,328
KSS 0,014 -0,001 | -0,016 0,014 | -0,112 0,029 0,266
SNS 0,134  -0,001 | -0,087 0,036 | -0,138 -0,158 0,292

ND 0,007 0,001 -0,001 -0,014 | -0,090 -0,289  -0,250
7ZRS 0,003 -0,001 | -0,007 0,007 | -0,156 0,163 0,393
KDH 0,199 -0,034 | -0,141 -0,164 | -0,178 -0,095  -0,297
LSNS 0,021  -0,002 | -0,014 0,009 | -0,091 0,172 0,002
SDKU - DS 0,390 0,158 0,094 -0,634 | -0,018 -0,230 -0,316
AZEN 0,002 0,001 -0,001 0,002 0,003 0,172 0,061
SMER-SD 0,820 -0,026 | -0,696 0,390 | -0,142 -0,036 0,183
MOST - HiD -0,025 0,803 | 0,563 0,300 | 0,343 -0,212 -0,062

% PC var 53,59 34,06 65,35 23,52 65,12 17,22 4,5
% kumul 53,50 87,65 | 65,35 88,87 | 65,12 82,34 86,84

Tabul'ka 3: Hlavné komponenty pre volby do NR SR 2010 za okresy

Klasickd PCA aplikovana na data zozbierané za okresy identifikuje ako smer najvac-
Sej variancie kombinaciu s vysokymi vahami predovietkym pre SaS, SDKU a SMER,
¢o sa ukazuje aj v prvom hlavnom komponente pre obce. Druhy hlavny komponent je
v oboch pripadoch tvoreny s velkou vahou na madarskych stranach SMK a MOST,
no pri analyze dat pre obce sa ako vyznamné ukazuje aj SDKU, a navyse tiez SMER s
opacnou vahou oproti trom menovanym. Uhol zvierany vektormi vah pre prvy hlavny
komponent je velmi maly, iba 13,5°, v pripade druhych hlavnych komponentov uz ale

uhol narastol na priblizne 32°. Hoci vahy pre prvy hlavny komponent st v oboch pri-
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PCA hruba PCA logcontrast PCA

Polit. strana PC1 PC2 PC1 PC2 PC1 PC2 PC3
EDS 0,005 0,001 0,004 0,010 0,158 0,530 0,303
Unia 0,020 0,007 -0,005 -0,006 | -0,054 -0,052 0,197
SRK 0,002 0,000 | 0006 -0,005 | 0,184 0,583 0,092
Paliho Kapurkova | 0,016 0,002 -0,006  -0,006 | -0,125 -0,318 0,040
SaS 0,380 0,141 -0,054  -0,219 | -0,052  -0,087  -0,024
SDL 0,053  -0,007 | -0,027  -0,012 | -0,102 -0,050  -0,043
SMK - MKP 0,015 0,373 0,527 0,377 | 0,738 -0,208 -0,114
LS - HZDS 0,075  -0,038 | -0,038 0,008 | -0,094 0,059  -0,022
KSS 0,016  -0,010 | -0,013 0,013 | -0,148  -0,027  -0,043
SNS 0,107  -0,071 -0,079  -0,013 | -0,216 0,003  -0,006
ND 0,008  -0,001 -0,002 -0,007 | -0,063 -0,371 0,409
ZRS 0,004  -0,004 | -0,005 0,005 | -0,121 0,089  -0,751
KDH 0,190 -0,042 | -0,112 -0,544 | -0,244 0,016 0,020
LSNS 0,027  -0,018 | -0,014 -0,021 | -0,169 0,075 0,237
SDKU - DS 0,510 0,400 | -0,028 -0,363 | -0,011 -0,091 -0,022
AZEN 0,003 0,001 | -0,001 0,001 | 0,016 0,087 -0,228
SMER-SD 0,724 -0,448 | -0,661 0,584 | -0,108 0,018  -0,044
MOST - HID 0,117 0,686 0,510 0,201 | 0,410 -0,224 -0,004
% PC var 89,38 6,37 65,63 12,09 26,48 9,58 7,65
% kumul 89,38 95,75 65,63 77,72 26,48 36,06 43,71

Tabul'ka 4: Hlavné komponenty pre volby do NR SR 2010 za obce

padoch vel'mi podobné, vo vysvetlovacej sile prvych hlavnych komponentov je celkom
vyrazny rozdiel. Zatial ¢o pri okresoch vysvetluje prvy komponent iba o nie¢o viac ako
polovicu celkovej variancie, v pripade obci je to takmer 90%. To moZe byt sposobené
tym, Ze pri analyzovani vysledkov podla obci je rozdiel medzi varianciou najuspes-
nejsich stran a tych méalo tspesnych vyraznejsi, ¢o je dosledkom vécsich rozdielov vo
vel'kosti obci.

Takato tendencia sa uz neukazuje pri pouziti hrubej PCA, kde sa zbavujeme pria-
meho vplyvu velkosti obce alebo okresu. Prvy hlavny komponent vysvetluje v oboch
pripadoch 65% celkovej variancie. Aj $trukttra prvého hlavného komponentu je velmi
podobna, v oboch pripadoch st do kontrastu postavené madarské strany a SMER.
Dokazom podobnosti tychto vektorov vah je aj uhol, ktory zvieraji. Je to priblizne
11,5°. Pozorovatelné je aj podobnost medzi hlavnymi komponentmi vysvetlujucimi
druhé najvacsie mnozstvo variancie. V oboch st dolezité strany SMK, MOST a SMER
proti dvom silnym pravicovym stranam volenym najmé mestskym obyvatelstvom, SaS

a SDKU. Rovnako ako v pripade klasickej PCA zvierany uhol sttpol, na priblizne 33°.
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V pripade logcontrast hlavnych komponentov stale pozorujeme istt podobnost, ktora
sa ale so stupajicim poradovym ¢islom komponentu straca. Toto potvrdzuja aj uhly
medzi vektormi vah pre hlavné komponenty, v pripade prvého komponentu necelych
15°, dalej potom 30° a pri tretom komponente uz dokonca 59°. Ako najvacsi zdroj
variancie vystupuju v oboch pripadoch madarské strany. Zatial ¢o pri analyze voleb-
nych vysledkov podla okresov v druhom logcontrast hlavnom komponente dominuje
strana SRK, vysledky podla obci prikladaja velka vahu aj niekolkym dalsim stranim.
Spolo¢nym menovatelom treticho komponentu je zas ZRS, ostatné strany s vysokymi
vahami sa vSak uz nezhoduju.

Velkym rozdielom v pripade logcontrast hlavnych komponentov je tiez podiel vysvet-
lenej variancie. Vo vysledkoch podla okresov uz prvy komponent vysvetluje priblizne
65% celkovej variancie, prvé tri komponenty stacia na dosiahnutie nami pozadovane;
85%-nej hranice. Oproti tomu prvé tri logcontrast hlavné komponenty v pripade obci
nevysvetluju ani polovicu variancie a pre dosiahnutie hranice 85% by bolo potrebné

uvazovat az desat komponentov.

4.4 VolIby do NR SR a narodnost

Obr. 3: Hlasy pre madarské a slovenské strany

Pri kazdych analyzovanych volbach sa ako velmi dolezité javi obyvatel'stvo madar-
skej narodnosti, ktoré vo vicsine pripadov odovzda hlas madarskym strandam (a tiez

vacsina hlasov pre madarské strany zrejme pochadza od obyvatelstva madarskej na-
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rodnosti). Madarskd mensina Zije pomerne koncentrovane iba na niektorych ¢astiach
uzemia SR, ¢o sposobuje velku vyberovu varianciu vo volebnych vysledkoch madar-
skych stran. Preto sme sa rozhodli pre ilustracny Obrazok 3, ktory ukazuje okresy
podla poc¢tu hlasov odovzdanych madarskym stranam oproti po¢tu hlasov odovzda-
nym ostatnym stranam (¢o mozno takmer rovnako presne nazvat tiez ako pocet hlasov
odovzdany slovenskym stranam). Pre lepsiu prehladnost st vSak oznacené iba okresy,
ktoré sa na madarskej osi lisia od vacsiny (KEO predstavuje okres Kosice - okolie).
Obrazok v praci je zalozeny na vysledkoch volieb do NR SR pre rok 1992, no velmi
podobné spravanie je mozné pozorovat aj v pripadoch ostatnych volieb. Krizik predsta-
vuje priemerny okres, teda okres s priemernym poctom Slovakov a priemernym poc¢tom
Madarov. Takmer vodorovné ¢iara vychédzajica z neho predstavuje os ziskanu pre-
nasobenim vah druhého hlavného komponentu volieb v roku 1992 na seba kolmymi
vektormi ziskanymi tiez z vah pre druhy hlavny komponent. Prva stiradnica zodpoveda
nasobeniu vah vektorom s nulami na miestach zodpovedajicich slovenskym stranam
a vahami komponentu na miestach pre madarské strany, v druhej suradnici je tento

vektor tvoreny naopak.

4.5 Prezidentské vol'by 1999

gpeciﬁck;’fm druhom volieb st volby prezidenta, v ktorych si Tud priamo voli jed-
ného zéastupcu. V pripade prezidentskych volieb je oproti volbam do NR SR zvy¢ajne
naroc¢nejsie urobit nejaké zaradenie kandidatov do skupin na zéklade spolo¢nych cha-
rakteristik, volebny zisk kandidata ¢asto nezavisi len od jeho politickej prislusnosti a
nézorov, ale tiez od osobnosti kandidata. Napriek tomu nam moézu metody ako PCA
priniest cenny nahlad do vztahov medzi volebnym ziskom jednotlivych kandidatov a
celkovej struktary vysledkov.

V tabulke 5 st ulozené vysledky klasickej, hrubej a logcontrast PCA aplikovanej
na vysledky prezidentskych volieb v roku 1999, v ktorych kandidovalo 9 kandidatov a
svoje volebné pravo vyuzilo 73,89% vsetkych volicov.

Ako je jasne viditelné v Tabulke 5, pri klasickej aj hrubej PCA najvyraznejsie
vystupuji v prvych hlavnych komponentoch dvaja najvyraznejsi kandidati, ktori proti

sebe neskor bojovali v druhom kole, Rudolf Schuster a Vladimir Meciar. Uz prvé dva
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PCA hruba PCA logcontrast PCA
Kandidat PC1 PC2 PC1 PC1 PC2 PC3
Jan Demikat 0,003 0,000 0,001 0,414 0,269 0,166
Juraj Lazarcik 0,003 -0,005 -0,004 0,043 0,334 0,176
Vladimir Megiar 0,232 -0,962 -0,663 0,226 0,334 -0,116
Ivan Mjartan 0,029 -0,075 -0,041 -0,228 0,079  -0,104
Rudolf Schuster 0,968 0,241 0,747 0,322 -0,294 0,627
Jan Slota 0,018 -0,058 -0,033 -0,134 0,38 0,071
Juraj Svec 0,005 -0,016 -0,011 -0,280 -0,162  -0,357
Magda Vasaryova 0,083 -0,078 0,009 -0,187  -0,619 0,076
Boris Zala 0,010 -0,021 -0,008 -0,336  -0,162 0,078
Nevolitelni kandidati | 0,004 0,002 0,003 0,613 -0,166 -0,616
% PC var 69,6 29,07 94,57 48,03 2547 12,82
% kumul 69,6 98,67 94,57 48,03 73,47 86,59

Tabul'ka 5: Hlavné komponenty pre volby do NR SR 2010 za obce

hlavné komponenty (v pripade hrubej PCA dokonca uz ten prvy) vyrazne prekracuji
stanoventu hranicu vysvetlenej variancie, ¢o hovori o tom, Ze tito dvaja kandidati najviac
charakterizuju analyzovany subor dat. Tato informécia nie je nijako prekvapiva, kedze
ich volebny zisk v oboch pripadoch prekrocil milién hlasov, no z ostatnych kandidatov
nikto nedosiahol ani hranicu dvestotisic.

V poslednej ¢asti tabulky vyzera situacia uplne inak. Logcontrast PCA opisuje ako
najvacsi zdroj variancie skupinu nevoliteInych kandidatov, ktoru predstavuje pravde-
podobne predovsetkym M. Kovac¢. Ten povodne tiez kandidoval na post hlavy statu, no
neskor sa kandidatiry vzdal v prospech R. Schustera. V absoliitnej hodnote vysoké st
aj vahy pri J. Demikatovi, R. Schusterovi a B. Zalovi. Druhy logcontrast hlavny kom-
ponent sa zameriava na M. Vasaryovi, ktori spolo¢ne s R. Schusterom stavia proti
trojici J. Lazarcik, V. Meciar a J. Slota. Zaujimavy je treti komponent, ktory opi-
suje kontrast medzi R. Schusterom (najvyssi volebny zisk) a nevolitelnymi kandidatmi

(najnizsi volebny zisk).

4.6 Aproximacia pomocou singularneho rozkladu

Ako jedno z moznych porovnani pristupov k volebnym datam sme zvolili aj ich ap-
roximéaciu pomocou singularneho rozkladu. Ako sme uviedli v prvej a druhej kapitole,

singularny rozklad a simplicidlny singularny rozklad matice poskytuju isty spdsob od-
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hadu matice. Ak X, = ULV" a z povodnych matic U, L,V ponechame iba ¢ast, teda
prvych niekolko stipcov, ziskame aproximéciu povodnej matice X, pre ktoru plati:

. 2
HXC —Xe|| =1+ 1. o+...+12 Analogicky mozno po riadkoch kompoziéni maticu

aproximovat aj pomocou simplicialneho singularneho rozkladu. Vyjadrit chybu uz v8ak
nie je tak jednoduché.

Pre volby v roku 1992 sme teda vytvorili takéto aproximécie s pouZitim prvych 3
stlpcov (poéet hlavnych komponentov potrebnych na vysvetlenie asponi 85% celkovej
vyberovej variancie v datach). Porovnanie chyb meranych tak, ako je to spomenuté
v predchadzajicom odseku, ukazuje, Ze v tomto pripade klasicky singularny rozklad
aproximuje maticu dat lepSie ako singularny. Frobeniova norma rozdielu matice a jej
aproximacie je v pripade singularneho rozkladu rovna priblizne 0,29, zatial ¢o pre
simplicidlny singulédrny rozklad je to asi 1,89. Zaujimalo nas vSak, ¢ je takyto vztah
medzi chybami aproximacie staly, teda ¢i pre rézne poc¢ty pouzitych vektorov je chyba
pri simplicidlnom singuldrnom rozklade vzdy vécsia. Tabulka 6 zachytava chyby ap-
roximacie pre rozne pocty pouzitych vektorov pre singularny rozklad aj simplicidlny
singularny rozklad. Aby sme sa lepsie presvedéili o vztahu medzi chybami, lava ¢ast
tabulky zachytéva tieto chyby pre rok 1992, stredné pre rok 2010 (okresy) a prava pre
prezidentské volby 1999.

Ako sa ukazuje, pre aproximaciu po riadkoch kompozi¢nej matice dat je uspesnejsi
oby¢ajny singularny rozklad ako ten simplicidlny. Frobeniova norma rozdielu aproximo-
vanej a povodnej matice je pri rovnakom pocte pouzitych stlpcov matic singularneho
rozkladu mensia pre obycajny singularny rozklad. To moze zodpovedat aj faktu, ze
na vysvetlenie rovnakého percenta celkovej vyberovej variancie dat je v pripade log-
contrast PCA ¢asto potrebné pouzit viac hlavnych komponentov ako v pripade hrubej
PCA.

Hoci doteraz sme s PCA spéjali matice V a L zo singularneho rozkladu matice Xg,
dolezité informécie poskytuje aj matica U. Ako sme uviedli v prvej kapitole, UL je
matica, ktora obsahuje hodnoty hlavnych komponentov pre jednotlivé merania. Pretoze
prvy komponent pre volby v roku 1992 a v roku 2010 spolu s druhym komponentom pre
vol'by v roku 2002 vysli podobne v tom zmysle, Ze vyzdvihuju najuspesnejsie slovenské

strany, a rovnaky vztah sa ukazuje medzi druhym komponentom pre volby v roku 1992
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Pocet | Klasicky | Simplicidlny Pocet | Klasicky | Simplicidlny Pocet | Klasicky | Simplicidlny
1 1,397 3,986 1 0,967 1,395 1 0,239 0,593
2 0,562 2,529 2 0,310 0,940 2 0,021 0,016
3 0,294 1,886 3 0,146 0,644 3 0,006 0,042
4 0,133 1,494 4 0,095 0,657 4 0,003 0,020
5 0,064 0,460 5 0,051 0,483 5 0,001 0,017
6 0,040 0,140 6 0,027 0,237 6 0,001 0,009
7 0,026 0,075 7 0,014 0,166 7 0,000 0,010
8 0,015 0,056 8 0,007 0,059 8 0,000 0,003
9 0,010 0,053 9 0,004 0,016 9 0,000 0,000
10 0,005 0,019 10 0,003 0,007 10 0,000 0,000
11 0,003 0,016 11 0,002 0,007
12 0,002 0,012 12 0,001 0,001
13 0,001 0,012 13 0,001 0,001
14 0,001 0,009 14 0,000 0,000
15 0,000 0,004 15 0,000 0,000
16 0,000 0,004 16 0,000 0,000
17 0,000 0,003 17 0,000 0,000
18 0,000 0,002 18 0,000 0,000
19 0,000 0,001
20 0,000 0,001
21 0,000 0,000
22 0,000 0,000
23 0,000 0,000

Tabul'ka 6: Chyby aproximécie

a v roku 2010 a prvym komponentom pre volby v roku 2002, ktoré klada vysoké vahy
na madarské strany, zaujimali nas tieZ hodnoty tychto komponentov v jednotlivych
okresoch. Hoci na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze $trukttura spominanych hlavnych
komponentov je velmi podobna a teda vektory ich hodndt v jednotlivych okresoch
by mali byt takmer rovnobezné, uhly medzi nimi sa pohybuju zvicsa od 14° do 21°.
Dokonca pri porovnani prvého hlavného komponentu z roku 1992 a druhého hlavného
komponentu z roku 2002 je to viac ako 31°.

Okrem toho, ze matica U poskytuje informéciu o hodnotach hlavnych komponentov,
v §pecialnom pripade, kedy priemer kazdého stlpca aj priemer kazdého riadku je 0,
predstavuje matica U navySe tiez vahy hlavnych komponentov pre situaciu, kedy by
sme sa na maticu X pozerali opacne - teda keby riadky predstavovali premenné a stipce

ich merania. Toto ale nie je pripad volebnych dat, ktoré st nezaporné.
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4.7 Zhrnutie vysledkov PCA na volebnych datach

V tejto kapitole boli prezentované vysledky roznych druhov PCA na niekol'kych subo-
roch dat opisujucich vysledky volieb na Slovensku. Vo vSeobecnosti mozno povedat, ze
logcontrast PCA zvyc¢ajne vysvetluje v prvych komponentoch mensi podiel celkovej va-
riancie, no podiel variancie prislichajici jednotlivym komponentom tym padom klesa
pomalsie, teda oproti klasickej a hrubej PCA druhy ¢i treti komponent stale vysvetluju
vysoké percento celkovej variancie.

V pripade volieb do NR SR st ¢asto velkym zdrojom variancie strany mensin, pre-
dovsetkym madarskej, ¢o je sposobené geografickym rozloZzenim obyvatel'stva. Narod-
nostné strany ziskavaju velky pocet aj podiel hlasov v okresoch, kde je vysoky podiel
obyvatel'stva danej narodnostnej mensiny, no v ostatnych okresoch je ich podiel zaned-
batelny. Preto premenné predstavujtce volebny zisk tychto stran maja velka vyberova
varianciu a v prvych par hlavnych komponentoch vystupujt s vysokymi vahami.

Ako sa ukazalo v ¢asti 4.3, vahy predovsetkym prvého hlavného komponentu v pri-
pade vSetkych troch pouzitych druhov PCA nie st velmi citlivé na to, ¢i je analyza
vykonéavana na vysledkoch podla okresov alebo obci. So stupajticim poradovym ¢islom
hlavného komponentu vSak uhol zvierany vektorom vah ziskanym z vysledkov podla
okresov a tym ziskanym z vysledkov za obce rastie. V pripade klasickej PCA je navySe
vplyvom pritomnosti velkosti obce alebo okresu velky rozdiel medzi vysvetlovacou
silou prvého hlavného komponentu.

Dolezitym pozorovanim je fakt, ze logcontrast PCA kladie ¢asto velky doraz na
strany alebo kandidatov, ktori mali nizky volebny zisk. Toto je pravdepodobne do-
sledkom toho, Ze logcontrast PCA pracuje s datami upravenymi pomocou logaritmov.
Teda kym v pripade klasickej a hrubej PCA je dolezity rozdiel medzi volebnym ziskom
kandidatov v réznych okresoch alebo obciach, pri logcontrast PCA je délezity rozdiel
zlogaritmovanych vysledkov, ¢o sa da vysvetlit aj tak, ze dolezita ulohu zohrava nie
rozdiel, ale podiel medzi jednotlivymi vysledkami.

Kandidati s nizkym volebnym ziskom, ktor{ sa javia ako doleziti v pripade logcon-
trast PCA, vysledok volieb vyrazne neovplyvnili. Autori [4]| vo svojom ¢lanku zdo-
raziuji, ze pri analyze dat je potrebné dokladne zvazit, ¢i je analyzovany problém

iba kompozi¢ny a ¢i je skuto¢ne potrebné pouzivat Specidlne techniky, ako napriklad
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logcontrast PCA. V pripade volebnych vysledkov nie je dolezité iba to, aky podiel v
niektorom okrese kandidat ziskal, pretoZe okresy nie st rovnako velké. Nerozhoduje
teda iba to, v kolkych okresoch kandidat ziskal najvyssi pocet hlasov, ale tiez velkost
tychto okresov. Logcontrast PCA preto moze viest k odhaleniu zaujimavych vztahov
medzi malo tspesnymi kandidatmi, no ak nasim hlavnym zadujmom je opis struktiry
vysledkov a najdenie smerov, ktoré vysledky najviac ovplyviuju, klasicka a hruba PCA

sa javia ako presnejsi nastroj.
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5 Aplikacia FA na vysledky volieb

Druhou ¢asto pouzivanou viacrozmernou Statistickou metdédou, ktori sme aj my apli-
kovali na volebné data, je faktorova analyza. Opéat je potrebné urobit pred analyzou a
pocas nej niekolko rozhodnuti. V otazke pouZitia kovariancnej alebo korelacnej matice
ostavame pri rozhodnuti pouzit maticu kovarianénu z dévodov spomenutych uz v pred-
chadzajucej kapitole. Pre prva fazu faktorovej analyzy, teda prvy odhad faktorovych
vah, sme pouzili metdédu hlavnych komponentov.

Pocet faktorov sme tentokrat vybrali priamo vzhladom na vysledky politologickych
prieskumov. Podla politologov je volebné spravanie obcanov SR ovplyviiované via-
cerymi faktormi, medzi inym predovsetkym narodnostou, mestskym alebo vidieckym
prostredim, vzdelanim, vierovyznanim ¢i socialnou situaciou (napr. [11]). Pracovali sme
teda so Styrmi a piatimi faktormi. Pri praci s nerotovanymi faktormi ziskanymi pomo-
cou metody hlavnych komponentov praca s viacerymi faktormi znamena len pridanie
nového faktora k uz ziskanym faktorom, ktoré sa takymto rozsirenim nezmenia. Ak vSak
pracujeme s rotovanymi faktormi, pridanie dalsicho moéZe charakter predchadzajucich
faktorov vyrazne zmenit.

Na zaciatok je eSte vhodné poznamenat, ze vyznamnou ¢astou faktorovej analyzy je
aj interpretécia najdenych faktorov, ktora je pomerne subjektivna. Rézni 'udia moézu
pri pouziti faktorovej analyzy dospiet k roznym vysledkom. Ak jeden ¢lovek v najde-
nych faktoroch vidi nejaku interpretaciu, nemusi s tym dalsi suhlasit. V neposlednom
rade vysledné faktory mozu vyjst kazdému pouzivatelovi FA iné, vzhladom na rézne
pravidla vyberu poc¢tu faktorov, niekolko moznosti hladania pociatocnych faktorov a

tiez niekol'ko moznosti dalSej prace s faktormi formou rotécie.

5.1 Vol'by do NR SR 2010

VoIby do NR SR v roku 2010 sme analyzovali uz v predchadzajtcej kapitole pomocou
analyzy hlavnych komponentov, teda v tejto asti mozeme ¢iasto¢ne vyuzit uz ziskané
vysledky. Pri analyze pomocou PCA uZ prvé dva hlavné komponenty vysvetlovali viac
ako 87% celkovej variancie, mozeme teda bez obav povedat, ze 4 faktory budu vycerpé-

vat informéciu v datach dostatocne. V skuto¢nosti pokryvaju viac ako 98% variability

ol



5 APLIKACIA FA NA VYSLEDKY VOLIEB

dat, ¢o je uz velmi vysoky podiel. Odhad vah pre jednotlivé faktory ziskany pomocou

metody hlavnych komponentov je v Tabulke 7.

Polit. strana Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3 Faktor 4
EDS 33,60 34,49 -22,96 41,07
Unia 142,72 20,33 71,67 37,91
SRK 8,15 9,57 -13,03 53,59

Paliho Kapurkova 106,34 14,65 32,89 22,07
SaS 2 517,77 460,96 1 283,08 -253,39
SDL 396,97 49,60 18,27 -4,08

SMK - MKP -526,20 3 553,97 -701,76 35,97

LS - HZDS 579,01 18,15 -243,22 -22,66
KSS 109,62 -3,23 -32,45 -9,71
SNS 1 055,30 -3,87 -310,57 -221,78
ND 57,95 4,69 22,54 5,14
7ZRS 26,48 -4,96 -11,08 -2,90
KDH 1 559,04 -210,11 235,30 1 279,39
LSNS 168,07 -9,68 -19,04 37,47

SDKU - DS 3 063,21 990,69 2 374,82 -95,24

AZEN 14,22 6,75 3,55 -1,87
SMER-SD 6 440,60 -160,21 -1 678,94 -124,09
MOST - HiD -198,07 5 027,62 -133,04 65,49
% F var 53,59 34,06 9,42 1,56
% kumul 53,59 87,65 97,07 98,63

Tabul'ka 7: Odhad vah faktorov pre volby do NR SR 2010

Poktsime sa teraz najdené faktory interpretovat. V tejto faze faktorovej analyzy sme
si pomohli §tiidiou o profile volic¢ov jednotlivych stran uverejnenou na stranke Instititu
pre verejné otazky ([5]).

Prvy faktor méa vyrazne vysoké vahy pre vSetky strany s vysokym volebnym ziskom,
kladné su tieto vahy pre vSetky strany okrem dvoch madarskych. Nazvime ho preto
faktorom slovenského obyvatel'stva.

Obratent situiciu mozeme pozorovat v druhom faktore. Vysoké kladné vahy majua
madarské strany SMK a Most-Hid, zaporné st tu vahy predovSetkym pri nacionél-
nych stranach. Vseobecne je zname, Ze v okresoch s vysokym podielom madarského
obyvatel'stva via¢sinou narasta volebny zisk madarskych stran a klesa zisk predovset-
kym stran nacionalnych spolu so stranou SMER. Preto tento faktor nazveme faktorom
mad arského obyvatelstva, ako dolezita tu ale vystupuje pravdepodobne aj Bratislava.

V trefom faktore vyrazne vystupuji strany SaS a SDKU s kladnymi vahami, oproti
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nim vSak SMER so zapornou vahou. Véc8ina ostatnych stran mé tiez zaporné vahy,
teda zaporne koreluja s tymto faktorom. Aj strany s kladnymi vahami maju tieto vahy
velmi nizke oproti spominanym SaS a SDKU, ktoré su zvy¢ajne volené mestskym oby-
vatelstvom s vyssim vzdelanim. Kladné vaha pri KDH, ktoré ma voli¢ov predovetkym
v radoch vidieckeho obyvatelstva, nas napokon presvedéila k oznaceniu faktora ako
vzdelanostného, kedze podla [5| sa pripade KDH posiliiuje segment voli¢ov s vySSim
vzdelanim.

Posledny vybrany faktor méa jednozna¢ne najvyssiu vahu pri KDH, ¢o nas viedlo k
tomu, aby sme ho oznacili ako faktor katolickeho krestanstva.

Podobne ako pri PCA, aj v tejto analyze sme sa rozhodli pre porovnanie vyuzit aj

volebné data zozbierané podla obci. Vysledok faktorovej analyzy aplikovanej na tito

vacsiu sadu dat sa nachadza v Tabulke 8.

Polit. strana Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3  Faktor 4
EDS 5,82 0,36 -1,30 0,87
Unia 26,15 2,39 4,83 4,84
SRK 1,97 0,01 -0,93 1,15

Paliho Kapurkova 20,30 0,72 1,38 2,29
SaS 485,92 48,24 61,83 -24,25
SDL 68,40 -2,36 -1,70 -1,77

SMK - MKP 18,97 127,37 -104,97 8,62

LS - HZDS 95,65 -12,81 -12,57 0,86
KSS 20,11 -3,37 -3,07 0,26
SNS 137,02 -24,19 -19,92 -19,19
ND 9,97 -0,39 0,75 0,27
ZRS 4,98 -1,27 -0,64 -0,70
KDH 242,89 -14,46 22,56 90,73
LSNS 33,93 -6,17 -3,73 1,89

SDKU - DS 652,28 136,71 132,62 -3,78

AZEN 3,47 0,42 0,50 -0,26
SMER-SD 925,99 -153,10 -108,16 -6,30
MOST - HIiD 150,02 234,35 -105,27 2,03
% F var 89,38 6,37 3,08 0,51

% kumul 89,38 95,75 98,83 99,34

Tabul'ka 8: Odhad vah faktorov pre volby do NR SR 2010 za obce

Népadnou ¢rtou prvého faktora je, ze pre kazdua stranu je jeho vaha kladna. Najvyssie
vahy vystupuja pri stranach s najvyssim volebnym ziskom. Preto tento faktor nazveme

faktorom velkosti obce.

53



5 APLIKACIA FA NA VYSLEDKY VOLIEB

Druhy faktor méa kladné vahy hlavne pri madarskych stranach, pridava sa tiez
SDKU-DS. Najzapornejsiu vahu najdeme pri strane SMER. Preto rovnako ako v pri-
pade analyzy dat podla okresov tento faktor oznac¢ime ako madarsky. Opéat ale mozno
za doleziti povazovat aj Bratislavu.

Treti a stvrty faktor maji podobni strukturu ako v pripade okresov. Najvyssie vahy
treticho faktora pri SDKU-DS a SaS poukazuju na dolezitost vzdelania, tvrty faktor
je vyrazny najmé pri KDH, ¢o naznacuje vyznam krestanského obyvatelstva.

Okrem prvého faktora je teda struktura faktorovych vah vypocitanych z volebnych
vysledkov podl'a obci velmi podobna tej z dat podla okresov. Rozdiel v prvom faktore
spociva iba v rozdielnom znamienku vah prislichajicich madarskym stranam. V pri-
pade okresov teda rozhoduje predovsetkym pocet Slovikov v danom okrese, pri obciach

je vSak vyznamny celkovy pocet Iudi.

5.2 VolI'by do NR SR 2010 a 2012

Posledné dve volby poslancov NR SR sa konali neobvykle kratko po sebe, delili ich iba
dva roky. Obe boli spolo¢ensky velmi diskutované, rozhodli sme sa preto spojit tieto
dva subory dat do jedného, najst faktory a pokusit sa ich interpretovat. Zaujimalo nas,
¢o najviac ovplyvnilo volebny zisk predovsetkym tych najispesnejsich stran a tiez, ¢i a
ako sa lisia medzi sebou vahy pri jednotlivych faktoroch pre strany kandidujtice v oboch
rokoch. Prvy odhad faktorovych vah pomocou met6dy hlavnych komponentov priniesol
véahy, ktoré pre nas neboli jednoducho interpretovatelné, preto sme pouzili tiez varimax
rotaciu faktorov. MATLAB umoznuje vykonat tuto rotaciu prikazom rotatefactors. Vy-
sledok uvadzame v Tabulke 9. Vo vrchnej ¢asti tabulky st uloZené strany kandidujice
vo volbach do NR SR v roku 2010, spodné c¢ast tabulky je venovana volbam v roku
2012. Ako je vidno v poslednom riadku tabulky, pat faktorov vycerpava viac ako 99%
celkovej variancie, teda v tomto smere je vysledok analyzy viac nez uspokojivy.

Tieto faktory sa najprv pokiisime zinterpretovat a potom porovname véhy pri jed-
notlivych faktoroch pre strany vystupujice v oboch voIbach.

Prvy faktor ma podobne ako pri FA pre samotny rok 2010 vysoké vahy pri najuspes-
nejsich stranach pre oba roky, a navySe vSade okrem madarskych stran su tieto vahy

kladné, preto prvy faktor opat pomenujeme faktorom slovenského obyvatelstva.
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Pri druhom faktore si mézeme v8imnut vysoké vahy predovSetkym pri madarskych
stranach, zaporné vahy st najvyraznejsie pri KDH a SMER-SD. Predovsetkym vahy
pri madarskych straniach nas viedli k oznaceniu faktora ako faktora madarského oby-
vatelstva.

Treti faktor ma kladné vahy pri velkej véc¢sine v8etkych stran v oboch rokoch. Vy-
razne tu vystupuju predovSetkym strany s najvyssim volebnym ziskom. S ohladom na
tato skutoc¢nost sme ho nazvali faktorom velkosti okresu.

Vyrazne vysoké vahy pre stvrty faktor vystupuji pri stranach KDH a SMER-SD
v pripade oboch rokov, ¢o by mohlo navadzat na vysvetlenie faktora ako vidieckeho.
Tuto hypotézu potvrdzuju tiez zaporné vahy SaS ako strany volenej predovsetkym
mestskym obyvatelstvom. Vahy pri dalej mestskej strane, SDKU-DS, st sice kladné,
no pomerne nizke. Dalsou moznostou na vysvetlenie tohto faktora vSak je vzdelanie, s
vyssim faktorovym skére v pripade nizsieho vzdelania.

Zaujimavou vyzvou na interpretaciu je piaty faktor. Jeho vahy st v oboch rokoch
vysoké pre KDH ako krestanski stranu. V roku 2010 vyrazne vystupuje tiez pri SaS,
v roku 2012 pri OLaNO. OLaNO je strana volena tiez predovsetkym obyvatelstvom
hlasiacim sa ku krestanskej viere. V roku 2010 este vo voIbach do NR SR nekandidovala,
no niekolko jej predstavitelov vystupovalo na kandidatnej listine SaS, ¢o aj strane
SaS zabezpecilo pomerne vyrazni podporu krestanskych volicov. Preto tento faktor
ozna¢ime za faktor katolickeho krestanstva.

Ked uz mame faktory interpretované, mozeme sa pozriet na ich vplyv na volebny
zisk jednotlivych stran v réznych rokoch. Velmi vyrazny rozdiel vidno hned v prvom
faktore pri strane SDKU-DS. Zatial ¢o v roku 2010 patrila medzi strany s najvyssou
vahou pre tento faktor, o dva roky neskor je tato vaha menej nez tretinova v porovnani
s rokom 2010. Aj v trefom faktore vaha pri SDKU klesla, o viac nez polovicu. Tieto
dva faktory sme vysvetlili ako faktor slovenského obyvatelstva a velkosti okresu. Preto
vyrazni zmenu vah mozno vysvetlit faktom, Ze tejto strane v roku 2012 vyrazne klesla
volebna podpora. Po pade vlady v roku 2012 ziskala strana iba menej ako polovicu
poctu hlasov z roku 2010.

Véha tretieho faktora klesla aj pri SaS. Tento pokles je zrejme dosledkom uz spomi-

naného faktu, ze v roku 2010 figurovali na kandidatnej listine strany aj I'udia, ktori v
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roku 2012 uz kandidovali za novovzniknutt stranu OLaNO. Rozdiel v piatom faktore

zalozeny na tej istej skuto¢nosti uz sme spomenuli pri interpretacii piateho faktora.

5.3 Zhrnutie vysledkov FA na volebnych datach

Vysledky volieb, predovsetkym do NR SR, predstavuju vyznamny nahlad na Struktaru
a nazory obyvatelstva. Faktorova analyza poskytuje jeden z moznych spoésobov, ako
zistit, ¢o spravanie voli¢ov najviac ovplyviuje.

Ako ukazuje faktorova analyza pre samotny rok 2010 aj pre kombinaciu dat z ro-
kov 2010 a 2012, spravanie slovenskych voli¢ov skuto¢ne mozno popisat predovsetkym
niekolkymi faktormi, ktoré za doélezité povazuju aj politolégovia. Ako najvyznamne;j-
Sie sa ukazuju velkost okresu ¢i obce, podiel madarského obyvatelstva, vzdelanie, ale
aj vierovyznanie. Ich vyznamnost pre rozne strany sa moze menit, predovSetkym na
zdklade zmien volebnych preferencii, ktoré ¢asto vplyvom krokov vlad nastéavaji v po-
merne kratkom case a mozu sa prejavit aj v dvoch po sebe iducich volbach. Tento fakt
podporuje vysledok analyzy na kombinovanych datach pre roky 2010 a 2012.

Ako bolo spomenuté v ivode tejto kapitoly, interpretacia faktorov, ktori sme uviedli,
je subjektivna, zalozena predovSetkym na vysledkoch prezentovanych v [5], a tiez na
vSeobecnych vedomostiach o politickych subjektoch a ich volicskej zakladni. Najdené
faktory mozu mat aj niekolko réznych interpretacii a je zlozité rozhodnut, ktord z
nich je najlepsia. Uvadzame také vysvetlenie faktorov, ktoré z nasho pohladu najviac

vyhovuje néjdenej struktire.
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Polit. strana Faktor 1  Faktor 2  Faktor 3  Faktor 4 Faktor 5
EDS 27,40 34,49 7,01 54,72 5,83
Unia 61,86 -3,12 141,61 51,94 27,50
SRK 0,30 10,08 -5,21 60,83 10,17
Paliho Kapurkova 58,32 0,62 90,16 37,56 12,69
SaS 1363,75 84,98 2490,88 -143,73 579,94
SDL 307,92 20,85 244,45 54,02 66,47
SMK - MKP -177,01  3660,08 -246,18 9,22 84,98
LS - HZDS 576,85 13,99 166,39 184,63 -113,45
KSS 108,61 -4,09 34,96 15,49 9,05
SNS 1096,82 -8,08 354,27 -70,38 83,41
ND 37,65 -1,56 46,31 -1,22 44,29
ZRS 29,38 -4,09 3,89 1,86 6,61
KDH 861,83 -366,54 992,50 1313,71 746,44
LSNS 135,53 -17,25 74,74 76,07 33,20
SDKU - DS 1020,00 342,71  3842,05 160,04 290,96
AZEN 8,99 5,05 11,97 3,12 -1,68
SMER-SD 6005,04 -317,35  2449,23 1450,62 -149,31
MOST - HID -399,10 4955,53 742,22 199,08 -222,24
Zeleni 23,00 12,94 29,26 17,58 7,99
KDH 834,45 -295,76  1152,98 1232,65 628,22
SDL 14,04 -1,84 7,17 22,84 -2,64
SNS 986,21 -43,71 361,75 -71,98 75,85
OLaNO 1124,23 -114,31  1425,72 192,92 905,10
SaS 392,48 25,24 1792,01 -85,83 -12,06
PaS 48,10 6,40 59,67 22,80 15,98
NAS KRAJ -5,83 -10,50 7,85 63,74 1,67
SZ 40,83 1,28 84,70 -2,95 -0,50
L'SNS 166,43 -26,93 122,65 70,54 69,27
SMER - SD 7703,48 -398,77  3169,69 1962,00 -48,83
Zmena, zdola, DU 66,07 8,94 364,29 21,76 -19,07
NaS - ns 117,49 -17,92 53,42 4,57 13,99
KSS 92,23 -1,76 43,83 2,75 13,97
SRUS 3,08 2,57 -4,44 32,75 -11,09
MOST - HID -234,45  3945,31 767,35 103,37 -286,03
99% 152,26 48,11 150,25 72,44 33,05
LS - HZDS 108,79 7,39 19,39 60,94 -9,94
+1 HLAS 1,46 0,59 7,20 1,68 -1,10
SF 33,44 0,88 67,08 2,26 4,56
Oby¢ajni I'udia 20,76 -0,14 24,06 5,45 15,16
SDKU - DS 293,41 14,65 1748,05 70,93 54,28
SOSKA 11,21 -3,19 28,75 5,14 12,19
SMK - MKP -244,04 3797,42 -254,41 9,14 116,41
SSS - NM 75,86 -2,62 143,21 188,01 33,71
SZS 11,18 4,00 12,15 8,24 1,08

% F var 60,26 29,26 7,56 1,39 0,49

% kumul 60,26 89,52 97,45 98,94 99,47

Tabul'ka 9: Odhad vah faktorov pre volby do NR SR 2010 a 2012
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Cielom bakalarskej prace bolo pochopit viacrozmerné Statistické metody na analyzu dat
zalozené na spektralnych metodach linedrnej algebry, analyzu hlavnych komponentov a
faktorovi analyzu, a pouzit ich na vysledky volieb v SR od roku 1990. Na zaklade istych
Specidlnych vlastnosti volebnych vysledkov (nezaporné ¢isla, dolezité su aj podiely na
celkovom pocte hlasov) sme sa venovali aj modifikiciam PCA pre tzv. kompozi¢né
data, ktoré ako jeden z prvych zacal velmi podrobne $tudovat J. Aitchinson v [3].

V prvych troch teoretickych kapitoldch prace sme popisali teoretické zaklady a fun-
govanie metod PCA a FA. Prva kapitola spracované predovsetkym na zaklade [10] je
venovand PCA a tiez jej spojitosti so singularnym rozkladom matice. Druhé kapitola
za¢ina budovanim teoérie kompozi¢nych dat, dalej v naviznosti na prva kapitolu su
popisané dve modifikdcie PCA, ktoré boli J. Aitchinsonom v [3| navrhnuté na ana-
lyzu kompozi¢nych dat - hrubéa a logcontrast PCA. V tretej kapitole sme s pomocou
odbornej literattury (|9],[17]) vysvetlili zakladné principy FA.

Vo velmi obsiahlej stvrtej kapitole sme prezentovali vysledky aplikacie troch skor
opisanych druhov PCA na vysledky niekolkych volieb na Slovensku. Porovnali sme
vysledky medzi sebou a tiez so vSeobecnymi znalostami o Struktture obyvatelstva SR
a politologickymi vyskumami. Na zaklade tychto vysledkov sme usudili, Ze ak nasou
snahou je popisat struktiru vysledkov a néajst smery najviac ovplyviujuce vysledky
volieb, pozerat sa na volebné vysledky ako na kompozi¢né data zrejme nie je najvhod-
nejsi sposob. Napokon, sam Aitchinson spolu s Egozcuem v [4] zdoraziuje, Ze je vidy
potrebné zvazit, ¢i data, s ktorymi pracujeme, su skutocne iba kompozi¢né.

Pri snahe najst najvyraznejsie smery najuspokojivejsi vysledok, zhodujici sa s poli-
tologickymi studiami (napr. [5]), poskytuje zakladna metéda PCA, no aj hruba PCA.
Naproti tomu logcontrast PCA identifikuje ako dolezité predovsetkym menej vyznamné
prvky, teda kandidatov na prezidenta ¢ politické strany s velmi nizkym volebnym zis-
kom. Tato metoda je teda vhodné v pripade, kedy hladame neobvyklé vztahy medzi
malo uspesnymi kandidatmi. Prvky s malymi podielmi na celku mézu predstavovat
dolezitu cast informécie napriklad v geologii, ktora bola jednym z hlavnych dévodov
pre predstavenie metody logecontrast PCA, no v pripade volebnych dat zvyknu byt na

okraji zaujmu.
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V poslednej kapitole sa venujeme aplikécii faktorovej analyzy na volebné data a
intepretacii faktorov. Ukazuje sa, ze dolezitymi faktormi st okrem iného velkost ok-
resu ¢i obce, narodnost, vzdelanie alebo tiez vierovyznanie, ¢o sa zhoduje s nazormi
politolégov.

Prinosom pre autorku bolo nadobudnutie novych poznatkov o vyuziti metod line-
arnej algebry v statistike a tiez o kompozi¢nych datach a moznostiach ich analyzy.
Stidium kompoziénych dat prinasa aj mnoho informécii o simplexe ako vektorovom
priestore a operacidch na nom, pricom zaujimavé st analoégie medzi operaciami suctu a
nasobenia skalarom v realnom vektorovom priestore a operdciami perturbacie a moc-
ninnej transforméacie na simplexe. Definicia tychto operacii na simplexe navySe pontuka
celkom prirodzeny prechod od simplexu k readlnemu vektorovému priestoru pomocou
logaritmu.

Metody linearnej algebry a tiez PCA a FA je mozné na vysledky volebnych dat pouzit
niekol’kymi sposobmi a tato praca urcite neobsiahla vsetky. Pomocou singularneho roz-
kladu matice vysledkov volieb je napriklad mozné pokisat sa z ¢iastocnych vysledkov
zverejiiovanych pocas volebnej noci odhadnit vysledny stav (vid http://thales.doa.fmph.
uniba.sk /niepel /LA /volby.html). Toto by mohlo byt zaujimavé a spravne predovsetkym
v pripade, kedy je mozné racionalne predpokladat, Ze Struktira a nazory obyvatelstva
sa prili§ nezmenili. Z doévodu zmien mnozstva kandidatov je vSak lepSie miesto matice
V zo singularneho rozkladu vyuzit maticu U zodpovedajicu okresom alebo obciam.

balej by tieto metdédy mohli pontknut sposob, ako vypocitat presuny volicov medzi
stranami. Politologovia a internetové portaly po volbach ¢asto uverejiiuju tabulky uka-
zujuce, kolko percent volicov nejakej strany v predchadzajucich voIbach volilo nejaku
ina stranu vo volbach aktuélnych (napriklad http://www.sme.sk/c/7153578 /ku-komu-
presli-volici-knazka-a-prochazku-volebne-grafy.html popisuje presuny voli¢ov medzi pr-
vym a druhym kolom prezidentskych volieb 2014). Takéto tabulky sa daju pravdepo-
dobne ziskat aj pomocou linedrnej algebry, jednym z kandidatov na metody, ktoré by
sa v tomto pripade dali vyuzit, je faktorova analyza.

Prvé hlavné komponenty vysvetluji najvyznamnejsie zdroje variability v datach.
Ostavaju vsak otvorené dalsie otazky, ako napriklad aky je vplyv ucasti na vysledky,

¢i je mozné pomocou Statistickej analyzy odhalit nejaké trendy alebo naopak zlomy vo
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volebnych datach, alebo ktora z dvoch madarskych stran vystupujacich na stcasnej
slovenskej politickej scéne bude mat v dlhodobom horizonte viac voli¢ov. Odpovede na
niektoré z tychto otazok by mohli odhalit aj hlavné komponenty prislichajice mensim
vlastnym hodnotdm vyberovej kovarian¢nej matice.

Jednou z dalsich moznosti ako aplikovat pouzité metddy na volebné data je tiez
spojit niektoré strany (pripadne kandidatov na prezidenta) do jednej skupiny a ski-
mat takto vytvorend novu sadu dat. PredovSetkym v pripade malych stran, ktoré majua
Casto iba regionéalnych volicov, takyto krok moze vyrazne zmenit ich variabilitu. Ta-
kato uprava dat by v8ak bola zna¢ne subjektivna, pretoze spésobov, ako vytvorit nové
skupiny premennych, je velmi vela.

V oblasti kompozi¢nych dat stale prebieha vyskum a Statistici uverejiiuji nové
¢lanky, postupy a moZnosti interpretacie. V tomto smere je eSte vela nepresktima-
nych moznosti a nezodpovedanych otazok. V tejto praci popisané metoédy na analyzu
kompozi¢nych dat (hrubéa a predovietkym logcontrast PCA) sa iba prvymi navrhmi
J. Aitchinsona, ktoré sa dodnes pouZivaji, no odvtedy boli uverejnené dalsie metody
predovSetkym robustnych analyz a Statistici (napr. Filzmoser, Hron, Reimann) stale

pracuji na novych metédach alebo na modifikiciach uz skor uverejnenych postupov.
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Priloha A - Zdrojové kody

Ziskanie hlavnych komponentov
function [klas, klasvar, klasPC, crude, crudevar, crudePC, clr, clrvar, clrPC| = analyza(data)
M1 = repmat(mean(data), size(data, 1), 1);
data2 = data — M1;

[klasPC, klasvar, klas] = svd(data2);

cdata = composition(data);

M2 = repmat(mean(cdata), size(data, 1), 1);
cdata2 = cdata — M2;

[crudePC, crudevar, crude| = svd(cdata2);
ldata = loggeo(nula(cdata));

M3 = repmat(mean(ldata), size(data, 1), 1);
ldata2 = ldata — M3;

[clrPC, clrvar, clr] = svd(ldata2);

Vytvorenie kompozicie
functionA = composition(B)
A =B;
fori=1:length(A(:, 1))
A,:) = A, ) fsum(B(, )
end
clr transformacia dat
functionB = loggeo(A)
B =A;
fori=1:length(A(:, 1))
g = geomean(A(i, :));
B(i,o) = A(i,)/g
forj =1 :length(B(1,:))
B j) = log(B(i, }));
end

end
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Nahradenie nil
functionB = nula(A)
B =A;

m = length(A(:, 1));
n = length(A(1,:));
fori=1:m

pocetnul = 0;

forj=1:n
if A(i,j) ==0
pocetnul = pocetnul + 1;
end
end

eps = 0.00005 * (pocetnul + 1) * (n — pocetnul)/(n2);

forj=1:n
if A(i,j) ==0
B(i,]) = eps;
else

B(i,j) = A(i,j) — eps * pocetnul/(n — pocetnul);
end
end

end
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Priloha B - Zoznam kandidatov a ich volebné vysledky

Skratka Nazov strany Volebny vysledok
HSD-SMS Hnutie za samospravnu demokraciu - Spolo¢nost pre Moravu a Sliezsko 0,13
HZSP-SRU Hnutie za slobodu prejavu - Slovenska republikanska dnia 0,07

HZDS Hnutie za demokratické Slovensko 37,26

SDL Strana demokratickej Tavice 14,70
SPI Strana prace a istoty 0,97
HZOS Hnutie za oslobodenie Slovenska 0,23
SSL-SNZ Strana slobody - Strana narodného zjednotenia 0,31

SKDH Slovenské krestansko-demokratické hnutie 3,05

MKM-EGY Madarské krestanskodemokratické hnutie, Egytittélés 7,42
HSS Hnutie za socialnu spravodlivost 0,11

SZ Strana zelenych 1,08
KDH Krestanskodemokratické hnutie 8,89
oDU Obéianska demokraticka tnia 4,04
ZPR-RSC Zdruzenie pre republiku - Republikanska strana Cesko-Slovenska 0,33
NALI Narodni liberali 0,08
SZS Strana zelenych na Slovensku 2,14
ROI Romska obcianska iniciativa 0,60
SDSS Socidlnodemokratickéd strana na Slovensku 4,00
KSS Komunisticka strana Slovenska 0,76
DS-ODS Demokraticka strana - Obc¢ianska demokraticka strana 3,31
SNS Slovenska narodna strana 7,93
SL:S Slovenska 'udova strana 0,30
MPP-MOS Magyar Polgari Part - Mad'arska ob&ianska strana 2,29

Tabul'ka 10: Zoznam a vysledky politickych stran kandidujacich vo vol'bach do NR SR 1992
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Skratka Nazov strany Volebny vysledok
SZS Strana zelenych na Slovensku 0,98
SDKU Slovenska krestanska a demokraticka tinia 15,09
SDPO Strana za demokratické prava obcanov 0,23
SDL Slovenska demokraticka lavica 1,36
SMER SMER 13,46
HZDS Hnutie za demokratické Slovensko 19,50
OKS Ob¢ianska konzervativna strana 0,32
HZD Hnutie za demokraciu 3,28
ROMA Politické hnutie Romov na Slovensku - ROMA 0,21
KSS Komunistick4 strana Slovenska 6,32
SMK-MKP Strana madarskej koalicie - Magyar Koalici6 Partja 11,16
KDS Krestanskodemokratické hnutie 8,25
LS Ludova strana 0,02
ZRS Zdruzenie robotnikov Slovenska 0,54
LB Ludovy blok 0,22
ANO Aliancia nového obc¢ana 8,01
B-RRS Bécko - Revolu¢na robotnicka strana 0,09
ZAR Zena a rodina 0,43
SDA Socidlnodemokratické alternativa 1,79
SNJ Slovenska narodné jednota 0,15
NONSP Nezavisla ob&ianska strana nezamestnanych a poskodenych 0,91
SNS Slovenska narodna strana 3,32
ROSA Robotnicka strana ROSA 0,30
ROISR Romska obéianska iniciativa SR 0,29
P SNS Prava Slovenskd narodna strana 3,65

Tabul'ka 11: Zoznam a vysledky politickych stran kandidujacich vo vol'bach do NR SR 2002
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Skratka Nazov strany Volebny vysledok
EDS Eurépska demokratické strana 0,40
Unia Unia - Strana pre Slovensko 0,70
SRK Strana réomskej koalicie 0,27

Paliho Kapurkova Paliho Kapurkova 0,57
SaS Sloboda a Solidarita 12,14
SDL Strana demokratickej lavice 2,41

SMK-MKP Strana madarskej koalicie - Magyar Koalici6 Partja 4,33
LS-HZDS Ludova strana - Hnutie za demokratické Slovensko 4,32
KSS Komunisticka strana Slovenska 0,83
SNS Slovenské narodnéa strana 5,07
ND Nova demokracia 0,31
ZRS Zdruzenie robotnikov Slovenska 0,24
KDH Krestanskodemokratické hnutie 8,52
LSNS Ludova strana Nage Slovensko 1,33
SDKU-DS Slovenska demokraticka a krestanska tinia - Demokratickéa strana 15,42
AZEN AZEN - Aliancia za Eur6pu narodov 0,13
SMER-SD SMER - Socialna demokracia 34,79
MOST-HiD MOST-HiD 8,12

Meno kandidata Volebny vysledok
Jan Demikat 0,15
Juraj Lazarcik 0,52
Vladimir Meciar 37,23
Ivan Mjartan 3,59
Rudolf Schuster 47,37
Jan Slota 2,50
Juraj Svec 0,81
Magda Vasaryova 6,60
Boris Zala 1,00
Nevolitelni kandidati 0,18

Tabul'ka 12: Zoznam a vysledky politickych stran kandidujacich vo vol'bach do NR SR 2010

Tabul'ka 13: Zoznam a vysledky kandidatov v prezidentskych volbach 1999
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