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Abstrakt

MELISEK, Cubomir: Modelovanie externalit prostriedkami tedrie hier [Bakaldrska préca],
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: doc. RNDr. Jan Pekér, PhD., Bratislava,
2014

Predmetom bakaldrskej prace je zoznamit’ sa s externalitami z pohl'adu tedrie hier a prakticky
ich aplikovat’ na konkrétne priklady. Priaca sa stru¢ne zaoberd uvodom do tedrie hier a
zobrazenim troch hlavnych typov hier pri dvoch hracoch - Prisoners’ Dilemma, Game of
Chicken a Assurance Game. Cast’ prace bude rozobrat tieto hry pri velkom podte hradov
a ukazat’ sposob, ako sa da najst’ optimalna vyplata spolocnosti. Hlavnou sucast’ou prace je
porozumiet’ externalitam, ich vznikom a nésledkom, naucit sa ich rozliSovat' a takisto
odvodzovat’ zmeny vo vyplatich jednotlivca (margindlny osobny prirastok) a spolo¢nosti
(marginalny spolocensky prirastok).

Kracové slova: externality, Prisoners’ Dilemma, Game of Chicken, Assurance Game, vyplata
spolo¢nosti, marginalny osobny prirastok, marginalny spoloc¢ensky prirastok



Abstract

MELISEK, Lubomir: Modeling externalities by means of game theory [Bachelor Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Jan Pekéar, PhD.,
Bratislava, 2014

The subject of the thesis is to become familiar with externalities from the perspective of game
theory and practically apply them to specific examples. Work was briefly engaged
introduction to game theory and displaying three main types of games for two players -
Prisoners' Dilemma, Game of Chicken and Assurance Game. Part of the work will be analyze
these games for a large number of players and show the way, how does one find the optimal
total social payoff. The main part of the work is to understand externalities, their origin and
consequences, learn to distinguish them and also derive changes in the payoffs of the
individual (marginal private gain) and society (marginal social gain).

Key words: externalities, Prisoners’ Dilemma, Game of Chicken, Assurance Game , total
social payoff, marginal private gain, marginal social gain
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Uvod

Tedria hier je jednym z odvetvia aplikovanej matematiky. Zaoberd sa predpokladanym a
skuto€nym spravanim jednotlivcov v hrach a ich optimdlnymi stratégiami. Tedria hier sa da
aplikovat’ v roznych oblastiach ako je ekondmia, bioldgia, politolégia alebo psycholdgia.
V tejto bakalarskej praci sme sa zaoberali modelovanim externalit prostriedkami tedrie hier,
kooperativnymi hrami a ich vyuzitim v ekonomickej sfére.

Kooperativnymi hrami a ich rieSenim sa filozofi a ekondmovia zaoberaji uz vel'mi dlho. V
17. storo¢i britsky filozof T. Hobbes argumentoval, Ze spolo¢nost upadne do tzv. vojny
vSetkych proti vSetkym , ak sa nebudu uplatiiovat’ pravidld z jeho knihy Leviathan av 18.
storo¢i francuzsky filozof J.J.Rousseau popisoval vizinovu dilemu v jeho knihe Discourse of
Inequality. V 60-tych rokoch 20. storoc¢ia M. Olson publikoval The Logic of Collective Action,
kde poukazoval na to, Ze najlepsi kolektivny vysledok by mal prevladat vtedy, ak kazdy
z hracov vykonéva ur€enu funkciu, teda kym sa dosahuje Nashovo ekvilibrium [8].

Kooperativna hra je zaloZend na tom, Ze musi existovat’ dohoda medzi hra¢mi a skupinami. V
priebehu hry kona hra¢ s ohl'adom na to, aka je jeho dohoda s ostatnymi hra¢mi. Hraci teda
navzdjom spolupracuji. Tedria kooperativnych hier vysvetl'uje fungovanie hodnovernych
dohdd. Pracuje s dvoma typmi hracov, prvym je ucastnik (angl. participant) a druhym
absentér (angl. shirker).Celkova vyplata spolo¢nosti potom zévisi od toho, kol'ki z hracov
budi ucastnikmi a kol'ki budu absentérmi, a ich individudlnych vyplat.

Cielom tejto bakalarskej prace bolo obozndmenie sa s kooperativnymi hrami a vplyvom
externalit na vSetkych hracov. BlizSie sme sa zaoberali hrami typu vidziiova dilema (angl.
Prisoners® Dillema), Game of Chicken a Assurance Game, pri ktorych sme Cerpali hlavne z
[21, [3], [5] a [7]. Dalej bolo nasim cielom rozliSovat’ pozitivne a negativne externality, ich
aplikdciu v ekonomickej oblasti (napriklad [1], [2], [6]) avyuZzit tieto poznatky vo
vSeobecnosti a na vypocitanie a prezentovanie vysledkov konkrétnych prikladov.


http://sk.wikipedia.org/wiki/Aplikovan%C3%A1_matematika

1. Uvod do teérie hier

Teoria hier sa zaoberd situdciami, v ktorych si isty pocet hraCov vybera akciu, ktora vykona,
a uzitok alebo stratu, ktoru utrpi, nezalezi iba na jeho rozhodnutiach, ale taktiez na akciach
ktoré si zvolia ostatni hraci. ,,Tedria hier poskytuje vSeobecné matematick¢ metddy pre
analyzovanie situdcii, v ktorych sa dvaja alebo viac jednotlivcov rozhoduje tak, Ze ich
rozhodnutia ovplyvnia stav jedného alebo druhého.* .[2]

Ciel'om teorie hier nie je zistit navod, ako danu hru hrat), ale skér pochopit’, aké typy hier
I'udia hraju a aké vol'ba stratégii sa od nich da oc¢akavat’. Zakladom analyzy je predpoklad, ze
hra¢i maju jasne definovany ciel, ktory sa pokusaji dosiahnut’, a takisto je od hracov
vyzadované racionalne uvazovanie. Tedria hier sa samozrejme zaoberd aj situdciami,
v ktorych hraci neuvazuju raciondlne alebo maji iba obmedzené informdcie pre analyzu,
tymito situdciami sa v§ak nebudeme zaoberat’.

Definicia 1.1 Strategickou formou hry, resp. hrou v normdlnom tvare sa nazyva trojica
{N, {S; HEN, {u;: S1x- - -xSy — R}EN},

kde N je kone¢na mnozina hra¢ov (N={1, ... ,n}), S; je mnoZina stratégii i-teho hraca a u; je
vyplatnd funkcia i-teho hraca.[6]

Pre kompaktny zdpis hier v normdlnom tvare sa v pripade dvoch hracov vyuzivaji prevazne
tabul’ky, kde kazdy riadok oznaluje stratégie prvého hraca, kazdy stipec oznaluje stratégie
druhého hréca a ¢isla v tabul’ke oznacuju uZitok pre hracov v pripade vol'by danych stratégii.

Napriklad pri zndmej detskej hre ,,kamen, papier, noznice* je mnozina hraCov N=2, mnoZina
stratégii pre kazdého hraca je {K — kamen, P — papier, N - noznice} a vyplaty mozu byt 1
v pripade vyhry, -1 v pripade prehry a 0 ak nastane remiza. Tabul'ka vyplat bude potom
vyzerat’:

Hrac 2
K P N
K 0,0 -1,1 1,-1
Hrac 1 P 1,-1 0,0 -1,1
N -1,1 1,-1 0,0

Jednym z klIicovych pojmov v teorii hier je rieSenie hry. Za rieSenie sa spravidla povazuje
metdda, ktord nam pre dani hru ukaze, aku stratégiu a postup by sme mali od raciondlne
uvazujucich hra€ov oc¢akavat’. Jednym z najznadmejSich rieSeni je tzv. Nashovo ekvilibrium. Je
to také rieSenie danej hry, pri ktorom Ziadny z hri€ov nemdze zvySit svoj profit
jednostrannou zmenou svojej stratégie.
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Definicia 1.2 Strategicky vektor s* = (sj,...,Sp) sa nazyva Nashovo ekvilibrium v ¢istych
stratégiach, ak pre kazdého hraca i€EN a kazdu stratégiu s;ES; plati:

Ui (S*) = ui(slfk: Sii) = ui(si, Sii)
Vyplatovy vektor u(s*) je ekvilibrium vyplat zodpovedajtici Nashovmu ekvilibriu s*.[7]
Nashovo ekvilibrium sa spravidla oznacuje NE.

Napriklad pre nasledujicu hru bude NE dvojica stratégii (C,F).

Hrag 2
D E F
A 1,7 8,2 43
Hrac 1 B 6,1 1,6 4,3
C 3,3 2,3 55

Nie pre kazda hru vSak vieme najst’ NE v Cistych stratégidch. Pre d’alSiu hru NE v Cistych
stratégiach neexistuje, preto ho budeme hl'adat’ v zmieSanych stratégiach.

Hrac 2
y l-y
C D
X A 3,2 -1,4
Hrag 1 1-x B 2,1 0,0

Chceme maximalizovat’ vyplaty oboch hracov, ktoré maju tvar:
m=x(3y + (-)(1-y)) + (1-x)((-2)y + 0(1-y))

m,=y(2x + 1(1-x))  + (1-y)(4x + 0(1-x))

Ich prvou deriviaciou dostaneme:

dmq dm,

=] — 3x=0

=6y — 1=0 o

dx
1 1
Ztoho y=- x=-=
6 3

NE v zmieSanych stratégiach teda bude (%A + §B, %C + ZD).
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Vyplaty hracov, ak obaja pouziji zmieSané stratégie buda

my=x1; (A, 7C + %D) +(1-x)m; (B, C + %D) =-1

T[z=y7‘[2(§A + gB,C) + (1-y) nz(gA + %B’D) — g [3]

12



2. Nekooperativne hry s dvoma hraé¢mi

V tejto kapitole rozoberieme problém Milana a jeho suseda, ktori byvaji v domovej Stvrti
trpiacej Castymi vypadkami pradu. Obom by prinieslo 0zitok, keby sa ned’aleko ich domov
postavilo niekol’ko slneénych panelov produkujicich energiu potrebni na udrzanie chodu
domécnosti v Case, ked elektrina vypadne. M6zu sa teda spojit’ a spolo¢ne vytvorit’ mala
slnecnu elektraren, alebo ju jeden z nich mdze postavit’ na vlastné naklady, pricom ten druhy
z nej bude profitovat’ zadarmo. Preto sa obaja budu snazit’ vyhnut’ starostiam a vydajom, ktoré
tato stavba vyzaduje. Toto je podstata ich strategického vzdjomného pdsobenia a kvoli tomu
sa tazko upevnuju ich kolektivne skutky.

Tento systém slne¢nych panelov méa dve ddlezité vlastnosti. Jeho vyhody st nevylucitel'né,
teda aj osoba, ktord sa nezapojila do vystavby tohto projektu, bude mat z neho uzitok,
a zdroven su tieto vyhody nekonkurujtice, o znamena, zZe nebudi nijak zmensené samotnou
skutocnost’ou, Ze aj niekto iny bude z neho rovnako profitovat. Hospodari nazyvaji podobny
projekt rydzo verejny prospech (pure public good). Naproti tomu, rydzo sikromny prospech
(pure private good) je plne vyluciteI'ny a konkurenc¢ny; kto sa nezapoji, nebude mat’ z projektu
ziadny prospech a jediny, kto z neho bude profitovat’, je jeho vlastnik.

2.1 Prisoners’ Dilemma

Néklady a vynosy obsiahnuté v tomto projekte, zavisia na tom kol'ko hracov sa zapoji. Kazdy
z nich dokon¢i projekt za 8 tyzdiov, ak vSak budu pracovat spolu, zaberie im to iba 5
tyzdnov. Spolu takisto postavia panely lepSej kvality. Kazdy z nich ziska profit 6 tyzdnov
prace v pripade projektu, ktory staval niekto z nich individudlne, a 10 tyzdiov v pripade
projektu, ktory stavali spolu. Ttto hru vieme zapisat’ do tabulkovej formy (S — stavat’, N —
nestavat)):

Sused
S N
S 5,5 2,6
Milan N 6,-2 0,0

Tab. 2.1 Prisoners’ Dilemma verzia I

Cisla v tabulke predstavujii podet tyzdiiov, ktoré kazdy zo susedov usetril v pripade kladnych
Cisiel, alebo stratil, v pripade zapornych ¢isiel. Teda Milanova najlepSia odpoved’, ak by sa
jeho sused rozhodol nestavat, je takisto nestavat. V pripade, Zeby sa sam rozhodol postavit’
systém solarnych panelov, je jeho vyplata (6) menej ako jeho ndklady (8). Naopak v pripade,
ak by sa Milanov sused rozhodol postavit’ systém na vlastné néklady, Milan bude mat’ z neho
osoh (6), avsak jeho ndklady budu nulové. Takto by mal z projektu vacsi uzitok, ako keby ho
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stavali obaja. V tomto pripade by bol Milan tzv. ¢ierny pasazier (free rider), ktory profituje na
susedovom Usili. Vo vSeobecnosti je teda pre Milana lepSie nestavat’ bez ohl'adu na to, pre ¢o
sa rozhodne jeho sused. Toto isté vsak plati aj pre jeho suseda. Dominantnou stratégiou pre
kazdého z nich je nestavat’, ale obaja by boli radsej, ak by tento systém spolo¢ne postavili.
Tato kolektivna hra sa nazyva Viziiova dilema (Prisoners’ Dilemma).

Vtejto hre sa da vidiet jedna znajvacSich prekazok v kolektivnych hrach. Optimélna
individudlna vol'ba kazdého hraca je (v tomto pripade) nestavat bez ohl'adu na to, ¢o si
vyberie druhy hra¢. Tato vol'ba vSak nie je optimalna z pohl'adu spolo¢nosti, ktort tito dvaja
hraci tvoria. Spolocenské optimum v kolektivnych hrach nastava, ak je sucet vyplat hracov
maximalizovany. Vo viznovej dileme je spolocenské optimum (S,S)=(5,5)=10, aj ked’ NE pre
tito hru je (N,N)=(0,0)=0. Stadium kolektivnych hier sa preto zameralo na metddy, ako
zlepsit’ spravanie sa hracov, aby sa NE priblizilo aj k spolo¢enskému optimu. V d’alSich hrach
ukazeme, ako sa rozdiel medzi NE a spoloCenskym optimom postupne straca.

V druhom pripade znizime vynosy hracov v pripade projektu, ktory stavaji spolu, na 6,8.
Tabul’ka vyplat bude vyzerat’ nasledovne:

Sused
S N
S 1.8,1.8 -2,6
Milan N 6,-2 0,0

Tab. 2.2 Prisoners’ Dilemma verzia I1

Tato hra je stale Vaznovou dilemou, NE je stale (N,N)=(0,0)=0, ale spoloc¢enské optimum uz
nie je v pripade (S,S)=(1.8,1.8)=3.6, ale v pripade (S,N)=(N,S)=4, teda v pripade, ak sa jeden
rozhodne stavat’ a druhy nestavat’. Pri novom spolo¢enskom optime v tomto pripade sa vSak
vyndra novy problém: kto by sa mal rozhodnit’ postavit solarne panely a mat zapornu
vyplatu, zatial’ ¢o druhy by ako ¢ierny pasaZier dosiahol Gzitok 6?

2.2 Game of Chicken

V d’alSej hre sa pozrieme na to, ¢o sa stane ak trochu zniZime naklady. Kazdy z nich by sdm
dokoncil projekt za 5 tyzdinov a spolu by im to zabralo 4,5 tyzdia. Vynosy ostani rovnaké,
ako v prvom pripade. Z tabul’ky potom moézeme vidiet, ze Milanova najlepSia odpoved’ je
nestavat, ak sa sused rozhodne stavat, a naopak stavat’, ak sused nestavia. Takyto typ hry sa
nazyva Game of Chicken.
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Sused

S N
5.5,5.5 1,6
Milan 6,1 0,0

Tab. 3.3 Game of Chicken verzia |

NE st teda dve a spolo¢na vyplata hraCov je v oboch pripadoch 7, ¢o je vSak menej ako
v pripade, ak by stavali obidvaja.

Ak by sme chceli najst’ ekvilibrium v zmieSanych stratégiach, dostali by sme nasledovné
rovnice:

m1=x(5,5y + 1(1-y)) + (1-x)(6y + 0(1-y))=(-1,5)xy + x + 6y
m,=y(5,5x + 1(1-x)) + (1-y)(6x + O(1-x))=(-1,5)xy + y + 6x

Po néslednej derivécii dostaneme

dmq an_

—=1-1,5y=0 1-1,5x=0
dx
Teda x=y= 2, a vyplaty hra¢ov s m,=m,= 4, ale spolu je to stdle menej ako v pripade, ak

budu stavat’ obaja.

Ak by sme vSak opét’ znizili vynosy v pripade spolo¢ného projektu na 6,8, ich vyplaty by boli
2,3 pre kazdého a teda iba 4,6 spolu, zatial’ Co v pripade, kde stavia iba jeden je spolo¢na
vyplata stile 7, ateda aj pre spoloenské optimum je najlepSie, ak bude stavat’ iba jeden
z nich.

Sused
S N
S 2323 1,6
Milan N 6,1 0,0

Tab. 3.4 Game of Chicken verzia II
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2.3 Assurance Game

Posledny typ hry, ktory ukdZzeme, sa nazyva Assurance Game. Néklady v pripade ak stavia
iba jeden budud 8, ak stavaji obaja 5, ale vynosy v pripade projektu na ktorom sa podiel’a
jeden ¢lovek budu iba 3, zatial’ ¢o ak budu stavat’ obaja, ich vyplaty budu 9.

Sused
S N
S 4,4 -5,3
Milan |N 3,-5 0,0

Tab. 3.5 Assurance Game

Moézeme vidiet, ze tieto zmeny znizili vyplaty v pripade ¢ierneho pasaziera tak velmi, ze
teraz ak sa jeden z nich rozhodne stavat’, najlepsia odpoved’ druhého je tiez stavat’. Tato hra
ma dve NE v Cistych stratégidch, a to ak si obaja zvolia stavat’ alebo si obaja zvolia nestavat’.

Spolocenské optimum nastdva v jednom z nich, ak si zvolia stavat’ — (S,S)=(4,4)=8.

2.4 VSeobecne o nekooperativnych hrach s dvoma hra¢mi

Vo v§eobecnosti by tabul’ka pre taktito hru vyzerala

Sused
S N
S by — ¢y, by — €y b; —cq,bq
Milan N by ,b; — 0,0

kde b, st vynosy a c; st ndklady v pripade projektu jedného hraca, a b, a c, si vynosy, resp.
ndklady v pripade projektu dvoch hracov.

Hra by bola Véziiovou dilemou, ak platia nerovnice
bl > bZ_CZ’ 0>b1_C1, bZ_C2>O.

Prva z nich hovori, Ze najlepsia odpoved’ na S je N, druha ze najlepsia odpoved’ na N je tiez
N, a tretia Ze (S,S) obaja preferujua pred (N,N).

16



Ak by hra bola Game of Chicken, museli by platit’ nerovnice
b, > b, — ¢y, by —c; >0.

Tieto nerovnice hovoria otom, ze kazdy z hraCov chce stavat, ak ten druhy nestavia,
a nestavat’, ak druhy stavia.

Pre obe tieto hry mozeme mat’ dve verzie, verziu I (kde spoloCenské optimum je v pripade ak
obaja stavaji) ak

2(b, — c3) >2by — ¢4,

a verziu II (v ktorej spolocenské optimum je v pripade ak stavia iba jeden z nich) ak
2(b, — cy) <2by — c;.

Nakoniec, hra sa nazyva Assurance Game, ak plati

b; < b, —c,, 0>by —c4, b, —c, >0.

Tieto nerovnice vravia, Ze najlepSia odpoved’ na S je tiez S, na N je N a obaja maju vicsie
vyplaty v pripade (S,S) ako v (N,N). [5]
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3. Nekooperativne hry s viacerymi hra¢mi a ich rieSenie

V tejto kapitole postupne rozoberiem kolektivne problémy vo velkych skupinach, ich
analyzu a rieSenia.

3.1 Vyplata spolocnosti

Na zaciatok budeme pracovat’ srovnakym projektom ako v predchddzajicej kapitole,
rozSirime vSak pocet hraCov. Budeme mat populaciu N susedov, zktorych kazdy sa
rozhoduje, ¢i sa do projektu zapoji alebo nie. Ak sa n z nich rozhodne zapojit, budeme tychto
hracov nazyvat’ ,,0castnikmi® (ang. participant), a zvySnych, ¢o sa rozhodnu uliat, budeme
volat’ ,,absentérmi* (ang. shirker). Kazdy z ucastnikov utrpi stratu (ang. cost) ¢, ktora zavisi
na ich mnozstve n, ozna¢ime teda tuto funkciu c(n). Takisto kazdy z hracov, ¢i uz ucastnik
alebo absentér, ziska profit (ang. benefit) b, ktory taktiez zavisi od Cisla n, a tito funkciu
oznac¢ime b(n). Vyplata kazdého =zucastnikov teda bude p(n)=b(n)-c(n) akazdého
z absentérov s(n)=b(n).

Z pohladu jednotlivca mame n ucastnikov a (N-n-1) absentérov. Ak sa jednotlivec rozhodne
nezucastnit’ sa, mnozstvo Ucastnikov bude stale n a jeho vyplata bude s(n). Ak sa rozhodne
zucastnit, zvysSi sa pocet UcCastnikov na n+/ ajeho vyplata bude p(n+1). Jeho konecné
rozhodnutie zavisi na porovnani tychto dvoch vyplat. Rozhodne sa zlcastnit’ v pripade ak
p(n+1)>s(n), arozhodne sa uliat’ sa v pripade ak p(n+1)<s(n). Chovanie hracov v réznych
situdciach sa meni v zavislosti od toho, ako sa menia hodnoty p(n+1) a s(n).

Zostrojime tretiu funkciu zobrazujicu celkovi vyplatu vSetkych hracov, teda vyplatu
spolo¢nosti, a ozna¢ime ju 7(n). Bude pozostavat’ z hodnot p(n) pre kazdého z n G€astnikov
a z hodndt s(n) pre kazdého z (N-n) absentérov:

TI(n) = np(n) + (N-n)s(n)

Aby sme lepSie porozumeli tomu, aké rozdelenie ma byt medzi Gcastnikmi a absentérmi,
prepiSeme tato funkciu na

T(n) = Ns(n) —n[s(n) — p(n)],

odkial’ vidime, Ze vyplatu spolocnosti mézeme pocitat’, ak kazdému z N hracov priradime
vyplatu absentérov a potom odc¢itame extra vynosy absentérov od kazdého z n G€astnikov.

Normalne by sme o¢akavali, Ze hodnota s(n) bude narastat’ s tym, ako bude rast’ n, a teda bude
rast’ aj hodnota Ns(n). Ak vSak s rastom n bude hodnota [s(n) — p(n)] narastat’ len pomaly,
T(n) sa bude zvicSovat' a svoje maximum dosiahne ak n=N. Ale vo vSeobecnosti 7(n)
nadobtida svoje maximum pre nejakd hodnotu n<N. Sthrnnd vyplata spolo¢nosti moze byt
maximalizovand aj s pripustenim niekol'kych absentérov.

Nakreslime grafy, kde zobrazime funkcie p(n+1) a s(n), ktoré ndm pomoézu urcit, ktory typ
hry, ktoré sme rozobrali v predchadzajucej kapitole, ma najlepsi spoloCensky prinos. Na
hoizontédlnej (x-ovej) osi zobrazime n od 0 po N-1 a na vertikalnej (y-ovej) osi budi vyplaty.
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Dve rozdielne priamky budt zobrazovat’ p(n+1) a s(n). Ked'Ze n moze nadobudat’ iba kladné
celé hodnoty, tieto priamky teoreticky pozostdvaju iba z jednotlivych bodov, ak je vSak N
dostatocne velké, tieto body budu dost’ blizko pri sebe a mézeme ich spojit’ jednou Ciarou.[8]

3.2 Prisoners’ Dilemma, Game of Chicken a Assurance Game s N hra¢mi

Graf 3.1 zobrazuje pripad, kedy priamka s(n) lezi priamo nad priamkou p(n+1). Toto je
Vizinova dilema. Vidime, Ze v tomto type hry nezalezi na tom, kolko ostatnych hracov je
ucastnikmi (akt velkd hodnotu n nadobuda), vyplata jednotlivca je stale vacSia pokial’ je
absentérom, a ekvilibrium je v bode, ked’ st vSetci absentérmi. Obe priamky vSak rastl s tym,
ako rastie n, preto bez ohl'adu na to, aka akciu si jednotlivec vyberie, prentho je vzdy lepsie ak
je ¢o najviac I'udi ucastnikmi. Musi platit’ s(0)<p(N), teda vyplata jednotlivca v pripade, kde
su vSetci, vratane neho, absentérmi, je mensSia ako v pripade, kde su vsetci, vratane neho,
ucastnikmi.

wyplata

s(n)

p(n+1)

Graf 3.1

V pripade viziovej dilemy plati, Ze celkova vyplata spolocnosti nie je maximalna, ak budu
vSetci hraci ucastnikmi. V skuto¢nosti, ak sa medzera medzi s(n) a p(n) bude rozsirovat
dostato¢ne rychlo s tym, ako bude rast' n, negativny dopad hodnoty s(n) — p(n) pre T(n)
prevazi, preto je lepSie nechat’ niekol’ko l'udi uliat’ sa. Samozrejme to spdsobi nerovnosti vo
vyplatach, kde absentéri na tom buda lepSie ako tUcastnici, Co zvdcSuje tazkosti pre
spolocnost’ pri rieseni tejto dilemy.

Graf 3.2 predstavuje Game of Chicken. V tejto hre pre malé hodnoty n je p(n+1)>s(n), teda
ak sa par hracov rozhodne zapojit’, aj pre urcitého jednotlivca je lepSie ak sa zapoji; ale pre
vel'ké hodnoty n je p(n+1)<s(n), takze ak sa zapoji prilis vel'a hracov, je preitho lepSie uliat
sa. Ak sa priamky v grafe pretni v bode, ktory reprezentuje celd hodnota n, tito hra ma NE
pri takomto pocte Ucastnikov. Ak sa tak nestane, hra nema NE, ale v praxi sa jeden ¢lovek
zmeni z absentéra na Ucastnika alebo naopak, podla toho, ¢i je n po zaokrihleni na jednotky
mensie alebo vicsie ako sucasna hodnota n.
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Ak sa hodnota vyplat p(n) zvySuje s tym, ako narastd pocet ucastnikov, a hodnota vyplat s(n)
nie je ovel'a vicsia ako p(n), potom celkova spolocenskd vyplata je maximalna, ak si vSetci
ucastnikmi. Ale vo vSeobecnosti moze byt lepsie, ak niekol’ko z nich ostane absentérmi. Tu
mdzeme vidiet’ hlavny rozdiel medzi verziou I a Il ukdzanych v predchddzajicej kapitole.

Na Grafe 3.3 si ukdZeme Assurance Game. Tu pre malé hodnoty n plati p(n+1)<s(n), ¢ize ak
maly pocet hra€ov bude tcastnikmi, pre jednotlivého hraca je lepSie byt absentér, zatial’ o
pre vicsie hodnoty n plati p(n+1)>s(n), takze ak je vela hra¢ov ucastnikmi, lepSie prenho
bude ak sa zacastni tiez. Ak pocet hracov N je vel'mi velky, kazdy jeden hrac¢ spdsobi iba
maly rozdiel, takze p(n+1) je skoro to isté ako p(n). Z vyjadreni p(n)=b(n)-c(n) a s(n)=b(n)
jasne vidiet, Ze p(n) bude vzdy menej ako s(n), preto sa jednotlivec bude chciet’ vzdy uliat
v pripade, kedy bude N vel'mi vel’ké, dokonca aj ked’ sa bude hra javit’ ako Assurance Game.
Kvoli tomuto sa vel'a kolektivnych problémov pri vel'kych skupindch takmer vZzdy prejavi ako
Vizinova dilema.

Vo vSeobecnosti preto musime vyplaty p(n) as(n) interpretovat ako funkcie od n, nie
konkrétnymi hodnotami vynosov andkladov. Potom tam neexistuje ziadny automaticky
predpoklad ohl'adom toho, ktord z vyplatovych funkcii je véacSia a hra sa moZe vyvinut' do
vSetkych troch situdcii - Prisoners’ Dilemma, Game of Chicken alebo Assurance Game. Vo
vacSine pripadov tieto funkcie zakreslené v grafe netvoria priamku a méZu sa pretnit aj
niekol’kokrat. Potom samozrejme moéze existovat niekol'ko ekvilibrii a kazdé z nich mo6ze byt
reprezentované inym typom hry. [2]
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3.3 Riesenia kolektivnych problémov

V tejto casti sa budeme venovat koncepnym a praktickym rieSeniam kolektivnych
problémov. Spolo¢nym znakom vSetkych troch spomenutych hier je potreba printtit
jednotlivca konat’ kooperativne, alebo spdsobom, ktory je v najlepSom zaujme pre celok, aj
napriek individudlnym potrebam hracov, ktori chct konat’ tak, aby to bolo ¢o najvyhodnejsie
pre nich.

Problémy spojené s potrebou dosiahnut” spolupracu a ich rieSenia nie st v I'udskej spolo¢nosti
ni¢im neobyc€ajnym. Naproti tomu priroda nam poskytuje niekol’ko zaujimavych prikladov,
napriklad u mravcov alebo v¢iel, kde jedinec obetuje aj svoj zivot pre zdujmy spolo¢nosti, ¢o
biologovia vysvetluja tym, ze su geneticky blizko spriazneni. Taktiez mdézeme vidiet' dzku
spolupracu v skupinach zvierat, napr. ryby, vtadky, opice atd’, ktora sa prejavuje v zdielani
potravy, vychove mlad’at alebo unikaniu predatorom. Tento typ sprdvania je vysvetleny
inStinktmi, kde vyhody spoluprace su tak velké, Ze sa oplati byt’ ochotny spolupracovat’, a nie
byt’ individualistom.

Ludska spolocnost’ sa vSak viac spolieha na ucelné spolocenské a kultirne zvyky, normy
a sankcie v snahe navodit kooperativne spravanie u svojich jednotlivych ¢lenov. Tieto
metddy st uvedomelé, rozvazne pokusy navrhnut' takti hru, aby sa vyrieSili kolektivne
problémy. K otazke metdd rieSenia potom pristupujeme z hl'adiska typu hry, ktory sa hra.

RieSenie je najjednoduchsie v pripade Assurance Game. Potom v kazdého osobnom zaujme je
vybrat’ si akciu, ktord je pre spolocnost’ najlepsia, ak hra¢ ocakéava, ze ostatni sa budu riadit’
rovnako. Spolo¢enské optimum je sucasne aj NE, problémom vsak je, Ze ekvilibrii mdze byt
aj viac, spolocensky menej vyhodnych. Pre dosiahnutie najlepSiecho NE je treba zabezpecit’
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konvergenciu hracov do tohto optima. Tato konvergencia moze byt dosledkom spolocenske;j
zvyklosti alebo dohovoru aje v zdujme vsetkych riadit’ sa podla nej tak dlho, ako sa od
ocakava aj od ostatnych, aby robili to isté. Jednotlivé vyplaty hracov st vSak Casto dané tak,
hlavne vo velkych skupinach, Ze hra nadobuda formu Prisoners’ Dilemma. Na dosiahnutie
spolocensky najvyhodnejSiecho vysledku sluzia tri metédy — sankcie a odmeny, periodické
obmienanie ucastnikov a absentérov a iniciativnost’ niektorych hracov.

Spolocnost’ mdze potrestat’ hraca, ktory nehra podla pravidiel alebo sa sebecky snazi vytvorit’
¢o najvacsi profit pre seba, niekol’kymi réznymi sposobmi. Jeden je pomocou sankcii
navrhnutych ostatnymi hra¢mi, alebo to moze byt vylucenim z buducich hier. Spolo¢nost’
taktiez méze navrhnut’ normy spravania, ktoré zmenia jednotlivé vyplaty tak, aby vyvolala
spolupracu medzi hra¢mi. Tieto normy sa ustanovovali postupne, procesom vzdeldvania
a vyvojom kultury. Normy sa od zvykov liSia hlavne tym, ze jednotlivec sa nemusi nutne
spravat’ presne podla noriem iba preto, ze ostatni oCakdvaju, ze sa tak bude spravat.
Spolo¢nost’ mdze takisto odmenit’ vhodné akcie, hrané hra¢mi, takisto ako moze potrestat’ tie
neziaduce. Rozne spoloc¢nosti a kultury si pocas historie vytvarali rdzne zvyklosti, dohody
anormy na dosiahnutie rovnakého cielu. Kazda firma alebo prevadzka ma svoje vlastné
spOsoby ako riadit’ pracovny proces. Rozdiely medzi tymito spdosobmi st niekedy dost’
chdlostivé a tazko postrehnutel'né, ale mnohokrat prave kvoli nim niektoré fizia nevysla.

Co je Gasto potrebné k udrzaniu spoluprace je vedomie kazdého hraca, Ze jeho osobny vynos
v pripade podvddzania je kratkodoby a od jeho odhalenia bude je vyplata niz$ia, ako by mal
v pripade spoluprace od zaciatku. Hrac¢i musia vediet, ze podvadzanie nie je dlhodobo
prosperujuca ¢innost, moze byt rychlo odhalené a trest bude okamzity a tvrdy. Tresty ale
nikdy nie su 'ahké, v podstate aj preto, ze vo vicSine redlnych situécii vyplaty hra€ov nie st
uplne urcené posobenim hrafov, ale moézu byt urcené aj nejakym nahodnym kolisanim.
Podvadzanie jedného alebo viacerych hracov nemusi byt spozorované hned’ a ostatni hraci
o tom ani nemusia vediet. Dokonca ja ked’ vedia, ze sa podvadzalo, nemusia vediet’ s istotou
kto podvadzal. A potrestat niekoho, okom si nie st uplne isty, ¢1 podvadzal, je
kontraproduktivne — podnet na spolupracu sa mdZze otupit’, ak bol potrestany nevinny. Sankcie
so sebou sucasne prindsaju d’alSie kolektivne problémy. Ak napriklad skupina obchodnikov
potrestd jedného z nich tym, Ze ho vylucia a prestand s nim obchodovat, potom aj oni sa
musia vzdat’ vyhod plyntcich z obchodovania s nim.

Uspesné vyriesenie kolektivnych problémov zalezi na tspesnom odhalovani podvodnikov
aich trestani. V malych skupinach, kde sa hraci lepSie poznaji a maji o sebe a svojich
akciach lepSie informacie, je jednoduchs$ie niekoho odhalit’ pri podvadzani. Takisto sa I'ahSie
dohodntl na ulozeni trestu pre podvodnika. Kvoli tomuto by si mali malé skupiny samy riesit’
svoje kolektivne problémy. Niekto cudzi by nemusel odhalit’ podvadzanie alebo ulozit
primerany trest. Preto sa niekedy reakcie vladnej politiky na rieSenie tychto problémov
ukézali ako mylné.

Teraz sa pozrieme na Game of Chicken v kolektivnych hrach. Tu podstata napravy zavisi od
toho, ¢i sa najvicsia celkova vyplata spolo¢nosti dosiahne vtedy, ked’ sa zapoja vSetci hraci
(verzia I) alebo ked’ spolupracuje iba Cast’ hraCov a ostatni sa moézu uliat’ (verzia II). V prvom
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pripade, ked’ kazdy z hra¢ov mé pokusSenie nehrat’ a ziskat’ lepSiu individudlnu vyplatu, sa
problémy rieSia podobne ako v pripade Prisoners’ Dilemma. Druhy pripad je odliSny,
v jednom ohl'ade jednoduchs$i a v druhom komplikovanejsi. Pokial’ st raz hraci rozdeleni na
ucastnikov a absentérov, nikto nemd motiv na prehodenie k druhej skupine. Avsak pri
dosiahnuti NE budi mat vzdy absentéri lepSiu vyplatu ako ucastnici, ¢o vytvara nové
problémy v hre, napitie a spory, ktoré ak st vel'ké, mozu ohrozit’ celtl Strukturu spoloc¢nosti.

Tento problém sa Casto riesi pravidelnym obmienianim ucastnikov a absentérov, ¢o po Case
vyrovnava ich vyplaty.

Niekedy sa problémy réznych vyplat vo verzii II Prisoners’ Dilemma alebo Game of Chicken
rieSi nie obnovenim rovnovahy, ale pomocou utlacania a donucovania, ¢o prinuti ovladana
podskupinu spolo¢nosti prijat’ mensie vyplaty a umozni vladnucej podskupine uzivat’ si vicsie
vyplaty. Tyranie a poskodzovanie rasovych androdnych mensin alebo Zien v minulosti
poskytuje vela ndzornych prikladov. Ak je raz zavedeny takyto systém, ziadny clen
utlacovanej podskupiny nemdze robit’ ni¢, aby tito situdciu zmenil, musia sa vSetci spojit’
a pokusit’ sa zmenit' cely systém, ¢o samozrejme vyvola mnoZzstvo dalSich kolektivnych
problémov.

RozliSujeme aj moznost’ iniciativnosti hra¢ov, kde kazda skupina ma niekol’ko ¢lenov, ktori
bez naroku na odmenu vynalozia osobné usilie vedice k prospechu celej spolo¢nosti. Ak sa
v skupine nachadza dostatok takychto hracov, kolektivne problémy zmizni. Vela Skol,
kostolov, nemocnic alebo pamiatkovych budov pocitaji s pomocou od dobrovolnikov. Toto
rieSenie CastejSie funguje v relativne malych skupinach, kde dobrovol'nici zblizsa a skor vidia
ovocie ich price. [4]
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4. Externality

Vratime sa spédt’ k porovnaniu Nashovho ekvilibria a spolo¢enského optima v kolektivnych
hrach. Mame pred sebou dva problémy; kolko hraCov musi byt ucastnikmi a kolko
absentérmi, aby sem dosiahli spolocenské optimum, a ako sa tento pocet 1iSi od toho, ktoré
predstavuje NE. Hraci, ¢o chcti byt ucastnikmi, si vyberaju akciu P a hrac¢i, ¢o chct byt
absentérmi, si zvolia akciu S. Pripomenime si funkciu celkovej vyplaty spolo¢nosti T(n):

I(n) = np(n) + (N-n)s(n)

Teraz si predstavme, Ze jeden hra¢ zmeni svoju akciu z S na P. Pocet ucastnikov tym vzrastie
na (n+1) a pocet absentérov sa znizi na (N-n-1), vyplata spolo¢nosti potom bude vyzerat™:

T(n+1) = (n+1)p(n+l) + (N-n-1)s(n+1)
Nérast (pokles) celkovej vyplaty je rozdiel medzi T(n) a T(n+1):
T(n+1) - T(n) = (n+1)p(n+1) + (N-n-1)s(n+1) - np(n) - (N-n)s(n) =
= [p(n+1)—s(n)] + n[p(n+1) —p(n)] + (N-n-1)[s(n+1) —s(n)]
Rov. 4.1

Kedze tento jeden hra¢ je iba malou castou celej skupiny, zmena spdsobend jeho
prebehnutim k druhej akcii je takisto mald, resp. margindlna. Té4to rovnica zobrazuje, ako je
margindlna zmena celkovej vyplaty rozdelend na margindlne zmeny vo vyplatich pre
jednotlivé podskupiny spolo¢nosti. Prvé Cast’ rovnice [p(n+1) — s(n)] je zmena vo vyplate
hraca, ktory menil svoju akciu. Rozdiel medzi vyplatou, ktori obdrzal, ked’ si volil akciu S,
teda s(n) a vyplatou, ktoru bude mat’ po preskoCeni na akciu P, teda p(rn+17). Druha cast
n[p(n+1) — p(n)] predstavuje rozdiel vo vyplatach vSetkych ostatnych hracov, ktori si zvolili
akciu P a (N-n-1)[s(n+1) — s(n)] rozdiel medzi vyplatami absentérov, ktorych pocet sa
o jedného znizil.

V terminoldgii tedrie hier sa vplyv, po zmene stratégie jedné¢ho hraca, na vyplatu spolocnosti
nazyva marginalny spoloCensky prirastok (ang. marginal social gain). Pozostidva z dvoch
Casti. Prvou je zmena vo vyplate hraca, ktory zmenil stratégiu, a nazyva sa marginalny
osobny prirastok (ang. marginal private gain). ZvySok pozostava z efektu, ako tito zmena
stratégie hraca posobi na ostatnych hracov, resp. ich vyplaty. Nazyva sa to efekt prelievania
(ang. spillover effect) alebo externalita. KedZe zvaZzujeme iba mali zmenu, modZeme to
nazvat’ marginalnym efektom prelievania (marginal spillover effect).

Pre zmenu akcii jedného hraca z P na S alebo naopak, mézeme prepisat’ Rov. 4.1 ako
marginalny spolocensky prirastok = marginalny osobny prirastok + margindlny efekt prelievania
(msp = mop + mep)

Rov. 4.2

24



Pre spomenuty pripad, ked’ jeden hrac¢ preskoci z akcie S na P potom mame
marginalny spolocensky prirastok = T(n+1) - T(n)

margindlny osobny prirastok = p(n+1) — s(n)

margindlny efekt prelievania = n[p(n+1) — p(n)] + (N-n-1)[s(n+1) — s(n)]

Uvedieme konkrétny priklad. Kazdy den cestuje vlakmi z jedného mesta do druhého 3500
ludi. Kazdy z nich méze ist' vlakom EuroCity (akcia P) alebo osobdkom (akcia S). Cesta
osobdkom trvd 100 minut bez ohl'adu na to, kol’ko I'udi nim cestuje, zatial' ¢o cesta ECeCkom
trva iba 50 minut, ak vlak nie je pretazeny. Pretazenie nastava, ak vlak vezie nad 500 l'udi
a kazdy clovek navySe spdsobuje meskanie vlaku o 0,02 mintty. Vyplaty budeme merat’
podl’a toho, kol'ko ¢asu uSetria od dvoch hodin. Potom vyplata hracov cestujlicich osobdkom
je konstantna s(n ) = 20 mintt, bez ohl'adu na pocet n.

Ale vyplata hraCov, ktorych prevdza EC zavisi od n; p(n) = 70, ak n < 500, ale narastd o 1/50
za kazdého d’alSieho hraca nad 500 oséb. Potom p(n) = 70 — (n—500)/50 pre hodnoty n > 500.

Teraz si zoberme, Ze ECeckom cestuje 2000 I'udi, ostatni p6jdu osobakom. Meskanie vlaku
potom bude (2000-500)/50 = 30 mint. Kazdému hracovi, ktory si vybral akciu P bude
priradend vyplata p(n) = 70 — 30 = 40. Ak sa niekto, kto cestuje osobdkom, rozhodne pre cestu
ECeckom, meskanie vlaku sa pre kazdého hraca s akciou P zvysi na 30,02 miniit a ich vyplata
bude p(n+1) = 39,98. Tato vyplata je stale vacsia ako v pripade vyberu akcie S, ale kazdy
z 2000 ostatnych hracov z akciou P utrpfi stratu 0,02 mindty. Celkova vyplata tychto hraov sa
potom zniZi 0 2000 * 0,02 = 40 minut. Pre hraca, ktory zmenil akcie, je tdto zmena pozitivna,
kedze p(n+1) > s(n) (39,98 > 20). Ale tato zmena horSie pdsobi na celkovll vyplatu
spolo¢nosti, ktord sa zniZi 0 40 (minuty stratené hra¢mi s akciou P) — 19,98 (mintity ziskané
hra¢om ktory zmenil svoju stratégiu) = 20,02 mindt. Rozdiel medzi T(n+1) a T(n) je v tomto
pripade zaporny.

N = 3500, n = 2000
p(n) = p(2000) = 40,  p(n+1) = p(2001) = 39,98

s(n) = s(2000) = 20, s(n+1) = s(2001) = 20

p(n+1)—s(n) = p(2001) — s(2000) = 39,98 — 20 = 19,98

n[p(n+1)—p(n)] + (N-n-1)[s(n+1)— s(n)] = 2000(39,98 - 40) + 1499(20 - 20) = -40

T(n+1)-T(n) = 19,98 — 40 = -20,02
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Marginalny spolocensky prirastok aj efekt prelievania ma zaporni hodnotu, zatial' ¢o
marginalny osobny prirastok je kladny. Této zmena stratégie jedného hraca z S na P spdsobila
uzitok iba tomu jedinému hracovi.

V pripadoch, ked efekt prelievania alebo externalita nadobuda zaporné hodnoty, nazyvame
tito externalitu negativnou. Negativna externalita vznikd, ked akcia niektorého z hracov
sposobi znizenie vyplat ostatnych hraCov (nie nutne vSetkych), aj celkovej vyplaty
spolo¢nosti. Tento hra¢ vsak tato externalitu neberie vel'mi na vedomie pri zmene svojej
stratégie, pretoZze preftho ma pozitivny marginalny osobny prirastok. Spolo¢nost’ by bola
samozrejme radsej, keby kazdé individudlne rozhodnutie nie je sebecké a vedie ku kladnému
marginalneho spolocenského prirastku. Ak je spoloCensky prirastok zdporny, ale osobny
prirastok je kladny, hra¢ svojou zmenou stratégie uskodil spolo¢nosti. Hraci ale Casto bera
ohl'ad iba na zvySenie svojej vyplaty, preto sa negativne externality vyskytuju CastejSie, ako
by si spolo¢nost’ zelala. Naopak, stratégie s pozitivnymi externalitami si hra¢i vyberajua
malokedy.

V pripadoch ked’ je pocet hraCov N velky, napr. v tisicoch, jedinec je charakterizovany iba
ako vel'mi mala Cast’ celku. Kvoli tomuto mdzeme n povazovat' za kontinualnu premenna. Ak
T(n) je vyplata spolo¢nosti, efekt na zmenu n mézeme vyratat’ pomoc derivacie 7 (n).

T'(n) =p(n) +np(n) —s(n) + (N -n)s’(n) =
= [p(n) —s(n)] +np’(n) + (N - n)s(n)
Rov. 4.3

Vidime, ze tato rovnica je ekvivalentnou k Rov. 4.1. T7(n) reprezentuje margindlny
spoloCensky prirastok. Marginalny osobny prirastok je p(n) — s(n), Co je iba rozdiel medzi
vyplatami pre akciu P a S, ked’Ze zmena akcie jedného hra¢a zmenila ostatnym ich vyplatu iba
o malu ¢iastku. Ked’ sa ale tieto Ciastky zrataju, nie si uz zanedbatelné, o prezentuje np (n),
rovnako aj (N - n)s’(n), kde su zahrnuté vSetky zmeny vyplat hra¢ov hrajucich akciu S.
Posledné dva vyrazy charakterizuji marginélny efekt prelievania.

V priklade s vlakmi sme mali p(n) = 70 — (n—500)/50 = 80 — 0,027 a s(n ) = 20. Margindlny
osobny prirastok bude p(n) — s(n) = 60 — 0,02n. Kedze p(n) = -0,02 a s(n) = 0, efekt
prelievania je -0,02n + O(N - n) = -0,02n, ¢o v pripade ak n = 2000 je -40. Vidime, Ze sme sa
dostali k rovnakému vysledku ako predtym, ale vypocet bol trochu jednoduchsi. [2]
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4.1 Negativne externality

Ak si n hraCov vybera akciu P, v nasom pripade jazdu na vlaku EC, d’al$i hra¢ uvazuje
o zmene akcie zo S na P, rozhodne sa pre tito zmenu ak plati p(n+1) > s(n). Vyplata
spolo¢nosti narastd, ak T(n+1) - T(n) > 0. Vychadzajic z Rov. 4.1 a Rov. 4.2 vieme urcit, ze
margindlny osobny prirastok bude kladny ak

70 —(n + 1 —-500)/50 > 20
79,98 - 0,02n > 20
n< 2999,
a margindlny spolo€ensky prirastok bude kladny ak
70 —(n + 1-500)/50 —20—0,02n > 0
59,98 -0,04n > 0
n < 1499,5.

Ked’ teda ddme hracom slobodnu vol'bu, do ECecka ich nastupi skoro 3000, aj ked’ kazdy, kto
tam nastupi, ked’ ich tam bude nad 1499, zniZuje vyplatu spolo¢nosti. Spolo¢nost’ by bola
najradsej, keby sa pocet cestujucich drzal na pocte 1499.

Tieto vysledky si zobrazime na Grafe 4.1. Na horizontdlnu os nanesieme hodnoty n poctu
hracov cestujucich v EC. Na vertikalnej osi meriame vyplaty hracov. Vyplata kazdého hraca
cestujuceho osobdkom je konStantna arovnd 20 pre I'ubovolnu hodnotu n€(0,3500), aje
prezentovand priamkou s(n). Vyplata pre kazdého, kto sa rozhodol zmenit’ svoju stratégiu zo
S na P je prezentovana priamkou p(n+1). Tato ostava konstantna na hodnote 70 pokial’ EC nie
je pretazené (n < 500) a potom zacne klesat’ o0 0,02 pre kazdy narast n o 1. Obe priamky sa
pretnd v bode, kde n = 2999, aplati p(n+1) = s(n). Vtomto bode je margindlny osobny
prirastok rovny 0. VSade nalavo od tohto bodu kazdy hra¢ pocita s tym, ze v pripade zmeny
jeho akcie zo S na P bude mat’ pozitivny zisk.

Ak by sme povaZovali n za kontinudlnu premennu (p(n+1) = p(n)) , potom by prienik nastal
v bode n = 3000, namiesto 2999. Vidime, Ze v praxi je v tom vel'mi maly rozdiel. V tomto
bode teda hra nadobuda Nashovo ekvilibirum. Znamena to, Ze ak ddme vSetkym 3500 hracom
slobodnu vol'bu, 3000 z nich nastipi do EC a 500 pojde osobdkom.

RieSenie hry zpohladu najlepSieho spoloc¢enského vysledku ale bude iné. Spoloc¢nost
profituje z ndrastu n ak T(n+1) - T(n) > 0, a naopak, straca ak T(n+1) - T(n) < 0. Vezmeme
Rov. 4.1 a upravime ju inym spdsobom ako predtym

T(n+1)-T(n) = (n+1)p(n+l1) + (N-n-1)s(n+1) - np(n) - (N-n)s(n) =
{p(n+1) + n[p(n+1) —p(n)]} - {s(n) + [N-(n+1)][s(n+1) - s(n)] }.

Rov.4.4
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Prva cast’ predstavuje efekt na vyplaty hracov voliacich si stratégiu P. Vyplata hraca, ktory
zmenil svoju akciu p(n+1) a zmeny vo vyplate p(n+1) — p(n) pre vSetkych ostatnych hracov n
hrajtcich akciu P. Tuto Cast’ nazyvame marginalna spoloCenska vyplata (ang. marginal social
payoff) pre skupinu hracov hrajucich P, ktorych pocet vzrastol z n na n+1, alebo skratene
MP(n+1). Podobne druhu cast’ rovnice nazveme marginalna spoloCenska vyplata pre skupinu
hra€ov hrajucich S, resp. MS(n). Vyplata spolocnosti, ak jeden hrd¢ meni svoju akciu zo S na
P, narastd, ak MP(n+1) > MS(n), a klesa v opacnom pripade.

V nasom priklade s vlakmi mdme MP(n+1) =70 pre n < 500, pre vyssie hodnoty n plati
MP(n+1) =70—(n+ 1-500)/50 + (-0,02)n = 79,98 — 0,04n,

zatial' ¢o MS(n) = 20 pre vSetky hodnoty n. Na Grafe 4.1 je MP(n+1) zobrazena ¢ervenou
priamkou.

pintl)

viplata
{(usetrene mi- 70 4
mity pod 120}

[ MPm+1)

sim) = MSm)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

M

Graf 4.1

Vsimnime si, Ze MP(n+1) splyva s p(n+1) pre n < 500 (kym EC nie je pretazeny) a MS(n)
splyva so s(n) na celej dizke intervalu. Ale pre n > 500 sa krivka MP(n+1) dostane pod
p(n+1) prave kvoli negativnemu efektu prelievania. Spoloc¢ensky prirastok zo zmeny akcie
hréaca je mensi ako osobny prirastok tohto hraca.

MP(n+1) a MS(n) krivky sa pretnd vn = 1499,5 teda priblizne 1500. VI'avo od tohto bodu
plati MP(n+1) > MS(n) aspolocnost’ profituje zo zmeny akcie jedného hraca zo S na P.
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Napravo je to naopak a spolo¢nost vtom pripade trpi stratou pri zmene stratégie.
Spolocensky optimalne rozdelenie pasazierov je 1500 cestujucich v EC a 2000 v osobdku.

Ro6zne kultirne a politické skupiny pouzivaju rézne spdsoby na dosiahnutie spolocensky
optimalneho rozdelenia hracov, priCom kazdy znich md svoje vyhody aj nedostatky.
Spolocnost’ by mohla jednoducho obmedzit’ pristup do EC na 1500 I'udi. Ako ale rozhodne,
ktori z hracov to budu? Mohli by sa riadit’ podl'a pravidla kto prv pride, ten prv melie. Ale
potom by vsetci hraci chceli byt’ na nastupisti skor, aby mohli cestovat’ ECeCkom, ¢o by im
mohlo sposobit’ plytvanie casom a v kone¢nom dosledku znizenie ich uSetreného casu.
Byrokratickd spolo¢nost’ moze nastavit' kritérid zalozené na vypoctoch potrieb a zasluh
urcenych uradnikmi. Potom kazdy bude vykondvat nejaké ndkladné aktivity na splnenie
tychto kritérii. V politickej spolo¢nosti mézu vldda uprednostnit’ svojich volicov,
prispievatelov alebo skupiny a firmy, s ktorymi kSeftuja. V skorumpovanej spolo¢nosti si
vyhody moézu uzivat hraci, ktori podplatili uradnikov alebo politikov. Rovnostarska
spolo¢nost’ mdze rozdelit' hra¢ov pomocou lotérie, alebo periodicky (napr. kazdy mesiac)
striedat’ I'udi cestujucich ECeckom.

Vel'a ekondémov ale uprednostiiuje systém poplatkov. Kazdy, kto chce jazdit' vo vlaku EC
musi zaplatit’ poplatok (daf) ¢, primerand k usSetrenému ¢asu. Potom vyplata hraca, ktory jazdi
v EC, bude p(n) — t aNE bude hodnota n, pre ktord plati p(n) — t = s(n). Vieme, ze
spolocensky optimalna hodnota n je 1500. Pouzitim vyrazu p(n) = 80 — 0,02n a s(n) = 20,
pricom n=1500, zistime, ze p(n) — t = s(n) (hraci st neutrdlni pri vybere medzi EC a
osobakom) vtedy, ked’ 50 — ¢ = 20, resp. t=30. Ak napr. hodnota jednej hodiny je spoplatnena
daiiou 5€, 30 minut bude stat’ 2,50€. Toto je poplatok alebo myto, ktory ked’ sa zavedie, udrzi
pocet hracov cestujucich ECeckom na spolo¢ensky optimalnej hodnote.

Ak by v EC cestovalo 1500 T'udi, pridanim jedného hraca narastie ich €as straveny vo vlaku
0 0,02 mindty aich dai sa zvysi o 1/600 €. Kazdy z nich teraz plati cenu za negativnu
externalitu vyvolani hra¢om, ktory je tam navySe. Z toho dovodu ich to nuti vybrat si
spoloCensky optimalnu akciu, kazdy z nich prijal myslienku externality. Hraci, ktorych akcia
vyvolala poskodenie ostatnych, by mali platit’ za spésobent §kodu, ale vynosy z dani nie su
priamo pouzité na ich kompenzaciu. Ak by boli, kazdy hra¢ s akciou P by sa spoliehal na to,
ze od ostatnych obdrzi, o sam zaplatil, a celd idea by stratila vyznam. Namiesto toho vynos
z tychto dani ide do vladnych prijmov, kde modze, ale nemusi byt pouZity sposobom
prospesnym spolocnosti.

Ekonomovia, ktory uprednostiiuju zavislost’ na trhu, by navrhli, aby EC bolo v sikromnom
vlastnictve. Potom by tohto vlastnika motivécia zisku prinutila stanovit’ poplatok za pouzitie
vlaku prave na taku sumu, aby zredukoval pocet n na spoloc¢ensky optimalny. Vlastnik vie, Ze
ak zavedie dan ¢ pre kazdého ucastnika, pocet ti€astnikov bude urcovat’ p(n) —t = s(n). Jeho
vynos bude t(n) = n[p(n) — s(n)] a bude ho chciet’ maximalizovat’. V naSom pripade je vynos
t(n) = n[80 — 0,02n - 20] = n[60 — 0,02n] = 60n — 0,02n?%. Jeho maximum moZeme vypocitat
derivéciou t(n) = 60 — 0,04n = 0, ato je prave vtedy, ked’ n = 1500. V tomto pripade ale
vynos ide do vlastnikovho vrecka, vicSina l'udi preto povaZzuje toto rieSenie za zI¢€.
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4.2 Pozitivne externality

Mnoho veci tykajdcich sa pozitivnych externalit méze byt’ jednoducho chapane ako opak tych
negativnych. Osobny profit jednotlivca po akcidch s pozitivnym efektom prelievania je mensi
ako profit spolocnosti. Lepsi vysledok moze byt dosiahnuty rozsirenim hracovych motivov,
napr. poskytnutim odmeny (za akciu prinasajucu pozitivny efekt), ktorej hodnota je rovna
Gzitku akcie. Tymto spdsobom bude dosiahnuté spologenské optimum. Ci je externalita
pozitivna alebo negativna zdvisi aj na tom, ktord akciu nazveme P a ktort S.

V naSom priklade, ak by sme EC brali ako akciu S a osobak ako akciu P, hra¢ ktory preskoci
zo Sna P znizi Cas ostatnych, ktori si vybrali S. Tato akcia bude mat pozitivny efekt
prelievania.

Ako iny priklad mo6zeme zvazit' oCkovanie proti nejakym chorobam. Kazdy ¢lovek, ktory sa
necha zaockovat, znizuje svoju Sancu na chytenie choroby (marginalny osobny prirastok)
a takisto znizuje moznost’, Ze ostatni chytia tito chorobu od neho (externalita). Ak nedat’ sa
zaockovat’ nazveme akciou S, potom zaockovanie mé pozitivny efekt prelievania. Ale ak
nezaockovanie budeme volat’ akciou P, zaockovanie ma negativny efekt. To ma dosledky pri
vytvarani politiky, kde by jednotlivé akcie mali byt v sulade so spolo¢enskym optimom.
Spolo¢nost’ mdze takisto odmenit’ tych, ktori sa dali zaockovat, alebo potrestat’ tych, ktori sa
nedali.

Pozitivne externality v§ak maju jednu dolezit vlastnost’, ktord ich odliSuje od negativnych,
a to je pozitivna spétnd vizba. Ak efekt prelievania hraca, ktory si zvolil P, vedie ku zvySeniu
vyplat pre ostatnych s rovnakou akciou, potom sa zvysuje aj atraktivita tejto akcie, o moze aj
inych hracov primét k tomu, aby si zvolili P. Ddva to do pohybu proces, ktory vrcholi
v momente, ked’ si kazdy zvoli P. Naopak, ak si veI'mi mélo hra€ov zvoli akciu P, mdze sa
stat’ natol’ko neatraktivnou, Zze aj tito hraci postupne prejdi na akciu S. Inymi slovami,
pozitivna spétna vizba moze viest’ k niekol’kym NE.

Ukézeme si priklad, kde sa hraci rozhodujt, ¢i si ktipia playstation alebo xbox. Ako by pocet
vlastnikov playstation rastol, tym vyhodnejSie by bolo aj pre ostatnych si ju kipit’, pretoze na
trhu by bolo viac dostupnych doplnkov, hier, viacej odbornikov, ktory by pomohli
s problémami. To isté plati aj pre xbox. Na Grafe 4.2 vidime, Ze vynosy z predaja xboxu rastd
ako rastie pocet jeho vlastnikov, a ked’ tento pocet klesa, rastli vynosy z predaja playstation.
Z grafu je tiez zrejmé, Ze ak by vSetci hraci vlastnili xbox, ich profit bude vacsi, ako keby
vSetci vlastnili playstation. Mohli by sme predpokladat’, ze kazdy by chcel v tomto pripade
vlastnit’ radSej xbox ako playstation. Vedie ale individualna vol'ba k spoloc¢enskému optimu?

Ak by bolo v spolo¢nosti iba malo vlastnikov xboxu, distribucia doplnkov a hier lezi vlavo
od prieniku vyplatovych kriviek 1. Kazdy jednotlivec vtomto pripade si radSej zvoli
playstation. Ak je vysoky pocet vlastnikov xboxu v spolo¢nosti (vpravo od 1), pre kazdého je
lepSie zvolit’ si xbox. ZmieSand populdcia vlastnikov xboxu a playstation je udrzatelna
v ekvilibriu iba vtedy, ak md presne I vlastnikov xboxu. Iba vtedy nebude mat Ziadny
z hrac¢ov Ziadny motiv ku zmene konzoly. Ak ale jeden hra¢ urobi chybné rozhodnutie, jeho
vol'ba bude tlacit’ spolo¢nost’ nalavo od I (kde bude stimul pre hracov kupit’ si playstation)
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alebo napravo (hraci si buda chciet’ kupit’ xbox). Spolo¢nost’ s presne I vlastnikmi xboxu je
sice v ekvilibriu, ale nestdlom. Stabilné ekvilibrid si v koncovych bodoch priamok, kde je
kazdy bud’ vlastnikom playstation alebo xboxu.
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Musime ale brat’ ohl'ad aj na to, kde hra zacala. V dneSnych domacnostiach maju l'udia
CastejSie playstation ako xbox, kedZe sa zacali vyrabat' skor. Vyzera to teda, Ze ak je
v spolo¢nosti mensi pocet vlastnikov xboxu, spolocnost’ sa bude uberat k ekvilibriu, kde
vSetci vlastnia playstation. V pripade, kedy naozaj xbox a jeho doplnky poskytuji vacsi profit
pre spolo¢nost, ak ich vSetci vlastnia, by malo byt’ toto ekvilibrium preferované vSetkymi
hra¢mi. Ale aj napriek tomu, Ze spolo¢nost’ by bola radsej za zmenu, ziadny jednotlivec, ktory
vlastni playstation, neméa motivaciu ku zmene stratégie. Iba koordinovana akcia moze viest’
smerom k xboxovému ekvilibriu. Velké mnozZstvo hracov (viac ako ) musi vlastnit’
a pouzivat’ xbox pred tym, ako sa stane vyhodnym aj pre ostatnych vlastnit’ ho. V historii
najdeme vel'a prikladov, najznamejSie su tie, v ktorych bola zvolen4 z14 stratégia.

Parna sila by mohla mat’ vysSiu ucinnost’ ako benzin alebo nafta a bola by aj SetrnejSia
k Zivotnému prostrediu. Zastancovia Dvorakovej klavesnici, ze by bola lepsia ako QWERTY
klavesnica, ak by sa pouZzivala vSade. V tychto pripadoch rozmary verejnosti alebo cielenda
reklama pomadha stanovit’ kone¢né ekvilibrium a moze viest’ k zIému vysledku z pohladu
spolo¢nosti. Skoly, firmy a sukromny uZivatelia ostali uzamknuti v konkrétnom ekvilibriu.

Idea pozitivnej spitnej vizby a uzamknutia ma dolezita lohu v makroekonémii. Produkcia je
tym vyhodnejsia, ked’Ze zavisi od ekonomiky, ¢im vicsi je Statny prijem. Naopak, Statny
prijem rastie, ked’ firmy produkujii viac a najimaji viac zamestnancov. Pozitivne spitné
vizby tu vytvaraji moznost’ niekolkych ekvilibrii, z ktorych pre spolo¢nost’ je lepSie vysoka
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produkcia a vysoky prijem, ale individudlne rozhodnutia m6zu uzamknut’ ekonomiku v stave
mala produkcia a maly prijem. [1]
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5. RieSené priklady

Pr. 1. Skupina ma 100 ¢lenov. Ak n z nich sa zapoji do spolo¢ného projektu, potom kazdy
z nich ziska vyplatu p(n) = n, a kazdy z (100 — n) absentérov bude mat’ vyplatu s(n) = 4 + 3n.

a) Aky typ hry to je?
b) Vypocitajte hodnotu n, aby bol vysledok spolocensky optimalny.
¢) Vypocitajte vyplaty ucastnikov a absentérov, a vyplatu spolo¢nosti pre optimalne n.

d) Vypocitajte margindlny spoloCensky a osobny prirastok, a margindlny efekt prelievania
v pripade 1) kedy jeden hra¢ zmeni svoju stratégiu zo S na P

2) kedy jeden hra¢ zmeni svoju stratégiu z P na S,

a rozhodnite, o aky typ externality ide v obidvoch pripadoch.

Riesenie:

a) Vidime, ze vyplata s(n) bude vzdy vacsia ako p(n), ¢ize kazdy z hracov by bol radsej
absentérom ako ucastnikom. Po zakresleni do grafu je nam jasné, ze je to hra typu Prisoners’
Dilemma.
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b)

T(n) = np(n) + (N-n)s(n) = n? + (100-n)(4+3n) = -2n? + 296n + 400
Funkciu maximalizujeme vtedy, ked’ polozime jej prva derivaciu rovnu 0.
T(n)=-4n+ 296 =0

n=74

c)
p(n)=p(74) = 74
s(n)=s(74) =4 +3x 74 =226

T(n)=1T(74) =74 x 74 + 26 x 226 = 11352

d)l)

mop = p(n+1)—s(n) = p(75) — s(74) = 75 — 226 = -151

mep = n[p(n+1)—p(n)] + (N-n-1)[s(n+1) —s(n)] = 74[p(75) — p(74)] + 25[s(75) — s(74)] =
= 74x1 + 25x3 = 149

msp = T(n+1) - T(n) = T(75) — T(74) = 11350 — 11352 = -2

Zmena stratégie jedného hra¢a so S na P priniesla tomuto hracovi znizenie jeho vyplaty a v
kone¢nom dosledku aj znizenie vyplaty spolocnosti. VSetkym ostatnym hraCom ale vyplata
nardstla, ide teda o pozitivnu externalitu.

d)2)

mop = s(n-1)— p(n) = s(73) — p(74) = 223 — 74 = 149

mep = (n-1) [p(n-1) — p(n)] + (N-n)[s(n-1) = s(n)] = 73[p(73) — p(74)] + 26[s(73) —s(74)] =
= 73x(-1) + 26x(-3) = -151

msp = T(n-1) - T(n) = T(73) — T(74) = 11350 — 11352 = -2

Zmena akcie z P na S priniesla hracovi zvySenie jeho zisku, ale vSetkym ostatnym hracom sa
vyplata zniZila, externalita je negativna.
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Pr. 2. Uvazujme maly geograficky region s populaciou 1 milion obyvatelov. St v niom dve
mestd Alfavil a Betavil, z ktorych si kazdy obyvatel’ moze vybrat,, v ktorom bude byvat. Pre
kazdého jednotlivca profit z byvania v meste narastd s tym, ako sa zviacSuje populécia mesta,
az do urcitého bodu, odkedy zacne klesat. Ak x reprezentuje rozdelenie I'udi Zijicich
v mestach (resp. x vyjadruje pocet obyvatel'ov Betavilu v miliénoch), vyplaty pre obe mesta

7

su:
x, ak x < 0,4
0,6 -0,5x,ak 04 <x< 1
a) Nakreslite graf reprezentujtci pocet obyvatel'ov v mestach a ich vyplaty.

b) Ekvilibrium existuje ak st obyvané obidve mestd, v bodoch, kde sa vyplaty obyvatelov
rovnaju, alebo, ked’ je jedno z miest Gplne opustené a obyvatelia druhého mesta maji vyssiu
vyplatu ako prvy cClovek, ktory by sa prestahoval. N4jdite tieto ekvilibria pomocou grafu.
Ktoré z nich je spolocensky optimalne?

¢) Uvazujme teraz dynamicky proces, kde sa 'udia buda postupne stahovat’ do mesta, ktorého
obyvatelia si uzivaju vyssie vyplaty ako obyvatelia druhého mesta. Ktoré z ekvilibrii uré¢enych
v b) budu vzhI'adom na tento proces stabilné a ktoré nestabilné?

RieSenie:

a)
vyplaty
hracowv

=1
I

0.1 - - 0.1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

Na horizontdlnu os sme naniesli hodnoty x, na vertikalnej su vyplaty obyvatel'ov. Priamka p je
vyplatovou krivkou pre obyvatelov Betavilu a priamka s reprezentuje vyplatu obyvatelov
Alfavilu.
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b)

Vidime, Ze tato hra obsahuje 5 ekvilibrii:

1) x = 0 —> vsetci l'udia ziju v Alfavile a ich vyplaty su 0,1.

2) x = 0,2 —> 200 000 l'udi bude zit’ v Betavile a 800 000 v Alfavile, ich vyplaty si 0,2
3) x = 0,5 —> 500 000 l'udi zije v kazdom meste, vyplaty obyvatel'ov su 0,35

4) x = 0,8 —> 800 000 l'udi bude zit' v Betavile a 200 000 v Alfavile, ich vyplaty sd 0,2
5) x = 1 —> vSetci l'udia Ziju v Betavile a ich vyplaty st 0,1.

K spolocenskému optimu vedie tretie ekvilibrium, kedy je vyplata spolo¢nosti 350 000.

c)

Nestabilné ekvilibrid budu 2), 3) a 4), pretoze ak sa nahodou jeden hra¢ odst’ahuje do druhého
mesta (kvoli rodine alebo praci), kde bude mat vysSiu vyplatu, urobi toto mesto
atraktivnej$im aj pre ostatnych zo svojho pévodného mesta. LCudia sa budu st'ahovat’, az kym
sa nedosiahne jedno zo susednych ekvilibrii.

Stabilnymi ekvilibriami s 1) a 5), pretoze v pripadoch, ked’ vSetci l'udia zijii v jednom meste,
nikto z nich nemd ziadny motiv ku stahovaniu do druhého mesta.

Pr. 3. Existuji dve cesty, ktorymi sa dd dostat’ z mesta A do mesta B. Prvou je dialnica a tou
druhou sd miestne komunikdécie. Profit z vyuZivania dial'nice je konStantny, rovny 1,8, bez
ohl'adu na pocet pouzivatel'ov. Miestne komunikécie sa vSak pretaZia, pokial na nich jazdi
prili§ vel'a Soférov. Ak je ich vSak prili§ malo, riskujti, Ze sa na opustenej ceste mozu stat’
obetami zloCinu. Ak x reprezentuje zlomok populéacie pouzivajuci miestne komunikdacie, ich
vyplate si dané

I+ 9x — 10x2.
a) Nakreslite graf zobrazujuci vyplaty hracov, jazdiacich po oboch cestach, ako funkciu x.
b) Najdite vSetky ekvilibria z grafu a). Ktoré z nich su stabilne a ktoré nie? Vysvetlite.

¢) Akda hodnota x maximalizuje vyplatu celej spolocnosti?
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RiesSenie:

a)

vyplaty
hricov

1.8

0.1 0.45 0.8

Priamka d reprezentuje vyplaty hracov jazdiacich na dial'nici a krivka mk zobrazuje vyplaty
tych, ktori pouzivaji miestne komunikdcie, svoje maximum nadobuda pre x = 0,45 a v tomto
dosahuje hodnotu 3,025.

b)

Ekvilibrid ndjdeme v bodoch, kedy vsetci jazdia po dial'nici alebo mestskymi komunikaciami,
alebo v bodoch, kde sa pretina d a mk (x=0,1, x=0,8). V tychto bodoch je vyplata Soférov na
dialnici rovnaka ako vyplata Soférov na mestskych komunikaciach.

Nestabilné ekvilibrid su dve: x=0,/ ax=I. Ak vSetci budl jazdit po mestskych
komunikdcidch, ich vyplata bude nulova, a teda pre kazdého bude vyhodnejsie ak presko¢i na
dialnicu. V prvom pripade jazdi desatina Soférov mestskymi komunikdciami a zvySok jazdi
po dialnici. Kazdy dial'ni¢ny Sofér by vSak radSej jazdil druhou cestou, pretoze tam ma vicsiu
vyplatu. Hraci sa budu prestvat’ na mestské komunikécie, az kym x nedosiahne hodnotu 0,8.

V tomto bode sa totiz nachddza stabilné ekvilibrium. Ked bude 8/10 hracov jazdit' mestskymi
komunikaciami, Ziadny z nich nebude chciet’ prejst’ na dialnicu, pretoze tam nema vysSiu
vyplatu ariziko prepadnutia je vel'mi malé pri takom pocte Soférov. Opacne, nikto nebude
chciet prejst’ z dial'nice na mestské komunikécie, pretoze jeho vyplata by klesla.

Druhé stabilné ekvilibrium je v bode x=0, kedy vSetci jazdia po dialnici. Nikto z nich nebude
chciet’ prvy preskocit’ na mestské komunikécie, lebo jeho vyplata by klesla na hodnotu nie¢o
malo nad jedna.
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c)

Oznagime jazdu po mestskych komunikaciach ako p(x) = 1 + 9x — 10x? ajazdu dialnicou
ako s(x) = 1,8.Vyplata spolo¢nosti potom bude

T(x) = xp(x) + (I1-x)s(x) = x(1 + 9x — 10x?) + 1,8(1-x) = -10x> + 9x? - 0,8x +1,8.
Maximalizovat’ ju budeme pomocou derivéicie
T{(x)=-30x*+18x-0,8 =0

Dostdvame dva vysledky: x=0,048339 a x=0,551661. Z grafu vidime, Ze prvy je vel'mi maly,
vyplaty pre Soférov na mestskych komunikaciach by boli mensSie ako na dialnici, tento
vysledok teda k spolo¢enskému optimu nevedie. Po dosadeni druhého do 7(x) ndm vyjde

T(0,551661) = 0,551661x(1 + 9x0,551661 — 10x0,5516612) + 0,448339x1,8 = 2,41877.

x=0,551661 teda maximalizuje vyplatu celej spoloc¢nosti.

Pr. 4. V meste s populaciou 100 by chceli postavit’ zdbavny park. Pozadované st dobrovolné
prispevky na pokrytie nakladov. Od kazdého ob&ana sa Ziada zaplatit' 100€. Cim viac l'udi sa
zapoji, tym bude park vacsi a aj vyplaty hra€ov budu vyssSie. Ale aj kazdy, kto sa nezapoji,
bude z vystavby profitovat. Ak v meste bude n ucastnikov, pricom n€(0,100), vynos pre
kazdého obyvatel’a v petiaznych jednotkach bude n?.

Predstavme si, ze sa doslova nikto nezapojil. Starosta mesta by bol samozrejme rad, keby sa
zapoja vSetci, preto sa rozhodne presved¢it’ niekol’kych I'udi. Aky je minimalny pocet l'udi,
ktorych musi presvedcit’, aby sa ostatni zapojili dobrovolne?

RieSenie:
N=100, p(n)=n?-100, s(n)= n?
Aby sa niektory z hracov chcel zapojit’ dobrovol'ne, musi platit’ p(n+1) > s(n).
(n+ 1)% - 100 > n?
n>495

Starosta musi presved¢it’ aspont 50 l'udi, aby sa ostatni zapojili z vlastnej vole. M6Zeme sa
o tom jednoducho presvedcit’:

p(51) = 512-100 = 2501 > 2500 = 502 = 5(50)

p(50) = 50%-100 = 2400 < 2401 = 492 = 5(49)
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5.1 Externality v pokri

V tejto Casti rozoberieme jednu pokrovi hru aukazeme, ako akcie jednotlivych hracov
ovplyvnia akcie ostatnych. V Texas Hold’Em pokri hrd¢ dostane na ruku 2 karty ktoré vidi
len on, a na stol sa postupne vylozi 5 kariet (3-1-1). Z tychto siedmich kariet sa snazi vytvorit
¢o najlepsiu kombinéaciu. Kombinécie, v poradi od najmensej po najvacsiu, si: dvojica — dve
dvojice — trojica — postupka (z 5 kariet) — farba (z 5 kariet) — fullhouse (trojica a dvojica) —
poker (Stvorica) — farebnd postupka (z 5 kariet). Uvazujme nasledujicu hru.

mm BE FE ge

0.74% 0.00%

0.00% 0.00%
6.65% 39.16%
0.00% 0.00%

FR EEE ) IR

1.97% 1.97%

P ap op BT

0.00% 0.00%
0.00% 41.87%

1.97% 0.00%

flop

Kazdy z n (10) hracov pred flopom (prvé tri karty) zaplatil poplatok c(70)=600 ¢ipov, vynos
v pripade vyhry je pre kazdého b(10)=6000. Vyplata pre vitaza je potom p(10)=b(10) - ¢(10)
= 5400 a vyplata pre ostatnych je s(10)=-600. Na obrazku mdézeme vidiet, kol'ko percent ma
kazdy hra¢ na ziskanie vyplaty p(n). Hraci teraz mozu zahrat’ tri stratégie — bet (navysenie),
check (statie) alebo fold (zahodenie). Ak niektory hrac¢ foldne, jeho vyplata bude zaporna
(strati 600 ¢ipov vlozenych do hry). Ak hra¢ checkne, vyplaty ostavaju rovnaké pre vSetkych.
V pripade betu sa vyplata pre vitaza zvysi v zavislosti od vysky stavenej Ciastky a pocte
hracov, ktori doplatia. Potom, ako niektory z hra¢ov betne, ostatni maju opét’ na vyber z troch
akcii — raise (znovunavysenie), call (doplatenie) alebo fold (zahodenie). Na flope hrali vSetci
10 hréaci akciu check, ich vyplaty teda ostali nezmenené. V tomto pripade by sme mohli tito
stratégiu niektorych hracov nazvat' podvadzanie alebo blufovanie, kedy hraci so silnymi
kombinaciami volia akciu check, aby presvedcili superov, Ze ni¢ nemaju. Ked’ze vyhrat' méze
iba jeden, za toto podvadzanie budu ostatni potrestany zapornymi vyplatami.
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mp BE FE ge

7.14% 0.00%
0.00% 0.00%
3.57% 8571%
0.00% 0.00%

Fh EEE @ W

0.00%

FF g gp BV

0.00% 0. 00%
0.00% 3.57%

0.00% 0.00%

turn

Na turne sa hra¢ s A 10 rozhodol zmenit’ svoju stratégiu a miesto checku pouZil bet o 2000.
Téato zmena stratégie ma okamzity dopad aj na ostatnych hracov. Na hracovsJ 6,24,5J,49
a 10 4 ma tato zmena negativny vplyv. KedZe kazdy z nich ma vel'mi slabi kombindciu
kariet, su prinateni zmenit' svoju akciu na fold, pricom kazdy z nich utrpel stratu 600.
Naopak, kazdy zo zvySnych hra¢ov ma potenciondlne silni kombinéciu, a kazdy z nich vert,
ze moze vyhrat, preto vsetci zvolia akciu call. Pre nich je tato zmena pozitivnou externalitou,
pretoze ich vyplata v pripade vyhry sa navysi o 2000n, kde n sa zmensilo na 5. Samozrejme,
ze pre tych, ¢o prehraju sa potom vyplata znizi o 2000, ale to je riziko s ktorym kazdy pocita.
Strata kazdého z hrajucich hracov je momentélne ¢(5)=2600 a vynos za vyhru je b(5)=6000 +
2000x5 = 16000. Vyplata pre vitaza potom bude p(5)=13400 a pre porazenych s(5)=-2600.

Moze nastat’ aj iny pripad. Ak si napr. hra¢ so sedmic¢kami mysli, Ze jeho kombindcia je
najlepSia, moze zmenit stratégiu nie na call, ale na raise (povedzme na 7000). Pre hracov s 3
3, A 10 a A K je to z ich pohl'adu pozitivne; kazdy veri, Ze méze vyhrat. Ale hra¢ s konimi si
uz uvedomil , Ze jeho ruka bude asi slabd a preto voli akciu fold, aj ked” bude v strate 600.
Vidime , Ze aj tato zmena stratégie ma nanho negativny efekt. V tomto pripade ostali iba 4
hraci, c(4)=7600, b(4)=6000+7000x4 = 34000, p(4)=26400 a s(4)=-7600.
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RE RBR B RAE @ OO BB
Bl B BEB B BA AR B

mp BE FE g

100.00% 0.00%

0.00% 0.00%
0.00% 0.00%
0.00% 0.00%

New Hand

R ERE R D W

0.00% 0.00%

' BE BB

0.00%
0.00% 0.00%

0.00% 0.00%

river

Hracovi s A 10 prisiel na river najvyssi fullhouse, je si takmer isty tym, Ze vyhra, lebo jedina
ruka, ktord ho poraza su dve esa. Zvoli si teda opat’ akciu bet o ¢iastku 8000. VSetci zvySni
hraci si potom zvolili akcie call. Hra¢i s A K, K K a 3 3 nemenili svoju akciu oproti turnu, ale
hra¢ so sedmickami zmenil svoju stratégiu z raise na call. Tato zmena ma pozitivny vplyv na
tychto troch hracov, pretoZe prehraji menej. Ale pre hraca s A 10 je zmena tejto stratégie
negativna; keby hra¢ so 7 7 este navySoval, jeho vyplata ako vitaza by bola vicsia. Kazdy zo
Styroch hracov, ktori prehrali, ma zapornu vyplatu, resp. utrpel stratu dokopy 10600. Vitaz si
polepsil o 37400.

V druhom pripade, ked” hra¢ so sedmickami na turne raisoval, mame uz iba 4 hracov.
Predstavme si, Ze teraz zmeni stratégiu hra¢ s A 10, a to na check. Na vsetkych ostatnych to
ma pozitivny vplyv, lebo nemusia ni¢ zaplatit a mézu prehrat’ menej. Ak by niekto z nich
zahral akciu bet, a potom eSte niekto aj raise, obe tieto zmeny by mali negativny vplyv
(zvySovali by stratu) na vSetkych, okrem hraca s A 10, pre ktorého by boli pozitivhou
externalitou. V reélnej hre by sa pravdepodobne dostali vSetci 4 hraci do allinu (vsadili by
vsetko) a vyplata pre vitaza by bola skuto¢ne velka.
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Zaver

V tejto bakalarskej praci sme podrobne rozobrali kooperativne hry, od zdkladnych s dvoma
hra¢mi az po komplikovanejSie, s n hra¢mi. Naucili sme sa rozoznavat’ 3 zakladné typy hier,
hl'adat’ ich spolocensky optimalny vysledok a takisto pocitat’ optimalnu vyplatu spoloc¢nosti.
Venovali sme sa aplikacii kooperativnych hier na ro6zne ekonomické a spolocenské situdcie.
Spoznali sme ddlezit¢é metody na rieSenie kolektivnych problémov, aj vyhody a nevyhody,
ktoré so sebou prinasaju. Naucili sme sa urCit’ a vypocitat’ margindlny osobny a spolocensky
prirastok, a margindlny efekt prelievania atieto vedomosti sme na konci vyuzili na
konkrétnych prikladoch.

Prinosom tejto bakalarskej prace bolo poskytnutie jasného prehladu poznatkov
o kooperativnych hrach pri dvoch, aj viacerych hrafoch, a externalitich, ich rozdeleni na
pozitivne a negativne a ich vyuziti v niektorych situaciach v kolektivnych problémoch.

Pre autora bolo najvié§im prinosom prehibenie uz nadobudnutych poznatkov z oblasti teérie
hier, obozndmenie sa s kolektivnymi hrami a efektmi, ktoré vznikajui pri zmenéch stratégii.
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