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Abstrakt v statnom jazyku

MINAROVA, Sara: Mocninové rady a ich vyuzitie [Bakalarska praca, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane]
matematiky a $tatistiky, gkolitel: RNDr. Lubica Kossaczka, CSc., Bratislava, 2014, 39
stran.

V nasej praci sa zaoberdme problematikou mocninovych radov a ich vyuzitim v
praxi. Nasim ciefom je prehlbenie poznatkov z tejto oblasti a ich rozsirenie. Praca je
rozdelend na pat kapitol. V prvej zavedieme pojmy, ktoré st nevyhnutné pre dalsiu
pracu. Pomocou teérie z prvej kapitoly odvodzujeme vlastnosti exponencialnych, lo-
garitmickych a trigonometrickych funkcii, ktoré sa ¢asto pouzivaju v praxi. Posledna
kapitola ponuka niekolko ukazok pouZitia v praxi. Cielom prace je ponuknut dokazy

uvedenych vlastnosti aj ¢itatelovi, ktory nemé vyssie matematické vzdelanie.

Kruacové slova: mocninové rady, exponencialna funkcia, logaritmicka funkcia,

trigonometrické funkcie



Abstract

MINAROVA, Sara: Power series and their application [Bachelor Thesis|, Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Lubica Kossaczka, CSc.,
Bratislava, 2014, 39 p.

In our thesis we deal with the theory and practical application of power series.
Our goal is to broaden our knowledge in this topic. The thesis is divided into five
chapters. In the first chapter we define terms necessary for later understanding. Using
power series, we derive all the well-known properties of exponential, logarhithmic and
trigonometric functions. In the last chapter we present a few practical examples of use.
Also, we want to offer the results of our work to a reader, who has no further education

in mathematics.

Keywords: power series, exponential function, logarhithmic function, trigonometric

functions



OBSAH OBSAH

Obsah

Uvod 8
1 Mocninové rady 10
2 Exponencidlna a logaritmicka funkcia 18
3 Trigonometricka funkcia 23
4 Algebraicka tplnost komplexného pola 29
5 RieSené priklady 31
Zaver 38
Zoznam pouzitej literatiry 39



UVOD UVOD

Uvod

Pojmom mocninovy rad sa v matematike oznacuje rad funkcii vyjadreny v nasledovnom
tvare: f(z) = ap+ai(z—p) +as(z—p)*+...+a,(z—p)"+... = i a,(z—p)™. Pri vypoc-
toch sa velmi ¢asto pouZiva Specialny tvar mocninového radt?::gk v predchadzajicom
vyraze poloZime p=0, dostdvame rad f(z) = ag+ a1z +asz’*+...+a,z"+... = i an,T",
ktory sa nazyva Maclaurinov. "
Mozno sa to na prvy pohlad nezda, ale mocninové rady maju vo svete vedy vyznamné
postavenie. St velmi dobrym vypoc¢tovym nastrojom s vysokym stupiiom presnosti.
Pomocou nich je mozné vyjadrit mnohé fyzikalne veli¢iny, napriklad tlak, hustotu ¢
rychlost.

Mocninové rady su Casto potrebné aj pri rieseni diferencidlnych rovnic. Mnohé typy
rovnic st najjednoduchsie rieSitelné prave generovanim rieSenia v tvare mocninového
radu. Z matematického hladiska st rady uzito¢né napriklad kvoli tomu, ze st diferen-
covatelné a integrovatelné, ¢o vyuzivaju vo svoj prospech mnohé dalsie vedy, najmé
fyzika.

Dalsie sposoby vyuzitia uvadza napriklad praca [3]: “Mocninové rady sa pouzivaju pri
rozliénych typoch tloh, napriklad priblizny vypocet funkénych hodnot elementarnych
funkcii, vypocet limit a integrilov a riesenie diferencidlnych rovnic.“

V prvej kapitole praca oboznamuje ¢itatela so zakladnymi pojmami, ktoré je potrebné
poznat pri ¢itani dalsich kapitol, ktoré sa uz venuji konkrétnym typom funkcii.
Druhé kapitola sa zaobera exponencialnymi a logaritmickymi funkciami. Pomocou moc-
ninovych radov sa daju pomerne jednoducho dokézat vlastnosti, ktoré sa bezne pouzi-
vaja pri vypoctoch.

Tretia kapitola je venovand trigonometrickym funkciam sinus a kosinus. Tieto funkcie
sa daju definovat pomocou exponencialnej funkcie komplexného ¢isla a z tejto defi-
nicie dostaneme aj rozvoj do mocninového radu. Pouzitim vlastnosti exponencidlne]
funkcie, ktoré odvodime v druhej kapitole, dokédZeme aj zname vlastnosti trigonomet-
rickych funkeii.

Stvrta kapitola sa zaobera dokazom tplnosti komplexného pola. Pole (vo vEeobecnosti)
je mnozina, na ktorej je definovana operacia s¢itania a nasobenia. Platia tu komuta-

tivny, distributivny a asociativny zdkon. Komplexné pole ma navySe niekolko d'alsich
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vlastnosti. Tie uvedieme na zaciatku kapitoly.

Niekol'ko ukazok praktického pouzitia sa nachadza v poslednej kapitole. Zaoberame
sa najma vypoctami limit, pri tychto vypoctoch st mocninové rady celkom uzitocné,
najmi ak si nie sme isti, ktorit metodu pouzit. Dalej vieme takto s¢itavat nekonetné

rady alebo dokazovat existenciu derivacii do urc¢itého radu.



1 MOCNINOVE RADY

1 Mocninové rady

V avodnej kapitole definujeme zakladné pojmy, s ktorymi budeme pracovat vo vSet-
kych ostatnych kapitolach. V3etky uvedené pojmy sa vztahuji na mnozinu realnych aj

komplexnych ¢isel, my sa budeme venovat prevazne redlnym hodnotam.

Definicia 1.1. (podla [8])
Pojmom mocninovyj rad sa v matematike oznacuje rad funkcii vyjadreny v nasledovnom

tvare:
f(@)=ao+a(z—p) +as(z —p)+ ... +a(z—p)"+..= Za,n(x -p)". (1)

Pri vipoctoch sa velmi ¢asto pouZiva Specidlny tvar mocninového radu: ak v predchd-

dzajicom vyraze poloZime p = 0, dostdavame rad

f(x) = ag + a1w + agx® + ... + apa™ + .. :Zanx". (2)
n=0

Tento rad sa nazyva Maclaurinov.

Definicia 1.2. (podla [8])

Funkcia f(z) sa nazgva analytickd, ok je mozné zapisat ju v tvare:

o0

fl@) =) calz—a)" (3)

n=0
Ak (1) konverguje pre vSetky = € (—R, R) pre R kladné (niekedy moze nastat aj
pripad R=400), hovorime, 7e f sa da rozvinat do mocninového radu v okoli bodu
x = 0. Analogicky, ak (2) konverguje pre |x — a| < R, povieme, Ze f je rozvinuta do
mocninového radu v okoli bodu z = a. Bez ujmy na vS8eobecnosti vi¢sinou uvazujeme
pripad a = 0.
O chvilu sformulujeme a dokazeme tvrdenie, Ze ak mocninovy rad konverguje pre
|z| < R, potom konverguje rovnomerne na intervale [—R + ¢, R — ¢]. K tomu budeme

potrebovat vetu o rovnomernej konvergencii, ktori uvedieme bez dokazu.

Veta 1.3. (o rovnomernej konvergencii)(podla [1])
Predpokladajme, zZe {f.} je postupnost funkcii diferencovatelnd na intervale [a,b] a
{fn(z0)} konverguje na [a,b] pre nejaké xo. Ak {f} konverguje rovnomerne na |a, b,

potom postupnost { f,} rovnomerne konverguje na |a,b| k funkcii f:

10
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Veta 1.4. (podla [8])
Predpokladajme, Ze rad

D cnt” (4)

konverguje pre |x| < R. Definujme:

flz) = cna" (5)

n=0
pre |x| < R. Potom (3) rovnomerne konverguje na intervale [—R + &, R — €] pre kazdé

e > 0. Funkcia f je spojitd a diferencovatelnd na intervale (—R, R) a plati:

o0

fe) = Y nea )
n=0
pre |z| < R.
Dékaz. Nech e > 0. Pre |x| < R — & mame:

lenzn| < len(R—e)"|. KedZe rad ) c,(R —¢)" konverguje absolitne (kazdy mocninovy

rad konverguje absolitne vo vnitri intervalu konvergencie) a postupnost c,x" je ohra-

nicend, (3) konverguje rovnomerne na intervale [—R + ¢, R — €|

Vieme, Ze {/n — 1 pre n — oo. Potom plati:

lim sup {/n|c,| = limsup {/|c,|,

T—00 Tr—r00

teda rady (5) a (6) magji rovnaky interval konvergencie.
Kedze (6) je mocninovy rad, rovnomerne konverguje na intervale [—R + &, R — €| pre
kazdé € > 0, moéZeme pouZit vetu 1.3 pre rady namiesto postupnosti funkcii. Z wvety
vyplyva, Ze (5) plati, ak |x| < R —e.
Ak vsak mdme dané © spliiajice |x| < R, vieme ndjst také ¢ > 0, Ze |[v| < R —¢. Z
toho vyplyva, Ze (6) plati pre |z| < R —e.

Spojitost f vyplijva z existencie prvej derivdcie f'.

Désledok 1.5. (podla [8])
Podla predpokladov predchddzajicej vety md f derivdcie vSetkijch rddov na intervale

(=R, R), ktoré su dané:

11
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o0

f®(z) = Zn(n —1).(n—k + Deya™™* (7)

n=~k

V bode 0 méozZeme derwdciu ekvivalentne vyjadrit v tvare

FP(0) = Kley. (8)

Doékacz. Rovnicu (7) dostaneme, ak aplikujeme predchddzajicu vetu na funkcie

f, ', f" a dalsie derivdcie. Ak poloZime v (7) x =0, dostaneme (8).

Pozrime sa blizsie na (8). Ukazuje, Ze koeficienty rozvoja funkcie f do mocninového
radu st dané funkciou f a jej hodnotami v potrebnych bodoch. Koeficienty st vSak
dané, hodnoty f’ v strede intervalu konvergencie sa daju vy¢itat priamo z mocninového
radu.

Je potrebné si v§imnut, ze aj ked ma funkcia f derivacie vSetkych radov, vyraz »  c,x",
kde ¢, vypoc¢itame z (8), nemusi nutne konvergovat k f(z) pre kazdé x # 0. V tomto
pripade funkciu nevieme rozvinut do mocninového radu v bode x = 0.

Ak rad (4) konverguje v koncovom bode (ozna¢me ho R), potom funkcia f je spojita
nielen na intervale (—R, R), ale aj v bode = = R. Vyplyva to z Abelovej vety. Pre

zjednodusSenie polozme R = 1.

Veta 1.6. (podla [8])

Predpokladajme, Ze ch konverguje a > c,x™ konverguje na intervale (—1,1). Po-
n=1
loZme
flz) = > cpa” (—l<z<l).
n=0
Potom plati:
gywzg% (9)
Dékaz. Polozme s, = ¢y + ... + ¢,, pricom s_1 = 0. Potom plati:
dYocpa™ =D (Sp — Sp1)x = ) Spx™ — > s’ =
n=0 n=0 n=0 n=0
m m m m—1 m—1
= Z Spr” — Z Szl = Z S — T Z spr” = (1 —x) Z S + Spa™.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

12



1 MOCNINOVE RADY

Pre |z| < 1 nech m — oco. Dostdvame:

icnx”:f (1—=x f:snx : (10)
n=0 n=0

Nech s = lim s, a € >0 je dané. Zvolime N také, aby pre kaZdé n > N platilo:

n—oo

|s —sn] < 5
KedZe
(I-z)> a"=1 (|z| <1),
n=0

z (10) dostdvame:

m)—s\:]chx”—s|:|(1—x)anx"—s]:

o o

S D
- =
:(1—x)2|sn—s|-|x|” (1—x) Z|S”_S| lz]" < (1—x Z|Sn—8| |x|”—|— <e,
n=0 n=0

ak x> 1— 4 (pre vhodne zvolené 6 > 0). Ako zvolit 67
Viraz |s, — s| konverguje, to znamend, Ze sa dd zhora ohranic¢it nejakou kladnou kon-

Stantou K. Hladdme 6 tak, aby platilo:

N

(T =) 2 [sn—s|-|2|" <3

n=0

Z toho dostdvame:

N
g
1— " — "< (1l—xz)N-K <=
( x)nzg(s s)z[" < (1 —x) 5
19
1 — -
TS ONK
E
1— =
:z:<(5<2NK

Z toho vyplyva (9).

Veta 1.7. (podla [8])
Majme dvojiti postupnost {a;;}, 1 =1,2,..., j = 1,2,.... Predpokladajme, Ze plati:

> lay| =bii=1,2,.. (11)
j=1

13



1 MOCNINOVE RADY

a nech Y b; konverguje. Potom plati:

DD w= ) ay (12)

i=1 j=1 j=1 i=1

—_

Doékacz. Nech E je spocitatelnd mnoZina obsahujica prvky xo, x1, Ta, ... a predpokla-

dajme, Ze x, — xg pre n — 0o. Zavedieme nasledovné oznacenie:

NE

filzo) = ) ai (13)

1

<.
I

S

filzn) = ) aj (14)

j=1

= fila)wekE (15)

Vieme, Ze funkcia moézZe byt spojitd len v bodoch, ktoré siu sucastou jej definicného oboru.
Pre vsetky body x,, # xo plati, Ze si izolovanymi bodmi definicného oboru f;. Vieme,
Ze T, — Tg, Co znamend, Ze pocinajic nejakym bodom x; budi vsetky nasledujice body
lezat v okoli xo. Z rovnic (13), (14) a (11) a z definicie spojitosti potom vyplyjva, Ze
kaZdd z funkcit f; je spojitd.

Mozeme povedat, Ze plati nerovnost |f;(x)| < b; pre x € E (f; je konecnym sictom

koeficientov a;;, b; je nekonecnym siuctom, takZe obsahuje najmenej tolko scitancov ako

filwn)l =1 ail <D lai| < b
j=1 j=1

[filzo)| = 1D aig] <l = b
=1 =1

Z toho vyplyva, Ze (15) konverguje rovnomerne a g je spojitd v bode xy. Teda mdme:

> oD ay = filwo) = glxo) = lim g(z,) = lggto Ty —JEEOZZ%—

i=1 j=1 i=1 =1 =1

:,}E&ZZ% ZZZ%-

j=1 i=1 j=1 i=1

o0

Poslednd rovnost plati, pretoze rad " a;; konverguje pre kazdé j (indexov j je konecne
i=1

vela).

14
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Veta 1.8. (Taylorova veta) (podla [8])

Predpokladajme, Ze rad f(z) = chx” konverguje pre |z| < R. Ak —R < a < R,
n=0
potom funkciu f vieme rozvinut do mocninového radu v okoli bodu x = a. Tento moc-

ninovy rad bude konvergovat pre |x — a| < R — |a| a plati:

> f(n) a n
)= B0 (el < R—la) (16)
Doékaz. PouZijeme binomicki vetu:

:icn JJ—CL —|—CL :icn - ( )n—m(x_a)m:
n= =0

n=

3

K poslednej rovnosti: kombinacné cislo ( ) je pre n < m definované ako 0, ¢iZe staci,
ked v druhej sume scitame cleny s indexom m a vy$sim - tie s niZs§im indexom jedno-
ducho vypadni. Potom moézZeme pouzit vetu 1.7, kedZe jej predpoklady si splnené.

Dostali sme poZadovany rozvoj funkcie do mocninového radu okolo bodu a. Este treba
ukdzat, Ze nezdlezi na tom, cez ktory index budeme najprv séitovat, ¢i n alebo m. Podla

vety 1.7 je tdto operdcia v poriadku, ak rad

i zn: I (:1) A" (z — a)™| (17)

n=0 m=0

konverguje. Vijraz (17) je vSak ekvivalentny s nasledujicim:

e}

> leal - (Jz — al + Jal)", (18)

n=0
a (18) koverguje, ak plati podmienka |x — a| + |a| < R.

Pozadovany tvar koeficientov v (16) dostdvame z (8).

Treba si v8imnut, Ze rad (16) moze konvergovat aj na $irSom intervale ako na
intervale danom podmienkou |z — a| < R — |al.
Ak dva mocninové rady konverguji na intervale (—R, R) k rovnakej funkcii, z (8)

vyplyva, Ze su identické, teda maji rovnaké koeficienty. Toto tvrdenie hned dokézeme.

Veta 1.9. (podla [8])

n

Predpokladajme, Ze rady > ap,x™ a > byx™ konverguji na intervale S = (—R, R).

15



1 MOCNINOVE RADY

Oznacme E mnoZinu vietkych x € S takyjch, Ze plati:

i apx" = i by (19)
n=0 n=0

Ak E md hromadng bod na intervale S, potom a, = b, pre n = 0,1,2...; teda (19)
plati pre vsetky x € S.
(Bod p € E nazjvame hromadnym bodom mnoZiny E, ak kaZdé jeho okolie obsahuje

bod q # p taky, Ze g € E.)

Dékaz. Oznacéme ¢, = a,, — b, a zavedme funkciu f:
f(z) = chx” (x €9). (20)
n=0

Chceme dokdzat, Ze f(x) = 0 na mnoZine E.

MnoZinu vsetkijch hromadngch bodov E na S oznacéme A, mnoZina B nech pozostdva
zo vsetkych ostatngch bodov S.

MnoZina B je otvorend. Zdovodnime to pomocou definicie hromadného bodu. Otvorend
mnozina md tu vlastnost, Ze kaZdy jej bod je vnitorny - teda pre kaZdy bod existuje
okolie, ktoré celé patri do tejto mnoZiny. Nech existuje bod xo taky, Ze xo € B. Z toho,
ako sme urcili mnoZinu B, vyplyva, Ze f(x¢) # 0. Potom existuje okolie bodu xy, kde
f(z) # 0 pre vsetky body x z tohto okolia - to vyplyva zo spojitosti funkcie f. MnoZina
B je teda otvorend.

Predpokladajme, Ze aj A je otvorend. Potom A a B su disjunktné otvorené mnozZiny, z
¢oho vyplijva, Ze si aj oddelené (mnoZiny si oddelené prdve vtedy, ak plati: ANB = () =
ANB). Ked¥e S = AU B, jedna z mnoZin A, B musi byt prdzdna. Podla predpokladov
vety je A neprdzdna. Z toho vyplijva, Ze B je prizdna a teda A = S. Funkcia f je
spojitd na S, éo znamend, ze A C E. Teda E = S a zo vztahu (8) dostdvame, Ze nutne
plati ¢, = 0 pre vsetky n = 0,1,2..., ¢o sme chceli dokdzat.

Dokaz viak este nie je tplne dokonceny, vyssie sme predpokladali, Ze mnoZina A je

otvorend, ale zatial sme to nepotvrdili. Ak xq € A, z vely 1.8 mdame:
fl@) = du(x—x0)"  (lz—zo| < R — |ag|). (21)
n=0

Tvrdime, Ze d, = 0 pre kaZdé n. PouZijeme dbékaz sporom: nech k je najmensie nezd-

porné celé ¢islo, pre ktoré dy # 0. Potom plati:
fa) = (x —w0)*g(x) (|2 — 20| < R~ |wo)), (22)

16



1 MOCNINOVE RADY

kde .
9@) = 3 diim(w — 7)™ (23)

KedzZe funkcia g je spojitd v bode xo a g(xo) = dy # 0, existuje také § > 0, Ze g(x) # 0,
ak |x — xo| < 8. MoézZeme to turdit na zdklade vztahu (22): f(z) # 0 za podmienky
0 < |x—xo| < 0. Tymto sa vsak dostdvame do sporu s tvrdenim, Ze xy je hromadny
bod mnozZiny E.

Dokdzali sme, Ze d,, = 0 pre vsetky n. To znamend, Ze f(x) = 0 v okoli bodu xqy (resp.
pre vietky x, ktoré splriaji (21)) . Z toho vyplijva, Ze mnoZina A je otvorend a tjm je

dokaz ukonceny.

17



2 EXPONENCIALNA A LOGARITMICKA FUNKCIA

2 Exponencialna a logaritmicka funkcia

Na mnozine komplexnych ¢isel definujme

Biz) =Y = (24)

n=0
Vypocitame polomer konvergencie tohto radu pomocou Cauchy-Hadamardovej vety
(podla [4, str. 19], |7, str. 67]):
limsup {/]a,| = limsup \/7| | —=| — 0 pre dostato¢ne velké n
n-s00 n—s00 x/_

Podla tvrdenia vety mdZeme povedat, Ze polomer konvergencie radu je R = oc.

Tvrdenie o sicine radov hovori, Ze sic¢in dvoch konvergentnych radov konverguje,
ak aspon jeden z povodnych radov (teda ¢initelov) konverguje absolatne (podla [4]).

Vynasobime dva rady E(z), E(w), ktoré spliaja (24):

L2 e w™ i Oolnnkn4c
LR DD I ) Bpcreeere D DF-D DI (Y AR
n=>0 m=0 n=0 k=0 n=0 k=0
> E

n=0

z ¢oho dostavame vztah, ktory plati pre vSetky komplexné z, w:
E(z+w) = E(z)E(w) (25)
Ak aplikujeme predchadzajici vztah na dvojicu komplexnych ¢isel z, —z, dostavame:
E(z)E(—2)=E(z—2)=FE(0)=1 (26)

Tvrdenie 2.1. (podla [8])
Z (24) a (26) vyplyvaji viaceré vlastnosti:

o (24):Vx>0:E(x)>0; (26): E(x) > 0 pre vietky redlne x

e (24): ak x — +o0, potom aj E(x) — +o0; (26): ak x — —oo, potom E(x) — 0

pre vsetky redlne x

e (24): 20 <z < y wyplyva E(x) < E(y); (26): E(—y) < E(—x), teda E je

rastica funkcia na celej mnoZine R
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2 EXPONENCIALNA A LOGARITMICKA FUNKCIA

Dosledkom vztahu (25) st nasledovné rovnosti:

B(2) = tim ZEEN ZECQ) gy, =~ B(2) (27)

h—0 h h—0

Posledna rovnost vyplyva priamo z (24).
Ak vo vztahu (25) nepouzijeme iba dve komplexné ¢isla, ale namiesto z, w zoberieme

21, 29,...,2n, dostaneme:

E(z14 ...+ 2,) = E(z1) - ... - E(zy) (28)

Zvolme 2z = ... = z, = 1. Vieme, ze E(1) = e. Vdaka predchadzajicemu vztahu
mozeme tvrdit, Ze plati

E(n) =¢" (n=1,2,3,..). (29)

Ak p = ﬁ, kde n, m s kladné celé ¢isla, potom plati:
m
[E(p)]"™ = E(mp) = E(n) =e€", (30)

teda
E(p)=¢  (p>0,peQ). (31)

Zo vztahu (26) vyplyva, ze E(—p) = e P. Mozeme teda tvrdit, ze (31) plati pre kazdé
racionalne ¢islo p.
Definujme

x¥ = supa? VyeR, x> 1, (32)
peQ

kde p je racionalne ¢islo ostro mensie ako y. Potom z postupnosti
VeeR: e =supe’ (p<z, peqQ), (33)

spojitosti a monotoénnosti funkcie E spolu s (31) vyplyva fakt, ze
E(z) =¢" (34)

pre v8etky redlne z. Z (34) vidime, preco sa F nazyva exponencidlna funkcia.
V matematike sa pre funkciu e” pouziva aj ekvivalentny zépis exp(x), najma vtedy,
ked je x zlozitejsia funkcia.

Vratime sa k povodnému oznadeniu e® a pozrieme sa, ¢o sme zatial dokazali.
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2 EXPONENCIALNA A LOGARITMICKA FUNKCIA

Veta 2.2. (podla [8])
Nech funkcia e* je definovand na R vztahmi (24) a (34). Potom plati:

e ¢ je spojitd a diferencovatelnd pre vietky x € R
° (ez)/ — eat

o ¢ >0 pre vSetky x

e c” je rydzo rastica funkcia premennej x

o TV = eTeY

e lim e = 400, lim, ,_ e =0
T—r00

T

o lim z"e™ = 0 pre kaZdé n - tuto vlastnost interpretujeme tak, Ze e* sa pre

T—00

x — 00 blizi k nekonecnu rychlejsie ako hociktord mocnina x

Doékaz. Vsetky vlastnosti okrem poslednej sme uz dokdzali. Zo vztahu (24) mdame

pre kladné x:

xn—f—l
e’ .
(n+1)!
Po drobngch idpravdch dostdivame vijraz
n—+1)!
x

2 ktorého uz vyplyva poslednd vlastnost, teda veta je dokdzand.

Funkcia F je rydzo rastuca a diferencovatelna na R, existuje k nej teda inverzna
funkcia, ozna¢me ju L. Funkcia L bude tiez rydzo rastica a diferencovatelna. Jej de-
finiény obor bude E(R), teda mnozina vsetkych kladnych ¢isel. Mozeme ju definovat
dvoma sposobmi:

E(L(y) =y  (y>0), (35)

alebo

L(E(x)) == (x € R). (36)

Po zderivovani (36) dostaneme: L'(E(x))-E(x) = 1. Ak ozna¢ime y = F(x), dostavame
vztah

I(y) = 5 (y> 0). (37)
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2 EXPONENCIALNA A LOGARITMICKA FUNKCIA

Ked polozime v rovnici (36) z = 0, vidime, ze L(1) = 0. Potom z (37) vyplyva:

Ydx

Ly)= [ — (38)

. x
Vztah (38) je ¢asto povazovany za zakladny kamen teorie exponencialnej a logaritmic-
kej funkcie.

Oznacme u = E(z), v = E(y). Dosadenim do rovnice (25) dostavame vztah
L(w) = L(E(x) - E(y)) = L(E(z +y)) =  +y,
teda plati
L(uv) = L(u) + L(v). (39)

Ziskali sme tak jednu zo znamych vlastnosti logaritmickej funkcie, ktora je vel'mi prak-
tickd hlavne pri ruénom podcitani. (Funkcia L(z) je vo v8eobecnosti ekvivalentna funkcii
log ).

Na zéklade vyssie uvedenych vlastnosti a pomocou 2.2 moézeme konstatovat:
e Inx — 400 pre r — 00,
e Inx — —oo pre z — 0.

Tvrdenie 2.3. (Vlastnosti logaritmu)(podla [§])
Plati:
o = E(nL(z)), (40)

nesmieme vsak zabudniut na podmienky: x > 0 a n € N. Nech m je prirodzené ¢islo,

analogicky na zdklade predoslého vztahu plati:

om = F (iL(x)) . (41)

m

Dékaz. (40) dokdzeme velmi jednoducho, staci, ak vyndsobime n rovnakijch clenov

za sebou:

Na zdklade predchddzajiceho vztahu mozeme dokdzat aj (41):

5(Le)" =5 (Lot m (L)) < (Lo L) -
= E(L(x)) = =,
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2 EXPONENCIALNA A LOGARITMICKA FUNKCIA

z toho vyplyva:

Tvrdenie je dokdzané.

Nech ' = a € Q, m € Z, n € N. Spojenim rovnic (40) a (41) dostavame dalSiu

znamu rovnost, ktord plati pre Tubovolné a.

st =5 (m (1)) = (m (1 ((Em(lu)))))) — £ (m11w) -
— ("L

n

1% = E(aL(z)) = ™ (42)

Definujme podla (42) z® pre kazdé redlne o a > 0. Vzhladom na to, ze funkcie £
aj L su spojité a monoténne, mozeme povedat, ze tato definicia je ekvivalentna s tou,
ktort sme zaviedli povodne.

Po zderivovani (42) dostavame:

Ve >0: (z%) = E(aL(z)) - % = qz°! (43)

Vztah (43) sme zatial pouzivali iba pre celé ¢isla a. Problém by mohol nastaf
napriklad v pripade, Ze by sme (43) chceli dokazat priamo z definicie derivacie, funkcia
z® by bola definovana pomocou (32) a « by bolo iracionélne ¢islo.

Znamy vzorec pre integrovanie funkcie 2 dostaneme z (43) pre o # 1 a z (37) pre
a = 1. Ukdzeme esSte jednu vlastnost funkcie logaritmus, ktora bude platit pre kazdé
a>0:

lim 27 - Inxz =0 (44)

T—00

Tato rovnost nam hovori, Ze logaritmus sa pre x — oo blizi k nekone¢nu pomalsie ako
hocijaka kladn& mocnina x.

Nech 0 < e < a a x > 1. Potom plati:

T T € _1
z %nxr = x_a/ t~ldt < $_O‘/ et = 7> x < T
1 1

E—Q

5 5
Priamo z toho uz vyplyva (44). Ako alternativny dokaz mozeme pouzit vetu 2.2, ked

by sme pomocou poslednej vlastnosti derivovali (44).
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3 TRIGONOMETRICKA FUNKCIA

3 Trigonometricka funkcia

Pre komplexné x definujme:
Cla) = % (B(iz) + B(—ix)],  S(z) = — [B(iz) — B(—iz)]. (45)

Ukazeme, ze funkcie C(x) a S(x) st ekvivalentné s funkciami cosz a sinz, aj ked
tieto funkcie st vacSinou definované geometricky pomocou stran v trojuholniku. Zo
vztahu (24) vieme, 7e E(2Z) = E(z). Okrem toho, zo vztahu (45) vyplyva, 7e funkcie
C(z) a S(x) davaju pre redlne z redlne funkéné hodnoty, ¢o sa da pomerne jednoducho
ukazat.

Kazdé komplexné ¢islo z sa d& napisat v tvare z = a + bi, komplexne zdruzené ¢islo
bude potom Z = a — bi, kde a, b st redlne ¢isla. V naSom pripade mame ix = a + bi,

—ix = a — bi.

C(x) = L (B(iz) + B(—iz)) = L (E(m + E(ix)) —la+bita—bi)=a

Podobne pre funkciu S(x):

S(z) = & (E(iz) — BE(—iz)) = % (E(m) — E(zx)) = % (a+bi—(a—bi))=0b
Ked7e a, b st redlne ¢isla, potom nutne plati, Ze hodnoty C(z) a S(x) budu redlne pre
redlne x.

Taktiez plati:
E(iz) = C(x) +iS(x). (46)

Teda C'(z) a S(x) tvori realnu, resp. imaginarnu cast funkcie E(ix) pre « € R.

Z (26) méme:

|E(iz)|* = E(iz)E(ir) = E(iz)E(iz) = E(iz) E(—iz) = 1,
ix = iz prave pre realne z. Teda
|E(ix)] =1 x e R. (47)

Zo vztahu (45) vidno, ze C'(0) =1, S(0) = 0 a na zaklade (27) plati:

Platnost predchadzajucich dvoch vztahov za da jednoducho ukézat.
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3 TRIGONOMETRICKA FUNKCIA

C'(x) = 5 (E'(iz) i —i- BE(—iz)) = % (E(iz) — E(—iz)) = 5 (E(iz) — E(—ixz)) =

z
2

— ~S(z)

S'(x) =5 (i- E'(ix) +i- E'(—ix)) = (i - E(iz) + i - BE(—ix)) =
— L (B(iz) + E(—iz)) = C(x)

2

Tvrdenie 3.1. (podla [8])

Ezistuji také kladné c¢isla x, pre ktoré C(x) = 0.

Doékaz. Pouzijeme dokaz sporom - predpokladajme, Ze také ¢islo neexistuje. Kedze
C(0) = 1, z toho vyplyva, Ze C(x) > 0 pre vSetky x > 0. Potom zo spojitosti (48)
vyplgva, Ze S'(x) > 0, teda funkcia S je ostro rastica. Okrem toho, kedze S(0) = 0, pre

x > 0 musi platit, Ze S(x) > 0. Zvolme ¢isla x, y tak, aby platilo 0 < x < y. Potom:

S(x)(y — x) < / " S(t)dt = / Tyt = O) — Cly) < 2. (49)

Poslednd nerovnost vyplgva z (47) a (46) a z faktu, Ze |C(t)| < 1 pre lubovolné t.
Kedze S(x) > 0, vztah (49) nemdze platit pre velké hodnoty y. Dostdvame sa k sporu.

Ozna¢me xy najmensie kladné ¢islo, pre ktoré C(xy) = 0. Na zaklade tvrdenia
dokazaného vyssie a faktu, ze C(0) # 0, mozeme tvrdit, ze také ¢islo existuje. Pomocou

xo definujeme ¢islo
T = 21 (50)
Potom nutne C'(3) = 0 azo (47) vyplyva, ze S(§) = sa rovnd jednému z ¢isel 1, —1.
Kedze S'(r) = C(z) > 0 na intervale (0, §), to znamena, ze S je na tomto intervale

rastiica. Potom S(%) = 1. Z toho vyplyva

0 — % (E (%)) +E (—%)) =~ _E (—%) —E (zg)

Podobne pre funkciu S:



3 TRIGONOMETRICKA FUNKCIA

e (5(3) - #(+)

Do posledného vztahu, ktory vznikol po rozpisani S(7 ), dosadime vyraz, ktory vzni-

kol pri préci s vyrazom C(3):

i (e (5) +2(5)) =22 () = £(5) -

Teda dostavame:

a taktiez

E(mi) =—-1, E@2mi) =1, (51)

teda
E(z 4 2mi) = E(z) (z € C). (52)

Veta 3.2. (podla [8])
Plati:

1. Funkcia F je periodickd s periodou 2me.
2. Funkcie C' a S st periodické s periodou 2.
3. Ak 0 <t < 2m, potom E(it) # 1.

4. Ak z je také komplexné cislo, Ze |z| = 1, na intervale [0, 27) existuje prave jedno

t také, zZe E(it) = z.

Doékaz.  Podla (52) plati vlastnost 1. Vlastnost 2 vyplgva z 1 a (45). Uvedommne si,
Ze ak E(2mi) = 1, potom aj E(—2mi) = 1 - po vyndsobeni E(2mi) a E(—2mi) dostaneme
vysledok E(0) = 1. Cize plati E(2ni) = E(—2mi) = 1. Z toho vyplyjva:

C(z) = = [E(iz) + E(—iz)]

1
2
C(z+27m) == [E(i(x +27)) + E(—i(x + 27))] =

— L[E(iz) - EQ2mi) + E(—iz) - B(=2mi)] =

[E(iz + 2mi) + E(—ix — 2mi)] =
[E(iz) + E(—iz)] = C(x)

olm N+

Dokdzali sme, Ze funkcia C(x) je periodickd s periddou 2m. Analogicky postup pouZijeme

aj pri dokaze pre funkciu S(z).
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3 TRIGONOMETRICKA FUNKCIA

S(z +2m) = o [E(i(z + 27)) — E(—i(z + 27))] = 5 [E(iz + 2mi) — E(—iz — 27i)] =
= 5. [E(iz) - E(2mi) — E(—ix) - E(—2m1)] = 5 [E(iz) — E(—iz)] = S(x)

27

Tymto sme dokdzali vlastnost 2.
Nech 0 < t < F, potom 4t € (0,27) a E(it) = x + iy, kde x,y € R. Vlastnost 3
dokdzeme sporom - budeme predpokladal, Ze E(4it) = 1. Na zdklade predchddzajicich

vztahov moZeme turdit, Ze 0 < x < 1, resp. 0 <y < 1. Vsimnime si nasledujici vijraz:
E(4it) = (z +iy)* = 2* — 62292 + y* + dizy(2® — y?)

Ak je E(4it) redlne ¢islo, nutne musi platit, Ze v* — y?> = 0. Podla (47) vsak plati, Ze

2 2 = nai C2 2 1 .
r° +y* =1, z toho vyplyvaji rovnosti v* = y* = 5. Dosadime:
; ; 1, 1 1 11,1

E(it) = (z+iy)' = (3+350)" =3 -6-5-3+3=—1

Dokdzali sme 3.

Ak 0 <ty < ty < 27, potom podla 8 plati:

Z toho vyplyva jednoznacnost v casti 4. Potrebujeme teda dokdzat este existenciu.
Zvolme také z, Ze |z| = 1. MozZeme napisat z = x+iy, x,y € R. Najprv predpokladajme,
Zex >0 ay > 0. Funkcia C je na intervale [0, 5] klesajica a dosahuje hodnoty od 1
po 0. Preto existuje t € [0, 5] také, Ze C(t) = x. Kedze C*+5*=10a 5> 0na[0,3],
znamend to, Ze z = E(it).

Ak x <0 ay > 0, predchddzajice podmienky si splnené pre —iz. Vieme, Ze existuje

také t € [0, 3], pre ktoré —iz = E(it) a kedZe i = E (%), dostdvame vztah:

c=E(i(t+3)).

Ostdva nam este pripad y < 0. Z predchddzajicich pripadov vieme, Ze ezistuje t € [0, 7]
také, ze —z = E(it). Teda plati: z = —E(it) = E(i(t +7)). Tym sme dokdzali 4 a teda

je aj cely dokaz ukonceny.
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3 TRIGONOMETRICKA FUNKCIA

Definujeme krivku ~:
v(t) = E(it) (0<t<2m (53)

Z vlastnosti 4, vztahu (47) a definicie (53) vyplyva, Ze v je jednoduchéa uzavreté
krivka, ktorej rozpéitie je jednotkova kruznica v rovine. Kedze +/(t) = iE(it), dlzku

krivky v vypoc¢itame podla nasledujuceho vztahu:

2
/ I (£)|dt = 2.
0

Takyto vysledok sa dal ocakavat - 27 je obvod kruhu s polomerom 1. Mézeme teda
povedat, ze ¢islo 7 definované vztahom (50) ma presne ten geometricky vyznam,
ktory pozname z praxe.

Podobne, bod 7(t) uréuje kruznicovy oblik dizky t,, ak ¢ postupne narasta od 0 do t.

Vezmime si trojuholnik s vrcholmi
Z1 = 0, Z9 = ’y(to), zZ3 = C(to)

Mézeme si v§imnut, ze funkcie C'(t) a S(t) si naozaj identické s funkciami cost, resp.
sint, ak s funkcie sin a cos definované ako pomer istych stran v pravouhlom trojuhol-
niku.

Rozvoj funkcii cosx a sinx do radov je znamy a ¢asto sa pouziva v praxi. Nie je tazké
ziskat tieto rady priamo z definicie.

Na to, aby sme ziskali rozvoj funkcii cos = a sin x, budeme urcite potrebovat vidiet, ako

vyzeraju funkcie E(ix), E(—iz):

e (i) iv  ?x? Bxd it B T s e
D T O A Bl e et
N N G 7 L o e L A SN P
EH”)_Z; T T T TR VRN TR TR TR
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1
S(a) = o [Bli) — B(i)] =
1 T z2 zzg x4 T z2 iz 4
:Z(1+i_ﬁ_¥+1_'-'_< —ﬁ—g+g+z—_._)>:
:%<0+%_ _2?!03""0_-“):%<2ix—2g3+...):x—§+...

Zakladné vlastnosti trigonometrickych funkcii sme odvodili zo vztahov (45) a (24), ale
vobec sme sa nezaoberali pojmom uhol. Z toho vyplyva, ze k funkciam sinus a kosinus

nemusime nutne pouzit prave geometricky pristup.
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4 Algebraicka uplnost komplexného pola

V poslednej teoretickej Casti prace sa budeme zaoberat faktom, Ze komplexné pole
je algebraicky tplné - znamena to, zZe kazdy nekonstantny polyném s komplexnymi
koeficientami mé asponi jeden komplexny korefi (toto tvrdenie pozname aj pod nazvom
zakladna veta algebry, viac napriklad v publikacii [6, str. 221]).
Polom nazyvame mnozinu, na ktorej su definované operacie s¢itania a nasobenia, ku
kazdému nenulovému prvku existuje inverzny a na tejto mnozine plati asociativny,
komutativny a distributivny zakon.
Komplexné pole (ozna¢me ho C) je navyse determinované nasledovnymi vlastnostami
(podla [6]): obsahuje mnozinu realnych ¢isel (R) ako podpole, obsahuje prvok i, pre
ktory plati i> = —1 a je minimélne spomedzi vSetkych poli s tymito vliastnostami (¢ize
ak mame Tubovolné pole P s predchadzajicimi dvoma vlastnostami, potom nutne
P =C).

Predtym, ako vSak za¢neme dokazovat samotny fakt algebraickej iplnosti komplex-

ného pola, uvedieme jednu vetu, ktorta budeme v dokaze potrebovat.

Veta 4.1. (podla [8, kapitola 4, str. 89])

Predpokladajme, Ze [ je spojitd funkcia na kompaktnom metrickom priestore X. Oznacme:

M = sup f(p), m = inf f(p).

pEX pEX

Potom ezistuji také body p,q € X také, ze f(p) = M a f(q) =m.

Ekvivalentna formulacia vety by mohla zniet napriklad takto: Existujia body p,q € X
také, ze f(q) < f(x) < f(p) pre vSetky z € X, teda f dosahuje svoje maximum (v
bode p) a minimum (v bode ¢).

Veta vlastne hovori, ze M je najlepsia horné hranica pre vSetky ¢isla f(p) pre p € X

a m je najlepsia dolna hranica pre ta istt mnozinu ¢isel.

Veta 4.2. (podla [8])

Nech ag, aq, ..., a, su komplexné ¢isla, n > 1 a a,, # 0. UvazZujme polynom:

P(2) = > ap2*.
k=0
Potom ezistuje komplexné éislo z, pre ktoré plati: P(z) = 0.
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4 ALGEBRAICKA UPLNOST KOMPLEXNEHO POLA

Doékacz. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze a, = 1. Ak by to neplatilo,
v pripade potreby staci polynom cislom a,, vydelit (dostaneme tak normovany polyndm,).
Plati, Ze ak vyndsobime polynom nenulovgm cislom, jeho korene sa nezmenia (podla

[6, str. 221]). Zavedme oznacenie:

p=inf |P(z)], (54)
Nech |z| = R. Potom plati:
|P(2)] > R" [1 = |an—1|R™" — ... — ag| R™"] (55)

Lahko vidno, Ze pravd strana (55) sa blizi k nekoneénu pre R — oo. Teda ezistuje také
Ry, Ze |P(2)| > p pre |z| > Ry. Funkcia |P| je spojitd na kruhu so stredom v bode 0

a polomerom Ry. Na zdklade vety 4.1 méozZeme turdit, Ze existuje zy, pre ktoré plati, Ze

| P(20)] = p.
Aby sme dokdzali, Ze P(z) md komplezny korefi, stact, ak dokdzeme, Ze p = 0.
P
Tvrdenie dokdZeme sporom. Ak u # 0, definujme Q(z) = %. Potom Q je
20

nekonstantng polynom, Q(0) =1 a |Q(2)| > 1 pre vsetky z. Existuje kladné celé ¢islo
k (1 <k<mn)tak, Ze plati:

Q(2) =1+ bp2" 4+ ... +b,2" (b #0). (56)
Podla poslednej vlastnosti z vety 3.2 existuje také redlne ¢islo 0, Ze plati:
by, = —|by|. (57)
Ak zvolime v > 0 a r*|by| < 1, 2 (57) vypljva:
|14 bprFe®| = 1 — r%|by,
teda plati
Q(re®)| < 1 —r* {{be] = 7lbrsa] — .. — 7" F|bal }.

Pre dostatocné malé hodnoty r je vijraz v zdtvorke kladny, c¢o si odporuje s nerovnostou

|Q(re?)] < 1.
Z toho vypljva, Ze p =0 a P(z) = 0.
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5 RieSené priklady

Ako sme uZ spominali v tivode, mocninové rady maju vela roznych vyuziti. V tejto
kapitole sa zameriame na dokaz existencie derivéicii, vypocet limit a sc¢itavanie neko-

ne¢nych radov. Vyrie§ime vybrané priklady z 8. kapitoly publikacie [8].

Priklad 5.1. Definujme:

e x #0
0 z =0

fx) =

Ukdzte, Ze f md derivdcie viekyich rddov v bode x =0 a f((0) =0 pren =1,2,3, ...
Riesenie:

Najprv treba overit spojitost funkcie. Lahko vidime, Ze ilir(l) e = 0, ¢o sa rovnd funkc-
nej hodnote v bode 0.

Existenciu derivdcii vSetkijch rddov dokdZeme pomocou matematickej indukcie. Vsim-
nime si, Ze jednoduchsie bude pouzit iny zdpis funkcie, ktory je ekvivalentny zdpisu zo
zadania: f(z) = e

Nagprv budeme rucne derivovat a na zdklade odpozorovaného tvaru deriwdcii vyslovime

indukcny predpoklad.

(P, Py st polynémy, no ich explicitny tvar nie je pre nds v tejto chvili délezity.)
Mozno teda predpokladal:

-2

fM(@) =€ Pu(a™), (58)

kde P,, je nejaky polyndm.
Vidime, Ze pre n = 1 rovnost plati. Pomocou matematickej indukcie ukdZeme, Ze ak
o

rovnost plati pre n € N, potom: "+ (z) = e~ P (x72).

Pocitajme:
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Teraz oznacme: Qn(z) = Pp(z™) = ap + arz™t + ... + apa™™
Potom plati: Q' (z) = —ayx 2 + ... + (=m) - @z~ ™ ' = Py, (z71)

a teda moézeme tordil:

2

f(nJrl) (gj) = —e @ .73 Pml’il + 671_2 : Pm1 (xil) =

— e (=22 3P () + Py (7)) = e - Ppe (27,
kde P« je nejaky polyndm.
Teda sme dokdzali (58).
o - Pa(t)
. , T £ () — Tig T2 1y =y W)
Vsimnime si, Ze z (58) wvyplyva: glglir(l)f (x) ilir(l)e Pn(x™) tginoo o 0

Vn € N, ak polozime t = v~ 1.

Poslednd rovnost vyplijva z toho, Ze plati:

.t
A =0
a teda aj
.t
e =0

Na zdklade vyssie uvedeného teda plati, Ze liII(l) o (x) = 0. Teraz z definicie spojitosti
z—
a pomocou matematickej indukcie dokdzeme, Ze ak f™(0) =0, tak aj f")(0) = 0.

FD(0) = lim ") = 17(0) lim 1) _ lim £+ (x) = 0

z—0 €T z—0 €T z—0

Predposlednd rovnost vznikla vdeka pouZitiv L’Hospitalovho pravidla.
V priklade sme pracovali s funkciou, ktord nie je analytickd - sice md derivdcie vsetkiyjch

radov, ale jej Taylorov rozvoj v okoli bodu 0 dd nulovi funkciu.

Nasledujtci priklad sa venuje s¢itavaniu nekonec¢nych radov.

-1 0 0 0
1
L 1 0 0
Priklad 5.2. Nech a;; je zloZka v i-tom riadku a j-tom stlpci: % % -1 0
111
s 1 3 1

a plati:
0 1<
Q5 = -1 1=7
2070 >
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Dokdzte:
(a) Z Z a;; = —2
(b) Z Z a; =0

RieSenie:

()io 1+1+ +1+(1) AN
a Qjj = = . N —1)=—1z
— J 9i—1 9i—2 21 2

—1

S a=3(5) =172
i i=1 2 1 2

(b) Scitavame najprv proky v stipcoch. Vyberme si jeden lubovolny stipec (teda zvolime

J pevné):
> (Y (L 1+ :
a;; = — —+-+—-+..]=-
— 2 4 8 1-2
Zistili sme, Ze sucet prvkov v kazdom stlpci je 0. Teda plati:

2(Zw) Lo

J )

=0

Dalsie dva priklady sa venuji vypoctu limit roznych funkcii. Zistili sme, ze by sa dali

jednoducho vyriesit pouzitim L’Hospitalovho pravidla, ale to nie je nasim zamerom.

Priklad 5.3. Dokdzte platnost nasledujicich vztahov:
b* —1

(a) liH(l) =1Inb (b>0),
z—

(b) lim log(1+2)
x—0 x ’

(c) lim(1 + )" = e,
z—0

(d) lim (1+2)" =e".

n—oo

Riesenie:

(a) b* = E(xL(b)) = e*nb

b —1 erlnd _q lnb_ ~ Inb-e*m _1Inp

z—0 x z—0 x Inbd N Ili% x-Inb

Aplikujeme na posledny zlomok L’Hospitalovo pravidlo a dostdvame:

1 b xlnb-l b
lim —2 "¢ 2 limInb- ™ = Inb
x—0 lnb x—0

33



5 RIESENE PRIKLADY

(b) PouZijeme substiticiu:
In(l+z)=t=>x=¢ -1

. In(1+x) :

lim ——= =lim = lim

z—0 T t=0et —1  t=0 E(t) —

Opat aplikujeme L’Hospitalovo pravidlo. Dostdvame:

lim——=1

t—0 E(t)

z—0 X

1 1
(¢) lim (1 —1—95); = lirr(l)exp (— In(1 —|—x)>
T—

1
Podla (b): vgraz (— In(1+ :17)) sa blizi k ¢islu 1, teda lime' = e
T

x—0

(d) Pévodny viraz prepiSeme do ekvivalentného tvaru:

lim (1+2)" = Tim {(1 +) ]
n—oo n n—00 n
Podla (¢) sa vjraz v hranatej zdtvorke bliZi k ¢islu e. Teda limita povodnej funkcie

bude €*.

V nasledujicom priklade budeme potrebovat pouzit rozvoj funkcii tg = a In(1+x) do
Maclaurinovho radu. Tvary mocninovych radov nie je tazké ziskat priamo z Taylorovej

vety (1.8), ak polozime a = 0:

f(x) = f(0)+ f(0) -z + %(!0) a2+ f(zl(o) A f“;)!(o) "+ .
tgx =tg (0) +tg'(0) - v + tg;(o) 248 (;(O) -m3+...+w-m”+... =
0+ COS; 0 p — 25m(0) cos(0) Zi!n.(ggsio(z()m cx? — GSin;(!q);j &;SQ(O) + .. =x+ %3 + O(z?)
Podobne pre In(1 4 z):
f(z) = f(0)+ f'(0) -z + O + [70) s + O(z?)

2! 3!

In(l+2z)=In(1+0)+ -z —

z? | 23
G sror Pt s @ 00 =2 — 5 + 5 +0(2?)

3'(1+0)

Rozvoj v takomto tvare bude pre nase vypocty stacit.

Priklad 5.4. Ndajdite nasledujice limity:

e—(l—l—m)%
x

(a) lim
z—0
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(b) lim ll (n% - 1)

n—oo NN
tgx —x
lim ——
(c) 230 z(1 — cosz)
r —sinz

d) lim ———

Riesenie:

(a) Punkciu prepiseme do iného tvaru:

1 1 )
—(1 p _ Jln(l-x)= o Eln(l—i-w)
lig 0D _pem e Ty eme
x—0 €T x—0 € x—0 €
Nasledne pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo. Dostdvame:
i _etmaey (L1 1
fig —e P Tee 2 MY

Pre vicsiu prehladnost zavedme oznacenie:

A = —eiln(l-l-l‘); B = % . H% o x% . 111(]_ +I)
Podla 5.3(b):
lim —ex (49 = Jim —ew el
o=0 x—0

3
—a+ 5 — 5 4+0(2?) x z?
=3 (o OO (14 -5+ 07) -
=iy st 3+t0@) =g+t —5+0@) =5 +3-5+0()
Teda moZeme konstatovat:
lim B — 1i -1 +1 x—I—O() 1—1—1 1
im B = lim S )] = — - -
z—0 z—0\ 1+ 2 2 3 2 2
1
— (1 © 1
Z toho vyplgva: lim M =limA-limB=—e¢- <——) _—
z—0 €T x—0 x—0 2 2
1
n<n5—1> n<e’1“” 1) Tnn— 1
(b) lim [n% —1} — lim —— 2 — lim = lim 00
n—oo IN N n—00 Inn n—00 Inn n—oo Inn

V tejto chvili je vhodné pouzit substiticiu: %lnn =z
Kedze n — oo, potom x — 0, pretoZe % ide do nuly ryjchlejsie ako Inn do neko-
neéna. Podla 5.3(a) mdame:

et —1
lim =
x—0 €x

lne=1
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tg x — . :I:—l—x—;—a:th( 3) ) %4_0(1;3) +0(w)
(c) hm—:hm = lim -3 Lo =
=0 (1 — cos x) I%OQ;(l_( ——))+O( 3) xﬁo%_i_O(x) + (g:)
2
B
o2 (12R) 100 2iow) o
im =~ = — _ —
a0 fgr —x x_|_9%_3_x+0($3) x—;+0(x3) 3+o§cx33) 5

Priklad 5.5. Nech f(z)- f(y) = f(x+y) Vz,y€R.

(a) Ak predpokladdme, Ze [ je diferencovatelnd a nenulovd, dokdzte: f(x) = e“, kde

¢ je konstanta.
(b) Dokdzte rovnaky vijsledok iba za predpokadu, Ze f je spojitd.
Riesente:

(a) Najprv si uvedomme, Ze plati: f(x) = f(x+0) = f(z)- f(0)

Vieme, Ze f je diferencovatelnd. MoéozZeme leda z definicie vypocilal jej derivdciu:

Flaty) = f) _ @) ) = F(@)- £(0) fly) — 1(0)

f(e) = tim S liy : = f(a)tim SO
= f(a)- £/(0)

Dostali sme diferencidlnu rovnicu: f' = f'(0)- f, ktori mozZeme prepisat do tvaru:

f=k-f.
Ak f'(0) =0, potom f'(x) =0 Vax, teda f je konstantnd funkcia.
Ak f'(0) # 0, mozZeme povedat:

=107

Vanikla nam diferencidlna rovnica 1. rddu a moZeme ju riesit metddou separdcie

premennyjch:

/')
f(t)

PO
| =1

In @
£(0)

= /'(0)

= (0)-x
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(b)

Dostdvame vysledok:

Vieme, ze f(x) = f(x)- f(0), teda f(0) = 1. Ziskany vysledok mozZeme teda
prepisat do ekvivalentného tvaru: f(x) = 1- 7O pricom f(0) je konstanta.

Tym je dokaz ukonceny.

Kazdé redlne ¢islo md ti vlastnost, Ze v jeho lubovolne malom okoli sa nachddza
nejaké raciondlne c¢islo. Thito skutocnost vyuzijeme pri dokaze druhého tvrdenia.

MoézZeme turdit:
fA+1+..+1)=f(1)-fQ) .- f(1) = f(1™)

Taktiez vidime, Ze f(1) > 0:

/ (%) =/ (%* e %) =f (%)n — (f(l)#)" — f(1)™

Teda f(x) = f(1)* pre x € Q. Dalsia vlastnost redlnych cisel je td, Ze ewistuji

racitondlne ¢isla, ktoré k nemu konverguju. Nech g, je raciondlne, potom maoZeme

turdit:
— 11 — i an x
Fl) = Jim flan) = lim FO)" = £
Oznacme f(1) := e°. Tento vyraz je kladny, takZe oznacenie je korektné. Teda
plati:
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Zaver

Cielom bakaléarskej prace bolo prehladne spracovat teériu mocninovych radov a pomo-
cou zakladnych poznatkov odvodit vlastnosti dalsich funkcii. Vychadzali sme prevazne
z publikicie [8]. V prvej casti sme uviedli zdkladné pojmy, ktoré by si mal pripadny
¢itatel osvojit, aby porozumel, odkial pochadzaji zname vlastnosti exponencidlnej
funkcie, logaritmickej funkcie a trigonometrickych funkcii. V poslednej kapitole praca
ponuka aj niekolko prikladov, ktoré mézu byt uzitoéné ako ukazka vyuZitia problema-
tiky mocninovych radov v praxi.

Prinosom pre autora bolo najmi osvojenie si vedomosti znamych z predchadzajicich
rokov Studia, ale taktiez nadobudnutie novych poznatkov a lepSie pochopenie vlastnosti
uvedenych funkcii, ktoré sa v praxi ¢asto vyuZivaju, ale asi len méalo Tudi vie, ze sa daja
dokazat prave pomocou mocninovych radov.

U7 v tivode sme zdoraznili, Ze mocninové rady s velmi vhodnym néstrojom pre mnohé
dalgie vedy. Maju vSak aj svoje uskalia. Pripady, Ze sa s radmi tazko pracuje, v praxi
nie su vobec ojedinelé - existuja funkcie, ktorych rozvoj do radu je velmi tazké najst,
pripadne konverguji na velmi malej mnozine. O nevyhodach a odchylkach vznikajicich

pouzivanim radov hovori napriklad ¢lanok [5].
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