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Abstrakt v statnom jazyku

NAZAREJOVA, Zaneta: Riemann - Stieltjesov integral |[Bakalarska préacal, Univerzita
Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,

Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;

Skolitel: RNDr. Lubica Kossaczka, CSc., Bratislava, 2014, 45 s.

Pracu rozdelujeme do $tyroch kapitol. Prvé tri si teoretické. V poslednej sa zame-
riavame na aplikaciu poznatkov, ktoré sme nadobudli, do praktickych riesenych prikla-
dov. Objektom skiimania nasej prace je Riemann-Stieltjesov integral, ktory je akymsi
zov8eobecnenim pojmu Riemannovho integralu. Pred citatela predostrieme zakladné
vlastnosti integralu, bez ktorych sa neda dalej pracovat. Ako doélezity poznatok vy-
svetlujeme pojem riemannovskej integrovatelnosti funkcii a zaoberame sa tym, kedy
su funkcie riemannovsky integrovatelné. Preto si predstavime dolezité vety spolu s
dokazmi. Predstavime si aj funkcie s ohrani¢enou variaciou, ktorymi nahradime mono-
tonne funkcie ktoré doposial pouZijeme. Po pochopeni tejto teérie by mal byt Citatel

schopny samostatne riesit priklady zo Stvrtej kapitoly.

Krlucové slova Integral, riemannovsky integrovatelné, funkcie ohranic¢enej variacie



Abstract

NAZAREJOVA, Zaneta: Riemann - Stieltjes integral [Bachelor thesis|, Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,

Department of Applied Mathematics and Statistics;

supervisor: RNDr. Lubica Kossaczka, CSc., Bratislava, 2014, 45 p.

Our bachelor thesis is divided into four chapters. First three of these are theoreti-
cal. In the last one, we focus on application of our new knowledge to solve problems.
The subject of our research will be the Riemann-Stieltjes integral, which is sort of
generalization of Riemann integral. We want to introduce the basic theory of the in-
tegral and it’s properties to a reader. As a very important fact we explain a concept of
Riemann-integrable functions and we observe, when functions are Riemann-integrable.
Thus, we present important theorems with proofs. We also present functions of boun-
ded variation which can replace monotonic functions used so far. After understanding

the theory, the reader should be able to solve problems in the fourth chapter.

Key words Integral, riemann-integrable, functions of bounded variation
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Uvod

V slovencine sa vyskytuje vela knih, ¢lankov, kapitol v knihach a informécii, ktoré
hovoria o integraloch. M6zeme sa dozvediet, ¢o je to integral, aké je jeho vyuzitie, kde
vSade sa s nim mozZeme stretnut, ako ho aplikovat do praxe alebo ¢o vSetko sa pomo-
cou neho da vyratat. AvsSak vicsina z tychto zdrojov, ak hovoria o integrali, hovoria o
Riemannovom integrali. Vysvetluji a objasnuju, kedy je funkcia riemannovsky integ-
rovatelna. Poskytuju nam nézorné priklady a poukazuju na vSemozné vyuZitie tohto
matematického zazraku. Menej zdrojov je vSak zameranych na Riemann — Stieltjesov

integral.

Cielom tejto prace bolo prehlbif si poznatky z teorie integralu z dostupnej lite-
rattiry, hlavne pomocou teorie a cvicenii z knihy Waltera Rudina-Principles of mathe-
matical analysis. Taktiez praca slazi na rozsirenie vedomosti o funkciach s ohrani¢enou
varidciou, ¢o suvisi s Riemann-Stieltjesovym integralom velmi tizko. V tychto knihach
je podrobne a do hibky vysvetlena tato problematika. Praca je zamerana predovset-
kym na Riemann — Stieltjesov integrél, ktory je akymsi zovSeobecnenim Riemannovho
integralu a ma SirSie vyuzitie. V Gvodnych strankach prace sa zaoberame teériou integ-
ralu vSeobecne, neskor si uvadzamé vety, ktoré nam pomozu este hlbsie pochopit tuto
teoriu a poslednd cast prace je zamerana na ratanie prikladov a ich aplikiciu v oblasti
integralneho poctu s vyuzitim aj teérie o vyssie spominanych funkciadch s ohrani¢enou

variaciou.

Je potrebné si uvedomit, ze u ¢itatela tejto prace predpokladdme znalosti zo
zakladov matematickej analyzy, ktoré su neuvadzame, ale st v praci vyuzivané bez

bliz§ieho vysvetlovania.



1 Definicia a existencia integralu

V tejto kapitole zadefinujeme pojem Riemannov integral a Riemann — Stieltjesov integ-
ral a vysvetlime rozdiel a vztah medzi nimi. Taktiez uvedieme s tym suvisiace doélezité

vety a tvrdenia spolu s dokazmi. To ndm bude nadpomocné v neskorsich kapitolach.

1.1 Zakladné pojmy

Definicia 1. (podla [6])
Mame dany interval [a,b]. Delenim & intervalu |a,b| nazyvame kone¢ni mnozinu bodov
g, L1, ..., Tn, kde

a=z<z;<..<z,=0b

Rozdiel dvoch susediacich bodov patriacich do tohto intervalu budeme oznacovat ako
Ax; a teda plati:

AJZi:Ii—J]i_l 22(1,2,77’L)

Definicia 2. (podla [1])

Majme M C R. Cislo s € M(i € M) budeme nazyvat suprémum(infimum) mnoZiny
M, ak st splnené nasledujice dve podmienky:

(H)VmeM:m<s (i<m)

(2)Ve>0 dmeM:m>s—e (m<i+e)

Jednoducho mézeme povedat, 7e suprémum je najmenSie mozné horné ohranicenie
mnoziny M a infimum je najvicSie mozné dolné ohranic¢enie mnoziny M. Oznacujeme

ich ako s = supM, v = infM.

Definicia 3. (podla [6])
Nasim hlavnym predpokladom bude, Ze f je ohrani¢end realna funkcia a je definovana

na intervale |a,b]. Kazdej ¢asti delenia & intervalu [a,b| pridelime hodnoty:
M; = supf(z) (v <z <ay)
m; =inff(zr) (v, <z <)

U2, f) =) MAx
=1



i=1
a nakoniec

—b
/ fdz =infU(2, f) (1)

| o =supt(.) 2)

kde infimum a suprémum sme vzali cez vietky delenia 2 nasho intervalu |a,b|. Cislo
U(2,f) sa nazyva horng integrdlny sicet funkcie f k deleniu Z a ¢islo L(Z,f) sa na-

zyva dolny integrdlny sucet funkcie f k deleniu 2.

Definicia 4. (podla [6])
Ak sa hodnota horného a dolného integralneho suc¢tu rovnaji, potom mozeme s istotou
tvrdit, ze funkcia je riemannouvsky integrovatelnd na intervale [a,b]. Ttto skuto¢nost

budeme oznadovat

fer

(t.j. znak R oznafuje mnozinu, ktord obsahuje v8etky Riemannovsky integrovatelné
funkcie).

Dalej budeme oznacovat spoloénii hodnotu (1) a (2) ako

/ ' fde 3

[ s 0

Toto nazyvame Reimannov integrdl na intervale [a,b].

alebo

Poznamka 1. (podla [6])

KedZe tato funkcia f je ohranicené, s istotou budu existovat dve ¢isla m a M také, ze
m< fle) <M (a<z<b)
Pre kazdé delenie & intervalu |a,b| plati:
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tak, ze ¢isla L(Z2, f) a U(Z, f) st krajnymi bodmi ohrani¢enej mnoziny. To zaroven
znamena, ze pre kazda ohrani¢enu funkciu f mozeme definovat horny a dolny integ-
ralny sacet. Pokial sa budeme pytat na ich rovnost, bude to viac citlivé. Preto sa teraz

radsej podme zaoberat vSeobecnou situaciou.

Definicia 5. (podla [6])
Nech « je monoténna rastica funkcia na intervale [a,b| (vzhTadom k tomu, 7ze a(a),a(b)
st kone¢né, « je ohrani¢end na intervalela,b]).Zodpovedajic kazdej ¢asti delenia & in-

tervalu [a,b| oznatujeme rozdiel dvoch funkénych hodnot funkcie o na intervale [a,bl:
Aa; = afz;) — ax;_q).

Jasne vidime, Ze Aqa; > 0, kedZe naSa funkcia « je monoténna rastiica. Vezmeme

Tubovolni funkciu f, ktora je ohrani¢ena na intervale |a,b| a piSeme:

U(2,f.a) =) MAa

L(@7 f7 Oé) = ZmiAai7
i=1

kde hodnoty M; a m; sme zadefinovali v Definicii 1. Definujeme
—b
[ saa=infu@.f.a) 9

b
/ fda = supL(2, f,a). (6)

Infimum a suprémum sme znova, ako predtym, vzali cez vSetky delenia & intervalu
[a,b]. Ak budi mat Tavé strany rovnic (5) a (6) rovnaké hodnoty, potom budeme zna¢it

ich spolo¢na hodnotu ako
fda (7)
alebo
f(z) da(z). (8)
Tento integral budeme nazyvat

Riemann-Stieltjesov integrdl alebo jednoducho (Stieltjesov integrdl) funkcie f, ktory sa

viaZe na funkciu « cez interval [a,b].

11



Poznamka 2. (podla [8] a [9])

Kto je to vlastne Riemann a kto Stieltjes?

Georg Friedrich Bernhard Riemann bol vplyvny nemecky matematik. Zil v rokoch
1826 az 1866. Prace, ktoré publikoval otvorili pristup k vyskumu analyzy kombinovane;j
s geometriou. Riemann boj jednym z najvacsich prispievatelov k realnej analyze. De-
finoval Riemannov integral pomocou Riemannovych siim. St zndme aj jeho prispevky
k analytickej teorii ¢isel. Jeho je teoria trigonometrickych radov (nie Fourierovych) a
tato teoria je zac¢iatkom vSeobecnej teorie funkcii. Publikoval velmi délezité prispevky
k modernej analytickej teorii ¢isel. Zaoberal sa Riemann zeta funkciou . Jednym z naj-
znamejsich dohadov o nej je Riemannova hypotéza. Dalsia z vyznamnych veci je aj
Riemannova metrika, kde sa zaoberal vy$simi dimenziami a opisu bodov v nich.
Thomas Joannes Stieltjes bol holandsky matematik zijici v rokoch 1856 az 1894.
Pracoval vo viacerych odvetviach analyzy. Zaoberal sa najmé retazovymi zlomkami a
teoriou ¢isel. M4 zasluhy aj pri teorii Hilbertovych priestorov. Venoval sa diferenciél-
nym rovniciam, divergentnym radom, interpolécii, gama funkcii. Prednésal analyticki
geometriu a deskriptivnu geometriu. Pocas svojho Zivota dostal za svoje prace ¢estny
doktorat a v roku 1889 bol menovany za profesora integralneho a diferencialneho poctu

na slavnej univerzite v Toulouse vo Franctzsku.

Poznamka 3. (podla [6])

Ak integral (7) existuje (t.j. (5) a (6) maja rovnaké hodnoty), mozeme povedat, ze f
je riemannovsky integrovatelna s ohladom na funkciu « a pisSemef € R(«). Ked za
a(x) dosadime z, (t.j. a(x) = z), potom Riemannov integral je Specidlnym typom
Riemann-Stieltjesovho integréalu.

Vo vSeobecnosti v podstate nepotrebujeme aby funkcia o bola spojita. Pri zapise in-
tegralu davame prednost (7) pred (8), pretoze pismeno x nam neprida ni¢ iné a nové na
obsahu integralu (7). Nie je dolezité, ktoré nami zvolené pismeno pouZijeme ako "pre-

mennt integrovania". Napriklad integral (8) je v skuto¢nosti to isté ako fab f(z)da(z),

12



iba s pouzitim inej premenne;j.
Integral teda zavisi od f, «, a,b ale nie je zavisly od premennej integrovania, ktori
mozeme spokojne vynechat.
Premennéa integrovania zohrava priam rovnaku tulohu ako indexy pouzité pri sumacii:

n n

e e

i=1 k=1
je presne to isté ako ¢; + co + ... + ¢,.
Nakoniec nam v8ak nemusi byt zbyto¢né, ak by sme premenni v integrovani pouzili.
Vo viacerych pripadoch to bude pre nis dokonca pohodInejsie.
V nasledujucich riadkoch budeme skiimat existenciu integralu (7). Samozrejme, f bu-
deme vzdy predpokladat redlnu a ohrani¢ent a o bude vzdy monotoénna, rastica na

intervale |a,b].

Definicia 6. (podla [1])
Hovorime, 7e P* je zjemnenim delenia 9 ak 2% O 2(t.j. ze kazdy deliaci bod delenia
9 je zaroven aj deliacim bodom delenia 2*). Vzhladom k dvom deleniam 2! a %?

hovorime Ze 2* je ich spolo¢nym zjemnenim ak 2* = 2' U 22,

1.2 Dolezité vety a tvrdenia

Veta 1. (podla [6])

Nech Z* je také delenie intervalu [a,b|, Ze je zjemnenim delenia 2 (ZC Z*). Potom:

L(@,f,a)gL(.@*,f,a) (9)

U(Z" f.a) <U(Z, f, ) (10)

Dokaz. Aby sme dokéazali (9) budeme najprv predpokladat, ze 2* bude obsahovat len
o jeden bod viac ako . Oznac¢me tento "jeden bod navySe" ako x* a predpokladajme

Ti1 < ¥ < x;, kde x;_1 a x; st dva po sebe idice body delenia Z. Zadefinujeme si

13



hodnoty
=inff(z) (i <z <am)
wy =inff(x) (2" <z <ux).
Z toho potom jednoznaéne vidime, ze wy > m; a we > m; kde (presne ako v riadkoch
vyssie),
=inff(z)(zia <z <13y).
Odtial méme
L(7", f,a) = (2, [,a
= wifa(z”) = a(zia)] + wala(w:) — ale”)] —mia(z;

= wa(z*) — wia(zi_1) + wea(z;) — wea(x*) — mua(z;) + mya(x;—q)

\_/\_/

— (1)

= wya(x*) —ma(z*) —wia(x;—1) +mia(z;_) Fwea(x;) —wea(x*) +mua(x*) —m;a(z;)
= (w1 —mj)[a(z”) — a(zi)] + (w2 — mi)[a(z;) — a(z”)] = 0
Analogicky dokaz uvadzame pre (10):

wy = supf(x) (v <z <zx¥)

wy = supf(z) (2" <x <)

Nepochybne wy < M; a we < M; kde (ako predtym),

M; = supf(z)(xio1 < x < ).
Odtial méame

U2, f,a) -UP", f,a) =

= Milo(z;) — owiy)] — wia(e”) — a(zia)] — welo(z;) — afz”)]

= M;a(z;) — Mia(z;q) — wia(x*) + wia(z;_1) — wear(x;) + wocr(z*)

= M;a(x*)— M;a(x;_1) —wia(x*) +wia(x;_q ) — Mia(z*)+ Ma(z;) —wao(z;) +waa(x*)
= (M; —w)[a(z") — af@i—1)] + (M; — wa)[a(z;) — af2™)] = 0

Ak 2% obsahuje o k bodov viac ako &, opakujeme tento postup k-krat a dospejeme k
(9) a (10). O

Veta 2. (podla [6])

Dolny integralny stucet je mensi nanajvys rovny hornému integralnemu sactu.

/bfda §7ifda

14



Doékaz. Majme Z* ako spolocné zjmenenie dvoch deleni 2y a %. Z vety 1 nam

priamo vyplyva ze:
LD, f,a) < L(Z", f,a) U2, f,a) <UD, f,«a)
Odtial je zrejmé, ze
L(-@mfaa)SU(@mfaa) (11)

Fixne si stanovime %, a suprémum vezmeme z celého delenia %;. Z toho nam automa-

ticky vyplyva, ze (11) déava nerovnicu
[ 140 < U@ f0) (12)
Z vety vyplyva vzatie infima cez vSetky delenia %;.

/fda <U(2s, f.0)

/fdoz =infU(D, f,a)
infU(Zs, f,a) < U(%s, f,a)

Veta 3. (podla [6])
Funkcia f € R(«) na intervale [a,b] prave vtedy a len vtedy, ak pre kazdé e > 0 existuje

delenie Z intervalu [a,b] takeé, Ze:

U(2, f.a)— L(2,f,a) < ¢ (13)

Dokaz. < Pre kazdé delenie & nam plati:

L(2, f,«) §/fda§/fd04§U(@,f,a).

Z toho vyplyvaju dalsie nerovnosti:

0§7fda—/fda<e
7fda—/fda,
15
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¢o znadi, ze f € R(a).
= Predpokladajme f € R(«a) a € > 0 je dané. Z toho vieme usidit, ze urcite existuju
delenia 2, a 9, také, ze

U(%, f. ) —/fda <¢/2 (14)

/fda C L, ) < €)2 (15)
Teraz si zvolime nejaké delenie & ako spolo¢né zjemnenie deleni 2, a Z,. Potom veta

1 spolo¢ne s nerovnostami (14) a (15) nam udava, ze
U2, f,a) <U(Dn, f,a) < /fda+e/2 <L(D, f,a) +e < L(Z, f,a) +e¢,

a tak potom (13) plati pre tito oblast Z.

Poznamka 4.(podla|6])
Veta 3 nam teda poskytuje postacujicu aj nutni podmienku pre integrovatelnost fun-
kcii. Predtym, ako tento déleZity poznatok aplikujeme do praxe, uvedieme niekolko

velmi délezitych faktov, ktoré s tym tuzko suvisia.

Veta 4. (podla [6])

(a) Ak nerovnost (13) plati pre nejaké delenie Z a nejaké €, potom (13) plati (s tym
istym €) pre kazdé jedno zjemnenie delenia 2.

(b) Ak nerovnost (13) plati pre 4 = zg,21,...,x, a ak s;,t; si Tubovolné body v

intervale [z;_1, ;] potom plati:

n

D

=1

Aa; < €.

f(si) — f(t:)

(c) Ak f € R(«) a zaroven Cast (b) plati, potom plati nerovnost:

n b
> ft) A —/ fda
=1 @

Dékaz. Veta 1 implikuje tvrdenie (a).

< €.

Za predpokladov, ktoré sme uviedli v ¢asti (b), obe funkéné hodnoty, f(s;) aj f(¢;) lezia

v intervale [m;, M;] a to tak, ze | f(s;) — f(t;)| < M; —m;. To nam implikuje nerovnost:

n

D

=1

f(si) = ft)|Aa; <U(Z, f,a) — L(D, f, ).

16



Dokazali sme ¢ast (b) Vety 4.

Evidentné nerovnosti

L(2, f,a) < Zf(t»m <U(Z,fa)

L2, f,a) < / fda < U2, f,0)

zjavne dokazuju cast (c) Vety 4. ]

Veta 5. (podla [6])
Ak funkcia f je spojitd na intervale [a,b], tak f € R(«) (je riemannovsky integrova-

telnd) na intervale [a,b].

Doékaz. Nech € > 0.

Zvolime si ¢islo n > 0 tak, aby ndm platilo:

[a(b) — a(a)].n < e.

Kedze f je rovnomerne spojita funkcia na intervale [a,b], existuje ¢ také, ze

@)= f1)| < (16)

ak = € [a,b], a |[x —t| < 6.
Ak 2 je nejaké delenie intervalu [a,b| také, ze Az, < 6 pre Vi, potom z (16)
vyplyva, Ze

M;—m;<n (i=1,2,...,n) (17)

a preto

n

U2, f,a)— L(2, f,a) = Z (M; — m;)Aa; <. Z Aa; = n.Ja(b) — ala)] <e.

i=1 i=1

Z Vety 3 nam teda vyplyva, 7e funkcia f je riemannovsky integrovatelna. O]
Veta 6. (podla [6])

Ak funkcia f je monotonna na intervale [a,b] a ak « je spojitad na tom istom intervale,

potom funkcia f je riemannovsky integrovatelné (samozrejme vzdy predpokladame ze

« je monoténna).

17



Dokaz. Majme € > 0. Pre kazdé kladné celé ¢islo n budeme mat také delenie, Ze

Aq; = M i=(1,2,..,n)

Toto mozeme tvrdit na zaklade toho,ze nasa funkcia je spojita. Predpokladajme teraz,

ze f je monotonna rastuca (v opa¢nom pripade by sme to dokazovali analogicky).

Potom
M; = f(z;)
m; = f(xi—1), i=(1,2,....,n)
tak, ze
0. 5,0)-1(2. 5,0) = "0 S () — i) = P 1) pa) <

l(e(b)~a(a) (f()=f(a)] n)

€

ak n je dost velké (teda takeé, ze . Z vety 3 nam teraz vyplyva

integrovatelnost funkcief. Funkcia f je riemannovsky integrovatelna. ]

Veta 7. (podla [6])
Nech funkcia f je ohranitena na intervale [a,b] a ma na tomto intervale konecne vela
bodov nespojitosti. Nech funkcia a je spojita vo vSetkych bodoch, v ktorych je funkcia

f nespojita. Potom plati, Ze funkcia f je riemannovsky integrovatelna (f € R(«)).

Dékaz. Majme € > 0. Polozme M = sup|f(z)|. B budeme povazovat za mnozinu
bodov nespojitosti funkcie f. Pretoze mnozina B je kone¢nd a funkcia « je spojita v
kazdom bode B, mozeme si dovolit pokryt B kone¢nym poctom disjunktnych intervalov
(uj,v;) C [a,b]. Pre intervaly plati, ze suma prislachajtcich rozdielov a(v;) —a(u;) < e.
Navyse si tieto intervaly mozeme zvolit tak, Ze kazdy bod B N [a, b] bude lezat presne
v strede niektorého z intervalov (u;, v;). Body, ktoré buda patrit do intervalu [a,b], ale
nebudi lezat v jednotlivych intervaloch (u;, v;), budeme nazyvat mnozinou K. Mnozina
K je kompaktna. Preto funkcia f je rovnomerne spojitd na mnozine K a 30 > 0 také,
ze:

|f(s) = f(t)| <€ ak s,teKa |st|<d.

Teraz k deleniam & intervalu [a,b], pridame vytvorime intervaly (u;,v;). Medzi tieto

intervaly pridame body y; tak, ze bude platit: |yZ — .%-1‘ <da (yi, Yi1) N (uj, vj) = ().
u; € 9, v € 9

18



Ak z;_; nie je nejakym z u; bodov, potom Az; < 4. Je potrebné si uvedomit tento
fakt: M; —m; < 2.M pre kazdé i a taktiez: M; —m; < e pokial z;_; je nejakym z v;.

Odtial, podobnym sposobom, ako v dokaze vety 5
U(97 f7 Oé) - L(-@7 f; 05) < [Oé(b) - Oé(a)].ﬁ + 2. Me.

Na zéaklade Tubovolnosti €, nAm veta 3 jasne ukazuje riemannovski integrovatelnost

funkcie f (f € R(«)). O
Poznamka 5. (podla [6])

Ak funkcie f a a maja spolo¢né body nespojitosti, potom funkcia f nemusi nutne byt

riemannovsky integrovatelna. V poslednej kapitole si to nazorne ukazeme v Priklade 3.

Veta 8. (podla [6])
Predpokladajme, 7e funkcia f je riemannovsky integrovatelna na intervale [a,b]. Dalej
m < f < M, 6 je spojita na intervale [m,M] a h(z) = 0(f(z)) na intervale [a,b]. Potom

funkcia h je riemannovsky integrovatelna (h € R(«)) na intervale |a,b).

Doékaz. Majme € > 0. Funkcia 0 je rovnomerne spojita na [m,M] a preto existuje § > 0
také,zed < ea ‘9(3)—9@)‘ < e ak|s—t| < das,t € |m, M| Funkcia f je riemannovsky

integrovatelna a preto mame delenie ¥ = xg, x4, ..., z,, intervalu [a,b] také, ze
U('@7f7a)_[’(‘@7f7a)<52' (18)

Hodnoty M; a m; budeme povazovat za rovnaké ako v Definicii 1 pre funkciu f a
M? a m} budid analogické c¢isla pre funkciu h.

)

Teraz si rozdelime ¢isla 1,2,...,n do dvoch tried:
1€ A, ak M, —m; < )

1€ B, ak Mz —m; 2 )
Pre i € A, z nasej volby 0 vidime M* —m; <e
Pre ¢ € B, z nasej volby 0 vidime M} — m! < 2K, K = sup|d(t)|, m <t < M. Z (18)

mame

0> A < (M; = my). Ay < (19)

ieB i€B
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ateda ) . pAa; <6.
Z toho vyplyva, ze
U(Z,h,a) = (2, h,a) = > (M —mf) + > (M —m)Aa; <
€A 1€B

< ela(b) — a(a)] + 2K0 < €[a(b) — a(a) + 2K].

Ked7ze € je Tubovolné, veta 3 implikuje, ze funkcia h je riemannovsky integrovatelna.

]

Poznamka 6. (podla [6])

Tato veta podnecuje otazku: Prave ktoré funkcie su riemannovsky integrovatelné?

20



2 Vlastnosti integralu

V tejto kapitole sformulujeme zakladné vlastnosti integralu a niektoré z nich aj doka-
zeme. Uvedieme taktiez, v ¢om spoc¢iva vyhoda Riemann-Stieltjesovho integralu oproti

jednoduchsiemu Riemannovmu integralu. Téato kapitola je spracovana podla [6, str.

128 az 133).

2.1 Formulacia vlastnosti

Veta 9.
Predpokladame funkciu « , ktora je rastiica a ohrani¢ené na intervale [a,b].
(a) Ak f1 € R(a) a fo € () na [a,b], potom

() f1+ f2 € R(e)
(ii)c.f € R(a) pre kazdu konstantu ¢

Gid) [* (fr + fo)da = [7 fida+ [0 foda
(iv)f; c.fda=c. fab f da pre kazdu konstantu ¢
(b) Akfi(z) < f2(x) nala,b] potom:

/ab fldag/abedoz

(c) Ak f € R(a) na [a,b] a ¢ je nejaky bod z intervalu [a,b], potom f€ R(«) na [a,c| a

[c,b] a
/acfdoz—l—/cb fda:/abfda

(d) Ak f € R(«) na [a,b] a ak |f(z)| < M na [a,b], potom

/ab fda

(e) Funkcie ay a ap st rasttice a ohrani¢ené na intervale [a,b].

()Ak f € R(ay) a f € R(ag), potom

/ab fd(a1+a2):/ab fdoz1+/ab Fdas

(ii))Ak f € R(a) a ¢ je kladna konStanta, potom f € R(ca) a

/ab fd(ca):c./ab fda

21
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Veta 10.
Ak f € R(a) a g € R(a) na [a,b], potom
(a) f.9 € R(a )

(b) If] € Ra 'f fda| < [ 1f]da

Dokaz. Ak vezmeme za 6(t) = ¢, veta 8 ukazuje, Ze 2 € R(a) ak f € R(a).

Rovnost 4fg = (f + g)*> — (f — g)* dopliiuje dokaz (a).

Ak vezmeme za 0(t) = |t|, veta 8 podobne ukazuje, ze |f| € R(«).

Zvolme ¢ = %1 tak, ze c. [ fda > 0.

Potom ‘ffda =c [ fda = [c.fda < [|f|de, kedze c.f < |f]. O

Definicia 6.
"UNIT STEP” funkcia(funkcia jednotkového kroku) je definovana ako

1) = 0 (prexz <0),
1

(pre x > 0),

Veta 11.

Ak a < s < b, s je ohrani¢ena na [a,b], f je spojitd v s, a a(z) = I(z — s), potom

/a ' fda = f(s)

Dokaz. Zoberme do uvahy delenia 2 = {zg, x1, 22,23}, kde

To=aaxr =S<xy<x3=>b Potom

U2, fa)=
= max f.(a(s) — a(a)) + max f(a(xz) — a(s)) + max f(a(b) — a(zs))

[a,s] [s2] [2,0]

= max f.(/ (5—5)—[(@—5))+maxf( (xg—s)—l(s—s))—l—maxf( (b—s)—I(za—9))

la,s] [s,22] [x2,b]
—r{laxf(O O)+I[naxf(1— )—l—?lal})cf(l— 1)
SCE
L(2, [, ) =
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= min f.(a(s) — a(a)) + min f(a(z2) — als)) + min f(a(b) — a(z2))

[a,s] [s,z2] [z2,b]

:minf.(l(s—s)—I(a—s))+m1nf( (xa—s)—I(s—s))+min f(I(b—5s) — I(xe — 5))

[avs] [S 12 [172 b
= r[mr]lf (0—-0)+ [mlnf(l —0) +[rn1af(1 -1)
a,s sa:z 2
= f(s) =
Vidime, ze U(Z, f,a) = My a L(Z, f,«) = my. KedZe funkcia f je spojita v bode s,
vidime, ze My a mqy obe konverguju k f(s) ako x5 — s. O
Veta 12.

Predpokladajme ¢, > 0 pre n = 1,2,3,....> > ¢, konverguje, {s,} je Tubovolna
postupnost jednotlivych bodov v intervale (a,b) a

o0

a(r) = cud(z = s,). (20)

n=1

Nech funkcia f je spojita na [a,b]. Potom

b 00
/ fda = Z Cn-f(5n) (21)

Dokaz. Vidime, ze plati: |c,|.|1(x — s,)| < c,.Preto podla kritéria Weierstrassa vieme,
ze rad konverguje prave vtedy, ak konverguje absolatne. Vidime taktiez, ze rad (20)
konverguje pre kazdé x. Stucet a(z) je monoténna funkcia a a(a) =0, «a(b) => c,.
Majme € > 0. Vyberieme si N také, ze

o0

Z c, < €.

n=N+1

Polozme oy (z) = 25:1 cnl(x — sp), ao(x) = Z?H cnl(x — sy).
Podla viet 9 a 11

b N
/ fday = ch-.f(si). (22)

Ukazeme, 7e as(b) — as(a) < €

az(b) — az(a) = ZZO:NJA - (b—s,) — ZZO:NJA cn-d(a—s,) = ZZO:NH Cn
Vieme, ze) " . cn < €. a teda as(b) — az(a) <€

/ab £ das

< M(ag(b) — as(a)) < Mg, (23)
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kde M = supcap|f(2)]. KedZe o = oy + g, z toho teda z (22) a z (23) vyplyva, Ze

N
‘/b fda—Zcif(si) < Me. (24)

Ak nechame n — oo, dostaneme (21). O

Veta 13.
Predpokladajme « rastiicu, monotéonnu a o € R na [a,b|. Nech funkcia f je ohrani¢ena

realna funkcia na [a,b]. Potom f € R(«a) prave vtedy, ked fa/ € R. V tom pripade

/a " fda = / " ) (@) da (25)

Dokaz. Majme e > 0. Teraz sa pokusime aplikovat vetu 3 na fa' : Mame delenie

9 = xg, 21, ..., T, intervalu |a,b| také, ze
U(Z,d)— L(2,d) < e (26)

Veta o strednej hodnote nam poskytuje hodnoty t; € [x;_ 1, z;] tak, ze
Aq; = o/ (t;)Ax; pre i=1,2,...,n

Ak s; € [x;_1, ], potom
D e/ (si) — o ()| Az < U(2,0) = L(2,d/) <e, (27)
podla (26) a vety 4b. Polozme

M = SUPxecla,b] ’f(l')|

Ked7ze

n

Z 81 AO&Z Zf 31 A$z

=1

z toho z (27) vyplyva, Ze

Zf 5)A x;

A.TZ Z f 31 sz

—Z f(s:).Ax;| |((t;) — <MZA£, ti) —a'(s;)] < M.e
Napiseme teda nerovnicu v tvare:
Zf A — Zf (si)(si)A x;| < Me (28)
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Plati

Z f(si)Aa; <U(2, f.o)+ Me

i=1
pre vietky volby s; € [x;_1, 2] také, ze U(Z, f,a) < U(Z, f.o/) + Me.
Rovnaky argument vedie od (30) k U(Z, f.o') < U(Z, f,a) + Me. Hoci

\U(D, f,a) —U(Z, f.a)| < Me (29)

Teraz zoberieme do uvahy, Ze (26) ostava pravdivé ak 2 je nahradené hociakym zjem-

nenim. Odtial (29) tiez zostava pravdivé. Dospeli sme k zaveru, Ze

'7 fda - 7 Flaol(x) d

Ale € je Tubovolné. Preto

< Me

7 fda = 7b f(2)o! (z) dz (30)

pre hociaku ohranicentu funkciu f. Analogicky by sme mohli dokazat podla (28) takisto

rovnost spodnych integralov, pretoze:

Zifda - Zif(x)o/(m)dm

7Zfda = 7Zf(x)a’(x)dx

Plati f € R(a) < iZfda = TZfda a takisto aj il;f(x)o/(x)d:c = TZf(x)o/(m)dx. Veta

je tym padom dokazana. O]
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3 Integrovatelnost a diferencovatelnost funkcii. Fun-
kcie s ohranicenou variaciou

V tvode tejto Casti si povieme nieco o integrovatelnosti a diferencovatelnosti realnych
funkecii. UkaZeme tiez, Ze integricia a diferenciacia st v ur¢itom zmysle inverzné opera-
cie. V druhej podkapitole si priblizime funkcie ohranic¢enej variacie a vysvetlime preco

st pre nas dolezité.

3.1 Integrovatelnost a diferencovatelnost

Definicia 7. (podla [1])
Nech S je otvorena mnozina a funkcia f : S — R. Ak bude platit Vo € S : F'(x) = f(z),

tak funkciu F' budeme nazyvat primitivnou funkciou k funkcii f.

Veta 15. (podla [6])
Nech f € R(a) na [ab]. Pre a < 2 < b polozme F(z) = [T f(t)dt. Potom F je
spojitd na [a,b]. Okrem toho, ak f je spojita v bode zy z intervau |a,b], potom F je

diferencovatelna v zg a F'(xq) = f(zo).

Dokaz. Kedze f € R, f je ohranicena. Predpokladajme ‘f(t)| < M prea<t<bh Ak

/: (), dt

Nech € > 0. Zvolime si § = <M Potom vidime, zZe ak |y —x| < 6, tak ’F(y) —F(x)’ <e.

a <x<y<b, potom:

|F(y) = Fa)| = < M(y — ).

Podla vety 9¢ a 9d

To dokazuje rovnomernu spojitost funkcie F.
Teraz predpokladajme, Ze f je spojitd v zg. Neche > 0, vyberieme 6 > 0 také, ze
|f(t)—f(x0)| <e€ ak|[t—xol <daa<t<b Odtial, ak zg—d < s <zg <t <axg+9§

aa<s<t<bmame podla vety 9d

HOZIO) o) =| 25 [ 00 = o] <
Z toho vyplyva, ze F'(xq) = f(zo). O
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Veta 16. (podla [3])
Nech f je riemannovsky integrovatelna na [a,b] (f € R) a Ze na (a,b) ma primitivnu
funkciu F' (t.j. je na (a,b) diferencovatelna tak, ze F' = f), pri¢om existuji kone¢né
limity
lim F(z) a lim F(z),

r—a+ T—b—

potom

/ f(z)dx = lim F(x)— lim F(x).

z—b— z—a+
Specialny pripad nastava, ak f € Ra,b] a F je primitivna funkcia k funkcii f na [a,b],
tak
b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
To sa nazyva (Newton-Leibnitzov vzorec).
Cislo
lim F(z) — lim F(x)

r—b— r—a+

b

budeme oznatovat symbolom [F(x)]%.

Doékaz. Nech € > 0. Vyberieme si nejaké delenie 9 = {zg,21,...,x,} intervalu |a,b]
také, 7ze U(Z, f,a) — L(Z2, f,a) < €. Veta o strednej hodnote nam poskytuje body
ti € [Ii_l,l’i] také, ze
F(x;) — F(zi-1) = f(t)Ax; pre i=1,2,....,n.
Teda
> f(t:)Az; = F(b) — F(a).
i=1

Teraz z vety 4c vyplyva, ze

b
F(b) - F(a) - / f(x),dz

KedZe to plati pre Ve > 0, dokaz je kompletny. m

<e.

Veta 17. (podla [1])
Nech [ je interval. Nech funkcie k funkcii f, g : I — R s diferencovatelné funkcie
na intervale I. Ak existuje primitivna funkcia k funkcii f.¢’, tak existuje aj primitivna

funkcia k funkcii f’.g a plati

/ F(@)g(@)dz = F().g(x) — / F(0)g ()
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Dokaz. Oznac¢me G primitivnu funkciu k funkeii f.¢'. Definujeme funkciu F' = f.g—G.

Funkcia F je diferencovatelna na intervale I a platia rovnosti

F'(z) = [f(2).9(x)] = G'(x) = ['(z).g(x) + f(2).g'(x) = f(2)g'(z) = ['(2).g(x)

Definicia 8. (podla [6])
Nech fi,...., fx st realne funkcie na [a,b] a nech f = (f1, fo, ...., fx) je zodpovedajiice
zobrazenie na |a,b| do R¥. Ak « rastie monoténne na [a,b|, hovorime, 7e f je Rieman-

novsky integrovatelna. To znaci, ze f; € R(a) pre @ = 1,2,..., k. Ak to je tento

/ab fdo = (/ flda,...,/ab fkd@).

Inymi slovami f da je bod v RF, ktorého j-ta stradnica je f] da. Vidime, 7e Casti (a),

pripad, definujeme

(c) a (e) vety 9 platia pre tieto vektorovo orientované integraly. Jednoducho apliku-
jeme skorSie vysledky na kazdej stiradnici. Rovnako st pravdivé aj vety 13, 15, 16. Pre

ilustraciu ponikame analogiu vety 16.

Veta 18. (podla [1])
Ak f a F zobrazujt interval |a,b| do ®* a ak zarovenr F' = f, potom plati

/ f(t)dt = F(b) - F(a)

Vetu 18 uvidzame bez doékazu.

Veta 19. (podla [6])
Ak f zobrazuje interval [a,b] do % a ak zarovein f € R(a) pre nejaki monoténnu

rasticu funckiu « na intervale [a,b|, potom ‘f‘ € R(a) a

/ab fda

Dokaz. Ak fi, fo, ..., fr st zlozkami f, potom

< / | da (31)

f] = (F2+ 2+ .+ )2 (32)

Podl'a vety 8 , kazda z funkcii f? patri do R(«). Odtial vieme, 7e do R(«) patri aj

ich sacet. Kedze 22 je spojita funkcia premennej z, vidime, Ze aj tato odmonicnova
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funkcia je spojita na intervale [0,M] pre kazdé redlne M. Keby sme aplikovali vetu 8
eSte raz , tak z (32) vidime, 7Ze |f| € R(«), Na to, aby sme dokazali (31), si zvolime
y = (y1,Y2, - Yn), kde y; = [ fjda. Z toho mame y = [ fdo a |y|* = Y y? =
Soyj. [ fide.

Podl'a Schwarzovej nerovnosti

Dyl < WlFO] (a <t <b); (33)

Teda Veta 9b implikuje
b <lol [ Iflde (34
Ak y =0, (31) je trividlna. Ak y # 0, delenie (34) vyrazom |y| nam da (31). O

3.2 Funkcie s ohrani¢enou variaciou

Doteraz sme v praci pouzivali iba monotonne funkcie . V tejto kapitole si to, ¢o sme za-
viedli v predchédzajtcich ¢astiach, rozsirime. Monotonne funkcie nahradime funkciami

s ohranic¢enou varidciou. Budeme sa zaoberat vektorovymi funkciami.

Definicia 9. (podla [7])
Mame funckiu h, ktora zobrazuje interval |a,b| do priestoru R¥ a delenie 2 = {xg, 21, ..., 2, }

intervalu [a,b|, pre ktoré plati: Ah; = h(x;) — h(x;_1). Definujeme
V(hia,b) =inf > |A(h;)|. (35)
i=1

Infimum je vzaté cez vSetky delenia intervalu [a,b].
V' (h;a,b) nazyvame totdlnou varidciou funkcie v na intervale [a,b]. Zjednodusene mo-
zeme pouZzit aj oznacenie V' (h). Funkcia v sa nazyva funkciou s ohranicenou varidciou

prave vtedy a len vtedy, ak plati: V(h;a,b) < 4oc.

Veta 20. (podla [7])
Polozme h = (f1, fa, ..., fx), ktoré zobrazuji interval |a,b| do R*. Funkcia h je funkciou
s ohranic¢enou varidciou na intervale [a,b] prave vtedy a len vtedy, ak kazda z vyssie

spomenutych funkeii f; je funkciou s ohrani¢enou varidciou na intervale [a,b]. Pre 1 <
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j < k plati:
k
V() <V(h) <Y V()
r=1

Dokaz. Pre hociaké delenie {xg, 1, ..., z,} intervalu |a,b|, plati:

| fi(x:) = fi(@ion)] < [h(@:) = h(zi) Z}fH — fol@io)]-

Ak uplatnime tieto nerovnosti pre ¢ = 1,2,...,n, a potom zoberieme poslednti horni

hranicu, dostavame sa ku koncu dokazu vety 20. [

Ukazky funkcii s ohrani¢enou variaciou(podla [7])
(a) Ak funkcia f je monotonna, tak je to aj funkcia s ohrani¢enou variaciou na intervale
[a,b] a plati V(f) = [£(b) — f(a)|.
(b) Ak k funkcii h existuje derivacia, ktora je ohranifena na intervale [a,b], potom
funkcia h je funkciou s ohrani¢enou variaciou.
(c) Funkcia f méze byt spojita a nemusi pri tom byt funkciou s ohrani¢enou variaciou.

Zadefinujeme si funkciu
r.sin®, (0 <x<2),

0, (x=0)
a vyberieme si delenie, ktoré bude obsahovat body

fx) =

2 2 2 2

0, , sy =y = 2.
2n—1 2n—3 5 3
. . m.(2k—1 . m.(2k+1
Teraz platipre k = 1,2, ... : | f(5= 1)—f(2k+21_1)| = |52 -sin( ( 5 ))—%%rl.sm( ( = | =
|5 sin(m.k + 2 )—msm(wk—i- I = l525-(— 1)""+1+2k+1 (— 1)“1]:2,62—_1—1—%“

Prisluchajiuca suma z (35) bude vyzerat takto:

(2+2)+(2+2)+ + ( 2 + & )+ 2 >1+1+1+ +1
33 5T "2n—=3 2n—-1" 2n—1"2 3 4 T n

Ak si zvolime dostato¢ne velké n, moze byt tento siucet [ubvolne velky, pretoze Z%
diverguje.

(d) Kedze |f(xz) — f(a)| < V(f) pre kazdé x na intervale [a,b], z toho jasne vidime, Ze
kazd4 funkcia s ohranifenou variaciou je ohranifend, pretoze |f(z)| < |f(z) — f(a)| +
(@] < 1f(@)] + V(f).

Medzi monoténnymi funkciami a funkciami s ohrani¢enou variaciou je tizke prepojenie.

Ale moézeme napriklad vidiet, Ze stucet alebo stcin dvoch monoténnych funkcii nemusi
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byt monoténna funkcia. Pri funkcidch s ohrani¢enou variaciou to vSak plati. V nasle-
dujicej vete si ukdzeme sivis monotonnych funkcii a funkcii s ohrani¢enou varidciou.

Predtym si vSak zadefinujeme délezité pojmy.

Definicia 10(podla|7])
Predpokladajme, 7e funkcia h na intervale |a,b| zobrazuje do R*, a h je funkciou ohra-

ni¢enej variacie. Definujeme potom
vp(x) =V(h;a,z) (a <z <D). (36)
Hovorime, ze funkcia vy, je funkciou s totalnou variaciou h; v, je monoténna rastiica

na intervale [a,b], a v,(a) = 0.

Veta 21(podla [7]) Predpokladajme, 7e funkcia h zobrazuje interval [a,b] do R¥ a
je to funkcia s ohranic¢enou variaciou.

(a) Ak a <z <y < b potom plati
V(h;a,y) = V(h;a,x) +V(h;2,y). (37)

(b)Ak funkcia h je spojita, potom je spojita aj funkcia vp,.

Dokaz. Ak x=a alebo y=x, (37) je trividlne, kedze V' (h;x,x) = 0. Predpokladajme

teraz a < x < y a nech € > 0. Existuje delenie {x : ¢} intervali [a,y| také, ze

un(y) —€ < Z i) = h(@ia)| < on(y). (38)

Ak x nieje z ; a pridame ho k deleniu {z;} dostaneme nové delenie pre ktoré ale stale
(38) plati. Prava strana (37) je teda dolnym ohrani¢enym stim, ktoré sa vyskytli v (38).
Kedze

un(y) — € < won(x) + V(b 2,y) < un(y);
a kedze € bolo 'ubovolné, (37) je dokdzané. Teraz budeme dokazovaf ¢ast (b). Vezmeme

do tvahy, Ze funkcia h je spojitd a ze a < y < b, a tiez

V(h;x,y) >0 (39)
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pre nejaké dané § a pre kazdé x € [a,y) (to by malo viest k sporu).Vezmeme =z = a v

(39) a vidime, Ze tu mame delenie {x;} intervalu [a,y| také, pre ktoré plati:

Z \h(x;) — h(zi_1)| > 6. (40)

Uvedomime si, 7e z, =y, x,_1 < y. Kedze funkcia h je spojita, mame bod a; taky, Ze
Tn_11 <y, arozdiel |h(y) —h(x,_1)| a |h(a1) — h(z,_1)| je taky maly ako potrebujeme,
takze (40) bude platit ak aj zamenime y za a;.

Veta 22(podla|7])
Ak h je redlna funkcia s ohranienou varidciou na intervale [a,b|, existuji monoténne

rastice funkcie p a ¢ na intervale [a,b], p(a) = q(a) = 0, také, ze plati:
h(x) = h(a) = p(x) — q(z) (a <z <Db) (41)

v(x) = ple) + q(e) (a <z <b) (42)

Hovorime, 7ze p a ¢ su kladna a zaporna variacia funkcie f. (41) ukazuje funkciu f ako
rozdiel dvoch monotonnych funkeii.

Vetu 22 uvadzame bez dékazu.

Poznamka 4(podla [7])
Pri integrovani sa zameriame radsej na funkcie ohrani¢enej variacie ako iba na mono-
tonne funkcie. Funkciu a si moézeme rozlozit na rozdiel dvoch rasticich funkcii. Vidime,
ze [ fda = [ fdB — [ fdvy je nezavisly od toho, aky rozklad « si zovlime. Funkcia f
bude spojitd a funkcia a bude ohranicenej variacie alebo f a « buda ohrani¢enej

varidcie a a bude spojita.
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4 RieSené priklady

Zadanie prikladu 1.

Nech funkcia a je rastica na intervale [a,b]. Nech a < xy < b, funkcia « je spojita v
bode xg a f(z9) = 0, ak = # xg. Dokazte, ze funkcia f je riemannovsky integorvatelna
(t.j. [ € R(a)) a dokazte, ze plati: [ fda = 0.

RieSenie

Zo spojitosti funkcie a: € > 0 a 0 je také, Ze plati: Ak |z —xo| < J, tak |a(z)—a(zg)| < e.
Teraz zoberieme do tivahy delenie intervalu |a,b| také, ze

a=ty <ty <..<thq <t, pre mn > 2a bude platit |t; —t;_ 1| < g. Bude tiez
existovat také ¢, pre ktoré plati: t;_; < xg < t;y1.

Potom mame pre hocijakia volbu ¢§, ¢, ..., t5 (&7 € [t;, tiy1])

[oo(ts) — a(ti)] + | f () [[etin) — a(t)] <

Zf(tj)-(a(tj) —a(tj1))| < |F(#)

< O-/(ti—s—l) — Oj(ti_1> <€

Z definicie Riemann-Stieltjesovho integralu vidime, ze f € R(a) a [ fda = 0.
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Zadanie prikladu 2.
Nech je dana funkcia f, pre ktoru plati f > 0, f je spojitd na intervale [a,b], a
fab f(z)dz = 0. Dokazte, ze f(xz) = 0 pre vSetky = € [a,b]. (Porovnajte to s Pri-
kladom 1).
RieSenie
Dokazujeme sporom.
Predpokladajme f(x¢) # 0, pre nejaké xy € [a,b], napr f(z9) > 0. KedZe f(x) je na
intervale [a,b] spojita funkcia a @ > 0, existuje 0 > 0 také, ze |f(x) — f(x)| < @
pre Vo € [a, b] také, ze |x — x| < 4.
Nech n = min(§, maz(xy — a,b — x¢)) tak, ze n > 0. Nech [ je interval [xg — 71, x|, ak
je obsiahnuty v intervale [a,b]; inak I = [z, 2o + 7].
Podl'a toho, ktory je to pripad, I C [a,b] a f(z) = f(xo) + (f(x) — f(x0)) > f(x0) —
|f(x) = f(wo)| > L5 pre vV € T.
Funkcie fi(x) a fo(x) definované ako

f(z), (prexel)

fi(z) =
0, (prex ¢ 1)
2| @ gD
0, (prex e I)

st obidve nezaporné, ohranicené a spojité vSade, okrem dvoch krajnych bodov inter-
valu I. Taktiez si preto obe Riemannovsky integrovatelné. Ked zoberieme do tvahy

Riemannove sumy, vidime, zZe :

To teda v kone¢nom dosledku ukazuje, ze

/ab f(z)dr = /ab f@)a+ /ab ha(e)de > 77-f<§0) -0,

¢o je v rozpore s predpokladom, ze fab f(z)dx = 0.
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Zadanie prikladu 3.
Definujeme si 3 funkcie 81, [2, f5 ako: f;(z) = 0ak x < 0,6;(x) =1ak x>0
pre j = 1,2,3; a 51(0) = 0,5,(0) = 1,53(0) = % Nech funkcia f je ohrani¢end na
intervale|-1,1].
(a) Dokazte, ze f € R(S:) prave vtedy a len vtedy, ak f(0+) = f(0) apotom [ fdf; =
f(0)
(b) Uvedte a dokazte podobné vysledky pre [,.
(c) Dokazte, ze f € R(Ps) prave vtedy a len vtedy, ak funkcia f je spojita v 0.
(d) Ak funkcia f je spojita v 0, dokazte, ze [ fdfy = [ fdB.= [ fdBs = f(0).
RieSenie
Nech ty < t; < ... < t, je nejaké delenie intervalu obsahujice nulu. Pridanim jedného
bodu k deleniu sa horny integralny sicet zmensi a dolny integralny sicet sa pridanim
bodu do delenia naopak zvacsi. Pri rozhodovani sa, ktora funkcia je integrovatelna a
ktora nie, mozeme predpokladat, ze O je jeden z deliacich bodov. Nech k je index, v

ktorom t; = 0. Mame horny a dolny Riemann-Stieltjesov integralny sucet:

> Mi(B(t) = B(tia)), G=1,2,3
=1

> ma(Bi(t) = Biti-)), j=1,2,3

M1+ My, ME—1+my
2 & 2 ’

si v poradi pre j =1 My amy, pre j =2 Myp_yamy_1,prej =3
(a) Kedze my, < f(z) < My, tak pre 0 < x < tx11 v prvom pripade, mnozina hornych
a dolnych integralnych sactov obsahuje prvky, ktoré st hociako blizko k sebe navzajom
prave vtedy a len vtedy, ak pre kazdé € > 0 existuje delenie s My — my < €.

< Ak také delenie existuje, tak nech 6 = 1. Potom mame |f(x)—f(0)| < Mr—my < €
pre 0 < z < ¢, odtial lim,_,o. f(0).

= Ak lim, o4 f(0), potom pre hociaké € nech 6 > 0 je také, ze |f(x) — f(0)] < ¢ ak
0 < x <6 anech Z je delenie s t, = 0, tr1 < 0. Teraz jasne vidime, Ze horné a
dolné integralne sucty sa odlisuja od f(0) iba menej ako €, t.j. [ fdB = f(0).

(b) f € R(B2) prave vtedy a len vtedy, ak lim, ,o_ f(x) = f(0) a ak tato podmienka
plati, tak potom [ fdB, = f(0). Dokaz je identicky ako v pripade (a), iba + vymenime

Za - .

35



(c) V tretom pripade sa horny a dolny integralny stucet lisia o (M’“fm’“)ﬂ]zw’“*l*m’“*l).

= Nech f je integrovatelna a teda nech existuje Tubovolné ¢ > 0 a existuje de-
lenie 7 obsahujtce 0, s t, = 0, také, Ze plati U(f, %) — L(f,%) < §. Oznacime

d = min(tg_1, —tg_1). Potom pre —§ < z < § plati:

€ €
|f(l’)—f<0)| S max {Mk — mg, Mk—l — mk_l} S Mk—Mk+Mk_1—mk_1 < 54‘5 = €.

A teda f je spojita v 0.
< Naopak, nech f je spojita v 0. Teda k € > 0 existuje § > 0 také, 7e: x| < § =

|f(xz) — f(0)| < e. Nech delenie Z obsahuje 0 (t;, = 0). Teraz

+

= €

U(f,@)—L(f,@)’:‘Mk;mk M1 —mp_ :Mk—mk Mk_l_mk_lg

€
2 2 2 2 2
Teda f € R(fs).
Riesenie (d) je obsiahnuté v (a)-(c).
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Zadanie prikladu 4.
Nech f(z) = 0 pre vSetky iraciondlne x a f(x) = 1 pre v8etky racionalne x. Dokazte,
ze f ¢ R na intervale [a,b] pre nejaké a < b.
RieSenie
Kazdy horny integralny sicet je rovny vyrazu b—a a kazdy dolny integralny sicet
je rovny nule. Teda mnozina hornych a dolnych integralnych sic¢tov nemaji spolocni

hranicu.
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Zadanie prikladu 5.
Vypocitajte hodnotu integralu

[ wita 1) =

kde [x] je najvicsie celé ¢islo, ktoré neprekracuje z

RieSenie

(a) Integral f03 xd(z — [x]) si najprv rozdelime na 3 ¢asti. Budeme postupne integrovat
na troch intervaloch.

[P xd(a — [2]) = [ zd(z — [2]) + [} zd(z — [2]) + [; ad(z — [2])

(i) [0,1]

Hladame hodnotu fol xd(z — [7]).

Cela ¢ast ¢isel vnutri intervalu [0,1] je rovna nule, teda prislusny integral vyzera takto:
) ad(z — [2]) = [} 2d(z — 0) = [} zdz = [Z]} = L (ii) [1,2]

Hladame hodnotu ff xzd(z — [x]) Zvolime si delenie 2, intervalu [1,2] takto: 2, =
(1, 1+ %, 1+ %, 1+ %, ...,2). Prislusny horny integralny sacet tohto delenia bude vy-
zerat takto: U(f, Z1,a)[1,2] = ff zd(z —[2]) = 2 p_ A+ 5) A, Y0, (1+5).1 =
T4+ L 50 k=14 520 g L L (002

(ii) [2,3]

Hladame hodnotu f; xzd(x — [z]) Zvolime si delenieZ, intervalu [2,3]. Z, = (2 +
%,2 + %, ..,3). Prislusny horny integralny sucet tohto delenia bude vyzerat takto:
U(f, Do) =305, (2+ %).Aak =21 (24 %)% - 1+n_12' D k= 2+#'% -
2+}=1

Kone¢ny vysledok teda bude:

/ngd(x—[x]):/led(x—[x])+/12xd(a:—[:c])+/::cd(a:—[3:}):%+g+§:g_
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Zadanie prikladu 6.
Vypocitajte kladnii, zapornt a totalnu variaciu tychto funkeit:
(a) f(z) =322 — 223 (—2<1x<2)
(b) f(z) =[z] -2z (0<z<2)
RieSenie
(a) h(z) = 32 — 223, W (z) = 6z — 62 = 62(1 — x)
Funkcia je na intervale [0,1] rastiica a na intervaloch [-2,0], [1,2] je klesajuca.
Najprv spocitame totalne varidcie na jednotlivych intervaloch.
(i) x € [-2,0] wp(x) =V (h;=2,2) =V (h;—=2,-2)+V(h; =2,2) = 0+h(=2)—h(z) =
h(—2) — h(z) = 28 — 3% + 223
(i) z € [0,1] wp(z) = V(h;—2,2) = V(h; =2,0) + V(h;0,2) = 28 + h(z) — h(0) =
h(—2) + h(x) = 28 + 32% — 223
(iii) x € [1,2] wp(z) = V(h;=2,2) = V(h;=2,1) + V(h;1,2) = 29+ h(1) — h(z) =
29+ 1 — h(x) = 30 — 3% + 223
Teda totalne varidcie vyzeraju takto:
vp(z) =28 — 32 +22° 7z € (-2,0)
=28 +32* —22° x€(0,1)
=30 - 322 +22° 1€ (1,2)
Teraz spoc¢itame kladnt a zapornt variaciu funkcie h(z) = 32% — 223, Podla vety 22
vieme, Ze plati: h(z) — h(a) = p(z) — q(x) a vy(z) = p(z) + q(x), kde p(z) je kladna
varidcia a g(x) je zaporna varidcia funkcie. RieSime sistavu tychto hore uvedenych
dvoch rovnic:
Po ich s¢itani dostavame: 2p(z) = vy (x) + h(z) — h(—2) = vy(x) + 32% — 22° — 28 =
plx) = th(m) + 322 — 2% — 14
Teda kladna varidcia bude vyzerat takto:
p(x) =0 z€(-2,0)
=322 —22° € (0,1

=1 z€(1,2)

Po od¢itani vy$sie uvedenych rovnic (analogicky ako pri pocitani kladnej variacie)
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dostavame:

M—§x2+x3+14.

2¢(x) = v () +h(—2) — h(z) = v () +28 = 32° +22° = q(v) = 5 5

Teda zaporna variacia bude vyzerat takto:

q(z) =28 — 32> +22° x € (-2,0)

=28 x€(0,1)

=29 32" +22° x€(1,2)
(b) h(z) = = — [2]
Funkcia je rastica na intervaloch [0,1] aj [1,2].
Znova najprv spocitame totalne variacie naSej funkcie na jednotlivych intervaloch.
(i) z €[0,1] wvip(z) =V (h;0,2) =V (h;0,0)+V(h;0,2) =0+ f(z)— f(0) =2—0=2z
(i) x € [1,2] wvip(z) =V (h;0,2) =V (h;0,1)+V(h;1,2) = 14+ f(z)— f(1) = 1+2—][z]

Teda Totalne variacie vyzeraju takto:

vp(z) =z xz€(0,1)
=1l+z—[z] z€(1,2)
Analogicky ako v (a) spoc¢itame kladni a zaporna variaciu.
2p(z) = vy () + h(z) — h(a) = vi(z) + = — [2] — 0 = p(x) = 2 +
2q(x) = vi(w) + f(a) = f(x) = vn(2) + 0 =z + [a] = g(z) = 2 —

Kladné variacie buda yvzerat takto:

pe) = ze )
:%—i-a:— ] z€(1,2)
Zéaporné variacie budu vyzerat takto:
q(z) = % z € (0,1)
_ 1 x € (1,2)
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Zaver

V naSej bakalarskej praci sme sa zamerali najprv na podrobné opisanie teoérie integralu.
Na zaciatku sme si zadefinovali zadkladné pojmy, bez ktorych by sme sa nevedeli za-
obist pri dalgom pisani. Citatel sa mohol dozvediet, ¢o je to Riemannov, resp. Riemann-
Stieltjesov integral aké su jeho zakladné vlastnosti a vyuzitelnost. Praca bola zmerana
na Riemann — Stieltjesov integral. Riemann - Stieltjesov integral je vSeobecnejsi pripad
Riemannovho integralu alebo lepSie sa vyjadrime, ak povieme, Ze Riemannov integral
je podmnozinou Riemann-Stieltjesovho integralu. Hlavnym prinosom préace bolo pre-
dovietkym spracovanie prehladu teorie a hlbgie pochopenie integralneho poc¢tu. Uzitok
videla autorka najmé v tom, Ze sa dozvedela informéacie, ktoré neboli obsiahnuté v
povinnych stanovich pocas doterajsieho studia. Snazila sa taktiez o priblizenie tychto
poznatkov aj ¢itatelovi, ktory si chce rozsirit svoje obzory v tejto oblasti. Na konci
prace bol doraz polozeny na ratanie prikladov a priblizenie tejto problematiky a jej

uplatneni v praxi pre SirS§iu matematciku verejnost.
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