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Abstrakt v ²tátnom jazyku

NAZAREJOVÁ, �aneta: Riemann - Stieltjesov integrál [Bakalárska práca], Univerzita

Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,

Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky;

²kolite©: RNDr. �ubica Kossaczká, CSc., Bratislava, 2014, 45 s.

Prácu rozde©ujeme do ²tyroch kapitol. Prvé tri sú teoretické. V poslednej sa zame-

riavame na aplikáciu poznatkov, ktoré sme nadobudli, do praktických rie²ených príkla-

dov. Objektom skúmania na²ej práce je Riemann-Stieltjesov integrál, ktorý je akýmsi

zov²eobecnením pojmu Riemannovho integrálu. Pred £itate©a predostrieme základné

vlastnosti integrálu, bez ktorých sa nedá ¤alej pracova´. Ako dôleºitý poznatok vy-

svet©ujeme pojem riemannovskej integrovate©nosti funkcií a zaoberáme sa tým, kedy

sú funkcie riemannovsky integrovate©né. Preto si predstavíme dôleºité vety spolu s

dôkazmi. Predstavíme si aj funkcie s ohrani£enou variáciou, ktorými nahradíme mono-

tónne funkcie ktoré doposia© pouºijeme. Po pochopení tejto teórie by mal by´ £itate©

schopný samostatne rie²i´ príklady zo ²tvrtej kapitoly.

K©ú£ové slová Integrál, riemannovsky integrovate©ná, funkcie ohrani£enej variácie



Abstract

NAZAREJOVÁ, �aneta: Riemann - Stieltjes integral [Bachelor thesis], Comenius Uni-

versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,

Department of Applied Mathematics and Statistics;

supervisor: RNDr. �ubica Kossaczká, CSc., Bratislava, 2014, 45 p.

Our bachelor thesis is divided into four chapters. First three of these are theoreti-

cal. In the last one, we focus on application of our new knowledge to solve problems.

The subject of our research will be the Riemann-Stieltjes integral, which is sort of

generalization of Riemann integral. We want to introduce the basic theory of the in-

tegral and it's properties to a reader. As a very important fact we explain a concept of

Riemann-integrable functions and we observe, when functions are Riemann-integrable.

Thus, we present important theorems with proofs. We also present functions of boun-

ded variation which can replace monotonic functions used so far. After understanding

the theory, the reader should be able to solve problems in the fourth chapter.

Key words Integral, riemann-integrable, functions of bounded variation



Obsah

Úvod 8

1 De�nícia a existencia integrálu 9

1.1 Základné pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Dôleºité vety a tvrdenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Vlastnosti integrálu 21

2.1 Formulácia vlastností . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 Integrovate©nos´ a diferencovate©nos´ funkcií. Funkcie s ohrani£enou

variáciou 26

3.1 Integrovate©nos´ a diferencovate©nos´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2 Funkcie s ohrani£enou variáciou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 Rie²ené príklady 33

Záver 41

Zoznam pouºitej literatúry 42

7



Úvod

V sloven£ine sa vyskytuje ve©a kníh, £lánkov, kapitol v knihách a informácií, ktoré

hovoria o integráloch. Môºeme sa dozvedie´, £o je to integrál, aké je jeho vyuºitie, kde

v²ade sa s ním môºeme stretnú´, ako ho aplikova´ do praxe alebo £o v²etko sa pomo-

cou neho dá vyráta´. Av²ak vä£²ina z týchto zdrojov, ak hovoria o integráli, hovoria o

Riemannovom integráli. Vysvet©ujú a objas¬ujú, kedy je funkcia riemannovsky integ-

rovate©ná. Poskytujú nám názorné príklady a poukazujú na v²emoºné vyuºitie tohto

matematického zázraku. Menej zdrojov je v²ak zameraných na Riemann � Stieltjesov

integrál.

Cie©om tejto práce bolo preh¨bi´ si poznatky z teórie integrálu z dostupnej lite-

ratúry, hlavne pomocou teórie a cvi£enií z knihy Waltera Rudina-Principles of mathe-

matical analysis. Taktieº práca slúºi na roz²írenie vedomostí o funkciách s ohrani£enou

variáciou, £o súvisí s Riemann-Stieltjesovym integrálom ve©mi úzko. V týchto knihách

je podrobne a do h¨bky vysvetlená táto problematika. Práca je zameraná predov²et-

kým na Riemann � Stieltjesov integrál, ktorý je akýmsi zov²eobecnením Riemannovho

integrálu a má ²ir²ie vyuºitie. V úvodných stránkach práce sa zaoberáme teóriou integ-

rálu v²eobecne, neskôr si uvádzamé vety, ktoré nám pomôºu e²te hlb²ie pochopi´ túto

teóriu a posledná £as´ práce je zameraná na rátanie príkladov a ich aplikáciu v oblasti

integrálneho po£tu s vyuºitím aj teórie o vy²²ie spomínaných funkciách s ohrani£enou

variáciou.

Je potrebné si uvedomi´, ºe u £itate©a tejto práce predpokladáme znalosti zo

základov matematickej analýzy, ktoré su neuvádzame, ale sú v práci vyuºívané bez

bliº²ieho vysvet©ovania.
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1 De�nícia a existencia integrálu

V tejto kapitole zade�nujeme pojem Riemannov integrál a Riemann � Stieltjesov integ-

rál a vysvetlíme rozdiel a vz´ah medzi nimi. Taktieº uvedieme s tým súvisiace dôleºité

vety a tvrdenia spolu s dôkazmi. To nám bude nápomocné v neskor²ích kapitolách.

1.1 Základné pojmy

De�nícia 1. (pod©a [6])

Máme daný interval [a,b]. Delením D intervalu [a,b] nazývame kone£nú mnoºinu bodov

x0, x1, ..., xn, kde

a = x0 ≤ x1 ≤ ... ≤ xn = b

Rozdiel dvoch susediacich bodov patriacich do tohto intervalu budeme ozna£ova´ ako

∆xi a teda platí:

∆xi = xi − xi−1 i = (1, 2, ..., n).

De�nícia 2. (pod©a [1])

Majme M ⊂ R. �íslo s ∈ M(i ∈ M) budeme nazýva´ suprémum(in�mum) mnoºiny

M, ak sú splnené nasledujúce dve podmienky:

(1)∀m ∈M : m ≤ s (i ≤ m)

(2)∀ε > 0 ∃m ∈M : m ≥ s− ε (m ≤ i+ ε)

Jednoducho môºeme poveda´, ºe suprémum je najmen²ie moºné horné ohrani£enie

mnoºiny M a in�mum je najvä£²ie moºné dolné ohrani£enie mnoºiny M. Ozna£ujeme

ich ako s = supM, i = infM.

De�nícia 3. (pod©a [6])

Na²im hlavným predpokladom bude, ºe f je ohrani£ená reálna funkcia a je de�novaná

na intervale [a,b]. Kaºdej £asti delenia D intervalu [a,b] pridelíme hodnoty:

Mi = supf(x) (xi−1 ≤ x ≤ xi)

mi = inff(x) (xi−1 ≤ x ≤ xi)

U(D , f) =
n∑
i=1

Mi∆xi
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L(D , f) =
n∑
i=1

mi∆xi

a nakoniec ∫ b

a

fdx = infU(D , f) (1)∫ b

a

fdx = supL(D , f) (2)

kde in�mum a suprémum sme vzali cez v²etky delenia D ná²ho intervalu [a,b]. �íslo

U(D ,f) sa nazýva horný integrálny sú£et funkcie f k deleniu D a £íslo L(D ,f) sa na-

zýva dolný integrálny sú£et funkcie f k deleniu D .

De�nícia 4. (pod©a [6])

Ak sa hodnota horného a dolného integrálneho sú£tu rovnajú, potom môºeme s istotou

tvrdi´, ºe funkcia je riemannovsky integrovate©ná na intervale [a,b]. Túto skuto£nos´

budeme ozna£ova´

f ∈ <

(t.j. znak < ozna£uje mnoºinu, ktorá obsahuje v²etky Riemannovsky integrovate©né

funkcie).

�alej budeme ozna£ova´ spolo£nú hodnotu (1) a (2) ako∫ b

a

fdx (3)

alebo ∫ b

a

f(x)dx. (4)

Toto nazývame Reimannov integrál na intervale [a,b].

Poznámka 1. (pod©a [6])

Ke¤ºe táto funkcia f je ohrani£ená, s istotou budú existova´ dve £ísla m a M také, ºe

m ≤ f(x) ≤M (a ≤ x ≤ b)

Pre kaºdé delenie D intervalu [a,b] platí:

m.(b− a) ≤ L(D , f) ≤ U(D , f) ≤M.(b− a)
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tak, ºe £ísla L(D , f) a U(D , f) sú krajnými bodmi ohrani£enej mnoºiny. To zárove¬

znamená, ºe pre kaºdú ohrani£enú funkciu f môºeme de�nova´ horný a dolný integ-

rálny sú£et. Pokia© sa budeme pýta´ na ich rovnos´, bude to viac citlivé. Preto sa teraz

rad²ej po¤me zaobera´ v²eobecnou situáciou.

De�nícia 5. (pod©a [6])

Nech α je monotónna rastúca funkcia na intervale [a,b] (vzh©adom k tomu, ºe α(a),α(b)

sú kone£né, α je ohrani£ená na intervale[a,b]).Zodpovedajúc kaºdej £asti delenia D in-

tervalu [a,b] ozna£ujeme rozdiel dvoch funk£ných hodnôt funkcie α na intervale [a,b]:

∆αi = α(xi)− α(xi−1).

Jasne vidíme, ºe ∆αi ≥ 0, ke¤ºe na²a funkcia α je monotónna rastúca. Vezmeme

©ubovo©nú funkciu f, ktorá je ohrani£ená na intervale [a,b] a pí²eme:

U(D , f, α) =
n∑
i=1

Mi∆αi

L(D , f, α) =
n∑
i=1

mi∆αi,

kde hodnoty Mi a mi sme zade�novali v De�nícii 1. De�nujeme∫ b

a

fdα = infU(D , f, α) (5)

∫ b

a

fdα = supL(D , f, α). (6)

In�mum a suprémum sme znova, ako predtým, vzali cez v²etky delenia D intervalu

[a,b]. Ak budú ma´ ©avé strany rovníc (5) a (6) rovnaké hodnoty, potom budeme zna£i´

ich spolo£nú hodnotu ako ∫ b

a

fdα (7)

alebo ∫ b

a

f(x) dα(x). (8)

Tento integrál budeme nazýva´

Riemann-Stieltjesov integrál alebo jednoducho (Stieltjesov integrál) funkcie f , ktorý sa

viaºe na funkciu α cez interval [a,b].
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Poznámka 2. (pod©a [8] a [9])

Kto je to vlastne Riemann a kto Stieltjes?

Georg Friedrich Bernhard Riemann bol vplyvný nemecký matematik. �il v rokoch

1826 aº 1866. Práce, ktoré publikoval otvorili prístup k výskumu analýzy kombinovanej

s geometriou. Riemann boj jedným z najvä£²ích prispievate©ov k reálnej analýze. De-

�noval Riemannov integrál pomocou Riemannovych súm. Sú známe aj jeho príspevky

k analytickej teórii £ísel. Jeho je teória trigonometrických radov (nie Fourierových) a

táto teória je za£iatkom v²eobecnej teórie funkcií. Publikoval ve©mi dôleºité príspevky

k modernej analytickej teórii £ísel. Zaoberal sa Riemann zeta funkciou . Jedným z naj-

známej²ích dohadov o nej je Riemannova hypotéza. �al²ia z významných vecí je aj

Riemannova metrika, kde sa zaoberal vy²²ími dimenziami a opisu bodov v nich.

Thomas Joannes Stieltjes bol holandský matematik ºijúci v rokoch 1856 aº 1894.

Pracoval vo viacerých odvetviach analýzy. Zaoberal sa najmä re´azovými zlomkami a

teóriou £ísel. Má zásluhy aj pri teórii Hilbertových priestorov. Venoval sa diferenciál-

nym rovniciam, divergentným radom, interpolácii, gama funkcii. Predná²al analytickú

geometriu a deskriptívnu geometriu. Po£as svojho ºivota dostal za svoje práce £estný

doktorát a v roku 1889 bol menovaný za profesora integrálneho a diferenciálneho po£tu

na slávnej univerzite v Toulouse vo Francúzsku.

Poznámka 3. (pod©a [6])

Ak integrál (7) existuje (t.j. (5) a (6) majú rovnaké hodnoty), môºeme poveda´, ºe f

je riemannovsky integrovate©ná s oh©adom na funkciu α a pí²emef ∈ <(α). Ke¤ za

α(x) dosadíme x, (t.j. α(x) = x), potom Riemannov integrál je ²peciálnym typom

Riemann-Stieltjesovho integrálu.

Vo v²eobecnosti v podstate nepotrebujeme aby funkcia α bola spojitá. Pri zápise in-

tegrálu dávame prednos´ (7) pred (8), pretoºe písmeno x nám nepridá ni£ iné a nové na

obsahu integrálu (7). Nie je dôleºité, ktoré nami zvolené písmeno pouºijeme ako "pre-

mennú integrovania". Napríklad integrál (8) je v skuto£nosti to isté ako
∫ b
a
f(z)dα(z),
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iba s pouºitím inej premennej.

Integrál teda závisí od f, α, a,b ale nie je závislý od premennej integrovania, ktorú

môºeme spokojne vynecha´.

Premenná integrovania zohráva priam rovnakú úlohu ako indexy pouºité pri sumácii:

n∑
i=1

ci,

n∑
k=1

ck

je presne to isté ako c1 + c2 + ...+ cn.

Nakoniec nám v²ak nemusí by´ zbyto£né, ak by sme premennú v integrovaní pouºili.

Vo viacerých prípadoch to bude pre nás dokonca pohodlnej²ie.

V nasledujúcich riadkoch budeme skúma´ existenciu integrálu (7). Samozrejme, f bu-

deme vºdy predpoklada´ reálnu a ohrani£enú a α bude vºdy monotónna, rastúca na

intervale [a,b].

De�nícia 6. (pod©a [1])

Hovoríme, ºe P ∗ je zjemnením delenia D ak D∗ ⊃ D(t.j. ºe kaºdý deliaci bod delenia

D je zárove¬ aj deliacim bodom delenia D∗). Vzh©adom k dvom deleniam D1 a D2

hovoríme ºe D∗ je ich spolo£ným zjemnením ak D∗ = D1 ∪D2.

1.2 Dôleºité vety a tvrdenia

Veta 1. (pod©a [6])

Nech D∗ je také delenie intervalu [a,b], ºe je zjemnením delenia D (D⊂ D∗). Potom:

L(D , f, α) ≤ L(D∗, f, α) (9)

a

U(D∗, f, α) ≤ U(D , f, α) (10)

Dôkaz. Aby sme dokázali (9) budeme najprv predpoklada´, ºe D∗ bude obsahova´ len

o jeden bod viac ako D . Ozna£me tento "jeden bod navy²e" ako x∗ a predpokladajme

xi−1 < x∗ < xi, kde xi−1 a xi sú dva po sebe idúce body delenia D . Zade�nujeme si
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hodnoty

w1 = inff(x) (xi−1 ≤ x ≤ x∗)

w2 = inff(x) (x∗ ≤ x ≤ xi).

Z toho potom jednozna£ne vidíme, ºe w1 ≥ mi a w2 ≥ mi kde (presne ako v riadkoch

vy²²ie),

mi = inff(x)(xi−1 ≤ x ≤ xi).

Odtia© máme

L(D∗, f, α)− L(D , f, α) =

= w1[α(x∗)− α(xi−1)] + w2[α(xi)− α(x∗)]−mi[α(xi)− α(xi−1)]

= w1α(x∗)− w1α(xi−1) + w2α(xi)− w2α(x∗)−miα(xi) +miα(xi−1)

= w1α(x∗)−miα(x∗)−w1α(xi−1)+miα(xi−1)+w2α(xi)−w2α(x∗)+miα(x∗)−miα(xi)

= (w1 −mi)[α(x∗)− α(xi−1)] + (w2 −mi)[α(xi)− α(x∗)] ≥ 0

Analogický dôkaz uvádzame pre (10):

w1 = supf(x) (xi−1 ≤ x ≤ x∗)

w2 = supf(x) (x∗ ≤ x ≤ xi)

Nepochybne w1 ≤Mi a w2 ≤Mi kde (ako predtým),

Mi = supf(x)(xi−1 ≤ x ≤ xi).

Odtia© máme

U(D , f, α)− U(D∗, f, α) =

= Mi[α(xi)− α(xi−1)]− w1[α(x∗)− α(xi−1)]− w2[α(xi)− α(x∗)]

= Miα(xi)−Miα(xi−1)− w1α(x∗) + w1α(xi−1)− w2α(xi) + w2α(x∗)

= Miα(x∗)−Miα(xi−1)−w1α(x∗)+w1α(xi−1)−Miα(x∗)+Miα(xi)−w2α(xi)+w2α(x∗)

= (Mi − w1)[α(x∗)− α(xi−1)] + (Mi − w2)[α(xi)− α(x∗)] ≥ 0

Ak D∗ obsahuje o k bodov viac ako D , opakujeme tento postup k-krát a dospejeme k

(9) a (10).

Veta 2. (pod©a [6])

Dolný integrálny sú£et je men²í nanajvý² rovný hornému integrálnemu sú£tu.∫ b

a

fdα ≤
∫ b

a

fdα

14



Dôkaz. Majme D∗ ako spolo£né zjmenenie dvoch delení D1 a D2. Z vety 1 nám

priamo vyplýva ºe:

L(D1, f, α) ≤ L(D∗, f, α) ≤ U(D∗, f, α) ≤ U(D2, f, α)

Odtia© je zrejmé, ºe

L(D, f, α) ≤ U(D, f, α) (11)

Fixne si stanovíme D2 a suprémum vezmeme z celého delenia D1. Z toho nám automa-

ticky vyplýva, ºe (11) dáva nerovnicu∫
fdα ≤ U(D2, f, α) (12)

Z vety vyplýva vzatie in�ma cez v²etky delenia D2.∫
f dα ≤ U(D2, f, α)

∫
f dα = infU(D2, f, α)

infU(D2, f, α) ≤ U(D2, f, α)

Veta 3. (pod©a [6])

Funkcia f ∈ <(α) na intervale [a,b] práve vtedy a len vtedy, ak pre kaºdé ε > 0 existuje

delenie D intervalu [a,b] také, ºe:

U(D , f, α)− L(D , f, α) < ε (13)

Dôkaz. ⇐ Pre kaºdé delenie D nám platí:

L(D , f, α) ≤
∫
f dα ≤

∫
f dα ≤ U(D , f, α).

Z toho vyplývajú ¤al²ie nerovnosti:

0 ≤
∫
f dα−

∫
f dα < ε

a teda ∫
f dα =

∫
f dα,
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£o zna£í, ºe f ∈ <(α).

⇒ Predpokladajme f ∈ <(α) a ε > 0 je dané. Z toho vieme usúdi´, ºe ur£ite existujú

delenia D1 a D2 také, ºe

U(D2, f, α)−
∫
f dα < ε/2 (14)∫

f dα− L(D1, f, α) < ε/2 (15)

Teraz si zvolíme nejaké delenie D ako spolo£né zjemnenie delení D1 a D2. Potom veta

1 spolo£ne s nerovnos´ami (14) a (15) nám udáva, ºe

U(D , f, α) ≤ U(D2, f, α) <

∫
f dα + ε/2 < L(D1, f, α) + ε ≤ L(D , f, α) + ε,

a tak potom (13) platí pre túto oblas´ D .

Poznámka 4.(pod©a[6])

Veta 3 nám teda poskytuje posta£ujúcu aj nutnú podmienku pre integrovate©nos´ fun-

kcií. Predtým, ako tento dôleºitý poznatok aplikujeme do praxe, uvedieme nieko©ko

ve©mi dôleºitých faktov, ktoré s tým úzko súvisia.

Veta 4. (pod©a [6])

(a) Ak nerovnos´ (13) platí pre nejaké delenie D a nejaké ε, potom (13) platí (s tým

istým ε) pre kaºdé jedno zjemnenie delenia D .

(b) Ak nerovnos´ (13) platí pre D = x0, x1, ..., xn a ak si, ti sú ©ubovo©né body v

intervale [xi−1, xi] potom platí:
n∑
i=1

∣∣∣∣f(si)− f(ti)

∣∣∣∣∆αi < ε.

(c) Ak f ∈ <(α) a zárove¬ £as´ (b) platí, potom platí nerovnos´:∣∣∣∣ n∑
i=1

f(ti)∆αi −
∫ b

a

f dα

∣∣∣∣ < ε.

Dôkaz. Veta 1 implikuje tvrdenie (a).

Za predpokladov, ktoré sme uviedli v £asti (b), obe funk£né hodnoty, f(si) aj f(ti) leºia

v intervale [mi,Mi] a to tak, ºe
∣∣∣∣f(si)−f(ti)

∣∣∣∣ ≤Mi−mi. To nám implikuje nerovnos´:

n∑
i=1

∣∣∣∣f(si)− f(ti)

∣∣∣∣∆αi ≤ U(D , f, α)− L(D , f, α).
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Dokázali sme £as´ (b) Vety 4.

Evidentné nerovnosti

L(D , f, α) ≤
n∑
i=1

f(ti)∆αi ≤ U(D , f, α)

a

L(D , f, α) ≤
∫

f dα ≤ U(D , f, α)

zjavne dokazujú £as´ (c) Vety 4.

Veta 5. (pod©a [6])

Ak funkcia f je spojitá na intervale [a,b], tak f ∈ <(α) (je riemannovsky integrova-

te©ná) na intervale [a,b].

Dôkaz. Nech ε > 0.

Zvolíme si £íslo η > 0 tak, aby nám platilo:

[α(b)− α(a)].η < ε.

Ke¤ºe f je rovnomerne spojitá funkcia na intervale [a,b], existuje δ také, ºe∣∣∣f(x)− f(t)
∣∣∣ < η, (16)

ak x ∈ [a, b], a |x− t| < δ.

Ak D je nejaké delenie intervalu [a,b] také, ºe ∆xi < δ pre ∀i, potom z (16)

vyplýva, ºe

Mi −mi ≤ η (i = 1, 2, ..., n) (17)

a preto

U(D , f, α)− L(D , f, α) =
n∑
i=1

(Mi −mi)∆αi ≤ η.

n∑
i=1

∆αi = η.[α(b)− α(a)] < ε.

Z Vety 3 nám teda vyplýva, ºe funkcia f je riemannovsky integrovate©ná.

Veta 6. (pod©a [6])

Ak funkcia f je monotónna na intervale [a,b] a ak α je spojitá na tom istom intervale,

potom funkcia f je riemannovsky integrovate©ná (samozrejme vºdy predpokladáme ºe

α je monotónna).
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Dôkaz. Majme ε > 0. Pre kaºdé kladné celé £íslo n budeme ma´ také delenie, ºe

∆αi =
α(b)− α(a)

n
, i = (1, 2, ..., n)

Toto môºeme tvrdi´ na základe toho,ºe na²a funkcia je spojitá. Predpokladajme teraz,

ºe f je monotónna rastúca (v opa£nom prípade by sme to dokazovali analogicky).

Potom

Mi = f(xi)

mi = f(xi−1), i = (1, 2, ..., n)

tak, ºe

U(D , f, α)−L(D , f, α) =
α(b)− α(a)

n
.

n∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)] =
α(b)− α(a)

n
.[f(b)−f(a)] < ε

ak n je dos´ ve©ké (teda také, ºe |(α(b)−α(a)).(f(b)−f(a))|
ε

< n). Z vety 3 nám teraz vyplýva

integrovate©nos´ funkcief . Funkcia f je riemannovsky integrovate©ná.

Veta 7. (pod©a [6])

Nech funkcia f je ohrani£ená na intervale [a,b] a má na tomto intervale kone£ne ve©a

bodov nespojitosti. Nech funkcia α je spojitá vo v²etkých bodoch, v ktorých je funkcia

f nespojitá. Potom platí, ºe funkcia f je riemannovsky integrovate©ná (f ∈ <(α)).

Dôkaz. Majme ε > 0. Poloºme M = sup|f(x)|. B budeme povaºova´ za mnoºinu

bodov nespojitosti funkcie f. Pretoºe mnoºina B je kone£ná a funkcia α je spojitá v

kaºdom bode B, môºeme si dovoli´ pokry´ B kone£ným po£tom disjunktných intervalov

(uj, vj) ⊂ [a, b]. Pre intervaly platí, ºe suma prislúchajúcich rozdielov α(vj)−α(uj) < ε.

Navy²e si tieto intervaly môºeme zvoli´ tak, ºe kaºdý bod B ∩ [a, b] bude leºa´ presne

v strede niektorého z intervalov (uj, vj). Body, ktoré budú patri´ do intervalu [a,b], ale

nebudú leºa´ v jednotlivých intervaloch (uj, vj), budeme nazýva´ mnoºinou K. Mnoºina

K je kompaktná. Preto funkcia f je rovnomerne spojitá na mnoºine K a ∃δ > 0 také,

ºe:∣∣f(s)− f(t)
∣∣ < ε ak s, t ∈ K a |s-t|<δ.

Teraz k deleniam D intervalu [a,b], pridáme vytvoríme intervaly (uj, vj). Medzi tieto

intervaly pridáme body yi tak, ºe bude plati´:
∣∣yi− yi−1∣∣ < δ a

(
yi, yi−1)∩

(
uj, vj

)
= ∅.

uj ∈ D , vj ∈ D
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Ak xi−1 nie je nejakým z uj bodov, potom ∆xi < δ. Je potrebné si uvedomi´ tento

fakt: Mi −mi ≤ 2.M pre kaºdé i a taktieº: Mi −mi ≤ ε pokia© xi−1 je nejakým z vj.

Odtia©, podobným spôsobom, ako v dôkaze vety 5

U(D , f, α)− L(D , f, α) ≤ [α(b)− α(a)].ε+ 2.Mε.

Na základe ©ubovo©nosti ε, nám veta 3 jasne ukazuje riemannovskú integrovate©nos´

funkcie f (f ∈ <(α)).

Poznámka 5. (pod©a [6])

Ak funkcie f a α majú spolo£né body nespojitosti, potom funkcia f nemusí nutne by´

riemannovsky integrovate©ná. V poslednej kapitole si to názorne ukáºeme v Príklade 3.

Veta 8. (pod©a [6])

Predpokladajme, ºe funkcia f je riemannovsky integrovate©ná na intervale [a,b]. �alej

m ≤ f ≤M, θ je spojitá na intervale [m,M] a h(x) = θ(f(x)) na intervale [a,b]. Potom

funkcia h je riemannovsky integrovate©ná (h ∈ <(α)) na intervale [a,b].

Dôkaz. Majme ε > 0. Funkcia θ je rovnomerne spojitá na [m,M] a preto existuje δ > 0

také, ºe δ < ε a
∣∣∣θ(s)−θ(t)∣∣∣ < ε, ak |s−t| ≤ δ a s, t ∈ [m,M ]. Funkcia f je riemannovsky

integrovate©ná a preto máme delenie D = x0, x1, ..., xn intervalu [a,b] také, ºe

U(D , f, α)− L(D , f, α) < δ2. (18)

Hodnoty Mi a mi budeme povaºova´ za rovnaké ako v De�nícii 1 pre funkciu f a

M∗
i a m∗i budú analogické £ísla pre funkciu h.

Teraz si rozdelíme £ísla 1,2,...,n do dvoch tried:

i ∈ A, ak Mi −mi < δ

i ∈ B, ak Mi −mi ≥ δ

Pre i ∈ A, z na²ej vo©by δ vidíme M∗
i −m∗i ≤ ε

Pre i ∈ B, z na²ej vo©by δ vidíme M∗
i −m∗i ≤ 2K, K = sup|θ(t)|, m ≤ t ≤ M. Z (18)

máme

δ
∑
i∈B

∆αi ≤
∑
i∈B

(Mi −mi).∆αi < δ2 (19)
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a teda
∑

i∈B ∆αi < δ.

Z toho vyplýva, ºe

U(D , h, α)− L(D , h, α) =
∑
i∈A

(M∗
i −m∗i ) +

∑
i∈B

(M∗
i −m∗i )∆αi ≤

≤ ε[α(b)− α(a)] + 2Kδ < ε[α(b)− α(a) + 2K].

Ke¤ºe ε je ©ubovo©né, veta 3 implikuje, ºe funkcia h je riemannovsky integrovate©ná.

Poznámka 6. (pod©a [6])

Táto veta podnecuje otázku: Práve ktoré funkcie sú riemannovsky integrovate©né?
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2 Vlastnosti integrálu

V tejto kapitole sformulujeme základné vlastnosti integrálu a niektoré z nich aj doká-

ºeme. Uvedieme taktieº, v £om spo£íva výhoda Riemann-Stieltjesovho integrálu oproti

jednoduch²iemu Riemannovmu integrálu. Táto kapitola je spracovaná pod©a [6, str.

128 aº 133].

2.1 Formulácia vlastností

Veta 9.

Predpokladáme funkciu α , ktorá je rastúca a ohrani£ená na intervale [a,b].

(a) Ak f1 ∈ <(α) a f2 ∈ <(α) na [a,b], potom

(i)f1 + f2 ∈ <(α)

(ii)c.f ∈ <(α) pre kaºdú kon²tantu c

(iii)
∫ b
a

(f1 + f2)dα =
∫ b
a
f1 dα +

∫ b
a
f2 dα

(iv)
∫ b
a
c.f dα = c.

∫ b
a
f dα pre kaºdú kon²tantu c

(b) Akf1(x) ≤ f2(x) na[a,b] potom:∫ b

a

f1 dα ≤
∫ b

a

f2dα

(c) Ak f ∈ <(α) na [a,b] a c je nejaký bod z intervalu [a,b], potom f∈ <(α) na [a,c] a

[c,b] a ∫ c

a

fdα +

∫ b

c

f dα =

∫ b

a

fdα

(d) Ak f ∈ <(α) na [a,b] a ak |f(x)| ≤M na [a,b], potom∣∣∣∣∣
∫ b

a

f dα

∣∣∣∣∣ ≤M [α(b)− α(a)]

(e) Funkcie α1 a α2 sú rastúce a ohrani£ené na intervale [a,b].

(i)Ak f ∈ <(α1) a f ∈ <(α2), potom∫ b

a

f d(α1 + α2) =

∫ b

a

f dα1 +

∫ b

a

f dα2

(ii)Ak f ∈ <(α) a c je kladná kon²tanta, potom f ∈ <(cα) a∫ b

a

f d(cα) = c.

∫ b

a

f dα
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Veta 10.

Ak f ∈ <(α) a g ∈ <(α) na [a,b], potom

(a) f.g ∈ <(α)

(b) |f | ∈ <(α) a
∣∣∣∣∫ ba f dα

∣∣∣∣ ≤ ∫ ba |f | dα
Dôkaz. Ak vezmeme za θ(t) = t2, veta 8 ukazuje, ºe f 2 ∈ <(α) ak f ∈ <(α).

Rovnos´ 4fg = (f + g)2 − (f − g)2 dopl¬uje dôkaz (a).

Ak vezmeme za θ(t) = |t|, veta 8 podobne ukazuje, ºe |f | ∈ <(α).

Zvo©me c = ±1 tak, ºe c.
∫
f dα ≥ 0.

Potom
∣∣∣∣ ∫ fdα

∣∣∣∣ = c.
∫
fdα =

∫
c.fdα ≤

∫
|f |dα, kedºe c.f ≤ |f |.

De�nícia 6.

”UNIT STEP” funkcia(funkcia jednotkového kroku) je de�novaná ako

I(x) =

 0 (pre x ≤ 0),

1 (pre x > 0),

Veta 11.

Ak a < s < b, s je ohrani£ená na [a,b], f je spojitá v s, a α(x) = I(x− s), potom∫ b

a

fdα = f(s).

Dôkaz. Zoberme do úvahy delenia D = {x0, x1, x2, x3} , kde

x0 = a a x1 = s < x2 < x3 = b. Potom

U(D , f, α) =

= max
[a,s]

f.(α(s)− α(a)) + max
[s,x2]

f(α(x2)− α(s)) + max
[x2,b]

f(α(b)− α(x2))

= max
[a,s]

f.(I(s− s)− I(a− s)) + max
[s,x2]

f(I(x2 − s)− I(s− s)) + max
[x2,b]

f(I(b− s)− I(x2 − s))

= max
[a,s]

f.(0− 0) + max
[s,x2]

f(1− 0) + max
[x2,b]

f(1− 1)

= f(s) = M2

L(D , f, α) =
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= min
[a,s]

f.(α(s)− α(a)) + min
[s,x2]

f(α(x2)− α(s)) + min
[x2,b]

f(α(b)− α(x2))

= min
[a,s]

f.(I(s− s)− I(a− s)) + min
[s,x2]

f(I(x2 − s)− I(s− s)) + min
[x2,b]

f(I(b− s)− I(x2 − s))

= min
[a,s]

f.(0− 0) + min
[s,x2]

f(1− 0) + min
[x2,b]

f(1− 1)

= f(s) = m2

Vidíme, ºe U(D , f, α) = M2 a L(D , f, α) = m2. Ke¤ºe funkcia f je spojitá v bode s,

vidíme, ºe M2 a m2 obe konvergujú k f(s) ako x2 → s.

Veta 12.

Predpokladajme cn ≥ 0 pre n = 1, 2, 3, ...,
∑∞

n=1 cn konverguje, {sn} je ©ubovo©ná

postupnos´ jednotlivých bodov v intervale (a,b) a

α(x) =
∞∑
n=1

cnI(x− sn). (20)

Nech funkcia f je spojitá na [a,b]. Potom∫ b

a

f dα =
∞∑
n=1

cn.f(sn) (21)

Dôkaz. Vidíme, ºe platí: |cn|.|I(x− sn)| ≤ cn.Preto pod©a kritéria Weierstrassa vieme,

ºe rad konverguje práve vtedy, ak konverguje absolútne. Vidíme taktieº, ºe rad (20)

konverguje pre kaºdé x. Sú£et α(x) je monotónna funkcia a α(a) = 0, α(b) =
∑
cn.

Majme ε > 0. Vyberieme si N také, ºe

∞∑
n=N+1

cn < ε.

Poloºme α1(x) =
∑N

n=1 cnI(x− sn), α2(x) =
∑∞

N+1 cnI(x− sn).

Pod©a viet 9 a 11 ∫ b

a

f dα1 =
N∑
i=1

ci.f(si). (22)

Ukáºeme, ºe α2(b)− α2(a) < ε

α2(b)− α2(a) =
∑∞

n=N+1 cn.I(b− sn)−
∑∞

n=N+1 cn.I(a− sn) =
∑∞

n=N+1 cn

Vieme, ºe
∑∞

n=N+1 cn < ε. a teda α2(b)− α2(a) < ε∣∣∣∣∣
∫ b

a

f dα2

∣∣∣∣∣ ≤M(α2(b)− α2(a)) ≤M.ε, (23)
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kde M = supx∈[a,b]|f(x)|. Ke¤ºe α = α1 + α2, z toho teda z (22) a z (23) vyplýva, ºe∣∣∣∣∣
∫ b

a

f dα−
N∑
i=1

cif(si)

∣∣∣∣∣ ≤Mε. (24)

Ak necháme n→∞, dostaneme (21).

Veta 13.

Predpokladajme α rastúcu, monotónnu a α′ ∈ < na [a,b]. Nech funkcia f je ohrani£ená

reálna funkcia na [a,b]. Potom f ∈ <(α) práve vtedy, ke¤ fα′ ∈ <. V tom prípade∫ b

a

f dα =

∫ b

a

f(x)α′(x) dx (25)

Dôkaz. Majme ε > 0. Teraz sa pokúsime aplikova´ vetu 3 na fα′ : Máme delenie

D = x0, x1, ..., xn intervalu [a,b] také, ºe

U(D , α′)− L(D , α′) < ε (26)

Veta o strednej hodnote nám poskytuje hodnoty ti ∈ [xi−1, xi] tak, ºe

∆αi = α′(ti)∆xi pre i=1,2,...,n.

Ak si ∈ [xi−1, xi], potom

n∑
i=1

∣∣α′(si)− α′(ti)∣∣∆xi ≤ U(D , α′)− L(D , α′) < ε, (27)

pod©a (26) a vety 4b. Poloºme

M = supx∈[a,b]
∣∣f(x)

∣∣.
Ke¤ºe

n∑
i=1

f(si)∆αi =
n∑
i=1

f(si)α
′(ti)∆xi

z toho z (27) vyplýva, ºe∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(si)∆αi −
n∑
i=1

f(si)α
′(si)∆ xi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(si).α
′(ti)∆xi −

n∑
i=1

f(si).α
′(si).∆xi

∣∣∣∣∣ =

=
n∑
i=1

∣∣∣∣∣f(si).∆xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(α′(ti)− α′(si))

∣∣∣∣∣ ≤M.

n∑
i=1

∆xi

∣∣∣∣∣α′(ti)− α′(si)
∣∣∣∣∣ ≤M.ε

Napí²eme teda nerovnicu v tvare:∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(si)∆αi −
n∑
i=1

f(si)α
′(si)∆ xi

∣∣∣∣∣ ≤Mε (28)
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Platí
n∑
i=1

f(si)∆αi ≤ U(D , f.α′) +Mε

pre v²etky vo©by si ∈ [xi−1, xi] také, ºe U(D , f, α) ≤ U(D , f.α′) +Mε.

Rovnaký argument vedie od (30) k U(D , f.α′) ≤ U(D , f, α) +Mε. Hoci

|U(D , f, α)− U(D , f.α′)| ≤Mε (29)

Teraz zoberieme do úvahy, ºe (26) ostáva pravdivé ak D je nahradené hociakým zjem-

nením. Odtia© (29) tieº zostáva pravdivé. Dospeli sme k záveru, ºe∣∣∣∣∣
∫ b

a

f dα−
∫ b

a

f(x)α′(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤Mε

Ale ε je ©ubovo©né. Preto ∫ b

a

f dα =

∫ b

a

f(x)α′(x) dx (30)

pre hociakú ohrani£enú funkciu f . Analogicky by sme mohli dokáza´ pod©a (28) takisto

rovnos´ spodných integrálov, pretoºe:

∫ b

a

fdα =

∫ b

a

f(x)α′(x)dx

a ∫ b

a

fdα =

∫ b

a

f(x)α′(x)dx

Platí f ∈ <(α)↔
∫ b
a
fdα =

∫ b
a
fdα a takisto aj

∫ b
a
f(x)α′(x)dx =

∫ b
a
f(x)α′(x)dx. Veta

je tým pádom dokázaná.
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3 Integrovate©nos´ a diferencovate©nos´ funkcií. Fun-

kcie s ohrani£enou variáciou

V úvode tejto £asti si povieme nie£o o integrovate©nosti a diferencovate©nosti reálnych

funkcií. Ukáºeme tieº, ºe integrácia a diferenciácia sú v ur£itom zmysle inverzné operá-

cie. V druhej podkapitole si priblíºime funkcie ohrani£enej variácie a vysvetlíme pre£o

sú pre nás dôleºité.

3.1 Integrovate©nos´ a diferencovate©nos´

De�nícia 7. (pod©a [1])

Nech S je otvorená mnoºina a funkcia f : S → <. Ak bude plati´ ∀x ∈ S : F ′(x) = f(x),

tak funkciu F budeme nazýva´ primitívnou funkciou k funkcii f.

Veta 15. (pod©a [6])

Nech f ∈ <(α) na [a,b]. Pre a ≤ x ≤ b poloºme F (x) =
∫ x
a
f(t)dt. Potom F je

spojitá na [a,b]. Okrem toho, ak f je spojitá v bode x0 z intervau [a,b], potom F je

diferencovate©ná v x0 a F ′(x0) = f(x0).

Dôkaz. Kedºe f ∈ <, f je ohrani£ená. Predpokladajme
∣∣f(t)

∣∣ ≤ M pre a ≤ t ≤ b. Ak

a ≤ x < y ≤ b, potom:

|F (y)− F (x)| =

∣∣∣∣∣
∫ y

x

f(t), dt

∣∣∣∣∣ ≤M(y − x).

Pod©a vety 9c a 9d

Nech ε > 0. Zvo©íme si δ = ε
.
M Potom vidíme, ºe ak |y−x| < δ, tak

∣∣∣F (y)−F (x)
∣∣∣ < ε.

To dokazuje rovnomernú spojitos´ funkcie F .

Teraz predpokladajme, ºe f je spojitá v x0. Nechε > 0, vyberieme δ > 0 také, ºe∣∣f(t)− f(x0)
∣∣ < ε, ak |t− x0| < δ a a ≤ t ≤ b. Odtia©, ak x0− δ < s ≤ x0 ≤ t < x0 + δ

a a ≤ s < t ≤ b máme pod©a vety 9d∣∣∣∣F (t)− F (s)

t− s
− f(x0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

t− s

∫ t

s

[f(u)− f(x0)]du

∣∣∣∣ < ε.

Z toho vyplýva, ºe F ′(x0) = f(x0).
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Veta 16. (pod©a [3])

Nech f je riemannovsky integrovate©ná na [a,b] (f ∈ <) a ºe na (a,b) má primitívnu

funkciu F (t.j. je na (a,b) diferencovate©ná tak, ºe F ′ = f), pri£om existujú kone£né

limity

lim
x→a+

F (x) a lim
x→b−

F (x),

potom ∫ b

a

f(x)dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x).

�peciálny prípad nastáva, ak f ∈ <[a, b] a F je primitívna funkcia k funkcii f na [a,b],

tak ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

To sa nazýva (Newton-Leibnitzov vzorec).

�íslo

lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)

budeme ozna£ova´ symbolom
[
F(x)

]
b
a.

Dôkaz. Nech ε > 0. Vyberieme si nejaké delenie D = {x0, x1, ..., xn} intervalu [a,b]

také, ºe U(D , f, α) − L(D , f, α) ≤ ε. Veta o strednej hodnote nám poskytuje body

ti ∈ [xi−1, xi] také, ºe

F (xi)− F (xi−1) = f(ti)∆xi pre i = 1, 2, ...., n.

Teda
n∑
i=1

f(ti)∆xi = F (b)− F (a).

Teraz z vety 4c vyplýva, ºe∣∣∣∣F (b)− F (a)−
∫ b

a

f(x), dx

∣∣∣∣ ≤ ε.

Ke¤ºe to platí pre ∀ε > 0, dôkaz je kompletný.

Veta 17. (pod©a [1])

Nech I je interval. Nech funkcie k funkcii f , g : I → < sú diferencovate©né funkcie

na intervale I. Ak existuje primitívna funkcia k funkcii f.g′, tak existuje aj primitívna

funkcia k funkcii f ′.g a platí∫
f ′(x)g(x)dx = f(x).g(x)−

∫
f(x)g′(x)dx.
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Dôkaz. Ozna£me G primitívnu funkciu k funkcii f.g′. De�nujeme funkciu F = f.g−G.

Funkcia F je diferencovate©ná na intervale I a platia rovnosti

F ′(x) = [f(x).g(x)]′ −G′(x) = f ′(x).g(x) + f(x).g′(x)− f(x)g′(x) = f ′(x).g(x)

De�nícia 8. (pod©a [6])

Nech f1, ...., fk sú reálne funkcie na [a,b] a nech f = (f1, f2, ...., fk) je zodpovedajúce

zobrazenie na [a,b] do Rk. Ak α rastie monotónne na [a,b], hovoríme, ºe f je Rieman-

novsky integrovate©ná. To zna£í, ºe fj ∈ <(α) pre i = 1, 2, ..., k. Ak to je tento

prípad, de�nujeme ∫ b

a

fdα =

(∫ b

a

f1dα, ...,

∫ b

a

fkdα

)
.

Inými slovami
∫
dα je bod v Rk, ktorého j-ta súradnica je

∫
j
dα. Vidíme, ºe £asti (a),

(c) a (e) vety 9 platia pre tieto vektorovo orientované integrály. Jednoducho apliku-

jeme skor²ie výsledky na kaºdej súradnici. Rovnako sú pravdivé aj vety 13, 15, 16. Pre

ilustráciu ponúkame analógiu vety 16.

Veta 18. (pod©a [1])

Ak f a F zobrazujú interval [a,b] do <k a ak zárove¬ F ′ = f, potom platí∫ b

a

f(t) dt = F (b)− F (a)

Vetu 18 uvádzame bez dôkazu.

Veta 19. (pod©a [6])

Ak f zobrazuje interval [a,b] do <k a ak zárove¬ f ∈ <(α) pre nejakú monotónnu

rastúcu funckiu α na intervale [a,b], potom
∣∣f ∣∣ ∈ <(α) a∣∣∣∣∣

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f | dα (31)

Dôkaz. Ak f1, f2, ..., fk sú zloºkami f, potom∣∣f ∣∣ = (f 2
1 + f 2

2 + ...+ f 2
k )

1
2 . (32)

Pod©a vety 8 , kaºdá z funkcií f 2
i patrí do <(α). Odtia© vieme, ºe do <(α) patrí aj

ich sú£et. Ke¤ºe x2 je spojitá funkcia premennej x, vidíme, ºe aj táto odmonicnová
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funkcia je spojitá na intervale [0,M] pre kaºdé reálne M. Keby sme aplikovali vetu 8

e²te raz , tak z (32) vidíme, ºe |f | ∈ <(α), Na to, aby sme dokázali (31), si zvolíme

y = (y1, y2, ..., yn), kde yj =
∫

fjdα. Z toho máme y =
∫

fdα a |y|2 =
∑
y2i =∑

yj.
∫
fjdα.

Pod©a Schwarzovej nerovnosti∑
yj.fj(t) ≤ |y||f(t)| (a ≤ t ≤ b); (33)

Teda Veta 9b implikuje

|y|2 ≤ |y|
∫
|f |dα. (34)

Ak y = 0, (31) je triviálna. Ak y 6= 0, delenie (34) výrazom |y| nám dá (31).

3.2 Funkcie s ohrani£enou variáciou

Doteraz sme v práci pouºívali iba monotónne funkcie α. V tejto kapitole si to, £o sme za-

viedli v predchádzajúcich £astiach, roz²írime. Monotónne funkcie nahradíme funkciami

s ohrani£enou variáciou. Budeme sa zaobera´ vektorovými funkciami.

De�nícia 9. (pod©a [7])

Máme funckiu h, ktorá zobrazuje interval [a,b] do priestoru Rk a delenie D = {x0, x1, ..., xn}

intervalu [a,b], pre ktoré platí: ∆hi = h(xi)− h(xi−1). De�nujeme

V (h; a, b) = inf
n∑
i=1

∣∣∆(hi)
∣∣. (35)

In�mum je vzaté cez v²etky delenia intervalu [a,b].

V (h; a, b) nazývame totálnou variáciou funkcie v na intervale [a,b]. Zjednodu²ene mô-

ºeme pouºi´ aj ozna£enie V (h). Funkcia v sa nazýva funkciou s ohrani£enou variáciou

práve vtedy a len vtedy, ak platí: V (h; a, b) < +∞.

Veta 20. (pod©a [7])

Poloºme h = (f1, f2, ..., fk), ktoré zobrazujú interval [a,b] do Rk. Funkcia h je funkciou

s ohrani£enou variáciou na intervale [a,b] práve vtedy a len vtedy, ak kaºdá z vy²²ie

spomenutých funkcií fj je funkciou s ohrani£enou variáciou na intervale [a,b]. Pre 1 ≤
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j ≤ k platí:

V (fj) ≤ V (h) ≤
k∑
r=1

V (fr).

Dôkaz. Pre hociaké delenie {x0, x1, ..., xn} intervalu [a,b], platí:

∣∣fj(xi)− fj(xi−1)∣∣ ≤ ∣∣h(xi)− h(xi−1)
∣∣ ≤ k∑

r=1

∣∣fr(xi)− fr(xi−1)∣∣.
Ak uplatníme tieto nerovnosti pre i = 1, 2, ..., n, a potom zoberieme poslednú hornú

hranicu, dostávame sa ku koncu dôkazu vety 20.

Ukáºky funkcií s ohrani£enou variáciou(pod©a [7])

(a) Ak funkcia f je monotónna, tak je to aj funkcia s ohrani£enou variáciou na intervale

[a,b] a platí V (f) =
∣∣f(b)− f(a)

∣∣.
(b) Ak k funkcii h existuje derivácia, ktorá je ohrani£ená na intervale [a,b], potom

funkcia h je funkciou s ohrani£enou variáciou.

(c) Funkcia f môºe by´ spojitá a nemusí pri tom by´ funkciou s ohrani£enou variáciou.

Zade�nujeme si funkciu

f(x) =

 x.sinπ
x
, (0 < x ≤ 2),

0, (x = 0)

a vyberieme si delenie, ktoré bude obsahova´ body

0,
2

2n− 1
,

2

2n− 3
, ...,

2

5
,
2

3
, 2.

Teraz platí pre k = 1, 2, ... : |f( 2
2k−1)−f( 2

2k+1−1)| = | 2
2k−1 .sin(π.(2k−1)

2
)− 2

2k+1
.sin(π.(2k+1)

2
)| =

| 2
2k−1sin(π.k + π

2
)− 2

2k+1
.sin(π.k + π

2
)| = | 2

2k−1 .(−1)k+1 + 2
2k+1

.(−1)k+1| = 2
2k−1 + 2

2k+1

Prislúchajúca suma z (35) bude vyzera´ takto:

(2 +
2

3
) + (

2

3
+

2

5
) + ...+ (

2

2n− 3
+

2

2n− 1
) +

2

2n− 1
>

1

2
+

1

3
+

1

4
+ ...+

1

n
.

Ak si zvolíme dostato£ne ve©ké n, môºe by´ tento sú£et ©ubvo©ne ve©ký, pretoºe
∑

1
n

diverguje.

(d) Ke¤ºe |f(x)− f(a)| ≤ V (f) pre kaºdé x na intervale [a,b], z toho jasne vidíme, ºe

kaºdá funkcia s ohrani£enou variáciou je ohrani£ená, pretoºe |f(x)| ≤ |f(x)− f(a)| +

|f(a)| ≤ |f(a)|+ V (f).

Medzi monotónnymi funkciami a funkciami s ohrani£enou variáciou je úzke prepojenie.

Ale môºeme napríklad vidie´, ºe sú£et alebo sú£in dvoch monotónnych funkcií nemusí
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by´ monotónna funkcia. Pri funkciách s ohrani£enou variáciou to v²ak platí. V nasle-

dujúcej vete si ukáºeme súvis monotónnych funkcií a funkcií s ohrani£enou variáciou.

Predtým si v²ak zade�nujeme dôleºité pojmy.

De�nícia 10(pod©a[7])

Predpokladajme, ºe funkcia h na intervale [a,b] zobrazuje do Rk, a h je funkciou ohra-

ni£enej variácie. De�nujeme potom

vh(x) = V (h; a, x) (a ≤ x ≤ b). (36)

Hovoríme, ºe funkcia vh je funkciou s totálnou variáciou h; vh je monotónna rastúca

na intervale [a,b], a vh(a) = 0.

Veta 21(pod©a [7]) Predpokladajme, ºe funkcia h zobrazuje interval [a,b] do Rk a

je to funkcia s ohrani£enou variáciou.

(a) Ak a ≤ x ≤ y ≤ b potom platí

V (h; a, y) = V (h; a, x) + V (h;x, y). (37)

(b)Ak funkcia h je spojitá, potom je spojitá aj funkcia vh.

Dôkaz. Ak x=a alebo y=x, (37) je triviálne, kedºe V (h;x, x) = 0. Predpokladajme

teraz a < x < y a nech ε > 0. Existuje delenie {x : i} intervali [a,y] také, ºe

vh(y)− ε ≤
n∑
i=1

|h(xi)− h(xi−1)| ≤ vh(y). (38)

Ak x nieje z xi a pridáme ho k deleniu {xi} dostaneme nové delenie pre ktoré ale stále

(38) platí. Pravá strana (37) je teda dolným ohrani£eným súm, ktoré sa vyskytli v (38).

Ke¤ºe

vh(y)− ε ≤ vh(x) + V (h;x, y) ≤ vh(y);

a ke¤ºe ε bolo ©ubovo©né, (37) je dokázané. Teraz budeme dokazova´ £as´ (b). Vezmeme

do úvahy, ºe funkcia h je spojitá a ºe a < y ≤ b, a tieº

V (h;x, y) > δ (39)
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pre nejaké dané δ a pre kaºdé x ∈ [a, y) (to by malo vies´ k sporu).Vezmeme x = a v

(39) a vidíme, ºe tu máme delenie {xi} intervalu [a,y] také, pre ktoré platí:

n∑
i=1

|h(xi)− h(xi−1)| > δ. (40)

Uvedomíme si, ºe xn = y, xn−1 < y. Ke¤ºe funkcia h je spojitá, máme bod a1 taký, ºe

xn−11 < y, a rozdiel |h(y)−h(xn−1)| a |h(a1)−h(xn−1)| je taký malý ako potrebujeme,

takºe (40) bude plati´ ak aj zameníme y za a1.

Veta 22(pod©a[7])

Ak h je reálna funkcia s ohrani£enou variáciou na intervale [a,b], existujú monotónne

rastúce funkcie p a q na intervale [a,b], p(a) = q(a) = 0, také, ºe platí:

h(x)− h(a) = p(x)− q(x) (a ≤ x ≤ b) (41)

vf (x) = p(x) + q(x) (a ≤ x ≤ b) (42)

Hovoríme, ºe p a q sú kladna a záporná variácia funkcie f. (41) ukazuje funkciu f ako

rozdiel dvoch monotónnych funkcií.

Vetu 22 uvádzame bez dôkazu.

Poznámka 4(pod©a [7])

Pri integrovaní sa zameriame rad²ej na funkcie ohrani£enej variácie ako iba na mono-

tónne funkcie. Funkciu α si môºeme rozloºi´ na rozdiel dvoch rastúcich funkcií. Vidíme,

ºe
∫
fdα =

∫
fdβ −

∫
fdγ je nezávislý od toho, aký rozklad α si zovlíme. Funkcia f

bude spojitá a funkcia α bude ohrani£enej variácie alebo f a α budú ohrani£enej

variácie a α bude spojitá.
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4 Rie²ené príklady

Zadanie príkladu 1.

Nech funkcia α je rastúca na intervale [a,b]. Nech a ≤ x0 ≤ b, funkcia α je spojitá v

bode x0 a f(x0) = 0, ak x 6= x0. Dokáºte, ºe funkcia f je riemannovsky integorvate©ná

(t.j. f ∈ <(α)) a dokáºte, ºe platí:
∫
fdα = 0.

Rie²enie

Zo spojitosti funkcie α: ε > 0 a δ je také, ºe platí : Ak |x−x0| < δ, tak |α(x)−α(x0)| < ε.

Teraz zoberieme do úvahy delenie intervalu [a,b] také, ºe

a = t0 < t1 < ... < tn−1 < tn pre n ≥ 2 a bude plati´ |ti − ti−1| < δ
2
. Bude tieº

existova´ také i, pre ktoré platí: ti−1 < x0 < ti+1.

Potom máme pre hocijakú vo©bu t∗0, t
∗
1, ..., t

∗
n (t∗i ∈ [ti, ti+1]) :∣∣∣∣∣

n∑
j=1

f(t∗j).(α(tj)− α(tj−1))

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣f(t∗i )
∣∣[α(ti)− α(ti−1)] +

∣∣f(t∗i+1)
∣∣[α(ti+1)− α(ti)] ≤

≤ α(ti+1)− α(ti−1) < ε

Z de�nície Riemann-Stieltjesovho integrálu vidíme, ºe f ∈ <(α) a
∫
fdα = 0.
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Zadanie príkladu 2.

Nech je daná funkcia f, pre ktorú platí f ≥ 0, f je spojitá na intervale [a,b], a∫ b
a
f(x)dx = 0. Dokáºte, ºe f(x) = 0 pre v²etky x ∈ [a, b]. (Porovnajte to s Prí-

kladom 1).

Rie²enie

Dokazujeme sporom.

Predpokladajme f(x0) 6= 0, pre nejaké x0 ∈ [a, b], napr f(x0) > 0. Ke¤ºe f(x) je na

intervale [a,b] spojitá funkcia a f(x0)
2

> 0, existuje δ > 0 také, ºe |f(x)− f(x0)| < f(x0)
2

pre ∀x ∈ [a, b] také, ºe |x− x0| < δ.

Nech η = min(δ,max(x0 − a, b− x0)) tak, ºe η > 0. Nech I je interval [x0 − η, x0], ak

je obsiahnutý v intervale [a,b]; inak I = [x0, x0 + η].

Pod©a toho, ktorý je to prípad, I ⊆ [a, b] a f(x) = f(x0) + (f(x) − f(x0)) ≥ f(x0) −

|f(x)− f(x0)| > f(x0)
2

pre ∀x ∈ I.

Funkcie f1(x) a f2(x) de�nované ako

f1(x) =

 f(x), (pre x ∈ I)

0, (pre x /∈ I)

a f2(x) =

 f(x), (pre x /∈ I)

0, (pre x ∈ I)

sú obidve nezáporné, ohrani£ené a spojité v²ade, okrem dvoch krajných bodov inter-

valu I. Taktieº sú preto obe Riemannovsky integrovate©né. Ke¤ zoberieme do úvahy

Riemannove sumy, vidíme, ºe : ∫ b

a

f1(x)dx ≥ η.
f(x0)

2
,

a ∫ b

a

f2(x)dx ≥ 0.

To teda v kone£nom dôsledku ukazuje, ºe∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f1(x)dx+

∫ b

a

f2(x)dx ≥ η.
f(x0)

2
> 0,

£o je v rozpore s predpokladom, ºe
∫ b
a
f(x)dx = 0.
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Zadanie príkladu 3.

De�nujeme si 3 funkcie β1, β2, β3 ako: βj(x) = 0 ak x < 0,βj(x) = 1 ak x > 0

pre j = 1, 2, 3; a β1(0) = 0,β2(0) = 1,β3(0) = 1
2
. Nech funkcia f je ohrani£ená na

intervale[-1,1].

(a) Dokáºte, ºe f ∈ <(β1) práve vtedy a len vtedy, ak f(0+) = f(0) a potom
∫
f dβ1 =

f(0)

(b) Uve¤te a dokáºte podobné výsledky pre β2.

(c) Dokáºte, ºe f ∈ <(β3) práve vtedy a len vtedy, ak funkcia f je spojitá v 0.

(d) Ak funkcia f je spojitá v 0, dokáºte, ºe
∫
f dβ1 =

∫
f dβ2 =

∫
f dβ3 = f(0).

Rie²enie

Nech t0 < t1 < ... < tn je nejaké delenie intervalu obsahujúce nulu. Pridaním jedného

bodu k deleniu sa horný integrálny sú£et zmen²í a dolný integrálny sú£et sa pridaním

bodu do delenia naopak zvä£²í. Pri rozhodovaní sa, ktorá funkcia je integrovate©ná a

ktorá nie, môºeme predpoklada´, ºe 0 je jeden z deliacich bodov. Nech k je index, v

ktorom tk = 0. Máme horný a dolný Riemann-Stieltjesov integrálny sú£et:

n∑
i=1

Mi.(βj(ti)− βj(ti−1)), j = 1, 2, 3

a
n∑
i=1

mi.(βj(ti)− βj(ti−1)), j = 1, 2, 3

sú v poradí pre j = 1 Mk a mk, pre j = 2 Mk−1 a mk−1, pre j = 3 Mk−1+Mk

2
a mk−1+mk

2
.

(a) Ke¤ºe mk ≤ f(x) ≤Mk, tak pre 0 ≤ x ≤ tk+1 v prvom prípade, mnoºina horných

a dolných integrálnych sú£tov obsahuje prvky, ktoré sú hociako blízko k sebe navzájom

práve vtedy a len vtedy, ak pre kaºdé ε > 0 existuje delenie s Mk −mk < ε.

⇐ Ak také delenie existuje, tak nech δ = tk+1. Potom máme |f(x)−f(0)| ≤Mk−mk < ε

pre 0 ≤ x < δ, odtia© limx→0+ f(0).

⇒ Ak limx→0+ f(0), potom pre hociaké ε nech δ > 0 je také, ºe |f(x) − f(0)| < δ ak

0 < x < δ a nech D je delenie s tk = 0, tk+1 < δ. Teraz jasne vidíme, ºe horné a

dolné integrálne sú£ty sa odli²ujú od f(0) iba menej ako ε, t.j.
∫
fdβ1 = f(0).

(b) f ∈ <(β2) práve vtedy a len vtedy, ak limx→0− f(x) = f(0) a ak táto podmienka

platí, tak potom
∫
fdβ2 = f(0). Dôkaz je identický ako v prípade (a), iba + vymeníme

za - .
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(c) V tre´om prípade sa horný a dolný integrálny sú£et lí²ia o (Mk−mk)+(Mk−1−mk−1)

2
.

⇒ Nech f je integrovate©ná a teda nech existuje ©ubovo©né ε > 0 a existuje de-

lenie D obsahujúce 0, s tk = 0, také, ºe platí U(f,D) − L(f,D) < ε
2
. Ozna£íme

δ = min(tk−1,−tk−1). Potom pre −δ ≤ x ≤ δ platí:

|f(x)−f(0)| ≤ max {Mk −mk,Mk−1 −mk−1} ≤Mk−mk+Mk−1−mk−1 <
ε

2
+
ε

2
= ε.

A teda f je spojitá v 0.

⇐ Naopak, nech f je spojitá v 0. Teda k ε > 0 existuje δ > 0 také, ºe: |x| < δ =⇒

|f(x)− f(0)| ≤ ε. Nech delenie D obsahuje 0 (tk = 0). Teraz∣∣∣∣U(f,D)−L(f,D)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Mk −mk

2
+
Mk−1 −mk−1

2

∣∣∣∣ =
Mk −mk

2
+
Mk−1 −mk−1

2
≤ ε

2
+
ε

2
= ε

Teda f ∈ R(β3).

Rie²enie (d) je obsiahnuté v (a)-(c).
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Zadanie príkladu 4.

Nech f(x) = 0 pre v²etky iracionálne x a f(x) = 1 pre v²etky racionálne x. Dokáºte,

ºe f /∈ < na intervale [a,b] pre nejaké a < b.

Rie²enie

Kaºdý horný integrálny sú£et je rovný výrazu b− a a kaºdý dolný integrálny sú£et

je rovný nule. Teda mnoºina horných a dolných integrálnych sú£tov nemajú spolo£nú

hranicu.
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Zadanie príkladu 5.

Vypo£ítajte hodnotu integrálu ∫ 3

0

xd(x− [x]) =

kde [x] je najvä£²ie celé £íslo, ktoré neprekra£uje x

Rie²enie

(a) Integrál
∫ 3

0
xd(x− [x]) si najprv rozdelíme na 3 £asti. Budeme postupne integrova´

na troch intervaloch.∫ 3

0
xd(x− [x]) =

∫ 1

0
xd(x− [x]) +

∫ 2

1
xd(x− [x]) +

∫ 3

2
xd(x− [x])

(i) [0,1]

H©adáme hodnotu
∫ 1

0
xd(x− [x]).

Celá £as´ £ísel vnútri intervalu [0,1] je rovná nule, teda príslu²ný integrál vyzerá takto:∫ 1

0
xd(x− [x]) =

∫ 1

0
xd(x− 0) =

∫ 1

0
xdx = [x

2

2
]10 = 1

2
(ii) [1,2]

H©adáme hodnotu
∫ 2

1
xd(x − [x]) Zvolíme si delenie D1 intervalu [1,2] takto: D1 =

(1, 1 + 1
n
, 1 + 2

n
, 1 + 3

n
, ..., 2). Príslu²ný horný integrálny sú£et tohto delenia bude vy-

zera´ takto: U(f,D1, α)[1, 2] =
∫ 2

1
xd(x − [x]) =

∑n
k=1 (1 + k

n
).∆αk

∑n
k=1 (1 + k

n
). 1
n

=

1 + 1
n2 .
∑n

k=1 k = 1 + 1
n2 .

n.(n+1)
2

= 1 + 1
2

+ 1
2n

= (n→∞)3
2

(iii) [2,3]

H©adáme hodnotu
∫ 3

2
xd(x − [x]) Zvolíme si delenieD2 intervalu [2,3]. D2 = (2 +

1
n
, 2 + 2

n
, ..., 3). Príslu²ný horný integrálny sú£et tohto delenia bude vyzera´ takto:

U(f,D2, α) =
∑n

k=1 (2 + k
n
).∆αk =

∑n
k=1 (2 + k

n
). 1
n

= 1+ 1
n2 .
∑n

k=1 k = 2+ 1
n2 .

n.(n+1)
2

=

2 + 1
2

= 5
2

Kone£ný výsledok teda bude:∫ 3

0

xd(x− [x]) =

∫ 1

0

xd(x− [x]) +

∫ 2

1

xd(x− [x]) +

∫ 3

2

xd(x− [x]) =
1

2
+

3

2
+

5

2
=

9

2
.
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Zadanie príkladu 6.

Vypo£ítajte kladnú, zápornú a totálnu variáciu týchto funkcií:

(a) f(x) = 3x2 − 2x3 (−2 ≤ x ≤ 2)

(b) f(x) = [x]− x (0 ≤ x ≤ 2).

Rie²enie

(a) h(x) = 3x2 − 2x3, h′(x) = 6x− 6x2 = 6x(1− x)

Funkcia je na intervale [0,1] rastúca a na intervaloch [-2,0], [1,2] je klesajúca.

Najprv spo£ítame totálne variácie na jednotlivých intervaloch.

(i) x ∈ [−2, 0] vh(x) = V (h;−2, x) = V (h;−2,−2)+V (h;−2, x) = 0+h(−2)−h(x) =

h(−2)− h(x) = 28− 3x2 + 2x3

(ii) x ∈ [0, 1] vh(x) = V (h;−2, x) = V (h;−2, 0) + V (h; 0, x) = 28 + h(x) − h(0) =

h(−2) + h(x) = 28 + 3x2 − 2x3

(iii) x ∈ [1, 2] vh(x) = V (h;−2, x) = V (h;−2, 1) + V (h; 1, x) = 29 + h(1) − h(x) =

29 + 1− h(x) = 30− 3x2 + 2x3

Teda totálne variácie vyzerajú takto:

vh(x) = 28− 3x2 + 2x3 x ∈ (−2, 0)

= 28 + 3x2 − 2x3 x ∈ (0, 1)

= 30− 3x2 + 2x3 x ∈ (1, 2)

Teraz spo£ítame kladnú a zápornú variáciu funkcie h(x) = 3x2 − 2x3. Pod©a vety 22

vieme, ºe platí: h(x) − h(a) = p(x) − q(x) a vh(x) = p(x) + q(x), kde p(x) je kladná

variácia a q(x) je záporná variácia funkcie. Rie²ime sústavu týchto hore uvedených

dvoch rovníc:

Po ich s£ítaní dostávame: 2p(x) = vh(x) + h(x) − h(−2) = vh(x) + 3x2 − 2x3 − 28 ⇒

p(x) = vh(x)
2

+ 3
2
x2 − x3 − 14.

Teda kladná variácia bude vyzera´ takto:

p(x) = 0 x ∈ (−2, 0)

= 3x2 − 2x3 x ∈ (0, 1)

= 1 x ∈ (1, 2)

Po od£ítaní vy²²ie uvedených rovníc (analogicky ako pri po£ítaní kladnej variácie)
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dostávame:

2q(x) = vh(x)+h(−2)−h(x) = vh(x)+28−3x2 +2x3 ⇒ q(x) =
vh(x)

2
− 3

2
x2 +x3 +14.

Teda záporná variácia bude vyzera´ takto:

q(x) = 28− 3x2 + 2x3 x ∈ (−2, 0)

= 28 x ∈ (0, 1)

= 29− 3x2 + 2x3 x ∈ (1, 2)

(b) h(x) = x− [x]

Funkcia je rastúca na intervaloch [0,1] aj [1,2].

Znova najprv spo£ítame totálne variácie na²ej funkcie na jednotlivých intervaloch.

(i) x ∈ [0, 1] vh(x) = V (h; 0, x) = V (h; 0, 0)+V (h; 0, x) = 0+f(x)−f(0) = x−0 = x

(ii) x ∈ [1, 2] vh(x) = V (h; 0, x) = V (h; 0, 1)+V (h; 1, x) = 1+f(x)−f(1) = 1+x−[x]

Teda Totálne variácie vyzerajú takto:

vh(x) = x x ∈ (0, 1)

= 1 + x− [x] x ∈ (1, 2)

Analogicky ako v (a) spo£ítame kladnú a zápornú variáciu.

2p(x) = vh(x) + h(x)− h(a) = vh(x) + x− [x]− 0⇒ p(x) = vh(x)
2

+ x
2
− [x]

2

2q(x) = vh(x) + f(a)− f(x) = vh(x) + 0− x+ [x]⇒ q(x) = vh(x)
2
− x

2
+ [x]

2

Kladné variácie budú yvzera´ takto:

p(x) = x− [x]

2
x ∈ (0, 1)

=
1

2
+ x− [x] x ∈ (1, 2)

Záporné variácie budú vyzera´ takto:

q(x) =
[x]

2
x ∈ (0, 1)

=
1

2
x ∈ (1, 2)
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Záver

V na²ej bakalárskej práci sme sa zamerali najprv na podrobné opísanie teórie integrálu.

Na za£iatku sme si zade�novali základné pojmy, bez ktorých by sme sa nevedeli za-

obís´ pri ¤al²om písaní. �itate© sa mohol dozvedie´, £o je to Riemannov, resp. Riemann-

Stieltjesov integrál aké sú jeho základné vlastnosti a vyuºite©nos´. Práca bola zmeraná

na Riemann � Stieltjesov integrál. Riemann - Stieltjesov integrál je v²eobecnej²í prípad

Riemannovho integrálu alebo lep²ie sa vyjadríme, ak povieme, ºe Riemannov integrál

je podmnoºinou Riemann-Stieltjesovho integrálu. Hlavným prínosom práce bolo pre-

dov²etkým spracovanie preh©adu teórie a hlb²ie pochopenie integrálneho po£tu. Úºitok

videla autorka najmä v tom, ºe sa dozvedela informácie, ktoré neboli obsiahnuté v

povinných stanovách po£as doteraj²ieho ²túdia. Snaºila sa taktieº o priblíºenie týchto

poznatkov aj £itate©ovi, ktorý si chce roz²íri´ svoje obzory v tejto oblasti. Na konci

práce bol dôraz poloºený na rátanie príkladov a priblíºenie tejto problematiky a jej

uplatnení v praxi pre ²ir²iu matematcikú verejnos´.
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