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Abstrakt

SISKA, Jakub: Brownova a Poissonova limita bindrneho stromu na oceiiovanie opcii
[Bakalarska préca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovaniej matematiky a Statistiky; Skolitel: doc. Mgr. Igor
Melichercik, PhD., Bratislava, 44s.

Praca sa venuje ocenovaniu opcii pomocou dvoch limitnych podéb binarneho stromu
- Brownovho a Poissonovho procesu. Cielom préace je zoznamit citatela s konceptom
ocenovania opcii binarnym stromom a prislusnymi limitami do spojitého ¢asu. Nasledne

oba spojité modely nakalibrovat a porovnat ich schopnost aproximovat trhové ceny.

Kléové slova: Ocetiovanie opcii, Bindrny strom, Brownov pohyb, Poissonov proces



Abstract

SISKA, Jakub: Brownian and Poisson limit of the binary tree for option pricing [Bache-
lor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr.
Igor Melichercik, PhD., Bratislava, 44p.

The thesis deals with options pricing using two kinds of limits of a binary tree -
Brownian and Poisson process. The main goal is to present a concept of pricing options
using binary trees and corresponding continuous time limits. Furthermore, we calibrate

both continuous time models and compare their ability to model market data.

Keywords: Option pricing, Binary tree, Brownian motion, Poisson proces
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UVOD UVOD

Uvod

Finanéné derivaty by sa na prvy pohlad mohli javit ako moderna zalezitost, no v
skutocnosti sa prvé obchody s derivatmi objavili uz v staroveku, stovky rokov pred
nasim letopo¢tom [4]. Prvy priklad op¢ného kontraktu ako takého zachytava uz jeden
z najznamejsich filozofov starovekého Grécka Aristoteles v prvom zvizku svojho diela
Politika, uz okolo roku 1200 pred Kristom. Tu spomina pribeh matematika a filozofa
Thalesa z Milétu, ktory bol zosmiesnovany, pretoze bol chudobny. On vsak vsetkym
ukézal, Ze mudrost mé cenu zlata. Koncom zimy si kupil od majitelov olivovych lisov
pravo pouzit lisy ako prvy, a na jesen, ked nastala zatva, predal tieto prava majitelom
olivovych plantazi mnohonasobne drahsie. Opcie sa v takej podobe ako ich pozname
dnes, teda ako kontrakt davajuci kupujicemu préavo, nie vSak povinnost v pripade kip-
nej (Call) opcie kupit a v pripade predajnej (Put) opcie predat podkladové aktivum
(napriklad akciu) za vopred stanovent cenu, vo vopred dohodnutom ¢ase maturity, ob-
javili az v 90 rokoch 18. storocia na burze v New Yorku [4]. Hoci opcie uz boli na svete,
az do publikovania Black-Scholesovej formuly Blackom, Scholesom a Mertonom v roku
1973 nebolo jasné ako ich exaktne ocenovat. V sucasnosti maju opcie Siroké uplatne-
nie pri zaistovani investiénych portfélii rovnako ako aj pri Spekulativnych obchodoch,
¢o pochopitelne prindsa aj stale viicsiu snahu prist s novymi mechanizmami pre lepsi
odhad ich hodnoty.

Cielom tejto bakalarskej prace bolo zoznamif sa s Brownovym pohybom, ktory mo-
zeme zaradif medzi Itove procesy a Poissonovym procesom, zastupcom Lévyho proce-
sov a dalej preskiimat pouzitelnost oboch modelov na oceriovanie opcii. V prvej kapi-
tole Citatela obozndmime s jednoduchym modelom, z ktorého vychadza aj spominané
Black-Scholesova formula. Bindrny stromovy model je model, ktory predpoklada, ze
sa obchoduje len raz za urcité obdobie, napriklad jeden mesiac, tyzden, den, alebo aj
sekunda a mé len velmi obmedzenii mnozinu cien podkladového aktiva, ktoré mozu na-
stat. Nasledne sme ukézali aj ekvivalentny postup zaloZeny na dynamickom replikovani
spravania opcie portféliom zlozenym z kombinécie bezrizikového dlhopisu a podklado-
vého aktiva. Ako sa vSak ukézalo, obidva tieto pristupy si pytaja velkt dan za zvySenie
presnosti modelu v podobe rasticej vypoctovej naroc¢nosti, ktora sa stava prekazkou aj

pre modernu techniku. Vychodiskom z tejto situacie st limitné prechody do spojitého
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¢asu dvoma spdsobmi, postupnym zmensovanim ¢asu medzi dvoma obchodmi z mesia-
cov na tyzdne, dni, hodiny, sekundy, ... az na limitne nekonecne maly ¢asovy interval.
V dalsich dvoch kapitoldch tivddzame odvodenia Brownovej limity - Black-Scholesove;j
formuly na ocenovanie opcii a Poissonovej formuly - vyslednej op¢nej formuly Pois-
sonovho procesu. V ¢om sa modely od seba diametralne lisili bolo to, ze v pripade
Brownovho modelu sii ponechané konstantné pravdepodobnosti s akymi cena narastie
a klesne, no postupne sa rozdiely medzi vynosmi zmensuja. Poissonov model si pone-
chéva konstantné rozdiely medzi vynosmi, ale s limitnym prechodom sa budd menit
pravdepodobnosti, s akymi nastavaja. Pri odvodeni modelov sme vychadzali z knihy
A. Cerného [1]. V zévere kapitol sa nachadzaji praktické aplikicie formtl v prikladoch
a taktiez aj zovSseobecnenie Poissonovho procesu v kontexte Lévyho procesov.
Posledné, prakticky orientovand ¢ast prace je zamerand na otestovanie a porovna-
nie kvality oboch pristupov. Obidve vysledné formuly sme naprogramovali v Matlabe.
Vybrali sme si reprezenta¢nt vzorku dsmich akcii a akciového indexu S&P500 na kto-
rych budeme modely testovat. Ako prvé sme si potrebovali stanovit kritérium ako sme
posudzovali presnost modelov. Zvolili sme si preto mieru nepresnosti tak, aby pre ka-
zdé aktivum osobitne odzrkadlovala odchylku cien stanovenych modelom od relnych
cien z trhu [6]. Nakoniec postupne porovnavame rdzne pristupy ku kalibrécii modelov

a vyvodime zavery, kedy a ako je vhodné vysledné formuly pouzivat.
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1 Opcie a binarne stromy

Financ¢ny derivat je typ cenného papiera obchodovaného na finan¢énych burzach, pri-
padne aj na mimoburzovych trhoch (OTC), ktorého cena sa odvija od ceny podklado-
vého aktiva, ku ktorému sa dany derivat viaze. Asi najjednoduchsim prikladom derivatu
je CFD, teda contract for difference, iplne kopirujici cenu podkladového aktiva, ¢ize
zjednodusene povedané ide o dohodu, ze pri uzatvarani pozicie v case 1" si kupujuici
a predavajuci vyplatia rozdiel medzi cenou podkladového aktiva v Case uzatvorenia
obchodu Sy a cenou v ¢ase T' St bez toho aby realne vlastnili dané aktivum. O nieco
zaujimavejsie st forwardy a futurity. Forward je ako uz napoveda nazov dohoda o
budicom obchode, ktorou sa kupujici a predavajuci zaviazu k predaju, resp. kipe
podkladového aktiva za dopredu dohodnutt cenu v dopredu stanoveny cas, pricom
tato dohoda je pre obe strany zavizna. Neskor ukazeme, ze pre opcie to neplati. Futu-
rita je standardizovany typ forwardového kontraktu. Zo zakladnych derivatov mozeme
eSte spomenut swapy, ktoré predstavuji dohodu o vymene série platieb v budicnosti

medzi tcastnikmi obchodu.

1.1 Call a Put opcie

V ¢om sa teda lisia zékladné eurdpske Vanilla opcie od uz spomenutych derivatov?
Pri op¢nom kontrakte mé kupujici prévo, nie vSak povinnost v pripade Call opcie
kupit a v pripade Put opcie predat podkladové aktivum za vopred stanoveni cenu,
ktou volame strike price, alebo realizacna cena opcie a znac¢ime K. Existuju dva druhy
zakladnych opcii. Pri eurépskom type sa dé opcia uplatnit len v ¢ase expiracie, ten si
oznac¢ime T'. Americky typ umoziuje opciu uplatnit kedykolvek medzi kiipou a expira-
ciou. Podstatny rozdiel opcii oproti forwardu je, ze kupujtci nie je kontraktom viazany
a v pripade, Ze je to prentho nevyhodné nemusi opciu uplatnif. Pozornému oku urcite
neunikne doélezity dosledok vyplyvajuci z tejto skutocnosti a sice fakt, ze cena opcie
(pre Call opciu ju budeme oznacovat Cy a pre Put opciu Py) musi byt kladné, kedze
odhliadnuc od nékupnej ceny moze kupujicemu v budtcnosti priniest iba nezdporné
penazné toky, exaktne povedané hodnota opcie pri expiracii v ¢ase T je pre Call opciu

Cr = max (St — K,0) a pre Put opciu Pr = max (K — Sr,0). Pre zjendodusenie bu-

10



1.1 Call a Put opcie 1 OPCIE A BINARNE STROMY

deme celé ocenovanie aplikovat na Call opcie, postup v pripade Put opcii je analogicky.
Zjavne, hodnota opcie bude funkciou cien podkladového aktiva, casovej periody T a
strike price K.

Podme si cely princip ilustrovat na priklade. Akcia Apple je na stc¢asnej cene (11.4.2014)
So = 519,61 dolara, pozrime sa na Call opciu s realizacnou cenou K = 515 dolérov,
ktora expiruje za 14 dni. V roku 2014 je na burze New York Stock Exchange, skratene
NYSE, 252 dni, kedy sa obchoduje [8] a tym padom ¢asovt periédu T' vypocitame ako
pomer poc¢tu obchodnych dni do expiracie opcie, tych je 10 a poctu obchodnych dni v
roku, ktory preskalujeme tak aby sme dostali idaj v mesiacoch T = % x12 = 0,4762.
Skor, nez si ukazeme ako by sa tato opcia dala ocenit, sa mézme pozriet na opént burzu
CBOE [6], s akou cenou sa reélne obchoduje. Vidime, ze trhova cena danej opcie, teda
pravo kupit akciu Apple za dva tyZdne za cenu 515 dolarov mé v stc¢asnosti hodnotu
16,325 dolara. Tato sumu budeme nazyvat opéna prémia.

Povedzme si este nie¢o o tom ako by sa takd opcia dala vyuzif. Pouzitie by sme
mohli rozdelif na dva pristupy. Jednym je Spekulacia a druhym hedging. Predstavme si
investora, ktory vie, Ze spolo¢nost Apple budtci mesiac organizuje konferenciu WWDC
2014 a ocakava, ze Tim Cook sa postavi na podium a predstavi novy iPhone, ¢im by
vyhnal cenu akcie vyrazne nahor. Zaroven vsak vie aj to, ze v pripade ak by predsa len
novy teleféon nepredstavil medzi investormi by nastalo sklamanie a ceny by sa mohli
prepadnif. Preto namiesto po akcii Apple naktpi opcie, s ktorymi pri takejto Spekulacii
riskuje iba ich nakupnii cenu, teda op¢éna prémiu, pricom v pripade rastu ceny akcie méa
zisk neobmedzeny ale oproti zisku v pripade nakupu akcie mensi o op¢éna prémiu. Iny
obchodnik $pekulujici na trhu by si mohol mysliet, Ze ostatni investori uz o¢akavania
o novom teleféne zahrnuli do svojich pozicii a preto cena uz tieto o¢akavania reflektuje,
takZe cena nemé preco rast a pravdepodobne ostane v pasme alebo v pripade sklamania
bude klesat. Rozhodne sa preto predat Call opciu a t4 mu v pripade obchodovania v
pasme alebo poklesu ceny prinesie zisk v podobe opc¢nej prémie. Pozrime sa teraz na tu
istt situdciu z iného pohladu. Predstavme si, ze dochodkovy fond mé vo svojom port-
féliu podiel akcii Apple a zo zédkona nesme hodnota fondu klesnit pod urciti hodnotu.
Spravcovia fondu vedia, Ze v pripade ak by novinku nepredstavili hrozi prepad hodnoty

akcie a tym aj hodnoty fondu, preto si potrebuju poistit aby fond neklesol pod urcitt

11



1.2 Binarne stromy 1 OPCIE A BINARNE STROMY

hodnotu. Nakupia preto Put opcie, ktoré im zaistia, ze v pripade poklesu hodnoty budua
moct akcie predat za uréent cenu a tym poistia (hedguji) hodnotu fondu. Opét by na
druhej strane mohol staf investor, ktory by si myslel, Ze ak by aj Tim neukézal novy
iPhone, investori vedia, Ze ho s urcitostou predstavi v septembri a preto prepad ceny
akcie neoc¢akava a rozhodne sa predat Put opciu, na ktorej opét zarobi opéni prémiu

v pripade obchodovania na trovni strike price alebo rastu ceny akcice.

1.2 Binarne stromy

Mame Call opciu s realiza¢nou cenou K expirujucu za casovu periédu T', podkladové
aktivum so sti¢asnou cenou Sy a bezrizikovi rokovi mieru r. Bindrny strom predsta-
vuje akysi zjednoduseny model vyvoja ceny podkladového aktiva s diskrétnym casom.
Periédu T si rozdelime na rovnako dlhé casové tseky At. Predpokladame, ze na konci
periédy At st len 2 moznosti, ktoré mozu nastat, cena aktiva vzrastie na S3 s pravde-
podobnostou p alebo klesne na S, s pravdepodobnostou 1 — p. Tieto pravdepodobnosti
budeme nazyvat objektivne pravdepodobnosti. Na tivod budeme vychédzaf z jednope-

riédového modelu, ktory nasledne zovseobecnime.

Obr. 1: Vseobecny jednokrokovy bindrny strom

Chceme urcit cenu opcie, ktord ma v ¢ase At hodnotu C3 v priipade rastu ceny na
S5 a hodnotu C5 v pripade poklesu ceny podkladového aktiva na S,. Za¢neme tak, ze
zostrojime bezrizikové portfélio, ktorého hodnota je rovnaka v pripade rastu aj poklesu

ceny aktiva zlozené z opcie s hodnotami C; i = 0,2,3 a A akcii.

Cy— AS; = Cy — AS, (1.1)

12
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pre mnozstvo podkladového aktiva v portfoliu dostavame:

Cy — Cy
A=2"2 1.2
S, S, (1.2)

Analogicky vieme napisat hodnotu portfélia v ¢ase t = 0. Vyuzijuc bezarbitrazny
princip finan¢nej matematiky, mézeme porovnat stcasnu a diskontovant budiicu cenu

bezrizikového portfdlia.

O() - AS() = G_TAt(Cg — ASg) (13)
vyjadrime si hodnotu opcie v ¢ase t =0

C() = AS() + G_TAt(Cg — ASg)

= —03 — 02 S() + €_TT (03 — 03 — CZ Sg)

S3 — S S5 — Sy
. e_rAt CgSQGTAt — CQSOGTAt + 5302 - 5203
B S5 — Ss
1.4
. efrAt (SoerAt - 52) 03 n (Sg — SoerAt — SQ + 52) CQ ( )
B S3 — Sy S3 — 9
Spe™t — § Spe™ At — S,
—rAt 0 2 0 2
frg _ 1 - 0=
e |: 53_32 Cg+( S3_52 >02:|
= e "M gCs + (1 = q)Cy
dé sa lahko ukézat, Ze pre
rAt
g= "% (1.5)

S3 — 59
plati 0 < ¢ < 1, kedZe v opacnom pripade by bola moZzné arbitraz. Zaroven je mozné
si vS8imnut, Ze sucasnd hodnota opcie je diskontovand strednd hodnota pri rizikovo
neutralnych pravdepodobnostiach E%. Pri zovieobecneni jednokrokového stromu na n-
krokovy, skladanim jednokrokovych modelov budeme uvazovat jednoperiédové vynosy
R, a R4, konstantné v ¢ase. V lubovolnom uzle s cenou podkladového aktiva S,,,,, moze
cena narast na Sy, = Spow * Ry alebo klesntit na Syown = Snow * Raown- Dosadime tieto
vztahy do vypoctu rizokovo neutralnych pravdepodobnosti a ukdzeme, Ze su v kazdom

uzle binarneho stromu rovnaké.

At
Snower - Snow * Rdoum

q =
Snow * Rup - Snow * Rdown
erAt

1.6
- Rdown ( )

Rup - Rdown

13
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Viackrokovy binarny strom sa so zvdcsujucim poctom krokov stéva presnejsi, no
stupa aj vypoctova narocnost. Podme si cely princip ocetiovania opcii pomocou binér-

nych stromov ilustrovat na priklade akcie firmy Apple, ktory sme uz spominali vyssie.

S¢=572, 8700

S,=545, 5905
$,=519, 61 S.=518,3110

S,=493, 6295

S,=468, 9480

Obr. 2: Dvojkrokovy binarny stromovy model vyvoja cien akcie Apple

Priklad 1.1. Pozerame sa na eurdpsku Call opciu so strike price K = 515, ktora
expiruje o 2 tyzdne. Momentalne sa akcia obchoduje na trovni Sy = 519, 61. Rozdelime
si dvojtyzdnovia periodu T' = 0,4762 na dve polovice, ¢im ziskame bindrny strom
hibky 2 a At = % = 0,2381. Pre ilustraciu predpokladajme, Ze cena akcie kazdy
tyzdenl s pravdepodobnostou p = 1/2 vzrastie na R,, = 1,05 nasobok hodnoty a s
pravdepodobnostou 1 — p = 1/2 klesne na Ry = 0,95 nasobok. Bezrizikovy mesaény
vynos na trhu je r = 0,002. Vypocitajme si najskor aké budu ceny podkladového aktiva
v jednotlivych uzloch stromu. Po prvom tyzdni bude cena S35 = 1,05 x Sy = 545, 5905
ak pojde hore a Sy, = 0,95 x Sy = 493, 6295 v pripade, ze pdjde dole. O tyzden neskor
ak cena opif narastie bude cena podkladového aktiva Sg = 1,05 * S3 = 572, 8700, ak
pretdym poklesla a teraz vzrastie alebo naopak, tak bude S5 = 1,05% S, = 0,95% S5 =
518,3110 a ak obidva tyzdne klesala bude hodnota akcie na konci periédy T S, =
0,95%.5, = 468, 9480 dolarov. Hodnoty opcii pri expiracii su Cg = 67,8700, C5 = 3, 3110
a C; = 0 Teraz si potrebujeme vypocitat rizikovo neutralne pravdepodobnosti. Pretoze

rast resp. pokles cien sa s ¢asom nemeni, si aj tieto pravdepodobnosti pre kazdua

jednokrokovii podcast bindrneho stromu rovnaké.

Soe™ — Sy 519,61 x 200202381 _ 493 6295
g= - = 0,5048
S5 — S, 545, 5905 — 493, 6295

Hodnotu opcie v uzloch 2 a 3 vypocitame ako diskontovant stredni hodnotu z konco-

14



1.3 Replikacné portfélio 1 OPCIE A BINARNE STROMY

vych hodnot.

C3 = e " E?[C5,C) = e [qCs + (1 — q)Cs)
= ¢ 0002023811y 5048 % 57,8700 + (1 — 0, 5048) * 3,3110] = 30, 8357
Cy = e "MEQ[Cy, Cs] = e A [qCs + (1 — q)C4]

— ¢~ 00020.238110 5048 % 3, 3110 + (1 — 0,5048) % 0] = 1,6705

Analogickym postupom vypocitame aj hodnotu opcie v stucasnosti Cy, tentokrat ako

diskontovant strednt hodnotu z Cs a Cj.

Co= e TAMEQ[Cy,Cy] = e ™ [qCs 4 (1 — )y
— ¢ 0002:0.23811) 5048 % 30,8357 + (1 — 0,5048) * 1,6705] = 16, 3842

Vidime, ze dvojperiodovy model oceni eurépsku Call opciu na akciu Apple s realiza-
¢nou cenou K = 515 expirujicu za 2 tyzdne na Cy = 16, 3842 dolérov, pricom realna
trhova cena je 16,325 dolara. S pribiidajucim poc¢tom krokov binarneho modelu by sme
dosiahli presnejsi vysledok, no tento sposob je z ¢asového a vypoctového hladiska velmi

neefektivny.

1.3 Replika¢né portfolio

Na ten isty problém sa da pozriet aj inak. Poktsime sa z podkladového aktiva a bez-
rizikového cenného papiera (dlhopisu) zostavit portfélio, ktoré bude mat v kazdom
uzle stromu vSetky vlastnosti replikovanej opcie - rizikovost, vyplaty aj hodnoty. Mu-
sime rozliSovat medzi statickou a dynamickou replikdciou. Pri statickej replikécii uz
na zaciatku zostrojené portfélio netreba menit, no pri dynamickej replikicii, ¢o je aj
pripadom viackrokového bindrneho stromu, treba v kazdom uzle zasiahnuf a zmenit
mnozstvé aktiv. Podme si na jednom kroku bindrneho stromu ilustrovat ako také opciu
replikujice portfélio vypada. Skladame portfélio z dlhopisu na ktorého nominélnej hod-
note v principe nezalezi, preto budeme uvazovat dlhopis ktory ma nominélnu hodnotu
viaset =01 av dase t = At vyplati " dolarov. Druhé zlozka portfélia je akcia,
ktord mé v case t = 0 hodnotu Sy = a v ¢ase t = At hodnotu S5 s pravdepodobnostou

p alebo hodnotu S5 s pravdepodobnostou 1 —p. Uvazujme £ kusov podkladového aktiva
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1.3 Replikacné portfélio 1 OPCIE A BINARNE STROMY

a 1) dlhopisov. Pre replikacné portfélio musi platit:

€85+ pe™ = Cy
£S5 + ¢€mt = ()

Stustava ma jednoznacné riesenie

G-y
v P A S
1p =€ |:Cg (S3 — 52> S3j| (18)

V nasledujicom priklade budeme hladat portfélio replikujice Call opciu na akciu

Apple z prikladu 1.1.

$,=572, 8700

5,=545, 5905 Cs=67, 8700
C,=30, 8357

$,=519, 61 Sé:fggéillto

C,=16, 3842 =3,

5,=493, 6295

C,=1, 6705 S,=468, 9480

C,=0

Obr. 3: Bindrny stromovy model s cenami akcie Apple a hodnotami danej opcie, resp.

hodnotami replika¢ného portfélia v uzloch modelu

Priklad 1.2. Za¢neme v uzle pri Sp. Dosadenim do vzfahov (1.7) a (1.8) dostavame

¢ = Cs—Cy, 30,8357 —1,6705
S5 — S, 545,5905 — 493, 6295

Cy —C
__—rAt i 3 2
v=e [03 <53—52)53]

_ —0,002:0,2381 {30, 8357 — (

=0,5613

30,8357 — 1, 6705
545, 5905 — 493, 6295

) * 545, 5905} = —275,2731

V case t = 0 mame dlhopis v hodnote -275,2731, ¢o sa d4 interpretovat ako tver

275,2731 dolarov a 0,5613 akcie Apple v hodnote Sy = 519, 61 dolara, ¢o spolu dava

0,5613 % Sy — 275,2731 = 0,5613 % 519,61 — 275,2731 = 16.3842 = ()
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1.3 Replikacné portfélio 1 OPCIE A BINARNE STROMY

Inak povedané, v ¢ase t = 0 musime zaplatit 16.3842 dolarov za portfélio, ktoré v v
¢ase t = At prinesie vyplatu C3 v pripade, Ze cena akcie pojde nahor a Cs ak bude
klesaf, ¢ize naSe portfélio pre prvy ¢asovy tik dokonalou ndhradou danej Call opcie. V
¢ase t = At musime upravif portfélio podla toho ¢i cena akcie vzrastla alebo poklesla.
Najskor pripad ak vzrastla na hodnotu Ss. Opiit analogicky vypocitame mnozstva £ a
.

‘= Co—Cs 57,8700 —3,3110
- S¢— S5  572,8700 — 518,3110

Cy — C!
__ _—rAt o 6 5
v=e {Cﬁ (56_55)56}

_ 0002402381 [57’ 8700 — (

57,8700 — 3,3110
572, 8700 — 518, 3110

) * 572,8700] = —514, 7548

Ak by cena akcie vzrastla navysili by sme v ¢ase t = At po6zicku na 514,7548 dolarov

a dokupili by sme 0,5613 akcie.
S3 — 514,7548 = 545,5905 = 16.3842 = (3

UZ nadm ostava vysetrit iba pripad ak cena akcie poklesne na Sy.

Cs — O, 3,3110 — 0
— = =0,0671
$ Sy — Sy 518, 3110 — 468, 9480 ’
Cs—-C
—rAt 5 4
- Cy - s
v=e { ’ <S5 - 54) 5]
3,3110 - 0

— ¢ 0,002%0,2381 [3, 3110 — ( > * 518,3110} = —31,4392

518, 3110 — 468, 9480

Vidime, Ze akby cena podkladového aktiva v ¢ase t = At bola S, predali by sme 0,9329

akcie a zo ziskanych prostriedkov by sme vratili ¢ast tveru.
0,06718 x Sy — 31,4392 = 0,06718 % 493.6295 — 31,4392 = 1.6705 = C}

Hodnota portfdlia by bola aj teraz rovna hodnote opcie v uzle S,.

Vidime ako by sa dalo portféliom zlozenym z podkladového aktiva a bezrizikového
dlhopisu dokézeme replikovat spravanie, hodnoty a vyplaty opcii tak, Ze po kazdom
diskrétnom tiku ¢asu upravime vahy portfélia. Tato tedria vSak v realite naraza na
velké prekazky. Cas v skutocnosti nie je diskrétny ale spojity takze na Iubovolne dlhe;

periéde T by bolo treba zlozenie portfélia upravit nekonecne vela krat. Aj v pripade,
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1.3 Replikac¢né portfélio 1 OPCIE A BINARNE STROMY

zeby sme sa rozhodli vahy menit iba povedzme kazdt minttu je tu dalsi problém v
podobe trenia trhu, teda transakcénych nakladov na obchody, Bid - Ask spreadu, ¢i
roznych trokovych mier za aké si vieme pozicat peniaze a akymi sa peniaze bezrizikovo

arodia.
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2 BROWNOV MODEL

2 Brownov model

Vypocet hodnét opcii cez binarny stromovy model sa so zvysujicim sa poc¢tom krokov
% — o0 stava vypoctovo prilis narocny aj pre sucasnd techniku. Preto potrebjeme
limitne prejst od diskrétneho k spojitému ¢asu. Jedna moznost je ponechat pravde-
podobnosti a zmenSovat ¢asové tiky At bindrneho stromu. Takouto limitou binarneho
stromu je Brownov pohyb a v kone¢nom désledku Black-Scholesova formula. Odvode-
niu Brownovej limity sa budeme venovat v tejto kapitole a budeme postupovat podla
odvodenia uvedeného A. Cernym v [1]. DalSou moznostou je ponechat konstantné roz-
diely medzi moznymi vynosmi podkladového aktiva a v menit pravdepodobnosti, ¢o

vedie k Poissonovmu modelu, ktorého odvodenie uvedieme v 3. kapitole.

2.1 Zhrnutie vlastnosti z pravdepodobnosti

Ako prvé, vsak uvedieme bez dokazu niektoré zakladné poznatky z pravdepodobnosti
a Statistiky, ktoré vyuzijeme neskér pri odvadzani limitnej podoby rozdelenia logarit-
mickych vynosov aktiv.

Majme ndhodnu velicinu X s diskrétnym alebo spojitym rozdelenim. Jej strednt
hodnotu budeme oznacovat E(X) a pre Va,b € R plati: E(aX +b) = aE(X) + b. Dis-
perziu (Varianciu) X zna¢ime Var(X) a pre Va,b € R plati Var(aX +b) = a*Var(X)
a pre Standardnti odchylku Std(X) = y/Var(X) mame pre Va,b € R: Std(aX +b) =
la|Std(X).

Ak st X a Y dve spojité ndhodné veli¢iny, potom pre disperziu ich suctu X +Y
plati Var(X +Y) = Var(X)+Var(Y)—2Cov(X,Y), kde Cov(X,Y) je kovariancia X

a Y. Odtial dostavame, Ze pre nezévislé ndhodné veli¢iny X7, X, ..., X,, plata vztahy

EXi+Xo+ ...+ X,)=E(X)) + E(X3) + ... + BE(X,,) (2.1)

Var(X;1 + Xo+ ... + X)) = Var(Xy) + Var(Xs) + ... + Var(X,) (2.2)
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2.2 Limitné rozdelenie vynosov 2 BROWNOV MODEL

2.2 Limitné rozdelenie vynosov

Najskor odvodime stredntt hodnotu a disperziu rozdelenia vynosov za mald c¢asovi

pero6du At — 0. NaSou tlohou je najst ich limitné podoby

Jim B9 [ln (R(T)) (23)
Alifglﬂ Var@tn (R(T))] (2.4)

Predpokladame, Ze jednoperiédové vynosy si navzajom nezavislé a pre mala periédu
At mozeme predpokladat, Ze st aj rovnako rozdelené. Zaroven vieme, Ze vynosy pre

rozne periédy sa spravaju podla nasledovného vztahu ilustrovaného pre roky a mesiace.

Rrok = Rjanur -Rfebrur oo Rdecember

In (Rrok) =In (Rjanur) + In (Rfebrur> + ...+ In (Rdecember)

Nésledne z (2.1) a (2.2) a zovSeobecnenim nasledujucich vztahov pre vynosy dostavame

E9n (R(T))] = AltEQAt[ln (R(At))] (2.5)
Var@tn (R(T))] = %varQAtun (R(A1))] (2.6)

Ked7ze uvazujeme limitne malt dlzku periédy At, tak aj E92[In (R(At))] a Var@at[ln (R(At))]
st nutne velmi malé ¢isla. Vdaka tomu mozeme hladat stredni hodnotu a disperziu v

nasledovnom tvare

E9'In (R(At))] = ugAt + o(At) (2.7)
Var@n (R(At))] = oAt + o At) (2.8)

Spojenim (2.5) so (2.7) a (2.6) s (2.8) dostavame:

Jim E9'In (R(T))] = uoT (2.9)
Jim Var®'[In (R(T))] = 05T (2.10)

Jedna z najznamejsich viet v celej tedrii pravdepodobnosti, tzv. Centralna limitnéa
veta hovori, Ze sucet nezavislych, rovnako rozdelenych nahodnych veli¢in pre pocet

nahodnych veli¢in idici do nekoneéna mé v limite normélne rozdelenie. Uloha sa nam
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2.2 Limitné rozdelenie vynosov 2 BROWNOV MODEL

tym padom zjednodusila na hladanie dvoch parametrov normélneho rozdelenia. Na to
aby sme vedeli povedat, ¢o je pg a aé potrebujeme vyjadrit lavé strany rovnic (2.7)
a (2.8). Za¢neme s aproximovanim rizikovo neutralnych pravdepodobnosti g,(At) a
qa(At). Pri odvodeni bindrneho stromu v predchadzajucej kapitole (1.6) sme ukazali

qu(At) = Zﬁ Eig — gzgig (2.11)

qa(At) =1 — qu(At) (2.12)

Vzhladom na vlastnosti disperzie a strednej hodnoty mé zmysel rozdelit si ndhodnu
veli¢inu, v tomto pripade logaritmicky vynos na ndhodnu ¢ast so strednou hodnotou 0

a konStantnua cast.
hl (Rmesiac> = E(h’l (Rmesiac)) + [ln (Rmesiac) - E(ln (Rmesiac>)]

Tento postup aplikujeme aj na In (Ra;) tak, Ze oddelime konstantnt stredntt hodnotu
1At a zaroven pred druhu zatvorku vyberieme odmocninu z disperzie v At, ¢im dosta-
neme normalizovant ndhodnt veli¢inu v zatvorke z norméalneho rozdelenia so strednou

hodnotou 0 a disperziou 1
In (Rat) = pAt + VAL(In (Ry) — ) (2.13)

Teraz aproximujeme pomocou Taylorovho radu druhého stupna pre funkciu e”, kde x

je In (Ra;) v okoli bodu zy =0
22
et = 1—|—x—|—?+0(9£2)
RAt — eln(RAt)
_ eyAt—&-\/E(ln(Rl)—u)
(pAt + VAL(In (Ry) — p))°

= 14 pAt +VAt(In (Ry) — p) + 9 - (2.14)

T ol(uAt + VAI(In (Ry) — 1))

=1+ VAt (In(Ry) — p) +At (u + M) +o(At)
—_—— 2

(& J/
X ~~

Y

Tak isto rozvinieme aj Ry. Staci pouzif Taylorov polyném 1. stupna.
RyAt =14 rAt + o(At)

(2.15)
r=1In (Rfl)
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2.2 Limitné rozdelenie vynosov 2 BROWNOV MODEL

Nésledne dosadenim (2.14) do (2.11) dostédvame

B L+ 7At — (14 XgvV At + YAt + o(At) B
14 XoVAL+ YA — (14 XV AL+ YAl + o(At)
L =XgVAt+ (1 = Yy) At + o(At)

(Xy — X)VAE+ (Y, — )AL+ o(AL)

B —Xa+ (r+ Yy At + o(At) B

Xy — Xa+ (Y — YO)VAL+o(A)

Xy r—=Yy — Yo=Yy B
— m <1 Xd At + O(At)> <1 + m At + O(At))
(2.16)

qu(At)

Tu opiit vyuZijeme Taylorov polyném, tentokrat pre funkciu (1 + z)™', kde =z =

—)ﬁzjgd VAL 4 o( At)

X, — Xy X X, — X,

. Xd T’—Yd Yu—Yd
= Xu_Xd(l (Xd +Yu_Yd>vAt+o(At))

Z definicie ndhodnej veli¢iny X vieme, ze E(X) = 0 a preto pre objektivne pravdepo-

WA = — L (1 . _de\/E+ O(At)) (1 NV R O(At)) .

dobnosti p, a pg nutne plati p, X, = —psX4. Odpocitame od oboch stran p, Xy a od

tej istej povodnej rovnice aj pgX,. Vznikli ndm dve rovnosti:

Pu( Xy — Xa) = — X4 (2.18)

Oznacime si z = X,, — Xy, v novom zapise:

X =paZ (2.20a)
Xg=—pZ (2.20b)
Y, = % + (2.20c)
Y, =" 3222 o (2.20d)

Nésledne dosadenim (2.20) do (2.17) ziskavame:

2.2
U . 2 .2
QA = py (1 + " + pd2 Pu 22) VAt + o(At)
—DuZ z
b (2.21)

= pu + (T ; g p“ﬁ”) VAL + o(At)
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2.2 Limitné rozdelenie vynosov 2 BROWNOV MODEL

Odvodili sme si vztah rizikovo neutralnych ¢,(At), g4(At) pravdepodobnosti a objek-
tivnych pravdepodobnosti p, a pg. Ukazeme si, aka strednti hodnotu a disperziu ma
nédhodné veli¢ina X, ktora s pravdepodobnostou p, nadobiida hodnotu X, a s pravde-

podobnostou p; nadobiida hodnotu X,. Pre jej stredntt hodnotu plati
p=E(X) = pasXq+ puXy (2.22)
Vyuzijuc fakt, ze p, + ps = 1 pre disperziu dostavame
o =Var(X) =
=E(X - EBE(X))?=
= pu(Pa(Xu — X4))* + pa(pu(Xu — X4))?

= pupa(Xy — Xd)z(pu + pa)

= pupa(Xu — X4)?

(2.23)

= pupdz2

S vyuzitim (2.22) a (2.23) moézeme vztahy pre rizikovo neutrélne pravdepodobnosti

prepisat
qu(At) = py + aV At + o(At) (2.24a)
qa(At) = pg — aV At + o(At) (2.24Db)
Kde a je
r—p—%

T I (R.1) — In(Ra(1)) (2.25)

o? je disperzia mesaénych vynosov, u je ich strednd hodnota, mozme si ju predstavit
aj ako ocakavany mesac¢ny vynos podkladového aktiva, a r je bezrizikovy mesacny

logaritmicky vynos

p= E[ln(R(1))] (2.26a)
o = Var[ln (R(1))] (2.26Db)
r=1In(Rs(1)) (2.26¢)
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2.2 Limitné rozdelenie vynosov 2 BROWNOV MODEL

Opiit s odvolanim sa na zékladné poznatky z pravdepodobnosti a Statistiky méZeme
napisat
In (R(At)) = pAt + VAt(In (R(1)) — p) (2.27)
In (Ry(At)) =rAt (2.28)
Uz mame vsetko potrebné na to, aby sme ukazali aky tvar maji oba parametre nor-

malneho rozdelenia logaritmickych vynosov podkladového aktiva s a aé. Ako prvu si

vyjadime strednti hodnotu:
o = B9t +v/AH(In (R(1)) — )]
= pAt + B9V At(In (R1) — p)]

— A+ At (p,(In (Ry(1)) — 1) + paln (Ra(1)) — p) +

(.

EP[In (R(1))]=0 (2.29)
+ aAt(In (R (1)) — p —In (Rgq(1)) + p) + o(At)
= [u+ a(ln (R,(1)) — In(Ry(1)))] At + o( At)

N /
-

podobne aj pre disperziu plati 2
o} = Var®® (uAt + VAt(In (R(1)) — p))
= Var?(VAt(In (R(1)) — p)) (2.30)
= EM(VAH(In (R(1)) — p))*] = E9[(VAH(In (R(1)) — p)]?
Prava cast je radu At? a preto ju modzeme nahradif o(At). Pokracujeme:
Var® (VAL (R(1) — 1)) = pudStn (Ru(1)) = 1)? + paltin (Ra(1)) — o) + o(At) =

= 02 At + o(At)
(2.31)

Porovnanim (2.30) a (2.31) s (2.7) a (2.8) ziskavame podobu parametrov rozdelenia

mesacnych vynosov

pQ=1— "5 (2.32)
oy =0’ (2.33)
Pre celkovt periédu T implicitne plati
2
; Qat — (T
AI%IE}OE In (R(T))] =(r 5 )T (2.34)
lim Var9s'[n (R(T))] = o*T (2.35)

At—0

24



2.3 Black-Scholesova formula 2 BROWNOV MODEL

Vidime, Ze limita Brownovho pohybu pre At — 0 pri rizikovo neutralnych pravde-
podobnostiach déva normalne rozdelenie so strednou hodnotou pg = (r — %Q)T a

disperziou o3, = o*T.

2.3 Black-Scholesova formula

V 1. kapitole sme si pri odvodzovani binarnych stromovych modelov ukazali , Ze sti¢asna
cena Call opcie () je dana ako strednd hodnota z hodndt opcie na konci periody T pri

rizikovo neutralnych pravdepodobnostiach diskontovana do stcasnosti
Co = e "TEC[Cy] (2.36)

kde Cr = max(Sr — K,0). Zarover sme v predchadzajicej ¢asti odvodili, Ze limitné
rozdelenie cien podkladového aktiva je normalne rozdelenie so strednou hodnotu (r —
%2)T a disperziou 0T a potom In (R(T)) ~ N ((r — %Q)T, 02T>. St = SoRr, Cize
In (S7) =1In(Sy) + In (Rr). Teda

2
In (Sr) ~ N (ln (So) + (r — %)T, O’QT) (2.37)

(2.36) tak mozeme prepisat ako:
Co = e " TE? [(e™0) — N |y ()51 (0] (2.38)

Koli rozsahu a zlozitosti uvadzame bez dokazu nasledujtice tvrdenie. Pre nahodnu
veli¢inu X z norméalneho rozdelenia so strednou hodnotou i a disperziou 62 a konstantu

a plati:

E[(eX = ¢%)|xsa] = M7 @ (HU—LG) ~ e (ﬁ _ “) (2.39)

o o
a tento vztah pre i = In (Sp) + (r — ”—;)T a 62 = 0?T dava slavnu formulu publikovant

Blackom, Scholesom a Mertonom v roku 1973:

2+ (r+g)T (e (-
—Ke™®

C, =59
0 T /T

(2.40)

Vysledni formulu vyskisame na priklade s akciou Apple z prvej kapitoly

Priklad 2.1. Chceme ocenift eurépsku Call opciu so strike price K = 515, expirujtiicou

za Casovl periédu T = 0,4762 mesiaca, pri sucasnej cene akcie (11.4.2014) Apple
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2.3 Black-Scholesova formula 2 BROWNOV MODEL

Sp = 519,61, pri bezrizikovom vynose r = 0,002. Ako odhad parametra o pouzijeme

dvojro¢nu volatilitu o = 0, 08. Hodnoty dosadime do (2.40) a dostavame

%—i—(r—i—é)T %—i—(r—‘;)T

C, = Sob —Ke'e
o | T
B961 | (07 002 + @) * 0,4762
= 519,61 %P

0,08 % /0, 4762
519,61 0,082
501 40,002 - 28 40,4762
0,08,/0, 4762

— 515 % 670,002*0,4762®

= 14.12

Rozdiel v cene vypocitanej Black - Scholesovou formulou oproti realnej trhovej cene
sa d4 pripisat inym predstavam tcastnikov trhu o volatilite, nez je historicka volatilita.
Na situéciu sa mozeme pozrief z opacnej strany. Pretoze jediny volny parameter tejto
formuly je prave volatilita, mozeme spétne z nej zistit aka volatilitu odhaduje trh.
Tato hodnotu nazyvame implikovana volatilita. Vyuzitim predchadzajiceho prikladu

dostéavame implikovanu volatilitu akcie Apple
Oimp = 0,0957

Historicka volatilita akcie Apple, vypocitand z vynosov za posledné dva roky je 0,08,

trh vsak odhaduje mierne vyssiu volatilitu na trovni 0,0957.
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3 Poissonov model

Pri limite Brownovho pohybu sme nechali konstantné objektivne pravdepodobnosti p,
a pg a Casovy interval At sme limitne poslali do nuly. Pointa Poissonovej limity je iplne
opacna, ponechame konstantné rozdiely medzi logaritmickymi vynosmi podkladového
aktiva In (R,) a In (R4) konstantné, ale pri limitnom prechode budeme menit pravdepo-
dobnosti. So zmensujticou sa periédou At — 0 sa pravdepodobnost vynosu In (R,) blizi
k jednej a pravdepodobnost vynosu In (R,) ide k nule. Takto sa dostaneme k procesu,
kde cena aktiva vicSinu c¢asu linearne rastie a raz zacas posko¢i smerom nadol o pevné
¢islo J. Lahko sa d4 nahliadnut, Ze tym padom aj mnozina moznych cien podkladového
aktiva resp. hodnot opcie na konci periody 7' budua diskrétne, narozdiel od Brownovho

pohybu, kde ceny aktiva boli z normalneho rozdelenia.

3.1 Poissonove rozdelenie

Hovorime, Ze diskrétna nahodna velicina X méa Poissonove rozdelenie s parametrom
A>0akpre k=0,1,2,... je pravdepodobnost
)\k

_ A
PIX =K =T

(3.1)
potom stredna hodnota a disperzia X st

EX] =)\
Var[X] =\

Poissonove rozdelenie sa d& interpretovat ako pravdepodobnost, Ze dand udalost na-
stane v danom ¢asovom intervale presne k krat, ked v priemere sa vyskytuje A krat za
rovnaky casovy interval. Pre ilustraciu si mozeme predstavit nahodnt veli¢inu, ktora
bude reprezentovat kolko krat trafi Roger Federer za zapas eso, ak ich v priemere za
zapas nastriela \. Oc¢ividne moze nadobtidat hodnoty & = 0,1, 2, ... a pravdepodobnost

ich nastatia sa d& vyjadrit Poissonovym rozdelenim.

3.2 Rozdelenie cien podkladového aktiva

Podobne ako v predchadzajucich kapitolach si budeme strednti hodnotu mesacnych

logaritmyckych vynosov oznacovat i a ich disperziu o2. Vlastnosti modelu spominané
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v tvode tejto kapitoly si mozeme matematicky zapisat

In (Ry(AL)) = il (3.2)
In (Ry(At)) = AL — J (3.3)
pu=1—\At (3.4)
pa = AAL (3.5)

odkial mozno odvodit stredntt hodnotu pri objektivnych pravdepodobnostiach, ktort

si ozna¢ime BT, z logaritmického vynosu za periédu At

EP[In (R(A1)] = (1 — M) aAL + AAH(AL — J) = .
= (n— N)At ‘

rovnako postupujeme aj pri disperzii logaritmického vynosu na periéde At a s vyuzitim

zisteni z (2.32) dostavame

Varp[ln (R(At))] = pupd<Xu - Xd)2 =
= (1 = MAHIALT? = (3.7)
= MAJ? — (AAtJ)?

logaritmicky vynos za periédu dizky 1 je stétom ﬁ vimosov na periédach dizky At.

Zaroven predpokladédme, zZe vynosy na neprekryvajicich sa ¢asovych periodach su ne-

z4vislé. Preto pre u a o2 plati

Bl (R(A)) = Bl (RQ))] = 4 (33)
AitVar[ln (R(A1))] = Var[ln (R(1))] = o (3.9)

Dosadenim (3.8) do (3.6) a (3.9) do (3.7) dostavame

fi— At =p (3.10)
JEN = XAt = o? (3.11)

Vyjadrenim posunu (driftu) /i a skoku J zo ststavy sme dostali

Vo
V1= MAt

o

VAW — \At

f(At) = p+ (3.12)

J(At) = (3.13)
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KedZe uvazujeme velmi malt peridédu At ~ 0 mé zanedbatelny vplyv na hodnoty /i a

J a teda mozeme dosadit At = 0, ¢o ndm dava

i(0) = 4+ Vo (3.14)
o
J(O0) = — 3.15
0= (3.19
V Brownovom modele nadobtda In (%) akikolvek hodnotu z intervalu (—oo, o)

naproti tomu ako sme uz spomenuli, Poissonov model pripusta iba diskrétnu mnozinu

hodnoét, pre 0,1, 2, 3, ... skokov v intervale [0, 7] mame

St
In({—)=p—-J
n(%) :
St N
In{—|=p-2J
n(%) 8
S
In (—T) =n—3J
0
oznacime si NV; pocet skokov medzi ¢asom 0 a t. Potom vSeobecne
S
In (-t) =t — N,J (3.16)
So
S, = Spelt=N] (3.17)

Pocty skokov v nezavislych ¢asovych intervaloch st navzajom nezavislé, preto aj Nas, Noar—
Nat, Nsar — Noag, ... s nezavislé ndhodné veli¢iny. Rozdelme si interval (0,7") na %
¢asovych periéd dlzky At. Potom zrejme P[ziaden skok v intervale (0,7)] = P[0 skokov
v (0, At)A 0 skokov v (At, 2A¢) A ...A 0 skokov v ((& — 1) At,T))]. Inak povedané

P = (1 - Al
(3.18)

teraz vyuzijeme Taylorov rad pre funkciu In (z + Az): In (z + Az)—In (z) = 2240(Az)
pre x =1 a Ax = —)\At.

o(At)

po=e Mtar (3.19)
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kedZe e® je spojita funkcia v x na celom svojom defini¢nom obore

o(At)
li At) = lim e M+ a0 =
Jim po(At) = lim e t
_ pdim (THEEE) (3.20)
— ef)\T

tym padom sa da Tahko nahliadnut, Ze pre malé At — 0 bude pravdepodobnost presne

n skokov pocas periody T’

(AT)" e (3.21)

Jim, PN = n] = =,

a teda pre At — 0 ma pocet skokov N; Poissonove rozdelenie a jeho stredna hodnota

a disperzia maju tvar

E[N,] = AT (3.22)
Var[Ny] = AT (3.23)

teraz potrebujeme vyjadrit rizikovo neutralne pravdepodobnosti ¢, a ¢4.

R (At) — Ry(At)
Ru(AL) — Ry(AY)

qa(At) = 1 — qu(At) (3.25)

qu(At) = (3.24)

a

Pravi stranu rovnosti (3.13) —s=—=—=; si vieme prepisat ako —&= (1 — ApAt)~% a

na druht ¢ast pouzit Taylorov rozvoj pre funkciu (1+2)"2 (1+2)7/% = 1—La+o(z).

1
far = L+ Apo +=ApAt + O(At) (326)
—_—— 2

i

1
LA + 50V AR AL +o(A1) (3.27)
\/‘UP T

J

Jar =

nasledne na aproximovanie vynosov vyuzijeme Taylorov rad prvého stupna pre funkciu

e’ e =1+ x4+ o(z), kde najskor x = iAt + o(At) a potom = = (u — B)At + o(At).

Ry (At) = 2™ = 1 1+ 1At + o(At) (3.28)
Ry(At) = efiadt=dae — o=Jar (1 4 (f — B)At + o(At)) (3.29)
Ry(At) =1+ rAt + o(At) (3.30)
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Dosadenim tychto vztahov do (3.24) dostavame:

B 1 —e (i — B)At + o(At)
Gu(At) = l—e7 4+ (1l —e )+ e ’B)At + o(At) (3.31)

vyberieme z Citatela aj menovatela (1 —e™7) a tym ziskame rovnost

-1

r—e’(ii— B) _e’'B
qu(AL) = (1+ T At+0(At)) 1+ (u+ 1 —e—J) At + o(At)
(3.32)
aplikovanim Taylorovho radu pre funkciu (1 + x)~! dostdvame:
_ =J(n B —JB
au(dt) =14 (LB At + o(At) =
1—e’ 1—e’/
~ (3.33)
— K
=1+ 1_67JAt+0(At)
Oznacime si 15; 7 = Ag. Tento parameter vyjadruje intenzitu s akou nastavaju

skoky ceny nadol pri rizikovo neutralnych pravdepodobnostiach.

3.3 Poissonova formula

Pripomenme si eSte raz, Ze sticasni cenu opcie pocitame ako do stcasnosti diskon-
tovanu strednit hodnotu z hodnét opcie na konci periédy T pri rizikovo neutralnych

pravdepodobnostiach. Ozna¢me si C(T', Ny) hodnotu opcie v ¢ase maturity. Potom
C(T,Ny) = maz(Sy — K,0) = = maz(S,e™ N1/ — K,0) (3.34)

Tento vztah spolu s odvodenym rozdelenim pri rizikovo neutralnych pravdepodobnos-

tiach spolu davaju Poissonovu formulu na ocenovanie opcii:

Co=e"TEQ[C(T)]

(A\oT)" (3.35)

_ —(e+n)T iT—nJ _
=e V@ Zm&x(Soe K,0) iy

n=0

Priklad 3.1. Pomocou Poissonovej formuly (3.35) ocenime eurépsku opciu na akciu
Apple s realizacnou cenou K = 515 a maturitou 7" = 0,4762 mesiaca. Akcia sa v
stucasnosti obchoduje na trovni Sy = 519, 61. Na odhad oc¢akavaného vynosu a volatility

akcie pouzijeme historické dvojro¢né data a dostavame p = 0,01 a o = 0, 08 intenzitu
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skokov odhadneme A\ = 5. Bezrizikovy vynos je r = 0,002. Dopocitame parametre

vyskytujtce sa v konecnej formule

f=p+ Vi =0,01++5%0,08 =0,1889
o 0,08
J=—=-"2"=0,0358
v Vb
0,1889 — 0,002
No =T o = 0,347

dosadenim vypocitanych parametrov do (3.35) dostavame

CO — 670,002*0,4762EQ [C((), 4762)]

- 14 4762)"
_ o~ (5,3147+0,002)+0,4762 Zmax(519, 61 5 (01889:0.4T62-n40.0358 _ 515 () (5,3147 '0, 762)
n!
n=0
= 14.6212
(3.36)

Cena vypocitana Poissonovym modelom je rovnako ako v pripade Black - Scholesovej
formuly nizsia ako trhova, ktora je 16,325 dolara, no je k trhovej cene o kusok blizsie.
Rozdiel oproti trhovej cene je sposobeny odhadovanim troch réznych parametrov, pri-
¢om prirodzena intenzita skokov A, inak povedané priemerny pocet skokov za mesiac

nema ani jasnu interpretaciu.

3.4 Zovseobecneny Poissonov proces

Pri pohlade na Poissonov proces sa pontika otézka, ¢ je naozaj nutné aby bola dizka
skoku J pevne dané ¢islo, konStantné pocas celej doby do expiracie T'. Ako o chvilu
ukézeme, Poissonov proces patri do ovela $irsej triedy Lévyho procesov, pomenovanych

podla Paula Lévyho, popredného matematika 20. storocia. [5]

3.4.1 Lévyho procesy

Na to aby sme mohli zadefinovat Lévyho proces, potrebujeme najskor poznat pojem

charakteristickej ¢x : R — C funkcie ndhodnej premennej X, ktora je v [3] definovana
¢x(u) = E [e"¥] (3.37)

kde i = v/—1. Charakteristicka funkcia jednoznac¢ne urcuje rozdelenie nahodnej veli¢iny

X a tym padom ak sa dve nahodné veli¢iny zhoduju v charakteristickej funkcii, st aj
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3.4 Zovseobecneny Poissonov proces 3 POISSONOV MODEL

rovnako rozdelené. Zaroven sa da z (3.37) odvodit, ze ak Xi, Xy, ..., X,, si nezavislé
nahodné veli¢iny, potom pre ich si¢et Y = > X, a jeho charakteristickt funkciu ¢y

plati

n

Py (1) = o, (W) dx, (W) (). x, (u) = [ [ 6, (w) (3.38)

i=1
Definicia 3.2. Majme rozdelenie s charakteristickou funkciou ¢(u). Ak pre kazdé pri-

rodzené ¢islo n plati, ze ¢(u) je tiez n - tou mocninou charakteristickej funkcie, nazyva

sa toto rozdelenie pravdepodobnosti nekonecne delitelné.

Vyhodou nekone¢ne delitelnych procesov je, Ze si ich mozeme Iubovolne rozdelif na

viac Casti, ktorych rozdelenia (charakteristicki funkciu) pozname.

Definicia 3.3. Uvazujme funkciu f : [a,b] — R, pre ktort plati, Ze pre vSetky body t €
(@, b] m4 funkcia f limitu zlava a je spojita sprava. Autor v [5] nazjva proces generovany

takouto funkciou cadlag z francizskeho continue d droite et limites d gauche

Vidime, Ze kazd4 spojita funkcia je zaroven cadlag. MoZeme prejst k definicii Lévyho

procesu uvedenej v [2].

Definicia 3.4. Lévyho proces je nekonecne delitelny stochasticky cadlag proces (Xt)tzo
s hodnotami v R?, za¢inajtci v nule, matematicky X, = 0 spliiajici nasledujiice pod-
mienky:

1. nezavislé prirastky: pre kazda rasticu postupnost ¢asov tg, t1,..., t, su ndhodné
premenné X, , X;, - Xy,..., Xy, - Xy, , nezavislé.

2. stacionarne prirastky: rozdelenie X, - X; nezavisi od t.

3. stochasticka spojitost: Ve > 0 limy_,o P (| X¢yn — X¢| >¢) =0

Z tretiecho bodu definicie mdZeme vidiet, Ze pravdepodobnost, Ze skok nastane v
nejakom konkrétnom case ¢ je 0. Zaroven z nekonecnej delitelnosti vieme popisat roz-
delenie prirastkov za periédu [t,t + h] pomocou charakteristickej funkcie. Prirastok
X,1n — X, na periéde [t, ¢+ h] bude mat charakteristicka funkciu (¢(u))", nezévisla od
t, tym padom ani rozdelenie prirastku nezavisi od ¢, ¢o je tvrdenie druhého bodu defini-
cie. Kumulativna distribuéné funkcia 1(u) = In ¢(u) sa riadi nasledujicim predpisom,
znamym pod nazvom Lévyho - Khinitchinova formula.

Y(u) =iyu — %UQUQ + /OO " — 1 — juxl iy < v(dr) (3.39)
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Z formuly sa da vidiet, Ze proces je charakterizovany trojicou Lévyho parametrov
[v, 02, v(dz)], zastupujtcich tri nezavislé ¢asti Lévyho procesu: linedrnu determinis-

ticka ¢ast, Brownovu ¢ast a skokov cast.

3.4.2 Zovseobecnenie Poissonovho procesu

Specidlnym pripadom Lévyho procesu s nulovou Brownovou c¢astou je aj Poissonov
proces, ktorym sa zaoberdame v tejto praci. Tento proces vSak vieme zovSeobecnif tak,
ze velkost skokov nebude konstantné, ale bude mat vlastné rozdelenie. Majme zékladny
Poissonov proces s parametrom A > 0, kde P[N; = n| = e"\%. Nech Z;,i=1,2,3, ...

st nezavislé rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny s charakteristickou funkciou ¢z (u).

Potom sumu, kde ¢t > 0
N
Xi=> 7 (3.40)
i=1

nazyvame zovsSeobecneny Poissonov proces. Jeho hodnota X; v case t je suctom N,
nahodnych premennych z rovnakého rozdelenia.

Ak odhliadneme od linearnej c¢asti Poissonovho procesu, vidime, ze ak dosadime
do (3.40) pre vSetky i Z; = —J dostavame z rovnice pre vSeobecny Poissonov proces
zakladny, s ktorym pracujeme v tejto praci. Charakteristickd funkcia zovseobecneného

Poissonovho procesu (X),, mé tvar
E [¢mX] = M ( )56y e R (3.41)

Z definicie a charakteristickej funkcie sa daji odvodit nasledujtce vlastnosti zovseobec-
neného Poissonovho procesu. Poissonov proces, ¢i uz zakladny alebo zovseobecneny, je
jediny typ Lévyho procesu, ktory je po ¢astiach linearny. Casy 7}, kedy nastévaju skoky
maju rovnaké rozdelenie ako obycajny Poissonov proces s rovnakou intenzitou skokov
A. Velkosti skokov Z; st nezévislé a maji rovnaké rozdelenie. Z charakteristickej funkcie

potom vyplyva nekonecné delitelnost procesu.
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4 Testovanie modelov

V tejto kapitole si rozoberieme vysledky a pozorovania z testovania modelov na real-
nych trhovych datach. Pre oba procesy sme naprogramovali v Matlabe vysledné for-
muly na ocenenie eurépskych Call opcii (2.40) a (3.35). Modely budeme testovat na
osmich likvidnych akcidch American Airlines, Apple, Facebook, General Electric, Ge-
neral Motors, Intel, McDonalds, Microsoft a akciovom indexe S&P500. Pri testovani
sa obmedzime na opcie expirujice za tyzden a za dva tyzdne. Budeme teda uvazovat
maturitu opcie v mesiacoch T" = 2% x 12 = 0,2857 alebo T = % x 12 = 0,4762. Z
rovnakého dovodu budeme pracovat pre kazdu akciu iba so Styrmi realizaénymi cenami
(strike price) K, ktoré si najblizsie k stcasnej cene akcie Sy. Ako mieru nepresnosti
modelov budeme uvazovat sumu druhych mocnin rozdielov cien opcie odhadnutych

modelom od redlnej trhovej ceny pre vSetky rozne strike price, pre kazda akciu zv1ast.

Thato sumu si oznacime RSS z anglického nazvu Residual Sum of Squares.

4.1 Kalibracia

Obidve vysledné formuly na ocenenie eurépskych Call opcii zavisia od spolo¢nych pa-
rametrov, ktoré st bud vlastnosti konkrétnej opcie - ¢as expiracie opcie T, realizacné
cena K, stcasnej ceny podkladového aktiva Sy, alebo vlastnosti trhu - bezrizikovy vy-
nos r. Parametre opcie st exaktne dané a za bezrizikovy vynos si mézeme zobrat vynos
mesacného bezkupénového dlhopisu. Problémom je volba parametrov $pecifickych pre
kazdy model. V Black-Scholesovej formuli mame parameter o. D4 sa interpretovat ako
mesacna volatilita podkladového aktiva, ktorej presna hodnota vsak nie je znama. V
Poissonovej formuli médme dokonca az dva nezndme parametre drift i a velkost skoku
(jump) J. Ak sa pozrieme spétne ako sme tieto parametre odvodili (3.14), (3.15), zis-
time, Ze zavisia od ocakavaného vynosu podkladového aktiva p, jeho mesacnej volatility
o a priemerného poctu skokov za mesiac \. Prvé dva parametre s sice celkom jasné a
mozeme ich odhadnat napriklad z historickych dat, v pripade \ je to tazsie.

Ku kalibrécii modelov budeme pristupovat dvoma sposobmi. Mdzme ich nakalibro-
vaf prirodzene - spravime odhady parametrov z historickych cien podkladového aktiva.

Pretoze priemerny pocet skokov za mesiac A nema jednoznacnu interpretaciu, odhad-
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neme ho na zaklade nasich sktisenosti z testovania. Druhy postup by sme mohli na-
zvat Optiméalnou kalibraciou. Parametre kazdého podkladového aktiva vyskytujuce sa
priamo v ocenovacej formuli zvolime tak aby sme minimalizovali RS'S pre vSetky strike
K price pri danej maturite opcie T" a takto ziskané parametre vyuzijeme pri ocenovani

dalsich opcii.

Priklad 4.1. Na priklade opcie na akciu Apple ilustrujeme, ako funguje prirodzena a
optiméalna kalibracia modelov a aké vysledky dostavame jednym, ¢i druhym postupom.
Stucasna cena akcie je Sy = 524,69 dolarov, jej ocakdvany mesacny vynos a volatilitu
sme odhadli z historickych dat za posledné dva roky g = 0,01012 a o0 = 0,08202.

Momentélny bezrizikovy mesaény vynos na trhu je » = 0,001. Na trhu [7] sme si

10
252

520; 522,5; 525 a 527.5 dolarov a trhovymi cenami 10,42; 8,975; 7,65 a 6,525 dolarov.

nasli Call opcie expirujice o 2 tyzdne. T' = x 12 = 0,4762 s realizacnymi cenami
Predpokladajme, Ze cena podkladového aktiva v priemere za mesiac sko¢i pat kréat -
A = 5, ako sa ukaze neskor z testovacich dat, tato hodnota je naozaj opodstatnena.
Vypocitajme ceny pre strike price K = 520 dolarov s realnou trhovou cenou 10,425
dolara. Pri optimalnom kalibrovani Poissonovho (neskér v kapitole vysvetlime ako sme

dané parametre odvodili) modelu sme dostali parametre drift a jump

i =0,0601
J =0,0439
a vysledni cenu
Cp = 10, 3415

optiméalne sme nakalibrovali aj Brownov model, pricom optimalna volatilita je
o =0,0534
a cena opcie s realizacnou cenou 520 dolarov
Cp = 10,3967

Vidime, ze oba modely mierne podhodnotili cenu opcie. Teraz vypocitame cenu opcii

na zaklade historickych odhadov parametrov. Poissonova formula ocenila opciu
Co = 14,9664
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cena vypocitana Black-Scholesovou formulou je
Co = 14,4229

Obe ceny st vyrazne nadhodnotené oproti trhovym. Z prirodzenej aj optimalne;
kalibracie vysiel o nieco lepSie Brownov model, aj ked v pripade prirodzenej kalibracie

je to sposobené nejasnou definiciou A.

Obidva typy kalibracie otestujeme na vsetkych dsmich akciach a indexe SP500.

4.1.1 Optimalna kalibracia

Najskor ukazeme ako sme dostali optimalne parametre v priklade 4.1. Pre kazdt akciu
sme zacali tak, ze ivodny odhad parametrov sme dostali z historickych dat. Nasledne
sme iteracne so zvysujucou sa presnostou prehladévali interval okolo posledného od-
hadu parametrov tak, aby sme minimalizovali sumu stvorcov odchyliek od trhovych
cien.

V nasledujicej tabulke vidime vysledky optimalnej kalibrécie pri oceriovani eurép-
skych opcii na akcie firiem American Airlines, Apple, Facebook, General Electric, Ge-
neral Motors, Intel, McDonalds, Microsoft a akciovy indexe S&P500. V prvej tabulke

st hodnoty RSS pre opcie expirujice o tyzden.

Model American A. Apple Facebook | General E.
Poisson 0,0001 0,0267 0,1855 0,0016
Black-Scholes 0,0012 0,0013 0,0021 0,001
General Motors Intel McDonalds | Microsoft | S&P500
0,002 0,0004 0,0029 0,0003 0,1232
0,0011 0,0015 0,0003 0,001 0,7469

v dalsej tabulke st Stvorce odchyliek cien uré¢enych modelmi od redlnych trhovych cien
opcie s maturitou o dva tyzdne, teda sme zdvojnasobili periédu 7', za ktorti opcia

expiruje
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Model American A. Apple Facebook | General E.
Poisson 0,0002 0,0268 0,0043 0,0003
Black-Scholes 0,0059 0,0019 0,0017 0,0008
General Motors Intel McDonalds | Microsoft | S&P500
0,0012 0,0002 0,0054 0,0006 0,0246
0,0014 0,002 0,0013 0,0015 1,1972

Zosumarizujeme si, ¢o sme zistili. Pri opciadch expirujticich za tyzden pri piatich
akciach z 6smich, ocenovala presnejsie Black - Scholesova formula, naopak pri Call
opciach s maturitou o dva tyzdne bol presnejsi Poissonov model, tentokrat lepsie ap-
roximoval redlne ceny v piatich pripadoch on a pri troch akciach bol lepsi Brownov
model a Black - Scholesova formula. Tieto vysledky samé o sebe nestacia na to, aby
sme vedeli o niektorom modeli prehlasit, Ze je lepsi alebo horsi, oba dopadli porovna-
telne. K zaujimavému zisteniu sme dospeli pri oceniovani akciového indexu S&P500,
kde sa Poissonov model ukazuje byt radovo 10 az 100-ndsobne presnejsi. Tento jav je
zapric¢ineny faktom, ze S&P500 sa nesprava ako akcia, a uz vo svojej podstate nena-
plita predpoklady Brownovho pohybu, pretoZe nemé pevné vahy resp. zlozenie. Vaha
jednotlivej akcie v indexe sa vypocitava ako pomer trhovej kapitalizacie danej akcie
ku kapitalizacii celého trhu, a preto ak napriklad cena akcie porastie nahor, jej vaha v

indexe taktieZ vzrastie.

4.1.2 Prirodzena kalibracia

Ako sme uz spominali v tivode kapitoly, na to aby sme vedeli bez akychkolvek vedo-
mosti o trhovych cendch opcii (minulych) vypocitat ich cenu potrebujeme pre Black
- Scholesovu formulu poznat volatilitu podkladového aktiva o a pre Poissonovu for-
mulu aj ocakavany vynos aktiva p a priemerny pocet skokov za mesiac \. Ocakavany
vynos odhadneme ako strednii hodnotu mesacnych vynosov podkladového aktiva z
poslednych dvoch rokov. Podobne aj volatilitu odhadneme ako standardnti odchylku
dvojro¢nych mesac¢nych vynosov. Parameter A, vSak nevieme z historickych dat nijako
odvodit. Mozme si pomoct tak, Ze z parametrov, ktoré ziskame optiméalnou kalibraciou
spatnym dosadenim p a o vypocitame hodnoty A\ pre kazdt akciu a pozrieme sa, ¢i

takyto postup déva rozumné vysledky. V nasledujtcej tabulke uvadzame vypocitané
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hodnoty .
Maturita American A. Apple Facebook | General E.
7 dni 4,1738 6,6945 3,7064 2,9846
14 dni 6,6039 3,4907 3,6656 3,2186
General Motors Intel McDonalds | Microsoft S&P500
3,6894 4,1225 11,9048 5,864 3,2909
2,0987 2,6712 6,567 2,0356 4,3537

Vidime, ze hoci odhady priemerného poc¢tu skokov za mesiac A vysli v celku rozumné
&isla aZ na jednu vynimku z intervalu 1 az 10, nespliiaji jednu zdkladna vlastnost ktort
by sme pozadovali, a sice A\ by sa nemala menit s dobou do expirécie, no napriek tomu
tohto dovodu je pre nas prirodzena kalibracia Poissonovho modelu nemozna. Pozrime
sa aspon na to, aké presné vysledky dostaneme pouzitim Black - Scholesovej formuly

a historickych dat. V nasledujucej tabulke st uvedené RSS pre tento pripad.

Maturita American A. Apple Facebook | General E.
7 dni 0,1523 32,2023 3,9338 0,0013
14 dni 0,1651 36,7655 4,7061 0,0021
General Motors Intel McDonalds | Microsoft S&P500
0,0276 0,0016 0,5036 0,0015 56,4153
0,0193 0,0021 0,7394 0,0614 79,7492

Znova sa potvrdilo, Ze spravanie trhového indexu nie je vhodné aproximovat Browno-
to, Ze historickd volatilita sa moze podstatne 1isit od volatility odhadovanej trhom,
dava vyrazne horsie vysledky ako optimalne nakalibrovany model. Najlepsim riesenim
sa zda byt nastavit modely optimélne aktudlnymi cenami na trhu a takto nakalibro-
vané ich pouzif na vypocet budicich cien opcii. Otestujeme, ako si optiméalne naka-
librované modely zachovavaju kvalitu (presnost) s odstupom ¢asu a porovname ich s
Black-Scholesovou formulou naplnenou aktualnym odhadom parametrov z ro¢nych his-
torickych dat. Modely nakalibrujeme marcovymi datami, na ktorych sme ich pévodne
testovali a potom ich pouzijeme na ocenenie likvidnych opcii, momentélne (méj) na-

chadzajucich sa na opénych burzach. V nasledujtcej tabulke je porovnanie presnosti
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(RSS) Black-Scholesovej formuly (kalibrovanej marcovymi cenami opcii) pri vypocte

marcovych a méajovych cien.

Black-Scholes | American A. Apple | Facebook | General E.
Marec 0,0059 0,0019 0,0017 0,0008
Maj 0,0237 5,2117 0,1462 0,0145

Black-Scholes | General Motors | Intel | McDonalds | Microsoft
Marec 0,002 0,0013 0,0015 1,1972
Maj 0,0588 0,0422 0,0342 0,0143

vidime, Ze v priemere optimalne nakalibrovana Black-Scholesova formula dava s od-
stupom c¢asu horsie vysledky, ¢o je aj pochopitelné, kedze bola nastavend tak aby

minimalizovala odchylky od marcovych cien. V dalSej tabulke st obdobné vysledky pre

Poissonov model

Poisson | American A. Apple | Facebook | General E.
Marec 0,0002 0,0268 0,0043 0,0003
Maj 0,0398 5,069 0,3765 0,0138
Poisson | General Motors | Intel | McDonalds | Microsoft
Marec 0,0012 0,0002 0,0054 0,0006
Maj 0,0667 0,0504 0,0421 0,0195

podobne ako v pripade Black-Scholesovej formuly aj Poissonova prirodzene dava horsie
vysledky ako sa vzdalujeme od doby kalibracie. Ostava nam esSte zistit, ¢i optimalne
kalibrované modely aj s takymto velkym odstupom ¢asu budu davat presnejsie ceny
ako kalibracia z historickych dat. Porovnanie optiméalne kalibrovanych modelov apliko-

vanych na vypocet cien o dva mesiace neskor s Black-Scholesovou formulou s odhadom

volatility z roénych dat mdZzeme vidiet v nasledujicej tabulke
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Poisson American A. Apple Facebook | General E.
Black-Scholes (Opt) 0,0237 5,2117 0,1462 0,0145
Poisson (Opt) 0,0398 5,069 0,3765 0,0138
Black-Scholes (Hist) 0,2739 153,7171 1,4226 0,0119

Poisson General Motors | Intel | McDonalds | Microsoft
Black-Scholes (Opt) 0,0588 0,0422 0,0342 0,0143
Poisson (Opt) 0,0667 0,0504 0,0421 0,0195
Black-Scholes (Hist) 0,0382 0,0266 0,1797 0,0037

Poissonova aj Black-Scholesova formula si po¢inaji velmi podobne. Zaujimavé vsak

je, ze aj napriek tomu, Ze optimalna kalibracia je nastavend na dva mesiace staré

ceny, pri vicSine akcii ocenia oba modely porovnatelne alebo dokonca presnejsie ako

Black-Scholesova formula a cerstvy odhad parametrov z historickych dat. Mézeme za

najlepsi pristup vyhlasit optimélne kalibrovanie modelov s pravidelnym rekalibrovanim,

napriklad raz tyzdenne, urcite vsak s vyssou frekvenciou ako kazdé dva mesiace.
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Zaver

Cielom bakalarskej préace bolo zoznamif sa s Brownovym pohybom a Poissonovym
procesom, naprogramovat formuly na ocenovanie opcii pre oba modely a porovnat ich
schopnost aproximovat trhové ceny. Pri pisani prace sme vychadzali najmi z diel [1] a
4].

Ako prvé sme oboznamili ¢itatela s konceptom binarneho stromového modelu, popi-
sujuceho spravanie podkladového aktiva. Model uvazuje obchodovanie len raz za urcity
casovy usek, napriklad jeden tyzden a po kazdom obchodovani len dve situécie, ktoré
kladového aktiva, ktortt model pripuista, stile vSak ostava velmi obmedzena a ak by
sme chceli aby dostatocne husto pokryvala rozsah cien, ktoré by mohli redlne nastat,
obtiaznost vypoctu stcasnej ceny by bola pre vypoctovi techniku netinosna. Ukézali
sme aj ekvivalentny postup pomocou replikacného portfélia, kopirujiceho spravanie
(hodnoty, vyplaty, riziko) opcie, ktoré je vSak v praxi nevyuzitelné kvoli ”treniu” trhu -
transakénym nékladom, ktoré by sme museli zaplatit vzdy, ked by sme menili zloZenie
portfdlia.

RieSenim problému s vypoctovou naro¢nostou binarneho stromu sme sa zaoberali v
druhej a tretej kapitole. Odvodenim limitnych prechodov do spojitého ¢asu podla [1],
najskor v druhej kapitole tak, ze sa ponechali konstantné objektivne pravdepodobnosti,
s ktorymi nastavaju vynosy v uzloch binarneho stromu a rozdiel medzi nimi sa limitne
blizi k nule. Tymto postupom sa odvodil Brownov model, radiaci sa medzi [t6ve procesy
a Black-Scholesova formula na oceniovanie opcii (2.40). Opa¢nym postupom sa odvodil
Poissonov proces, patriaci k Lévyho procesom a vysledna Poissonova formula (3.35).
Rozdiely medzi vynosmi sa ponechali cely ¢as konstantné ale s limitnym prechodom
sa menilo rozdelenie pravdepodobnosti. Na konci kapitoly sme zadefinovali Lévyho
procesy a zovsSeobecneny Poissonov proces.

V praktickej ¢asti bakalarskej prace, ktorej sa venovala posledné, stvrta kapitola sme
sa zaoberali porovnavanim modelov a réznych pristupov k ich kalibracii. Na testovanie
sme si okrem 6smich likvidnych akcii vybrali aj trhovy index S&P500. Black-Scholesovu
aj Poissonovu formulu na ocenovanie opcii sme naprogramovali v matlabe. Ako krité-

rium, podla ktorého sme posudzovali ako dobre odhaduju redlne ceny [6] sme si zvolili
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RSS - sumu stvorcov z rozdielov trhovych cien od cien odhadnutych modelmi.

Ako prvej sme sa venovali optimalnej kalibrécii - nastavili sme parametre modelov
pre kazda akciu tak, aby sme minimalizovali RSS. Tymto postupom sme dosiahli u
oboch modelov pri vypocte cien akcii velmi dobré vysledky, na zaklade ktorych sa
nedalo jednoznacne povedat, ktory z nich ocenuje lepsie. Vyrazny rozdiel nastal az pri
akciovom indexe S&P500. Ceny opcii na index odhadol Poissonov model viac, nez desat
krat presnejsie. Tento jav nastal z dovodu, ze S&P500 spésobom, akym st urc¢ené vahy
jednotlivich akcii v indexe nespliia zakladné predpoklady Brownovho pohybu a tym
padom zlyhava aj Black-Scholesova formula.

Nésledne sme otestovali moznost kalibrovat modely prirodzene. Parametre vystupu-
juce vo vyslednych formulach (2.40) a (3.35) sme sa pokusili odhadnif z historickych
cien. Pri Black-Scholesovej formuli sme dostali mierne horsie vysledky ako v pripade
optimalnej kalibracie. Prirodzené kalibrovanie Poissonovej formuly sa ukazalo nemozné
pre nejasnu interpretaciu intenzity skokov. Pokusili sme sa tento parameter odhadntft
spatne z parametrov z optimalnej kalibracie, no aj takto dosiahnuté vysledky nenaplnili
nase oCakavania ohladom nemennosti intenzity skokov s ¢asom do expirdcie. Rozum-
nym postupom sa po potvrdeni zavereénym testom ukézali byt optiméalne kalibrované
modely s pravidelnou rekalibraciou aktudlnymi cenami. Potvrdili sme to porovnanim
dva mesiace spétne kalibrovaného modelu s Black-Scholesovou formulou a aktualnym
odhadom parametrov z historickych cien, z ktorého lepsie vysiel optiméalne kalibrovany
model.

Prinosom préace pre ¢itatela urcite st porovnania ”vykonnosti”modelov pre rézne
typy kalibracie, zaujimavy zaver pre modelovanie spravania sa cien akciového indexu
S&P500 a indexov s obdobnym spésobom vypocitavania vah. Pre autora bolo prinosné
oboznamenie sa s problematikou ocenovania opcii, Brownovym a Poissonovym proce-
som, ¢i zoznédmenie sa s Lévyho procesmi, ktoré zaroven aj ponikaji moznost ako na

pracu nadviazaf.
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