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Abstrakt v §tatnom jazyku

STRBOVA, Silvia: Ortogonalne a neortogonalne projekcie a ich pouzitie [Bakalarska
praca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: RNDr. Dusan Krajc¢ovi¢, CSc.,
Bratislava, 2014, 62 s.

V na$ej praci sa zaoberame ortogonalnymi a neortogonalnymi projekciami. Cielom
prace bolo praktické pouzitie neortogonédlnych projekcii pri vizualizacii Stvorrozmernej
kocky. Praca zahina teoretické poznatky o ortogonalnych a neortogonalnych projek-
ciach, ktoré vyuzijeme na zobrazovanie viacrozmernych ttvarov, ako aj samotni apli-
kéciu na zobrazenie plasta Stvorrozmernej kocky v trojrozmernej rovine. Praca taktiez
obsahuje funkciu vytvorenu v programe Matlab, ktord pomocou odvodenych vzorcov
rozvinie Stvorrozmerni kocku do trojrozmernej roviny a vysledok vykresli. Tym boli

naplnené ciele prace.

Krluacové slova: linearne transformécie, ortogonélne projekcie, neortogonalne

projekcie, Stvorrozmerné kocka



Abstract

éTRBOVA, Silvia: Orthogonal and oblique projections and their application [Bachelor
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Infor-
matics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Dugan
Krajcovi¢, CSc., Bratislava, 2014, 62 p.

In our work we investigate orthogonal and oblique projections. The purpose of our
study was practical use of oblique projections to visualize a four dimensional cube. The
work includes theoretical knowledge about orthogonal and oblique projections that we
use for mapping multidimensional objects as well as their application for mapping the
surface of the four dimensional cube in a three dimensional plane. The work includes a
function made in Matlab that unfolds the four dimensional cube to a three dimensional

plane using formulas and draws the result. Thus the purpose of our work was completed.

Keywords: linear transformations, orthogonal projections, oblique projections, four

dimensional cube
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Uvod

Speciélnym pripadom line4drnych transformaécii su projekcie. Projekcie ako také sa
vyuzivaju v mnohych vednych odboroch. Zékladom mnohych metod geometrie, mate-
matickej a numerickej analyzy sa prave projekcie. Pomocou projekcii mézeme prenik-
niat do poznavania ,viacrozmerného® sveta. Viacrozmerné objekty dokazeme pomocou
projekcii rozvinut na objekty, ktoré maju mensiu dimenziu. Toto bolo aj cielom nasej
prace, ,,zviditelnit“ stvorrozmerné objekty, konkrétne stvorrozmernu kocku. Nas pokus
zobrazit plast ,neviditelnej“ Stvorrozmernej kocky do ,,viditeInej“ trojrozmernej roviny
sme zacali postupnym rozbalovanim Stvorca a trojrozmernej kocky, ¢o nas priviedlo k

efektivnemu spodsobu znézornenia viacrozmernych objektov pomocou jednoduchsich.

Nasa praca pozostava z dvoch kapitol. Prva kapitola je teoretickej povahy, uvadzame
v nej zakladné pojmy a charakteristiky tykajice sa projekcii ako takych a neskor rozo-
berdme dva $pecidlne typy projekcii, a to ortogonalne a neortogonalne projekcie. Okrem
toho st v tejto kapitole odvodené vzorce pre vypocet matic projekcii obidvoch typov,
ktoré neskor vyuzivame v nasej praktickej aplikacii. Teoretické poznatky st bohato
ilustrované nazornymi obrazkami pre lepSie pochopenie matematickych pojmov.

Zaciatok druhej kapitoly je venovany sposobu znazornenia trojrozmernej a Stvor-
rozmernej kocky do dvojrozmernej roviny. Tato nézorna predstava nam pomohla pri
oznaceni jednotlivych ich vrcholov, ktoré sme nésledne pomocou projekcii projektovali
do rovin niz§ich dimenzii, ¢im nam vznikali zaujimavé geometrické objekty. Aj druhé
kapitola obsahuje mnoho obrazkov, ktoré poméhaju ¢itatelovi pri predstave projekto-

vanych objektov, ako aj samotnych projekcii, ktoré sme na ich vizualizaciu pouzili.

11



1 PROJEKCIE

1 Projekcie

1.1 VsSeobecné vlastnosti projekcii
V tejto Casti pripomenieme niektoré zakladné pojmy a vlastnosti projekcii.

Definicia 1.1. Nech x € E™ =V @& W. Potom existuje jednoznacny rozklad = taky, Ze
plati
rT=x1+ 9, kdexy €V axy € W.

Zobrazenie, ktoré vektoru x priradi vektor xi, oznacime ¢. Je to linedrne zobrazenie,
preto platt
Plaryr + asyz) = a1d(y1) + a2d(y2) (1)

pre vetky yi,y2 € E™, kde ay,as € R. To znamend, Ze moZe byt reprezentované ma-
ticou, ktoru budeme nazyvat matica projekcie. Tito maticu budeme oznacovat Py .
Vektor, ktory vznikne zobrazenim vektora x pomocou matice Py (t.j. x1 = Pywx),

budeme nazyvat projekciou vektora x na podpriestor V. v smere podpriestoru W.

Veta 1.2. Nutnd a postacujica podmienka na to, aby nejakd stvorcova matica P radu
n bola maticou projekcie na podpriestor V. = Span(P) v smere podpriestoru W =
Ker(P), je

P> =P (2)

Pri dokaze Vety 1.2 vyuzijeme nasledovnu lemu:
Lema 1.3. Nech P je $tvorcovd matica radu n a nech plati (2). Potom

E" = Span(P) ® Ker(P) (3)

Ker(P) = Span(I, — P). (4)

Dékaz Lemy 1.3. Dokaz rovnosti (3): Nech = € Span(P) a y € Ker(P).

Z x = Pa dostaneme
Pr = P(Pa) = P’a= Pa=xa Py =0.

Preto zo vztahu

r+y=0=Pr+Py=0

12



1.1 VSeobecné vlastnosti projekcii 1 PROJEKCIE

dostaneme

Pr=x=0=y=0.
Teda Span(P) N Ker(P) = {0}. Z
dim(Span(P)) + dim(Ker(P)) = rank(P) + (n — rank(P)) =n
vyplyva E" = Span(P) & Ker(P).

Dokaz rovnosti (4): Platia nasledovné implikacie:

Pr=0=x= (I, — P)x = Ker(P) C Span(I, — P)

P(I, — P) =0= Span(Il, — P) C Ker(P).
Teda Ker(P) = Span(I, — P). O
Pozndmka: Ked plati (4), tak z rovnice P(I, — P) = 0 dostaneme P?> = P. Teda (2)

je nutna a postacujica podmienka pre (4).

Dékaz Vety 1.2. (Nutna podmienka) Pre Vo € £, y = Px € V. Kedze y = y + 0, tak
plati
P(Pz) = Py=y = Pr= P’x=Px= P*=P.

(Postacujuca podmienka) Nech V = {y|ly = Px,z € E"}aW = {yly = (I, — P)z,x € E"}.
Podla Lemy 1.3 s V a W disjunktné. Potom moézeme Tubovolné x € E™ jednoznacne
rozlozit na

x=Px+ (I, — P)r =z + xo,

kde 1 € V axy € W. Z Definicie 1.1 vyplyva, ze P je matica projekcie na V = Span(P)
v smere W = Ker(P). O

Nech E" =V @& W anech x = 21 + x5, kde 1 € V a o € W. Nech Py oznacuje

maticu projekcie zobrazujicu z na xy. Potom
PVWx + Pw.vx = (PVW + Pwv).r (5)
KedZe tato rovnica plati pre vietky = € E™, tak musi platit

I, = Pyw + Pwv.

13



1.1 VSeobecné vlastnosti projekcii 1 PROJEKCIE

Nech je Stvorcova matica P maticou projekcie na podpriestor V' v smere podpriestoru

W. Potom @ = I,, — P splha
Q?=(I,—PP*=I,-2P+P°=1,-P=Q

¢o znamena, ze () je matica projekcie na podpriestor W v smere podpriestoru V.
Taktiez plati
PQ = P(I,—P)=P—P?=0, (6)

¢o ukazuje, ze Span(Q) predstavuje nulovy podpriestor matice P (t.j. Span(Q) =
Ker(P)). Podobne z QP = 0 vyplyva, ze Span(P) predstavuje nulovy podpriestor
matice @ (t.j. Span(P) = Ker(Q)).

Veta 1.4. Nech E" = V & W. Nutné a postacujice podmienky na to, aby nejakd
Stvorcovd matica P rddu n bola maticou projekcie na podpriestor V' v smere podpriestoru
W, si:

(i) Pr =x preVr €V, (ii) Px =0 pre Ve € W. (7)

Dékaz. (Postacujuca podmienka) Nech Py oznacuje maticu projekcie na V' v smere
W a Py.y oznacuje maticu projekcie na W v smere V.

Prendsobenim (5) maticou P zlava dostaneme
P(vax) + P(Pwvl’) = PZE,

kde PPyyx =0 kvoli (i) a (i) a Prwx € V a Pyyax € W. Kedze Pr = Pyyx plati
pre v8etky x, tak musi platit P = Py .

(Nutna podmienka) Pre vSetky = € V plati x = x + 0. Teda Px = x. Podobne pre
vSetky y € W plati y = 0 4 y, takze Py = 0. O

_>
Priklad 1.1. Na obrazku 1 vidime, ze vektor O A je projekcia vektora z na podpriestor
—
Span(x) v smere podpriestoru Span(y). Teda OA= Pspan(z).Span(y) %> kde Pspan(a).Span(y)
je matica projekcie na podpriestor Span(z) v smere podpriestoru Span(y). Tiez plati,

. —
ze OB= (IZ - PSpan(r).Span(y)>z-

14



1.1 VSeobecné vlastnosti projekcii 1 PROJEKCIE

Span(y) = {y}

0 . Span(z) = {z}
Obr. 1: Projekcia na Span(x) = {z} v smere Span(y) = {y}.

.
Priklad 1.2. Na obrazku 2 vidime, Ze vektor OA je projekcia vektora z na pod-
priestor V' = {z|x = ayx1 + aora, a1, a0 € R} v smere podpriestoru Span(y). Teda
—)

OA= Py span(y)?, kde Py span(y) je matica projekcie na podpriestor V' v smere podpries-

toru Span(y).

Span(y) = {y}

V= {t:L]J‘] + t:lg.:r‘-_)}

Obr. 2: Projekcia na dvojrozmerny priestor V' v smere Span(y) = {y}.

Veta 1.5. Nutnd a postacujiica podmienka na to, aby nejakd $tvorcova matica P rdadu

n bola maticou projekcie na podpriestor V- dimenzie r (dim(V) =), je dand vztahom
P=TAT™, (8)

kde T je reguldrna $tvorcovd matica radu n a

1 -« 0 0 --- 0

0 1 0 0
Ar: >

0 0 0 0

0 0 0 0

15



1.1 VSeobecné vlastnosti projekcii 1 PROJEKCIE

ktord md na hlavnej diagondle v jednotiek, kde 1 < r < n.

Dékaz. (Nutnd podmienka) Nech E" = V & W a nech A = [a1,a9,- - ,a,] je ma-
tica linearne nezavislych bazovych vektorov, ktoré generuji podpriestor V a B =
[b1, b, -+, by_,] je matica linearne nezavislych bazovych vektorov, ktoré generuju pod-
priestor W. Nech T = [A, B].

Potom T je regularna, lebo rank(A) + rank(B) = rank(T). Preto mozeme vsetky
x €V avsetky y € W vyjadrit ako

r = Aa = [A, B] =T ,
0 0

y= BB =[A, D] " =T

Teda dostavame

a
Pr=x= PT =T =TA, ,
0 0 0

0 0 0
Py=0= PT = =TA,
g 0 B
S¢itanim tychto rovnic dostaneme
« a
PT =TA,
g B

a
Kedze je Tubovolny vektor v n-dimenzionalnom priestore E”, tak plati

B
PT =TA, = P=TA\, T .

Navyse T" moze byt Tubovolna regularna matica, pretoze V. = Span(A) a W =
Span(B), a teda E" =V @& W mozeme tieZ zvolit [ubovolny.

(Postacujiica podmienka) P je matica projekcie, lebo P? = P a rank(P) = r z Vety
1.2. ]

Lema 1.6. Nech P je matica projekcie. Potom
rank(P) = tr(P). (9)

16



1.1 VSeobecné vlastnosti projekcii 1 PROJEKCIE

Dékaz. rank(P) = rank(TAT') = rank(A,) = tr(TAT1) = tr(P). O

Veta 1.7. Nech P je stvorcovd matica radu n. Potom si nasledovné tri tordenia ekvi-

valentné
P? =P, (10)
rank(P) + rank(l, — P) = n, (11)
E™ = Span(P) & Span(I, — P). (12)

Dékaz. (10) — (11): Je zrejmé z rank(P) = tr(P).
(11) — (12): Nech V = Span(P) a W = Span(I,, — P). Potom

dim(V 4+ W) = dim(V) + dim(W) — dim(V NW).
Kedze x = Pz + (I,, — P)x plati pre lubovolné x € R", tak E" =V + W. Preto
dim(VNW)=0=VnW ={0},

z ¢oho vyplyva (12).
(12) — (10): Prenasobenim I,, = P + (I, — P) maticou P sprava dostaneme

P=P*+ (I, P)P,
z ¢oho vyplyva, ze plati rovnost
P(I, — P)= (I, — P)P.

Kedze Span(P(I,—P)) C Span(P) a Span((I,—P)P) C Span(I,— P), tak dostavame
P(I, —P)=0a (I, — P)P =0. O

Doésledok 1.8.
P? = P < Ker(P) = Span(I,, — P). (13)

Dékaz. (=): Vyplyva z Lemy 1.3.
(<): Ker(P) = Span(I, — P) < P(I, — P)=0= P?=P. O

Teoreticku ¢ast 1.1 sme spracovali podla knihy [5].

17



1.2 Ortogonéalne projekcie 1 PROJEKCIE

1.2 Ortogonalne projekcie

Projekcie rozdelujeme na dva typy, a to ortogonalne a neortogonalne projekcie. V tejto
¢asti sa budeme venovat ortogonalnym projekciam, popiSeme ich vlastnosti a taktiez
odvodime vzorce pre ich maticové reprezentacie. Ortogonalne projekcie dostaneme tak,
7e priestor E™ rozlozime na priamy sucet podpriestorov V a W, pricom predpokladame,

7e tieto podpriestory st navzajom ortogonalne, to znamena, ze W = V+,

Nech z,y € E™ a nech x a y s rozlozené na x* = 1 + 22 a y = y; + Yo, kde
21,91 €V a T9,y2 € V. Nech P oznacuje maticu projekcie na podpriestor V' v smere
podpriestoru V4. Potom x; = Pz a y; = Py. Kedze (13, Py) = (y2, Px) = 0, tak musi
platit

(xz, Py) = (Px + x9, Py) = (Px, Py)

= (Px,Py +ys) = (Pz,y) = (v, P"y)
pre vSetky = a y, z ¢oho vyplyva, Ze
P =P (14)

Veta 1.9. Nutné a postacujice podmienky na to, aby nejakd stvorcovd matica P radu

n bola maticou ortogondlnej projekcie, si
(i) P2 =P a (i) P* = P.

Dékaz. (Nutna podmienka) To, Ze plati P? = P je jasné z definicie matice projekcie.
Nutnost PT = P sme ukazali pred uvedenim vety.

(Postacujica podmienka) Nech z = Pa € Span(P). Potom
Pr = P(Pa) = P*’a = Pa = 1.
Nech y € Span(P)*. Potom Py = 0, pretoze
(Pz,y) =a'Ply=a2"Py =0

musi platit pre Tubovolné z. Podla Vety 1.4 je P maticou projekcie na Span(P) v

smere Span(P)*, teda je maticou ortogonalnej projekcie na Span(P). O

18



1.2 Ortogonéalne projekcie 1 PROJEKCIE

Definicia 1.10. Matica projekcie P, pre ktori plati P> = P a PT = P, sa nazjva ma-
tica ortogondlnej projekcie. Vektor Px sa nazijva ortogondlna projekcia vektora x. Ma-
tica ortogondlnej projekcie P je v skutocnosti matica projekcie na podpriestor Span(P)
v smere podpriestoru Span(P)*, ale zvycajne sa oznacuje iba ako matica ortogondlnej

projekcie na podpriestor Span(P).

Na obrazku 3 vidime ortogonalnu projekciu Pz vektora z na Span(P) a ortogonalnu

projekciu Qz (kde Q = I — P) vektora z na Span(Q), pricom Span(Q) = Span(P)*.

Span(Q) = Span(P)*

Span(P)

Obr. 3: Ortogondalna projekcia.

Pozndmka: Matica projekcie, ktora nespliia podmienku P = P, sa nazjyva matica

neortogonalnej projekcie.

Odvodenie vzorca pre viypocet jednorozmernej ortogondlnej projekcie
Uvazujme dvojrozmerny priestor E? = V @& W. Nech sa vektor z da rozlozif na
z = 21+ 23, kde z1 € V a z, € W (obrazok 4). To znamena, 7ze Pywz = 21 a

PW.VZ = Z9.

21 v

Obr. 4: Rozklad vektora z na 21 4+ 29 v pripade ortogonalnych podpriestorov.
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1.2 Ortogonéalne projekcie 1 PROJEKCIE

Teraz odvodime vzorec pre vypocet jednorozmernej ortogonalnej projekcie vektora
b na vektor a. Nech p = x.a, kde x € R, je ortogonalna projekcia vektora b na vektor

a (obréazok 5).

[} P

Obr. 5: Ortogonalna projekcia v dvojrozmernom priestore.

Potom plati, ze b — p_La, teda ich skalarny sucin je nulovy.

a'(b—p)=0
a’(b—za) =0
a'b—z.a¥a=0,
a teda
a’b
r=—
ala’
z ¢oho vyplyva, ze
a’b (15)
= ——.a.
P= T

Odvodenie vzorca pre maticovi reprezentdciu ortogondlnej projekcie

Teraz zovSeobecnime ortogonalnu projekciu na viacrozmerny podpriestor V. Uva-
7zujme n-rozmerny priestor K" =V & W.

Nech su vektory aq,as,- - ,a,, linedrne nezavislé a tvoria podpriestor V. Nech p =
Az je ortogonalna projekcia vektora b na podpriestor V' (obrazok 6), kde Az je linearna

kombinéacia vektorov aq, as, - , a,,, teda

| | !
A[L‘ = al RN am

| | ) \@m

Potom musi platit, ze b — pL Ay, kde Ay je Iubovolny vektor z V.
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Obr. 6: Ortogonalna projekcia v n-rozmernom priestore.

(b—p)"Ay=0
(b—Az) Ay =0
VI Ay — 2T AT Ay =0
(b"A — 2T AT A)y = 0, kde y je Tubovolny vektor,
teda plati
V'A—a2TATA=0
bTA=2TATA
AT = AT Az,
a teda
r=(ATA)~ATD,

z ¢oho vyplyva, ze

p=A(ATA)TATD. (16)

V odvodeni sme vyuzili nasobenie maticou (AT A)~!. Existenciu tejto matice doka-

7Zeme nasledovnou lemou:

Lema 1.11. K lubovolnej matici A typu n X m, ktord md hodnost r (rank(A) =r), je

AT A symetrickd matica a rank(ATA) = r.
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1.2 Ortogonéalne projekcie 1 PROJEKCIE

Dékaz. Symetrickost AT A:
(ATA)T = AT(ATYT = AT A.

Aby sme ukazali, Ze hodnosti tychto matic sa rovnaji, stac¢i ukazat, ze matice A a AT A
maju rovnaky nulovy podpriestor. Potom z toho, Ze hodnost matice plus dimenzia

nulového podpriestoru sa rovna poétu stipcov matice
r4 (m—r)=m,

a matice A a AT A maju prave m stlpcov, vyplyva rovnost hodnosti tychto matic.
Nech z € Ker(A), t.j. Az =0.
Potom z

AT Az = AT0 =0
vyplyva, Zze x € Ker(AT A). To znamen4, Ze plati
Ker(A) C Ker(ATA).

Nech » € Ker(ATA), t.j. AT Az = 0. Tuto rovnicu skalarne vynasobime vektorom x”

zlava a dostaneme

2T AT Az = 270 = 0.

Teda plati, ze
a7 AT Az = || Az||” = 0,

z ¢oho vyplyva, ze Az =0 a teda x € Ker(A). V tomto pripade dostavame
Ker(ATA) C Ker(A).
Spojenim tychto vysledkov dostavame
Ker(A) = Ker(ATA).
O

Dosledok 1.12. Ak si stlpce matice A linedrne nezdvislé, potom r = m, z coho vyplijva,
ze AT A je stvorcovd symetrickd matica rddu m a pretoZe jej hodnost je m, tak k nej

existuje inverznd matica (AT A)~L.
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1.2 Ortogonéalne projekcie 1 PROJEKCIE

Veta 1.13. Nech A = [ay,as, - ,ay], kde ay,a9,- -+ ,a,, si linedrne nezdvislé. Po-
tom matica ortogondlnej projekcie na podpriestor V.= Span(A), generovany vektormi

Q1,0Q2," - ,Qm, je dand vztahom
P=A(ATA)TAT. (17)

Dékaz. Nech z1 € Span(A). Z 1 = Aa dostaneme

Pr, =1z, = Aa = A(ATA) ATz,
Nech x5 € Span(A)*t. Potom

Az =0= A(ATA) ATz, = 0.
Nech ¢ = 21 + x9. Z Pz = 0 dostaneme

Px = A(ATA) ATy

a (17) plati, pretoze x je l'ubovolny vektor. ]

V pripade, ze podpriestor V' je zadany ortonormalnou bazou, matica ortogonélnej
projekcie nadobuda tvar

P = AAT (18)

pretoZe v tomto pripade plati, Zze matica AT A je rovna I,,.

Nech Q = I,—P. Potom @ je matica ortogonalnej projekcie na podpriestor Span(A)*,

¢o je kolmy doplnok podpriestoru Span(A).

Priklad 1.3. Nech 1, = (1,1,--- ,1)T (n-zlozkovy vektor jednotiek). Nech Py ozna-

¢uje maticu ortogonalnej projekcie na Vi, = Span(1,). Potom

1 1
Py=1,1) 1l =1 - . (19)
1.1

Matica ortogonélnej projekcie na Vi; = Span(l,)*, ¢o je ortogonalny doplnok pod-

priestoru Span(1,), je dana

|
S|
—_
|
3=
|
Sl= 3=

L—Py=1| I (20)
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1.3 Neortogonalne projekcie 1 PROJEKCIE

Nech
Qv =1, — Py (21)

Je zrejmé, ze Py a (Qp; st obe symetrické a platia nasledovné vztahy:
Py =Py, Qi = Qur a PyQu = QuPy = 0. (22)
Pozndmka: Matica Qy; v (21) sa niekedy oznacuje aj Piy.

Priklad 1.4. Nech

T T — X
T2 ZEQ—CZ’ B 1 n
TR = , T = ,kdex:—g xj.
. : n <
Jj=1

Ty Ty — X

Potom
€r = QMI'R, (23)

a teda

n

Z(%’ —2)% = |z]|” = 272 = (Quzr)" (Quzr) = THQ1,Qurr = THQMR.

J=1

Cast 1.2, v ktorej sme sa venovali ortogonalnym projekciam, sme spracovali podla

knth [5] a [4].

1.3 Neortogonalne projekcie

V nasledovnej Casti sa venujeme neortogonalnym (alebo kosym) projekciam a odvo-
deniu vzorcov na ich maticovi reprezentaciu. Neortogonalne projekcie su projekcie, v

ktorych podpriestory V' a W, pre ktoré plati £ =V & W, nie st na seba kolmé.

Odvodenie vzorca pre vypocet jednorozmernej neortogondlnej projekcie
Opit najskor uvazujme dvojrozmerny priestor £ = V @ W. Nech sa vektor z da
rozlo7it na z = 2z + 29, kde 21 € V a 29 € W (obrazok 7). To znamend, 7e Pywz = 21

a Pyyvz = 2.
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1.3 Neortogonalne projekcie 1 PROJEKCIE

Obr. 7: Rozklad vektora z na 21 + 22 v pripade neortogonalnych podpriestorov.

7V

Odvodime vzorec pre vypocet jednorozmernej neortogonalnej projekcie vektora b
na vektor a (ktory v pripade jednorozmernej projekcie tvori podpriestor V', na ktory
projektujeme) v smere vektora ¢ (ktory v tomto pripade tvori podpriestor W, v smere
ktorého projektujeme). Nech p = x.a, kde € R, je neortogonélna projekcia vektora b

na vektor a v smere vektora ¢ (obrézok 8).

Obr. 8: Neortogonalna projekcia v dvojrozmernom priestore.

Potom plati, 7e b — p L’ (kde ¢ je vektor z podpriestoru W), teda ich skalarny sicin

je nulovy.
b—p)ld=0
(b—za)’d =0
b —z.atd =0,
a teda
bl
R
z ¢oho vyplyva, ze
ed
p=ra (24)
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1.3 Neortogonalne projekcie 1 PROJEKCIE

Odvodenie vzorca pre maticovi reprezentdciu neortogondlnej projekcie
Neortogonalnu projekciu zovseobecnime na viacrozmerny podpriestor V. Uvazujme

n-rozmerny priestor E" =V & W.

Obr. 9: Neortogonalna projekcia v n-rozmernom priestore.

Nech st vektory aq,as,--- ,a,, linedrne nezavislé a tvoria podpriestor V' a nech su
vektory by, by, -, b, linedrne nezivislé a tvoria podpriestor W+. Nech p = Az je

neortogonélna projekcia vektora b na podpriestor V' v smere podpriestoru W (obrazok

9), kde Az je linearna kombinécia vektorov aq,ag, - , a, teda
| | 1
| | ) \&m
Nech B je matica tvorend vektormi by, b, - - - , b, teda
| |
B = bl bm

Potom tiez plati, ze b — pL By, kde By je nejaky vektor z W=.
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1.3 Neortogonalne projekcie 1 PROJEKCIE

(b—p)'By=0
(b— Az)'By =0
V'By —2TATBy =0
("B — 27 ATB)y = 0, kde y je TubovoIny vektor,
teda plati
V'B—2TATB =0
b'B=2"A"B
BTh = BT Az,
ak existuje matica (BT A)™!, tak plati
r = (BTA)"'BTb,

z ¢oho vyplyva, ze

p=A(BTA)'B"b. (25)
Veta 1.14. Nech A = [a1,az, - ,an], kde ay,aq,+ -+ , a,, su linedrne nezdvislé a nech
B = [by, by, -+ by, kde by, by, -+ by, su tieZ linedrne nezdvislé. Potom matica neor-
togondlnej projekcie na podpriestor V.= Span(A), generovany vektormi aq,ag, -+ , G,

v smere podpriestoru W, ktorého ortogondlny doplnok W+ = Span(B) je generovani

vektormi by, ba, - - -, by, je dand vztahom
P=ABTA)'BT. (26)

Dékaz. Nech z1 € Span(A). Z 1 = Aa dostaneme

Pr, =2, = Aa = A(BTA) ' BT x,.
Nech x5 € Span(B). Potom

Bfzy=0= A(B"A)"'BTz, = 0.
Nech z = x1 + xo9. Z Pz = 0 dostaneme

Pr=A(BTA)'Bly

a (26) plati, pretoze x je l'ubovolny vektor. ]
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1.3 Neortogonalne projekcie 1 PROJEKCIE

Nech P je matica neortogonalnej projekcie na podpriestor V' v smere podpriestoru
W. Nech W+ je ortogonalny doplnok podpriestoru W = Ker(P). Je zrejmé, Ze pod-
priestory W+ a V budi rovnakej dimenzie. Potom matica neortogonalnej projekcie P

moze byt charakterizovand nasledovnymi vztahmi:
(i) Pzr €V a (i) (I — P)z LW, (27)

kde x je Tubovolny vektor.

Teraz uvedieme iny sposob maticovej reprezenticie neortogonalnej projekcie. Nech
A je matica A = [ay,as, - ,a,] vytvorend bazovymi vektormi podpriestoru V =
Span(P) a nech B je matica B = [by,bs,- - ,by] vytvorena bazovymi vektormi pod-
priestoru W+, ortogonalneho doplnku W = Ker(P). Hovorime, Ze tieto bazy si bior-

togonélne, ak plati
(@i, b;) = d;5, kde d;; je Kroneckerov symbol, (28)

¢o v maticovom zapise znamena

BTA=1 (29)

Predpokladajme, ze Px patri do V. Nech Ay je reprezentacia Px v baze A. Vztah
x — Px1W+ je ekvivalentny podmienke

((x — Ay),b;) = 0 pre j=1,...,m. (30)
V maticovom zéapise vyzera tato podmienka nasledovne:
B (z — Ay) = 0. (31)

Ked st matice A a B zostavené z biortogonalnych baz, tak plati y = BTx. Preto v

tomto pripade plati
Pz = AB"z. (32)

Kedze rovnost (32) plati pre lubovoIné z, tak maticova reprezentacia P bude:
P=ABT. (33)

V pripade, Ze matice A a B nie s zostavené z biortogonalnych béz, pouzijeme vzorec
(26).

Cast 1.3 venovani neortogonalnym projekciam sme spracovali podla knih [2] a [3].
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2 VIZUALIZACIA VIACROZMERNYCH OBJEKTOV

2 Vizualizacia viacrozmernych objektov

V tejto kapitole vyuzijeme teoretické poznatky popisané v prvej kapitole pri vizualizacii
viacrozmernych objektov.
Cielom nasej préace bolo zobrazit plast stvorrozmernej kocky do trojrozmerného pod-

priestoru, teda ,rozbalit” Stvorrozmernu kocku.

Ako si v§ak mame predstavit stvorrozmerni kocku?

Aby sme si mohli predstavit Stvorrozmerni kocku, mali by sme sa najskor pozriet
na obyc¢ajnu trojrozmerni kocku, na ,dvojrozmernt kocku“, ¢ize Stvorec a taktiez na
sjednorozmernu kocku®, ¢ize tsecku.

Na obrazku 10 vidime, ako sa bod hybe a vytvara tsecku.

Obr. 10: Pohyb bodu v jednorozmernom priestore.

Obrazok 11 ilustruje, ako sa jednorozmerné kocka (usecka) hybe a vytvara $tvorec.

Obr. 11: Pohyb tsecky v dvojrozmernom priestore.

Na obrazku 12 vidime, ako sa dvojrozmerné kocka ($tvorec) hybe a vytvara trojroz-
mernu kocku.

Ked sa pozorne pozerame na tieto obrazky, tak mozeme pochopit obrazok 13, kde
je zobrazena §tvorrozmerna kocka. Tak ako sa dvojrozmerné kocka (¢ize $tvorec) hybe
a vytvéra trojrozmernu kocku, tak aj trojrozmernd kocka v pohybe vytvara Stvorroz-

merna kocku.

29



2 VIZUALIZACIA VIACROZMERNYCH OBJEKTOV

C C cr
D D DI
B B B
A A A

Obr. 12: Pohyb §tvorca v trojrozmernom priestore.

/9

| anig
DI

B B

Obr. 13: Pohyb trojrozmernej kocky v Stvorrozmernom priestore.

Ako rozbalit stvorrozmerni kocku?
Aby sme si mohli predstavit rozbalenie Stvorrozmernej kocky, najprv sa pozrieme
na rozbalenie dvojrozmernej kocky (obrazok 14) a trojrozmernej kocky (obrazok 15).

Podrobny postup rozbalenia pomocou projekcii je uvedeny v castiach 2.1 a 2.2.

Obr. 14: Rozbalenie stvorca.

Vidime, ze rozbalenie $tvorca je jednorozmerné a pozostava zo 4 useciek. Rozbalenie
trojrozmernej kocky je dvojrozmerné a pozostava zo 6 §tvorcov. Analogicky, rozbalenie
Stvorrozmernej kocky bude trojrozmerné a bude pozostavat z 8 trojrozmernych kociek

(obrazok 16). Na tomto obrazku sme pouzili iné zobrazenie $tvorrozmernej kocky, ako
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H_!; Ci;
D C G
H
E r
A B Iy
D
A B
Ey Fy
HIJ_?J’ G?J'_?J’
Obr. 15: Rozbalenie trojrozmernej kocky.
na obrazku 13, vysvetlenie povodu tohto typu zobrazenia uvedieme neskor. Podrobné
odvodenie rozvinutia Stvorrozmernej kocky pomocou projekcii je uvedené v casti 2.3.
P, 0,
M. N.
H a : N
P!; ()'J
P, e Oz
5 O M, E Ny
07, 7 Ly Ky
N )
M L. C K
}\- IJ' A -}r
1 J I Jy
c K,
I
A
0..

Obr. 16: Rozbalenie stvorrozmernej kocky.

M...

Tak ako mozeme trojrozmernt kocku zlepit z jej plasta na obrazku 15 tym, ze vr-

choly E,, Ey; Fy, Fy; G, Gy, Gy, a Hy, H,, Hy, stotoznime spolu so zodpovedajticimi
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hranami, podobne mézeme dostat Stvorrozmerni kocku z jej rozvinutia podla obrazku
16 tak, ze zlepime vrcholy oznacené rovnakymi pismenami, no réznymi indexmi, na-
priklad M,, M,, M., M., zlepime do jedného bodu M. Pritom, samozrejme, musime

zlepit nielen vrcholy, ale aj zodpovedajice hrany a plochy.

Pozrime sa opét na obrazok 16. Mozeme predpokladat, ze predstavuje maketu ¢ud-
ného 8-izbového domu. Tento dom opisal americky spisovatel - fantasta Robert A.
Heinlein v poviedke ,And He Built a Crooked House“ (v ¢eskom preklade: Domecek
jako klicka). Ked sa hlavni hrdinovia prechadzali po tomto ¢udesnom dome, zostali
prekvapeni z nasledovnej okolnosti: ked sa zacali prechadzat v ur¢itom smere, na konci
ich prechadzky sa znova dostali do miestnosti, z ktorej vysli. Vidno to aj z rozvinutia
Stvorrozmernej kocky na obréazku 16, napriklad, ked sa pohybujeme zdola nahor, po
prejdeni Styroch miestnosti sa opit dostaneme do izby, ktord je na prizemi. Cize pod-

krovie domu je spojené s prizemim.

Ing spdsob zobrazenia Stvorrozmernej kocky

Existuje este jeden popularny spdsob zobrazenia stvorrozmernej kocky, ktory vidime
na obrazku 17. Osem trojrozmernych kociek je zobrazenych na tomto obrazku vnutor-
nou malou kockou, vonkajSou velkou kockou a Siestimi useknutymi pyramidami, ktoré

spajaju zodpovedajice plochy malej a velkej kocky.

Obr. 17: Centralna projekcia stvorrozmernej kocky.

Tento obrazok dostaneme pri centralnej projekcii (obrazok 18) stvorrozmernej kocky

na niektord trojrozmerna plochu.
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Obr. 18: Centréalna projekcia.

Zmysel obrazku 17 I'ah8ie pochopime, ked sa pozrieme na obrazok 19, na ktorom je

zobrazené centralna projekcia trojrozmernej kocky na dvojrozmernu plochu.

Obr. 19: Centralna projekcia trojrozmernej kocky.

Na zaklade obrazku 17 je velmi pohodlné urc¢it poc¢et roznych prvkov, z ktorych sa
sklada Stvorrozmerné kocka. Konkrétne mé 16 vrcholov, 32 jednorozmernych hran, 24
dvojrozmernych hran (v tvare §tvorcov) a 8 trojrozmernych hran (v tvare kociek).

V predchéadzajicej casti tejto kapitoly sme vychadzali z ¢lanku [1].

V nasledujucich castiach uvedieme podrobny postup rozbalenia kociek pomocou
neortogonalnych projekcii. Pre zjednoduSenie budeme uvazovat kocky s jednotkovou

dlzkou hrany.

2.1 Stvorec

Zac¢neme najjednoduchsim pripadom, ¢ize ,,dvojrozmernou kockou®“. Teda chceme zo-

brazit ,,plast” Stvorca (obrazok 20) v jednorozmernom podpriestore.
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A B T

Obr. 20: Stvorec.

To znamena, ze kazdy vrchol stvorca ABC' D predstavuje bod dvojrozmerného afin-
ného priestoru, ktory zobrazime na priamku, ktord nidm predstavuje jednorozmerny
afinny podpriestor (t.j. druha suradnica bude nulova). Taktiez kazda stranu Stvorca
(usecka v dvojrozmernom priestore) zobrazime do jednorozmerného podpriestoru.
Stvorec umiestnime do pociatku suradnicovej stistavy, a teda siradnice jeho vrcholov

st nasledovné:

[0, 0]

[1,00%;

[1,1]";
[0,1]";

A=
B
C
D=

Vidime, Ze vrcholy A, B a aj cela tsecka AB sa uz v cielovom jednorozmernom pod-

priestore nachadzaju, teda plati

A, =A=10,0]"; (34)
B, =B =1,0"; (35)

Zobrazenie vrcholu C

Na obrazku 21 vidime projekciu C, bodu C' na podpriestor V' v smere podpriestoru
We, . Podla vzorca (24), ktory sme odvodili v ¢asti 1.3, potrebujeme vektor v tvoriaci
podpriestor, na ktory projektujeme, t.j. podpriestor V' a vektor w tvoriaci podpriestor
kolmy na podpriestor, v smere ktorého projektujeme, t.j. podpriestor Wéx

Vidime, 7e
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w

Al v B C, T

Obr. 21: Zobrazenie bodu C do bodu C,.

Ako prvy zobrazime bod C do bodu C,. Teda vektor ¢, spajajuci pociatok stiradnico-
vej stustavy a vrchol C, sprojektujeme do vektora, ktory spaja pociatok suradnicovej
sustavy a bod C,. Je zrejmé, ze zlozky tohoto vektora budi zaroven stiradnicami bodu

C, preto budeme pre jednoduchost uvadzat rovno vzorec pre vypocet bodu. Pre bod

C, plati
1
(1 1)
T 1 1 2
C,= L= - (36)
vTw 1 0 0
(1 o)
1

Zobrazenim tohto vrcholu, sme zobrazili aj cela tsecku BC' na usecku B,C,.

Zobrazenie vrcholu D

Este nam zostavaju 2 tusecky: C'D a AD. To znamend, 7ze bod D bude zobrazeny v
dvoch bodoch: D, v zapornom smere osi x a D,, v kladnom smere osi x.

Na obrazku 22 vidime projekciu D, bodu D na podpriestor V' v smere podpriestoru

Whp

"

Whp, W5
d

Py

D, A B T

Obr. 22: Zobrazenie bodu D do bodu D,.

Podpriestor V' zostava rovnaky ako v pripade zobrazenia bodu C', pretoze vSetky body

35



2.1 Stvorec 2 VIZUALIZACIA VIACROZMERNYCH OBJEKTOV

zobrazujeme do toho istého podpriestoru, a teda aj vektor v bude rovnaky ako v pred-
chadzajicom pripade. Avsak podpriestor Wp_ sa zmenil, a teda aj vektor w bude iny.
Analogicky ako v predchadzajicom pripade, vektor spajajici pociatok sturadnicove;j
sustavy a vrchol D, oznac¢ime d.

Takze plati

Potom pre bod D, plati

D, = = . = : (37)
o

Use¢ku AD sme zobrazili na tusecku A,D,.

Nakoniec zobrazime tise¢ku C'D na tsec¢ku C, D,, (obrazok 23).

D c

n ..5” Wp..
d

w ;
v V
A B C, D, T

Obr. 23: Zobrazenie bodu D do bodu D, ,.

Opét sa nam zmeni podpriestor Wp__, a teda pre vektory v, w plati

1 1
0 3

Potom pre bod D,, plati
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Obr. 24: Rozbalenie Stvorca.

Tym sme zobrazili vSetky strany Stvorca v jednorozmernom podpriestore. [lustruje to
obrazok 24.
Obréazok 25 je vytvoreny funkciou napisanou v programe Matlab a predstavuje rozvi-

7y 6

nutie ,,plagta“ Stvorca do jednorozmerného podpriestoru. Modrou farbou je znazorneny
Stvorec a jeho rozvinutie je znazornené ¢ervenou farbou. Funkcia m4 jeden parameter

d, ktorym je mozné menit dizku strany $tvorca. Funkcia je uvedena v Prilohe A.1.

3_

Obr. 25: Rozvinutie Stvorca v Matlabe.

2.2 Trojrozmerna kocka

V tejto Casti rozvinieme trojrozmernu kocku podobnym spésobom, ako sme v casti 2.1
rozvinuli §tvorec. Checeme zobrazit plast trojrozmernej kocky (obrazok 26) v dvojroz-
mernom podpriestore.

Rovnako ako v pripade $tvorca, kocku umiestnime do pociatku stradnicovej stistavy s
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Obr. 26: Trojrozmerna kocka.

nasledovnymi stradnicami vrcholov:

A=10,0,0]"; E=[0,0,1]%;
B =1[1,0,0]"; F=[1,0,1]";
C=[1,1,0"; G =111
D =1[0,1,0]; H=10,1,1]";

V&imnime si, Ze stradnice bodov A, B, C, D st rovnaké ako v pripade Stvorca, avSak
maju tretiu stiradnicu, ktora je nulova. Vieme teda, ze Stvorec ABC'D sa uz v cielovom
dvojrozmernom podpriestore nachadza, preto body A, B, C, D zobrazovat nebudeme.

Taktiez si vSimnime sturadnice bodov E, F, G, H. Prvé dve siradnice maju zhodné
s bodmi A, B, C, D, ale lisia sa trefou sturadnicou, ktora je jednotkova. Tento fakt vy-

uzijeme pri urcovani stradnic Stvorrozmernej kocky.

KedZe projektujeme do dvojrozmerného podpriestoru, musime body E, F, G, H pro-

jektovat v dvoch smeroch: v smere osi x a v smere osi y.

Projekcie v smere osi x

Na obrazku 27 vidime dvojrozmerny pohlad na kocku v smere osi y, teda Stvorec
ABFE. Obrazok znazorhuje projekciu bodov E a F' v smere osi z, oznac¢ime ich E,
a F,. Viimnime si, 7Ze $tvorec DCGH by pri tomto pohlade vyzeral rovnako (s tym

rozdielom, Ze je posunuty v smere osi y, v ktorej smere vak teraz neprojektujeme).
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Wg, = Wit e f

W

E. A owv

Obr. 27: Projekcia bodov F, F' v smere osi x.

Pri projektovani plasta kocky budeme vyuzivat vzorec (25) z ¢asti 1.3. Opét budeme
potrebovat bazové vektory tvoriace podpriestor, na ktory projektujeme a podpriestor
kolmy na podpriestor, v smere ktorého projektujeme. Avsak v pripade trojrozmerne;j
kocky budu bazové vektory dva (nie jeden ako v pripade $tvorca), pretoze tieto pod-

priestory st dvojrozmerné.

Dvojrozmerny podpriestor V', na ktory budeme projektovat vrcholy E, F, G, H, je

1 0
tvoreny dvoma bazovymi vektormi v = | (0 |, v smere osi x a vektorom | 1 |, v smere
0 0

osi y. Maticu, ktorej stipce su tieto vektory, ozna¢ime A a bude nasledovna:

10
A=1]o0 1 (39)
0 0
Fy:
Chceme zobrazit vrchol F' do bodu F,. Najskor v8ak musime najst bazové vektory
1 0
tvoriace podpriestor WI%Z Su to vektory wp = | 0| a | 1 |. Opét z nich vytvorime
1 0
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maticu, ktort oznacime B:

1
B=10 (40)
1

o = O

Aj v tomto pripade budeme pre zjednodusSenie vyuzivat fakt, ze vektor, ktory je pro-
jekciou vektora f na V' v smere Wy, , ma rovnaké zlozky, ako si siradnice bodu F.

Potom pre bod F, plati

-1

10 10 1 2
o 101 101
F,=AB"A)"B'f=10 1 0 1 ofl=1o0
010 010
0 0 00 1 0
(

G,:
Pri zobrazeni vrcholu G do bodu G, sa matica B zloZena z vektorov tvoriacich pod-
priestor kolmy na podpriestor, v smere ktorého projektujeme nezmeni, pretoze rovina

tvorend tymito vektormi je invariantna na posun v smere osi y. Preto pre bod G, plati

-1

10 10 1 2
T oT 1 01 1 01
G, =AB"A)~"B'g=10 1 0 1 11=11
010 010
0 0 0 0 1 0
(42)
E,:
f)alej zobrazime vrchol F do bodu FE,. Tentoraz sa nam zmeni matica B, ¢ize opit
-1 0
musime najst bazové vektory podpriestoru Wi Su to vektory wp = | 0 | a |1
1 0
Teda matica B bude vyzerat nasledovne:
-1 0
1 0
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Pre bod E, plati

-1

10 10 0
.o -1 0 1 -1 0 1
E,=AB A" Be=10 1 01 of=1|o
0 10 0 10
0 0 00 1
H,:
Pri zobrazeni vrcholu H do bodu H, mo6zeme opét vyuzit maticu B z predchadzajticeho
zobrazenia. Pre bod H, teda plati
-1
10 10 0 -1
o -1 0 1 -1 0 1
H,=AB"A) 'B"h= |0 1 01 1| =
0 10 0 10
0 0 00 1

Zobrazili sme vsetky Styri body (F, F, G, H) v smere osi x a vznikli nAm dva §tvorce

E.ADH, a BF,G,C v cielovom dvojrozmernom podpriestore.

Projekcie v smere osi y

Na obrazku 28 je dvojrozmerny pohlad na kocku v smere osi z, teda Stvorec ADHE.
Vidime tam projekcie bodov £ a H v smere osi y, ktoré oznac¢ime E, a H,. Opét si
mozeme vsimnut, ze Stvorec BCGF by pri tomto pohlade vyzeral rovnako (iba je

posunuty v smere osi x, ale v tomto smere teraz neprojektujeme).

W, = Wi,

Wiy

E, Al Y D H

Obr. 28: Projekcia bodov E, H v smere osi ¥.

Stale projektujeme do rovnakého podpriestoru V', takze matica A bude (39).
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H,:
Teraz zobrazime vrchol H do bodu H,. Najdeme bazové vektory tvoriace podpriestor
0 1

Wﬁy Su to vektory wyg = | 1| a | 0 |. Matica B bude:

1 0
0 1
B=110 (46)
10
Potom bod H, bude mat stiradnice
-1
10 10 0
o1 oT 011 011
H,=AB"A)"B'h=10 1 01 11=12
1 00 1 00
00 00 1 0

—
=~
~J

~—

Gy:

Znova plati, ze pri zobrazeni vrcholu G' do bodu G, sa matica B zlozena z vektorov
tvoriacich podpriestor kolmy na podpriestor, v smere ktorého projektujeme nezmeni,
pretoze rovina tvorend tymito vektormi je invariantna na posun v smere osi x. Potom
pre bod G, bude platit

-1

10 10 1 1
o 01 1 01 1
Gy,=AB"A)""B'g=10 1 0 1 1l=12
100 100
0 0 00 1 0
(48)

E .

%
Dalej zobrazime vrchol £ do bodu E,. Bazové vektory podpriestoru Wéy budia wg =

0 1

—1]1a| 0| amatica B:

1 0
0 1
B=1|-1 0. (49)
1 0
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Pre bod E, plati

-1

10 10 0 0
T A\—1RT 0 —11 0 -1 1
E,=AB A" B'e= |0 1 0 1 0l =1-1
1 0 0 1 0 0
0 0 00 1 0

(50)

Fy:
Pri zobrazeni vrcholu F' do bodu Fj opdt vyuZzijeme maticu B z predchadzajiceho
zobrazenia. Teda pre bod Fj, plati

-1

10 10 1 1
o 0 -1 1 0 -1 1
F,=AB"A)"B f=10 1 0 1 o =1-1
1 0 0 1 0 0
00 00 1 0

)

Znova sme zobrazili v8etky styri body (E, F,G, H), ale tentokrat v smere osi y a
vznikli nam dalsie dva Stvorce E,F,BA a DCG,H, v cielovom dvojrozmernom pod-

priestore.

Posledna stena trojrozmernej kocky, ktori sme nezobrazili na podpriestor V', je
EFGH. Zobrazime ju v smere osi y, ako vidime na obrazku 29. Opét budeme naraz

projektovat vrcholy H a G. Ich projekcie ozna¢ime H,, a G,.

Wh,, Wi

H, Al v D y

Obr. 29: Druhé projekcia bodu H v smere osi y.

Hy,:

Projektujeme vrchol H do bodu H,,. Bazové vektory podpriestoru Wﬁyy buda wy =
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0 1

—1]a| 0| amatica B:

3 0
0 1
B=|-10]- (52)
3 0
Pre bod H,, plati
-1
10 10 0 0
T 1T 0 -1 3 0 -1 3
Hy, =AB"A)""B'h=10 1 01 11=1-2
1 0 0 1 0 0
00 00 1 0
(53)
Gyy:
Pre projekciu G, vrcholu G plati
-1
10 10 1 1
T o1 oT 0 -1 3 0 -1 3
Gy =AB A" Bg=10 1 0 1 1l=1-2
1 0 0 1 0 0
00 00 1 0
(54)

Tym sme na cielovy podpriestor V' zobrazili posledny, Siesty Stvorec H,,G,,F,E,.

H.!) (- y
H, D C e
E 1 B F,
Ey Fy
H,y Gy

Obr. 30: Rozbalenie trojrozmernej kocky.

44



2.3 Stvorrozmerns kocka 2 VIZUALIZACIA VIACROZMERNYCH OBJEKTOV

Na obrazku 30 vidime plast trojrozmernej kocky zobrazeny v dvojrozmernom pod-
priestore.

Obrazok 31 predstavuje rozvinutie plasta trojrozmernej kocky do dvojrozmerného
podpriestoru. Vidime tam povodnu trojrozmerni kocku znézorneni modrou farbou a
jej plast v dvojrozmernom podpriestore znazorneny cervenou farbou. Tento obrazok je
opét vytvoreny funkciou napisanou v programe Matlab. Funkcia mé jeden parameter d,
ktorym je mozné menit dizku hrany trojrozmernej kocky. Funkcia je uvedena v Prilohe

A2,

Obr. 31: Rozvinutie trojrozmernej kocky v Matlabe.

2.3 Stvorrozmerna kocka

Posledna c¢ast je venovana zobrazeniu plasta Stvorrozmernej kocky v trojrozmernom
podpriestore, ¢o bolo cieflom naSej préace. Pri zobrazovani vyuZijeme poznatky a po-
stupy, ktoré sme pourzili v ¢astiach 2.1 a 2.2 a podobnym spésobom rozvinieme Stvor-

rozmernd kocku. Stvorrozmerna kocku vidime na obrazku 32.
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_'Jl Ir i\'._

A B

Obr. 32: Stvorrozmern4 kocka.

Aj v tomto pripade umiestnime kocku do pociatku stradnicovej sustavy s nasledov-

nymi siradnicami vrcholov:

A=10,0,0,0"; E=10,0,1,0]"; I=10,0,0,1]%; M =10,0,1,1]%;
B =[1,0,0,0"; F=11,0,1,0]"; =[1,0,0,1]%; N =[1,0,1,1)%;

J
C=11,1,00" G=[1,1,1,0"; K=1[1,1,0,1]"; 0O=11,1,1,1)%;
L

D =10,1,0,0"; H =10,1,1,0]"; [0,1,0,1]%; P=10,1,1,1)%;

Pri urcovani suradnic vrcholov $tvorrozmernej kocky sme vyuzili vedomost z ¢asti
2.2: sturadnice bodov A, B,C, D, E, F,G, H budu rovnaké ako v trojrozmernej kocke
so §tvrtou suradnicou nulovou. Teda plati, Ze kocka ABCDFEFGH sa nachadza v cie-
Tovom trojrozmernom podpriestore a dalej ju zobrazovat nebudeme. Suradnice bodov
1,J,K,L,M,N,O, P buda mat prvé tri zlozky rovnaké ako A, B,C, D, FE, F,G, H, av-

Sak stvrta suradnica bude jednotkova.

V tomto pripade projektujeme do trojrozmerného podpriestoru, ¢ize body I, J, K,
L, M, N, O, P budeme projektovat v troch smeroch: v smere osi z, v smere osi y a v

smere 0si 2.

Pri projektovani znova vyuzijeme vzorec (25) z Casti 1.3. TaktieZ budeme potrebo-

vat bazové vektory tvoriace podpriestor, na ktory projektujeme a podpriestor kolmy
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na podpriestor, v smere ktorého projektujeme. V pripade $tvorrozmernej kocky budu

béazové vektory tri, pretoze tieto podpriestory si trojrozmerné.

Najskor ur¢ime bazové vektory podpriestoru V', na ktory projektujeme. St to vektory

1 0 0
0 1 0 ]
, V smere osi , , V smere osi y a , v smere osi z. Matica A bude
0 0 1
0 0 0
nasledovné:
100
010
A= (55)
0 01
0 00

Tak ako pri trojrozmernej kocke, aj v tomto pripade nam vznikni skupiny bodov,
ktoré budeme zobrazovat naraz, pretoZe ich budeme projektovat v smere rovnakého

podpriestoru. Budu to skupiny $tyroch bodov.

Projekcie v smere o0si x
N$7 Ox? JI? Kx:
Tieto body budeme zobrazovat v kladnom smere osi x a bazové vektory podpriestoru

kolmého na podpriestor, v smere ktorého budeme projektovat, si nasledovné:

1 0 0
0 1 0
, a . Matica B bude:
0 0 1
1 0 0
1 00
010
B = (56)
001
1 00

Opét vezmeme do tvahy fakt, ze projekcia vektora n (spajajiceho podiatok sturadni-

covej sustavy a bod N) je vektor, ktorého zlozky su sturadnicami bodu N,. Preto pre
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bod N, bude platit

N, = A(BTA)"'BTn =

100 1 00 1 2
1 001 1 001
010 010 0 0
= 0100 0100 =
0 01 0 01 1 1
0010 0010
000 000 1 0

Rovnakym sposobom doratame dalsie body:

2 2 2

1 0 1
Ox = ) Jo = ) K, =

1 0 0

0 0 0
Mx;PmeaLm-’

Tuato skupinu bodov budeme zobrazovat v zapornom smere osi x. Bazové vektory pod-

priestoru kolmého na podpriestor, v smere ktorého budeme projektovat, budu:
-1 0 0

0 1 0 )
, a a matica B bude:
0 0 1
1 0 0
-1 00
0 10
B = (57)
0 01
1 00
M, = A(BTA)'BTm =
~1
100 1 00 0 -1
-1 00 1 -1 0 0 1
010 010 0 0
= 0 100 0 100 =
0 01 0 01 1 1
0 010 0 010
0 00 000 1 0
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—1 —1 —1

1 0 1
Pw: ;]x: ;Lw:

1 0 0

0 0 0

Do cielového trojrozmerného podpriestoru sme zobrazili dve trojrozmerné kocky.

Projekcie v smere osi y
My, Ny, 1,,J,:
Dalsiu skupinu bodov zobrazime v zapornom smere osi y. Bazové vektory podpriestoru

kolmého na podpriestor, v smere ktorého budeme projektovat, budi nasledovné:

0 1 0
-1 0 0
, a . Teda matica B bude:
0 0 1
1 0 0
0 10
-1 0 0
B = (58)
0 01
1 00

Matice A a B a vektor spajajici pociatok stiradnicovej sustavy a vrchol, ktory zobra-

zujeme, dosadime do vzorca (25) a dostaneme:

0 1 0 1

-1 -1 -1 -1
My: )Ny: 7[y: 7Jy:

1 1 0 0

0 0 0 0
P, 0y, Ly, Ky:

Tieto body zobrazime v kladnom smere osi y a bazové vektory podpriestoru kolmého

na podpriestor, v smere ktorého budeme projektovat, budi:
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0 1 0
1 0 0
, a . Matica B bude nasledovné:
0 0 1
1 0 0
010
1 00
B = (59)
0 01
100

Opit dosadime matice a prislusny vektor do vzorca (25) a dostaneme body:

0 1 0 1

2 2 2 2
Py: y Oy: y Ly: , Ky:

1 1 0 0

0 0 0 0

Do cielového trojrozmerného podpriestoru sme zobrazili dalSie dve trojrozmerné kocky.

Projekcie v smere 0si z
MZ? NZ? PZ? OZ"
Tato skupinu bodov budeme projektovat v kladnom smere osi z. Bazové vektory pod-

priestoru kolmého na podpriestor, v smere ktorého projektujeme, budi:

0 1 0
0 0 1
, a a dostaneme maticu B:
1 0 0
1 0 0
010
0 0 1
B = (60)
1 00
1 00

Znova vypocCitame suradnice zobrazovanych bodov pomocou vzorca (25):
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0 1 0 1

0 0 1 1
Mz: aNz: aPz: ;Oz:

2 2 2 2

0 0 0 0
L,J., L., K,:

Dalsiu skupinu bodov budeme zobrazovat v zadpornom smere osi z a bazové vektory

podpriestoru kolmého na podpriestor, v smere ktorého budeme projektovat, budu na-

sledovné:
0 1 0
0 0 1
, a . Matica B bude:
-1 0 0
1 0 0
0 10
0 01
B = (61)
-1 0 0
1 00

Matice A, B a prislusny vektor dosadime do vzorca a dostaneme body:

0 1 0 1

0 0 1 1
]Z: y JZ == ; 2 e y 2 ==

-1 -1 -1 -1

0 0 0 0

V cielovom podpriestore mame zobrazenych sedem trojrozmernych kociek. Chyba nam

teda posledné, ktord opét zobrazime v zapornom smere osi z.
MZZ7 NZZ) PZZ) OZZ'.

Bazové vektory podpriestoru kolmého na podpriestor, v smere ktorého budeme projek-

tovat, buda nasledovné:
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0 1 0
0 0 1
, a a matica B bude:
-1 0 0
3 0 0
0 10
0 01
B = (62)
-1 0 0
3 00

Do vzorca dosadime matice A, B a prislusny vektor a dostaneme zobrazené body:

0 1 0 1

0 0 1 1
Mzz: 7sz: 7Pzz: aOzz:

-2 —2 —2 —2

0 0 0 0

Cely plast stvorrozmernej kocky sme zobrazili do trojrozmerného podpriestoru (obrazok

33).

P. o)
M. V.
P, O,
P, H G O
M, E F Nz
VI, AR Ky
L, D C K,
I A B I,
I, Jy
L K.
1 J.
P.. 0..
M.. N-.

Obr. 33: Rozbalenie Stvorrozmernej kocky.
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Obréazok 34 je opit vytvoreny funkciou, ktord sme napisali v programe Matlab a
predstavuje rozvinuty plast stvorrozmernej kocky v trojrozmernom podpriestore. Fun-
kcia méa jeden parameter d, ktorym je mozné menit dizku hrany $tvorrozmernej kocky.

Funkcia je uvedené v Prilohe A.3.

Obr. 34: Rozvinutie §tvorrozmernej kocky v Matlabe.
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Zaver

V tejto bakalarskej préaci sme sa detailne venovali projekciam. V prvej kapitole sme
systematicky rozpracovali teoriu projekcii z pohladu linearnych transformécii v konec-
norozmernych linedrnych priestoroch. Zaoberame sa v nej aj neortogonalnymi (kosymi)
projekciami, ktorych Specialnym pripadom si takzvané ortogonalne projekcie, ¢o vy-
chadza nad ramec bezného vysokoskolského uciva. Tato kapitola moze byt uzitoc¢na
hlavne pre $tudentov linearnej algebry na prehibenie u¢iva o projekciach.

Dolezitejsia je druhé kapitola, v ktorej sa venujeme samotnému cielu nasej prace,
¢ize praktickému vyuzitiu projekcii pri vizualizacii viacrozmernych objektov. Konkrétne
sme sa venovali rozvinutiu plasta Stvorrozmernej kocky do trojrozmernej roviny. Pr-
vym krokom, ktory sme museli zvladnut, bolo ndzorne zobrazit viacrozmerné ttvary do
dvojrozmernej roviny, ¢omu sa venujeme na zaciatku druhej kapitoly. Zvolili sme jed-
noducht metédu, ktord je demonstrovand pohybom jednoduchsich ttvarov v priestore
vy$Sej dimenzie. AvSak toto znazornenie Stvorrozmernej kocky (obrazok 13, strana 30)
nevyhovovalo vSetkym nasim poziadavkam, preto sme na znézornenie Stvorrozmernej
kocky pouzili centralnu projekciu, pri ktorej vznikol taky obrazec Stvorrozmerného tt-
varu, ktory nam poskytol v8etky potrebné udaje (obrazok 17, strana 32). Nasledne sme
presli k samotnej projekeii. Najskor sme rozbalili ,,plast* Stvorca (obrazok 24, strana
37), ¢o sme neskor vyuzili pri projekcii plasta trojrozmernej kocky do dvojrozmerne;j
roviny (obrézok 30, strana 44). Poznatky z tychto vypo¢tov nam pomohli zostrojit troj-
rozmerny utvar zodpovedajuci plastu $tvorrozmernej kocky (obrézok 33, strana 52), ¢o
sa nam podarilo vdaka tomu, Ze sme pre prislusné vrcholy kocky zostrojili matice
neortogonalnych projekcii, ¢im vznikol ttvar na uvedenom obrazku. VSetky pouzité
projekcie pri zobrazovani plastov Stvorca, trojrozmernej kocky a Stvorrozmernej kocky
sme naprogramovali v Matlabe. Vstupnym parametrom tychto funkcii bol parameter
d, ozna¢ujici dizku hrany prislusnej kocky. Vystupom z funkcii boli stiradnice zobraze-
nych vrcholov a taktiez obrazky 25 (strana 37), 31 (strana 45) a 34 (strana 53), ktoré
zobrazuju povodnu kocku a taktiez ,,rozbaleni“ kocku na jednom obrazku, okrem pri-
padu $tvorrozmernej kocky, kde vystupny obrazok tvori iba plast stvorrozmernej kocky

v trojrozmernej rovine.
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Priloha A A.1 STVOREC

Priloha A

A.l Stvorec

function kocka2d(d)
A=[0;0];
B=[d;0];
C=[d;d];
D=[0;d];

line([A(1),B(1)],[A(2),B(2)])
line([B(1),C(1)],[B(2),C(2)]1)
line([C(1),D(1)],[C(2),D(2)])
line([D(1),A(1)],[D(2),A(2)])

v=[1;0];

w=[1;1];
Cx=C’*w/ (v’ *w) *v;
w=[-1;11;
Dx=D’*w/ (v’ *w) *v;
w=[1;3];

Dxx=D’*w/ (v’ *w) *v;
line([Dx(1) ,Dxx(1)],[Dx(2),Dxx(2)],’Color’,’red’)

axis([-1-d 3*d+1 -1-d 3xd+1])

axis square
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A.2 TROJROZMERNA KOCKA

A.2 Trojrozmerni kocka

function kocka3d(d)
A=[0;0;0];
B=[d;0;0];
C=[d;d;0];
D=[0;d;0];
E=[0;0;d];
F=[d;0;d];
G=[d;d;d];
H=[0;d;d];

plot3([A(1),B(1)],[A(2),B(2)],[A(3),B(3)])
line([B(1),C(1)]1,[B(2),C(2)]1,[B(3),C(3)]1)
line([C(1),D(1)]1,[C(2),D(2)1,[C(3),D(3)]1)
line([D(1),A(1)]1,[D(2),A(2)1,[D(3),A(3)]1)
line([A(1) ,E(1)]1,[A(2),E(2)],[A(3),E(3)])
line([B(1) ,F(1)1,[B(2),F(2)]1,[B(3),F(3)]1)
line([C(1),G(1)]1,[C(2),G(2)1,[C(3),G(3)]1)
line([D(1) ,H(1)1,[D(2),H(2)]1,[D(3),H(3)])
line([E(1) ,F(1)]1,[E(2),F(2)]1,[E(3),F(3)])
line([F(1),G(1)]1,[F(2),G(2)1,[F(3),G(3)]1)
line([G(1) ,H(1)]1,[G(2) ,H(2)]1,[G(3),H(3)])
line([H(1) ,E(1)]1, [H(2) ,E(2)]1, [H(3),E(3)])

v=[1 0; 0 1; 0 0];
W=[10; 01; 1 0];
Fx=V* (inv (W’ *V) ) W’ *F;
Gx=V* (inv (W’ *V) ) *W’*G;
W=[-10; 01; 1 0];
Ex=V* (inv (W’ *V) ) *W’>*E;
Hx=V* (inv (W’ *V) ) *W’xH;
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A.2 TROJROZMERNA KOCKA

w=[0 1; 1 0; 1 0];
Hy=V* (inv (W’ *V) ) *W’*H;
Gy=V* (inv (W’ *V) ) *W’ *G;
w=[0 1; -1 0; 1 0];
Ey=Vx (inv (W’*V) ) *W’*E;
Fy=Vx (inv (W’ *V) ) *W’ *F;
W=[ 01; -1 0; 3 0];
Hyy=V* (inv (W’ *V) ) *W’*H;
Gyy=V* (inv (W’ *V) ) *xW’*G;

line([Ex (1) ,Hx(1)], [Ex(2),Hx(2)],’Color’,’red’)
line([Hy (1) ,Hyy (1)1, [Hy(2) ,Hyy(2)],’Color’,’red’)
line([Gyy(1),Gy(1)], [Gyy(2),Gy(2)],’Color’, ’red’)
line([Fx(1),G6x(1)]1, [Fx(2),Gx(2)],’Color’,’red’)
line([Hyy (1) ,Gyy (1)1, [Hyy(2),Gyy(2)]1,’Color’,’red’)
line([Ey(1),Fy(1)], [Ey(2),Fy(2)]1,’Color’,’red’)
line([Ex(1),Fx(1)]1, [Ex(2),Fx(2)],’Color’,’red’)
line([Hx(1),Gx(1)], [Hx(2),Gx(2)],’Color’,’red’)
line([Hy(1),Gy (1)1, [Hy(2),Gy(2)],’Color’,’red’)
axis([-1-3/2%d 5/2xd+1 -1-2%d 2*d+1 -1-3/2xd 5/2xd+1])

axis square
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A.3 STVORROZMERNA KOCKA

A.3  Stvorrozmerna kocka

function kocka4d(d)
A=[0;0;0;0];
B=[d;0;0;0];
C=[d;d;0;0];
D=[0;d;0;0];
E=[0;0;d;0];
F=[d;0;d;0];
G=[d;d;d;0];
H=[0;d;d;0];
I=00;0;0;d];
J=[d;0;0;dl;
K=[d;d;0;d];
L=[0;d;0;d];
M=[0;0;d;d];
N=[d;0;d;d];
0=[d;d;d;d];
P=[0;d;d;d];

V=1 00; 010; 001; 00 0];
W=[100; 010; 001; 10 0];
Nx=V* (inv (W’ *V) ) *W’*N;
0x=V* (inv (W’ *V))*W’*0;
Jx=V* (inv (W’ *V) ) *xW’>*J;
Kx=V* (inv (W’ *V) ) *W’>*K;
W=[-100; 010; 001; 10 0];
Mx=Vx* (inv (W’ *V) ) *W’>*M;
Px=V* (inv (W’ *V) ) *W’>*P;
Ix=V*(inv (W’ *V) ) *W’>*I;
Lx=V* (inv (W’ *V) ) *xW’*L;
W=L010;-100; 001; 10 0];

99



A.3 STVORROZMERNA KOCKA

My=V* (inv (W>*V) ) %W’ *M;
Ny=V* (inv (W’ *V) ) *W’>*N;
TIy=V* (inv (W’ *V))*W’>*I;
Jy=V* (inv (W’ *V) ) *W’>*J;
W=[010; 100; 001; 10 0];
Py=Vx (inv (W’ *V) ) *W’*P;
Oy=V* (inv (W’ *V))*xW’>*0;
Ly=V* (inv (W’ *V) ) *W’*L;
Ky=Vx (inv (W’ *V) ) *W’*K;
W=[010; 001; 100; 10 0];
Mz=Vx* (inv (W’ *V) ) *W’> *M;
Nz=Vx* (inv (W’ *V) ) *W’>*N;
Pz=Vx* (inv (W’ *V) ) *W’>*P;
0z=V* (inv (W’ *V)) *xW’*0;
W=L010; 001;-100; 10 0];
Iz=V* (inv (W’ *V) ) *W’>*I;
Jz=V* (inv (W’ *V) ) *W’>*J;
Lz=V* (inv (W’ *V) ) *W’*L;
Kz=Vx* (inv (W’ *V) ) *W’ %K ;
W=[010; 001;-100; 300];
Mzz=Vx* (inv (W2 *V) ) *W’>*M;
Nzz=Vx* (inv (W’ *V) ) *W’>xN ;
Pzz=V* (inv (W’ *V) ) *W’>*P;
0zz=V* (inv (W’ *V) ) *xW’*0;

plot3([My(1),Iy(1)], My(2),Iy(2)1, My(3),Iy(3)1)
line([Ny(1),Jy(1)], [Ny(2),Jy(2)], [Ny(3),Jy(3)])
line([Mx(1),Ix(1)], Mx(2),Ix(2)], [Mx(3),Ix(3)])
line([Mz (1) ,Mzz(1)], Mz(2) ,Mzz(2)], [Mz(3) ,Mzz(3)]1)
line([Nz(1),Nzz(1)], [Nz (2),Nzz(2)], [Nz(3),Nzz(3)])
line ([Nx(1),Jx(1)]1, [Nx(2),Jx(2)], [Nx(3),Jx(3)])
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A.3 STVORROZMERNA KOCKA

line([Px(1),Lx(1)1, [Px(2),Lx(2)]1, [Px(3),Lx(3)1)
line([Pz(1),Pzz(1)], [Pz(2),Pzz(2)], [Pz(3),Pzz(3)])
line([0z(1),0zz(1)],[0z(2),0zz(2)], [0z(3),0zz(3)])
line([0x(1),Kx (1)1, [0x(2),Kx(2)1, [0x(3),Kx(3)1)
line([Py(1),Ly(1)1,[Py(2),Ly(2)1, [Py(3),Ly(3)1)
line([0y (1) ,Ky(1)], [0y(2) ,Ky(2)], [0y(3) ,Ky(3)])

line([Mz(1),Nz(1)1, [Mz(2),Nz(2)1, [Mz(3),Nz(3)1)
line([Pz(1),0z(1)1, [Pz(2),0z(2)1, [Pz(3),0z(3)1)
line([My (1) ,Ny(1)], My(2),Ny(2)], My(3) ,Ny(3)])
line([Mx(1),Nx(1)], [Mx(2),Nx(2)1, [Mx(3),Nx(3)1)
line([Px(1),0x(1)1, [Px(2),0x(2)1, [Px(3),0x(3)1)
line([Py(1),0y(1)], [Py(2),0y(2)], [Py(3),0y(3)])
line([Iy(1),Jy(1)], [Ty(2),Jy(2)], [Ty(3),Jy(3)])
line([Ix(1),Jx(1)1,[Ix(2),Jx(2)]1,[Ix(3),Jx(3)1)
line([Lx(1),Kx(1)], [Lx(2),Kx(2)], [Lx(3),Kx(3)])
line([Ly(1) ,Ky(1)], [Ly(2) ,Ky(2)], [Ly(3) ,Ky(3)])
line([Iz(1),Jz(1)1,[Iz(2),Jz(2)]1,[Iz(3),Jz(3)])
line([Lz(1),Kz(1)1, [Lz(2),Kz(2)]1, [Lz(3) ,Kz(3)1)
line([Mzz(1),Nzz(1)], [Mzz(2) ,Nzz(2)], [Mzz(3) ,Nzz(3)])
line([Pzz(1),0zz(1)],[Pzz(2),0zz(2)], [Pzz(3),0zz(3)])

line([Mz(1),Pz(1)], Mz(2),Pz(2)], [Mz(3),Pz(3)])
line([Nz(1),0z(1)], [Nz(2),0z(2)], [Nz(3),0z(3)]1)
line([Mx(1),Px(1)1, [Mx(2),Px(2)1, [Mx(3),Px(3)1)
line([My(1),Py(1)1, [My(2),Py(2)1, [My(3),Py(3)1)
line([Ny(1),0y(1)], [Ny(2),0y(2)], [Ny(3),0y(3)])
line ([Nx(1),0x(1)], [Nx(2),0x(2)], [Nx(3),0x(3)]1)
line([Ix(1),Lx(1)]1,[Ix(2),Lx(2)]1,[Ix(3),Lx(3)1)
line([Iy(1),Ly(1)1,[Iy(2),Ly(2)]1,[Iy(3),Ly(3)1)
line([Jy(1) ,Ky(1)], [Jy(2) ,Ky(2)], [Jy(3) ,Ky(3)])
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line([Jx(1),Kx(1)1, [Jx(2),Kx(2)1, [Jx(3) ,Kx(3)1)
line([Iz(1),Lz(1)],[Iz(2),Lz(2)]1,[Iz(3),Lz(3)])
line([Jz(1),Kz(1)]1, [Jz(2),Kz(2)1, [Jz(3) ,Kz(3)])
line([Mzz(1),Pzz(1)], Mzz(2) ,Pzz(2)]1, [Mzz(3),Pzz(3)])
line([Nzz(1),0zz (1)1, [Nzz(2) ,0zz(2)]1, [Nzz(3),0zz(3)])

axis square
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