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Abstrakt v Statnom jazyku

VARGA, Matyas: Simulovanie dat z rozdeleni [Bakalarska praca]

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;
Skolitel’: Mgr. Darina Graczov4, Bratislava, 2014, 50s.

Ciel'om tejto bakalarskej prace bola teoretickd analyza moznosti vyuZitia Statistickych
rozdeleni v stochastickych procesoch na simulovanie cien akcii a pouZzitim vysledkov
tejto teoritickej analyzy vytvorenie skutoCnej aplikdcie. Preskimali sme pouZivanie
viacerych rozdeleni v stochastickych procesoch a vytvorili sme programovu aplikdciu
pouZivajicu popisané procesy, pomocou ktorej sme aj otestovali ich fungovanie na
skuto¢nych ddajoch. Program v procese simulovania vyuziva aj metédu Monte Carlo,
ktord sa pouziva najcastejSie na simulovanie podobnych procesov. Prica sa zaoberd aj
vytvorenim optimdlneho portfélia na zdklade vygenerovanych o¢akdvanych vynosov.

Kra&ové slova: Statistické rozdelenia, Stochastické procesy, Monte Carlo metdda,
Geometrciky Brownov pohyb, Markowitzovo portfélio



Abstrakt v cudzom jazyku

VARGA, Matyas: Data simulation from statistical distributions [Bachelor Thesis]

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics;
Supervisor: Mgr.Darina Graczova, Bratislava, 2014, 50p.

The main goal of this bachelor thesis was the theoretical description and practical use of
statistical distributions in stochastic processes to simulate stock prices. We designed
various processes and constructed an application which applies the aforementioned
processes to test them on historical data. The program uses the Monte Carlo simulation
for each stochastic process, the most popular method for similar simulations. The thesis
also deals with creating an optimal portfolio according to the generated expected
returns.

Keywords: Statistical distribution, Stochastic proceses, Monte Carlo methods,
Geometrical Brownian motion, Markowitz
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Uvod

Predikcia cien akcii aceny indexov bola vZdy aaj v sucasnosti je stredobodom
pozornosti kazdého investora a predstavuje podstatnd cast ekonomickej aktivity
finan¢nych institicii. Aktudlnost a ddlezitost problematiky vystihuje i pridelenie
Nobelovej ceny za ekonomické vedy, ktoru ziskali traja americki ekonémovia Eugen
F.Fama, Lars Peter Hansen a Robert J. Shiller za empirické analyzy cien aktiv.

V tejto praci sa budeme zaoberat’ vytvorenim aplikécie, ¢o je uZitoénym ndstrojom pre
investora na zistenie vynosu a rizika svojho portfélia, respektive na vytvorenia nového
portfélia. Pomocou tejto aplikdcie bude mozné pouzit’ urcité Statistické rozdelenia na
simulovanie vyvoja vynosov a cien akcif a indexov, ako aj vyhodnotit’ zhodu vysledkov
jednotlivych Statistickych rozdeleni so skuto€nymi historickymi datami.

.....

pouzivaju Specidlne viacrozmerné rozdelenia. Téato aplikdcia pouZiva stochastické
procesy pouZzivajic normdlne rozdelenie ako zdklad, ale postupne budeme realizovat
a analyzovat' dalSie procesy, pouZivajice zlozitejSie rozdelenia. Prica obsahuje
definiciu  tychto stochastickych procesov, popisuje ich modifikdciu pre ucely
simulovania vyvoja cien akcii aindexov a sicastou prace je aj vytvorend aplikicia
pouzivajica uvedené teoretické zistenia. Program v procese simulovania vyuziva aj
metddu Monte Carlo, ¢o je najpopuldrnejSia metéda na simulovanie procesov.

Taky typ aplikdcie ma vyznamné vyuZitie aj v praxi. Podobné softvéry pouZivaju aj
jednotlivé banky a brokerské spoloCnosti na predikciu vynosov ana zostrojenie
prognéz. Dolezitou podmienkou pri tvorbe aplikdcie bola aj jednoduchost
a nendrocnost’ jej pouZivania.




1. Zakladné pojmy z oblasti Statistiky

V tejto kapitole st zadefinované tie zdkladné pojmy z tedérie pravdepodobnosti a zo
Statistiky, ktoré sa v d’alSich kapitoldch pouZivaji pri definovani rdznych rozdeleni
a pri zostrojeni modelov na simulovanie vyvoja cien akcii. Cerpali sme najmi z [5] a
[10].

1.1 Nahodna premenna

Nech je mnoZina vysledkov ndhodného pokusu (2. Symbolom (£2,S,P), kde S je o-
algebra merateI'nych mnozin na {2 a P je pravdepodobnostnd miera na (2, budeme
oznacovat’ pravdepodobnostny priestor.

Definicia 1.1. Nech (2, S, P) je pravdepodobnostny priestor. Zobrazenie X : ) — R
nazyvame ndhodnou premennou, ak pre kaZdé x € R plati {w : X(w) < x} € S.

T.j. pre kazdé x € R je vzorom intervalu (—oo,x) nejaky ndhodny jav A = {w :
X(w) < x} patriaci do mnoZiny S . Ndhodnd premennd X priradi jednoznacne
kazdému elementarnemu

javu w redlne ¢islo. X (w) sa nazyva realizacia ndhodnej premennej X.

1.2 Stredna hodnota

Definicia 1.2. Nech X je ndhodnd premennd, ktord nadobiida hodnoty xi,i = 1,2,...
s pravdepodobnostami p; = P(X = x;) . Strednou hodnotou ndhodnej veliciny X
nazveme Ccislo E(X) = Y2, pix;, ak tento rad konverguje absolitne. Ak rad
nekonverguje absoliitne budeme hovorit, Ze nahodnd premennd nemd strednii hodnotu.

Strednd hodnota umozZiiuje najlepSie charakterizovat ndhodnd premennd s jednym
¢islom. Ked vSetky hodnoty ndhodnej premennej xi,i = 1,2,... maji rovnaku

pravdepodobnost’ pi = P(X = xi), tak strednd hodnota bude priemer hodnot xi.

Definicia 1.3. Nech X = (X; ... X;))Tje vektor ndhodnych premennych. Potom jeho
strednd hodnota E (X) je vektor E(X) = (E(Xy) ... E(X,)T.

1.3 Disperzia

Definicia 1.4. Nech X je lubovolnd ndhodnd premennd nech jej strednd hodnota je
E(X) = n. Potom disperzia je definovand nasledujiicim vztahom:

D(X) = JE(X?) — E2(X).




1.4 Standardna odchylka alebo Smerodajna odchylka

Definicia 1.4. Smerodajnd odchylka je definovand ako kladnd druhd odmocnina
z priemernej kvadratickej odchylky.

S = \/izg;l(xi — %)

Standardnd odchylka vyjadruje do akej miery sdi hodnoty rozptylené od strednej
hodnoty.

1.5 Sikmost’

Definicia 1.5. Nech X je [ubovolnd ndhodnd premennda nech jej strednd
hodnotaje E(X) = u adisperziaje D(X) = o?. Potom koeficient asymetrie je
definovany nasledovnym podielom:

E[X-EQ)J
(varX)3/2 .

V1=

. y1=0: v tomto pripade hovorime, Ze rozdelenie pravdepodobnosti je
symetrické. Znamena to, Ze hodnoty ndhodnej veli¢iny si rovhomerne rozdelené
na pravu aj l'avu stranu od strednej hodnoty.

II. y1 > 0:ide o pozitivne alebo pravostranne zoSikmené rozdelenie. Znamena to,
hodndt sa nachddza viac vlavo od priemeru.
II.  y1 < 0:ide o negativne alebo l'avostranne zoSikmené rozdelenie.

D 4 T T T T

Mulova Fikrmost
Kladna Sikmost’
Zapornd Sikmost [

03aF

03F J
025F J
0z2r
015k

01r

0.05 2/
1 1

0
1} 1 2

OBR. 1 Tvar hustoty rozdelenia pre rézne hodnoty Sikmosti
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1.6 Spicatost’

Definicia 1.6. Nech X je [ubovolnd ndhodnd premennda nech jej strednd
hodnota je E(X) = p adisperziaje D(X) = d2. Potom koeficient Spicatosti je
definovany nasledovnym podielom:

_ EX-E]*
Y2 = (var X)2

. y2 = 0:vtomto pripade ide o normované normdlne rozdelenie.
I. y2 >0 : kladny koeficient Spicatosti hovori, Ze dané rozdelenie
pravdepodobnosti je SpicatejSie ako normélne rozdelenie.
III. y2 < 0 : dané rozdelenie pravdepodobnosti je viac ploché ako normadlne
rozdelenie.

0.9

Mulova Epicatost’
Zaparna Spicatost’ H
Kladna Spicatost’

07 B

[IR=] 2

OBR. 2 Tvar hustoty rozdelenia pre r6zné hodnoty Spicatosti

1.7 Variancia

Definicia 1.7. Nech X je diskrétna ndhodnd velicina so strednou hodnotou E(X).
Variancia nahodnej veliciny X je c¢islo

Var(X) = E[(X — E(X))2]
Ak tdto strednd hodnota existuje.
Strednd hodnotu sme definovali ako ¢islo, ktoré charakterizuje ndhodnd veli€inu.

Presnost’ tejto charakteristiky vyjadruje variancia nihodnej veli¢iny. Cim je variancia
mensia, nadobudnuté hodnoty ndhodnej veliiny su tym bliZSie k strednej hodnote.

11



1.8 Kovariancia a korelacia

Definicia 1.8. Nech X a Y si diskrétne ndhodné veliciny so strednymi hodnotami
a varianciami. Potom strednii hodnotu E((X — E(X)(Y — E(Y)) (ak existuje) budeme
nazyvat kovarianciou X a Y. (oznacime ako cov(X,Y)).

Kovariancia vyjadruje zavislost’ medzi dvomi ndhodnymi veli¢inami.
Definicia 1.9. Nech X a Y si diskrétne ndhodné veliciny so strednymi hodnotami

E(X),E(Y) a nenulovymi varianciami var(X) a var(Y).Koeficient koreldcie medzi X
aY je cislo

X—EX) Y- E(Y)>

Py = €OV <\/var(X) " Jvar ()

Korelacny koeficient je Specidlnym pripadom kovariancie dvoch ndhodnych veli¢in.
Vyjadruje kovarianciu medzi dvoma normovanymi ndhodnymi veli¢inami X a Y.

p nadobtda hodnoty z intervalu [—1, 1];
— ak p = 1, ide o priamu linedrnu (t. j. funk¢nd) zdvislost’;
— ak p = —1 ide o nepriamu linearnu (t. j. funk¢ni) zavislost’;

— ak p =0 vieme vo vSeobecnosti povedat iba to, Ze ndhodné premenné su
nekorelované .

Pre nezavislé ndhodné premenné X a Y plati vzdy, Zze p(X,Y) = 0.

1.9 Kovarianc¢na matica

Definicia 1.10. Kovariancnd matica ndahodného vektora X = (Xq,...,X,)T je matica
var(X;) e cov(Xq, Xp)
Y = var(X) = E{[X—EX)][X -EX)]T} = ( : : )
cov(Xy,X,) - wvar(X,)

Veta 1.1. Nech A je matica, b je vektor. Potom
E(AX+b) = AE(X)+ b

var(AX + b) = Avar(X)AT

12



Dokaz: Prva rovnost vyplyva z vlastnosti strednej hodnoty ndhodného vektora
(Definical.3.).

var(AX + b) = [[(AX + b) — E(AX + b)][(AX + b) — E(AX + b)"]]
=E[A(X —E(X))(X — E(X)TAT]
= AE[(X —EX)(X —E(X)T]|AT
= Avar(X)AT.

Veta 1.1. Ak X je ndhodny vektor, tak var(X) je symetrickd pozitivne semidefinitnd
matica, t.j. pre kazdé u € R" plati:

uTvar(X)u = 0.
Dokaz: Dokaz okamZite vyplyva z Vetyl.1. uTvar(X)u = var(u’X) > 0 pre kazdé u.
1.10 Distribucna funkcia

Definicia 1.11. Distribucnd funkcia ndhodnej veliciny X : ) —> R je funkcia F: R —>
< 0,1 > definovand predpisom F(x) = P(X < x).

Distribu¢nd funkcia udava pravdepodobnost, Ze hodnota ndhodnej veliiny je mensia

ako zadand hodnota. Distribu¢nd funkcia jednoznacne urcuje rozdelenie
pravdepodobnosti.

1.11 Hustota nahodnej veli¢iny

Definicia 1.12. Ndhodnd velicina je spojitd, ak existuje nezdpornd integrovatelnd
funkcia f tak, Ze pre kaZdé x € R plati:

X
F(x)=[__ f(©dt.
Funkcia f sa nazyva hustota.
Pod integrdlom rozumieme Riemannov urcity integrdl. V spojitom pripade hustota
pravdepodobnosti je uzko spitd s distribunou funkciou. Hustota nie je dand

jednoznacne, ak ju zmenime na konecnej mnoZine, zrejme dostaneme ind hustotu toho
istého rozdelenia.

13



2 Rozdelenia

V tejto kapitole vychddzame najmi z [8] a [9].

2.1 Normalne rozdelenie

Normélne rozdelenie je najddlezitejSim rozdelenim spojitej  veliiny
v tedrii pravdepodobnosti. Tymto rozdelenim pravdepodobnosti sa sice neriadi vel'ké

mnoZzstvo velicin, ale je pouzivané vo viacerych modeloch ako zdkladné rozdelenie.

Definicia 2.1. Ndhodnd premennd md normdlne rozdelenie s parametrami p a o, ak
md hustotu

Strucny zdpis: X ~ N(u,02)

Ciselné charakteristiky pre X ~ N(u, 02):
Strednd hodnota E(X) = u

Disperzia D(X) = o?

Koeficient sikmosti y1l = 0

Koeficient spicatostiy2 = 0

I L) T L] T T T T L] T
p=0.00=02
09 r p= 0,0, =10
p= 0,0 =50
0.8 p=-2a =05
07 f
06
0.5 F
04 F
0.3
0.2
I
0.l " -
0 — e i L 3 L i i P——
-3 4 -3 2 1 i 1 2 3 4 5

OBR. 3 Hustota normalneho rozdelenia
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2.2 Studentovo rozdelenie

Studentovo rozdelenie md v matematickej Statistike vel'mi vyznamné postavenie a
vyuzitie. NajCastejSie sa pouziva pri urcovani intervalovych odhadov a pri testovani
Statistickych hypotéz. Studentovo roz

Definicia 2. Hovorime, Ze ndhodnd premennd X md Studentovo rozdelenie s v -
stupnami volnosti, ak jej hustota md tvar:

filx) =

r) () e
Kde gama funkcia je definovand nasledovne: T' (@) = | OOO e *x* ldx
Strucny zdpis: X ~ t(v)

Ciselné charakteristiky pre X ~ t(v):

Strednd hodnota E(X) = 0,akv > 1

Disperzia D(X) = % akv > 2

Koeficient Sikmostiyl = 0

. . 3v-6
Koeficient Spicatosti y2 = :j, akv >4

0.40
0.35
0.30
0.25

Z0.20
0.15
0.10
0.05

0.00

-4 -2 0 2 4

OBR. 4 Hustota studentovo rozdelenia
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2.3 Logistické rozdelenie

Logistické rozdelenie sa podobd na normadlne rozdelenie s rozdielom, Ze Logistické
rozdelenie ma t'azsi chvost.

Definicia 2.1. Ndhodnd premennd md logistické rozdelenie s parametrami i a 62, ak
md hustotu

f(x) = -
’ 0(1+e‘¥)2

Ciselné charakteristiky pre Logistické rozdelenie:

Strednd hodnota E(X) = u

o?m?
3

Disperzia D(X) =

Koeficient sikmosti y1l = 0

Koeficient spicatosti y2 = 1,2

OBR. 5 Hustota logistického rozdelenia
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2.4 Cauchyho rozdelenie
Cauchyho rozdelenie je tieZ spojité Statistické rozdelenie s tazkym chvostom.

Definicia 2.1. Ndhodnd premennd md cauchyho rozdelenie s parametrami § a 'y, ak md
hustotu

1@ = zlo=grra

,kde [ je parameter Spicatosti a 'y je parameter Sikmosti rozdelenia.

Ciselné charakteristiky pre Cauchyho rozdelenie nie si zadefinované, treba ich
vypocitat’ cez definicif Statistickych premennych.

0.7 :
%= 0,y=05 ——
x=0,v=10

06 1 1= 0,y=20 ——
Xp=-2,7=10 ——

05t

04 |

0.3

0.2
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-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

OBR. 6 Hustota cauchyho rozdelenia
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1 Zostrojenie modelu a spésob simulovania

Téato kapitola predstavuje teoretické zdklady moZnosti pouZivania Statistickych
rozdeleni v praxi. PouZitim jednotlivych Statistickych rozdeleni popiSeme modely na
generovanie  asimulovanie  vynosov  akcii do  budicnosti.  Statistické
a pravdepodobnostné premenné a momenty vypocitame z historickych dét akcii. V tejto
kapitole sa zaoberame len s teoretickym popisom jednotlivych modelov, v d’alsej
kapitole tieto modely aj zostrojime a spravime vSetky simuldcie na redlnom priklade. Pri
generovani budicich cien akcii potrebujeme zadefinovat vynos a niekolko inych
zékladnych pojmov.

3.1 Vynos

Vynos predstavuje, Ze cena akcie o kolko stotin percentu sa zvysilo, alebo kleslo
v uréitom obdobi. Definiciu vynosu moézeme néjst’ v [7] a [8].

Definicia 2.1. Relativny vynos v casovom okamihu t na n—dni, je definované so

P—Py_ . ., y .
—= kde P, je cena aktiva v casovom okamihu t.
t—n

vztahom: R; =

Vo financiich najcastejSie sa vyskytuji relativne vynosy, ¢o je uvazovany ako zdkladny
typ vynosov.

Definicia 2.2. Logaritmicky vynos v casovom okamihu t na n—dni, je definované so

, P
vztahom: Rt = lnP L

,kde P; je cena aktiva v casovom okamihu t.
t—-n

Niekedy logaritmicky vynos ndm zjednodusi rdtanie, alebo ndm ddva presnejsi
vysledok. Praca pouziva logaritmické vynosy.

3.2 Stochastické procesy
Procesy prebiehajice v zdvislosti od ndhodnej hodnoty urcitého javu nazyvame
stochastickymi. Stochasticky proces teda vzdy obsahuje aspoil jednu ndhodnu

premennd. V tejto a d’alSej podkapitole sme si Cerpali najmi z knihy [7] a [8].

Definicia 3.1. Stochasticky proces je siibor ndhodnych premennych X = {Xt;0 <t <
o} na pravdepodobnostnom priestore (12, F, P) s hodnotami v R®. Pre kazdé t je

w - Xt(w); w € N
ndhodnd premennd. Ak zafixujeme w € (2, dostdvame funkciu

t-> Xt(w); 0 <t <o
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ktord sa nazyva trajektoria X priradend w.

Pre ndzornost’ si t mdZeme predstavovat’ ako ¢as a ® ako experiment. Potom X,(w)
ndm predstavuje vysledok experimentu w v cCase t. Niekedy je vhodnejSie pisat’
X (t, w) namiesto X;(w). Takto moZno stochasticky proces povaZovat za funkciu dvoch
premennych:

(t,w) » X(t,w) z [0,00] X QdoR%.

Definicia 3.2. V pripade, Ze platit € T a T S Z hovorime o stochastickom procese
s diskrétnym casom. V pripade, Ze T je interval redlnych cisel hovorime o stochastickom
procese s redlnym casom.

Na generovanie vynosov budeme pouzivat stochastické modely s diskrétnym ¢asom,
lebo generovat’ o¢akdvané vynosy budeme len na celé dni, tj. generujeme len zavere¢né
hodnoty dila . X;(w) ndm bude predstavovat’ o¢akdvany vynos v Case t, kde t oznacuje
pocet dni od zacCiatku generovania. To znamend, Ze ¢ bude nadobudat’ hodnoty
z mnoziny celych ¢isiel (t € TaT € Z).

Definicia 3.3. Ak ndhodné veliciny X* nadobiidajii len diskrétne hodnoty, tak hovorime
o procese s diskrétnymi stavmi. Ak Xt nadobiida hodnoty z nejakého intervalu,
hovorime o procese so spojitymi stavmi.

Vsetky nizSie popisané modely su stochastické procesy s diskrétnym stavom, lebo
kazd4 generovand hodnota X;(w) ndm uddva jedno presné ¢islo a nie interval.

3.3 Brownov pohyb ako zakladny model na urcenie budiicich
vynosov akcii

Brownov pohyb je najpopuldrnej$i a najviac pouZivany stochasticky proces. Model je
pomenovany podla sldvneho botanika Roberta Browna, ktory pozoroval nepravidelny
pohyb pelovych zrniek. Pohyb bol neskdr vysvetleny pomocou ndhodnych interakcii
s molekulami kvapaliny. Matematicky model tohto pohybu napisal Norbert Wiener
a odvtedy sa pouziva aj ndizov Wienerov proces.

1.1.1 Definicia Brownovho pohybu

Definicia 3.4. Brovnow pohyb je stochasticky proces s nasledujiicimi vliastnostami:

I. S pravdepodobnostou 1 sii trajektorie B;(w) spojité a plati By = 0.
II.  Ndhodnd premennd B, md normdlne rozdelenie N(0,t)
Ill.  Biis— Bs md N(0O,t) rozdelenie. Dalej plati, Ze B, md nezdvislé prirastky, t.j.
Bi1,Bty — B¢1,--., Btk — Big—1 st nezavislé pre vsetky 0 < t; <...< ty.
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Treti bod definicie 3.4. ndm hovori o tom, Ze vSetky prirastky B, ¢ - B maji N (O, t)
rozdelenie. Z definicie vyplyva striktnd vlastnost Brownovho pohybu ato, Ze
generuje dita len z normdlneho rozdelenia. Podl'a tejto metédy budeme musiet’ teda
predpokladat’, Ze vynosy sa budud vyvijat’ podl'a normélneho rozdelenia, ¢o je dost silny
predpoklad. Priave z tohto dévodu musime konStatovat, Ze Brownov pohyb nie je
najlepS§im modelom na urcenie vynosov akcii, ale ako zdklad sa pouziva vo viacerych
finan¢nych inStituciach.

Hustotu Brovnowho pohybu na konci ¢asového intervalu [0;t] ziskame z hustoty
normalneho rozdelenia, dosadenim: y = Qao = Vt.

1 _x
f(x)=me 20,

Kde x predstavuje hodnotu premennej B;.
Brownov pohyb mo6Zeme definovat’ aj inym spdsobom:

Definicia 3.5. Pohyb W je nazyvané ako (u,a) Brownov pohyb, ked ho mdZeme
napisat’'v tvare:

W(t) = ut + oB(t),
kde B je standartny Browov pohyb z Definicie 3.4.

Drift p ako aj volatilita ¢ si v naSom oznaceni konStantami, ale vo vSeobecnosti ich
mdZeme nahradit’ ndhodnymi veli¢inami.

Na generovanie oCakdvanych vynosov akcii a indexov, podla definicie 3.5. je mozné
zostrojenie konkrétneho modelu. Po zadefinovani predpokladu, Ze vynosy jednotlivych
aktiv maju charakter normélneho rozdelenia, vieme z nich vypocitat parametre g a a.
Parametre su vygenerované tak, aby hustota normalneho rozdelenia, ktora obsahuje
tieto parametre v maximdlnej moznej miere kopirovala hodnoty vstupu. Vypocitané
parametre dosadime do modelu z definicie 3.5. V tomto modele premenna B(t) je
nahodnou premennou, ktoru treba vygenerovat’ z normalneho rozdelenia N (0, t). Ked'Ze
v d’alSom generujeme denné vynosy, tak ¢ = 1. Po dosadent:

W(t) = u + aB(t).

Tento vzorec ndm vygeneruje oCakdvany vynos t-t€ho dila simulovania. Z vlastnosti
Brownovho pohybu z definicie 3.4. tieto denné vynosy budu linedrne nezavislé.
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Podl’a teérie dokonalych trhov sa vynosy aktiv na finan¢nych trhoch spravaji nidhodne
anezdvisle na predchddzajicom vyvoji. Brownov pohyb je preto idedlnym ndstrojom
na vyjadrenie tohto ndhodného sprdvania sa vyvoja vynosov akcii. Nevyhodou takto
definovaného procesu je, Ze nie je mozné ho pouzZit na generovanie cien akcii, lebo
generovand pravdepodobnost’ modZe byt aj zdpornd a teda cena akcie mdze klesnit az
do zapornych cisiel, ¢o v praxi nie je mozné. Vo finanénych modeloch na simulovanie
ceny akcif sa preto pouziva geometricky Brownov pohyb, ¢o uz tieto nedostatky nema.

3.4 Geometricky Brownov Pohyb (GBM)

Pri odvodeni Geometrického Brownovho pohybu vychiadzame z knihy [1].
Nech At je urcity casovy usek, S(t) a S(t + At) st ceny akcii v danom case (v
stic¢asnom t a v budicom Case t + At), a B(t) je prirastok Brownovho pohybu za Cas
At. Zakladny GBM je zadefinovany v tvare diferencidlnej rovnici:

(1) dS(t) = uS(t)dt + oS(t)dB(t).

Riesenie pre S(t) moéZeme najst’ pouzitim Itdvej lemmy.

Lemma 3.1. (Itova lemma)

Nech B(t) je Brownian pohyb a nech Wy(w) je Itov proces
dW:(w) = u(t,w)dt + o(t, w)dB;(w).
Nech f(t,x) € C?([0,00) X R). Potom
Yi(w) = f(t' Wt(w)):
Jje tieZ Itov proces a plati:

of of 102%f

= —— —_ _ 2
dYt at (t, Wt)dt + aW (t, Wt)dW + 2 _awz (t' Wt)O' dt_

Odvodenie a dokaz Itovej lemmy moZno néjst’ napr. v [7, str. 150].

Predelenim povodnej rovnici (1) s vyrazom S(t) dostaneme:

dS(t)

1,1) ——= = pdt+ adB(t).

(LD oy = wdt +0dB(D)

Prvy ¢len na pravej strane nazyvame deterministickd zlozka procesu. Premenna p
predstavuje kon- Stantny parameter driftu odpovedajici ocakdvanej miere vynosu
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akcie. Za kratky Casovy interval dt teda vzrastie cena akcie o uS(t )dt. Druhy Clen na
pravej strane predstavuje sto- chasticku zlozku procesu. Jej sicast’ ou je Brownov pohyb.
Parameter ¢ voldme volatilita. Je rovny smerodajnej odchylke vynosu a je konStantny
celé obdobie modelovania.

Nech x = In(S). Po dosadenim do lemmy3 dostaneme:

dx = 0x S+ax+162 o2§% )dt + Sa dB(t).
*=\as™ ™ ar T 2052 9°5s

Chceme vyriesit’ diferencidlnu rovnicu a z toho vyjadrit’ S(t), t.j. vyvoj ceny podla
Casu. Na rieSenie tejto rovnici potrebujem derivécie:

0%x 1
0S2 S§2

Po dosadenim derivacii dostaneme:

1 1 ., 1
dx = (§y5+0—ﬁa S )dt+ O'SEdB(t),

dx = (# - %02) dt + adB(t) , kde dx = d(In S).

Vyjadrime cenu S v Case T.

In(S(T)) — In(S(0)) = (u — %az) T + oB(T),

S(T 1
SEOi (u — EUZ>T + oB(T).

Zlomok ln ) ) m4 normalne rozdelenie s parametrami.

o A e R
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D [<ln igi)] =D [(u - %02> T+ aB(T)] = oT.

Aj strednd hodnota, aj disperzia rasti linedrne s ¢asom.

Vyjadrime S(T) aby sme si mohli vypocitat’ rovno o¢akavanui cenu v Case T':

1
S(T) = 5(0)el#27)T+oBD,
T4 je konecnd a zndma forma pre geometricky Brownov pohyb.

Vidno, zZe t4 formule nikdy nebude generovat’ zaporné hodnoty, takze tento model sa uz
da pouzivat’ na modelovanie ceny akcii.

3.5 Korelovany Geometricky Brownov Pohyb

Doteraz  definované stochastické modely slizia len na definovanie nezdavislych
ndhodnych premennych, v naSom pripade ceny len pre jednu konkrétnu akciu.
Doposial sme predpokladali, Ze vynosy akcii jednotlivych firiem si nezdvislé, Ccize
medzi jednotlivymi firmami neexistuje Ziadna zdvislost’. To vSak nie je pravda, hlavne
v jednom ekonomickom priestore. Ciel'om tejto podkapitoly je vytvorit’ model, ktorym
sa daju simulovat’ vynosy viacerych akcii s nenulovou koreldciou, ¢o je zadefinované
napriklad v [2]. Ten model sa 1iSi od Geometrického Brwonovho pohybu len v tom, Ze
nebudeme vSetky B; generovat z normdlneho rozdelenia s parametrami (0,t), ale
budeme generovat’ vektor ndhodnych premennych, kde vSetky ndhodné premenné su
z norméalneho rozdelenia s parametrami (0, ))), kde ) je kovarian¢na matica.

3.5.1 Generovanie korelovanych nahodnych premenych z normalneho
rozdelenia

Problémom je generovanie vektora ndhodnych veli¢in X = (X;,...,X},), kde vSetky
veli¢iny su z rozdelenia: X ~ N(0,))).

Veta 3.2. Nech C je vseobecnd (n X m)matica anechZ = (Zy,Z, ...Zy)T je vektor
nezdvislych nahodnych velicin z normdlneho rozdelenia Z; ~ N(0,1). Potom:
CTZ ~N(0,CTC).

Aby pouzivanim vety 3.2. sme dostali vektor X ~ N(0,))) musime vhodne zvolit’
maticu C. Matica C musi spinat: ¥ = CTC, kde ¥ je vyssie definovana kovarianénd
matica. Na rozloZenie matice ¥ na si¢in CT C slizi Choleskyho dekompozicia.
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Definicia 3.6. (Choleskyho dekompozicia)

Pozndme fakt 7 linedrnej algebry, Ze kaZdd, kladne definitnd matica M sa dd napisat
v tvare:

M =UTDU,

kde U je hornd trojuholnikovd matica a D je diagondlna matica s kladnymi cislami na
diagondle.

Cholsekyho dekompozicia znamend, Ze kaZdd kladne definitnd matica A sa dd napisat
v tvare: A=LLT,

kde L je dolnd trojuholnikovd matica.

KedZe kovariancnd matica ), je symetrickd, pre kladne definitnd maticu (Definica 1.5.),
plati:

Y =UTDU
= (VD) » (YD)
= (VDU)" « (vDU).
Nech matica L = (VDU) . tak LLT = ¥.

Podla Vety 3.2. sta¢i vygenerovat vektor nezdvislych premennych Z =
(Zy,Zy...Z,)T z rozdelenia Z; ~N(0,1), potom vyndsobit zlava s maticou L =

(VDU)'.

Yy =(¥DU)' *Z.

St¢in generuje vektor ndhodnych premennych Y = (Y;Y,..Y,)T zrozdelenia
Y ~N(0, 2.

24



Dokaz:
Vetu 3.2. treba dokdzat’, lebo tvrdenie nie je samozrejmé.

Nech Z je vektor ndhodnych veli¢in Z = (Z,Z,...Z,), kde Z; ~ N(0,1) pre kazdé
i = 1...n. Ked'Ze kazd€ Z; a Z; su nezdvislé, tak plati: E(Z;Z;) = 0 pre kazdé i # j.
Z ¢oho vypliva:

E(ZZT) = 1.

Nech LLT = Y, je choleskyho dekompozicia kovarian¢nej matici, kde L je dolnd
T
trojuholnikovd matica v tvare L = (\/BU) . Nech Y je vySSie zadefinovany vektor

T
ndhodnych premennych Y =(\/5U) * 7 . Potom:
E(YY") =E((LZ)(LZ)T) = E(LZZTLT) = LE(ZZ™)LT = LILT = LLT = z

Potom vektor ndhodnych premennych ma vyssie definované rozdelenie.

3.6 VsSeobecny stochasticky proces

Vsetky zatial’ definované modely sa opierali o predpoklad, Ze vstupné data pochadzaju
rozumné vytvorit' v§eobecny model, ktory pouziva aj iné rozdelenia. Novy model
zostrojime podla Brownovho modelu, len nezadefinujeme predpoklad normality dat.
Model vychddza z vypocitanych hodndt Statistickych premennych a bude obsahovat’
ndhodnu premennt generovanu z vysSie zadefinovanych rozdeleni.

Definicia 3.7. Pohyb X je nazyvany ako vSeobecny stochasticky model, ked sa dd
vyjadrit' v tvare:

X(t) = ut +a¥(t),

kde u je strednd hodnota historickych vynosov, d je smerodajnd odchylka vynosov a’Y
Jje nahodnd premennd generovand z hustoty rozdelenia.

Vseobecny model po simuldcii ndm umoZni porovnat’ vysledky ziskané s pouZzitim
viacerych Statistickych rozdeleni.
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3.7 Monte Carlo metoda

Metdda je nazvand podl'a mesta Monte Carlo v Monaku, zndmeho svojimi kasinami a
najmad ruletou, ¢o je hra zaloZend na generovani ndhodnych Cisiel. Prvy krat sa objavila
v Los Alamos, ked’ vedci pracovali na prvej atomovej bombe a mali riesit’ spravanie sa
neutrénu. John vohn Neumann a Stanislaw Ulmann sa zaoberali s touto problematikou
a prave pomocou Monte Carlo metddy sa im podarilo simulovat’ spravanie sa neutrénu
na pocitaci. Metdda prvy krit bola publikovand v roku 1949, odvtedy sa rychlo
rozvijala a v siCasnosti sa bezne pouziva na simuldciu roéznych systémov. Metdda je
popisand vo viacerych publikdciach, my v tejto podkapitole vychddzame najmi z
[4],[11] a[12].

Metéda Monte Carlo je trieda algoritmov pre simulédciu systémov. Ide o stochasticku
metédu pouzivajicu ndhodné alebo pseudondhodné ¢&isla. Typicky st vyuZivané pre
vypocet integralov, najmé viacrozmernych, kde bezné metddy nie su efektivne. Metdda
Monte Carlo ma Siroké vyuzitie od simuldcie experimentov, cez pocitanie urcitych
integralov, aZ po rieSenie diferencidlnych rovnic.

RozliSujeme 2 druhy Monte Carlo metddy:

1. Anal6govy model — Pri tejto metéde musime vediet’ modelovat’ celd situdciu na
pocitaci, to znamend , Ze by sme mali poznat' vSetky pravdepodobnostné
rozloZenia skimanych javov a fyzikdlne zdkonitosti, ktorymi sa riadia.

2. Neanal6govy model — Jedna sa o situdciu, ked pri vypocte nepouzivame model
redlnej udalosti. Napriklad vypocet urcitého integralu, pripadne vypocet obsahu
ohrani¢eného ttvaru.

Pri modelovani vynosu vieme modelovat’ celd situdciu na pocitaci a pozname vSetky
(alebo aspon predpokladdme) vSetky pravdepodobnostné rozlozenia skimanych javov
teda praca pouZziva len analégovy model.

Vo svojej podstate st Monte Carlo simuldcie zaloZené na vel'mi jednoduchom principe.
Zostrojime model, ktorym vieme C¢o najlepSie popisat skimany objekt a ktorého
spravanie sa je stochastické. Vygenerujeme velké mnoZstvo ndhodnych Cisel, po ich

upravich tie Cisla budd vstupom modelu. Na konci zozbierame vystupy z modelu
a Statisticky ich vyhodnotime. Jednoducha schéma Monte Carlo metddy vyzera:

1. Vytvorenie konkrétneho parametrického modelu
2. Vygenerovanie ndhodnych cCisel a ich dosadenie do modelu

3. Vystup modelu
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4. Opakovanie krokov 2. a 3.

5. Analyza numerickych vysledkov

Aby sme si mohli lepSie predstavit ako bude vyzerat’ simuldcia v naSom pripade,
ukdazeme na priklade GBM. V prvom kroku vytvorime model geometrického
Brownovho modelu. Do modelu dosadime smerodajni odchylku a strednd hodnotu,
ktoré sme ziskali z historickych dat. V druhom kroku vygenerujeme ndhodné cisla
zo Standartného normdlneho rozdelenia a dosadime ich do modelu. Vystupy budud
pravdepodobné ceny akcie pocase T. Potom opakujeme simuldciu mnohokrat
a z takychto vytvorenych cien zostrojime Statistické odhady, ako napriklad medidn,
priemer, odchylku apodobné. V priebehu price tieto kroky eSte podrobnejsie
rozoberieme.

3.6.1 Meranie presnosti modelu

Dolezitou sucastou metdédy Monte Carlo je vypocitanie presnosti ndSho odhadu. Nasu
hladant nezndmu X sme odhadli pomocou realizicii ndhodnej veli¢iny X, pricom plati
medzi nimi pribliznd rovnost:X = X.

Absolidtna chyba merania je algebraicky rozdiel medzi vysledkom merania X
a skuto¢nou hodnotou meranej veli¢iny X.

AX = |X — X]|.

Relativna chyba je podiel absolitnej chyby merania a skuto¢nej hodnoty meranej
veli¢iny. Vysledkom podielu je jedna hodnota, ktora ¢asto sa uddva v percentach.

CAX XX

X7 x X

Stucet stvorcov chyb udava celkovi vel'kost’ chyb pocas celého procesu simulovania. Je
zadefinované z vztahom:

Px = i(x - X)2.
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3.7 Vytvorenie portfdlia

V predoslych kapitoldch sme sa zaoberali tym, ako predpovedat’ budice ceny aktiv
z historickych dat a ako generovat’ oCakdvané vynosy. Pri investovani je dolezité
spravne vytvorenie portfélia. NajlepSie existujice portfélio ma najmenSie riziko, pri
najvicsom vynosu. Pre investora je dolezité poznat stredny vynos a riziko portfélia

aktiv.

Vypocet strednej hodnoty vynosu portfélia je :

n
E@) =) wir,
i=1

E(r) je strednd hodnota vynosu portfélia,

T je vynos aktiva i, i =12,...,n.

Riziko portfélia urcuje smerodajnd odchylka zadefinovand v prvej kapitole. Hodnota
smerodajnej odchylky predstavuje priemernd hodnotu vychyleni vynosu od jeho

strednej hodnoty.

Existuje viac moZnosti vytvorenia optimdlnych portfélii, praca sa zaoberd
s Markowitzovym modelom.

3.7.1 Markowitzovo portfélio

Markowitzovho portfélio je odvodené napr. v [6] a [7].

Ako sme uz povedali existuje viac moZnosti na vytvorenia portfélia, ale investor vzdy
musi vybrat' ¢i chce maximalizovat’ vynos, alebo minimalizovat’ riziko. Bakaldrska
praca sa zaoberd s Markowitzovym portféliom, kde je zafixovany Zelany vynos a pri
tomto vynose sa minimalizuje riziko.

Tento model matematicky sa da napisat’ v tvare:

n
1
mmi WinO'l'j

ij=1

n
Z W; U = Up
i=1
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n
ZWL' =1
i=1

kde r; st ndhodné premenné predstavujice vynosy jednotlivych aktiv, vi ich stredné
hodnoty. Kovariancia o;; = cov(r;1j) aw; si vahy jednotlivych aktiv v portfdliu.
Aby mal Markowitzov model prave jedno rieSenie, musi splnit' dva predpoklady:

1. Vynosy 1; sd linedrne nezavislé.

Ak:

n
Z w; r; = const,
i=1

potom w; = 0 pre Vi = 1,2,...,n. Tento predpoklad nie je obmedzujici, pretoze ak
vynos niektorej akcie v portféliu je linedrnou kombindciou vynosov inych akcii
v portféliu, moZno tito akciu z portfélia vyradit,, pretoze sa d4 nahradit’ inymi akciami.
Z toho potom vyplyva, Ze kovarian¢nd matica ), je reguldrna a pozitivne definitna.

2. Existuju dve aktiva 1 < i,j < n, pre ktoré v; # v;.
Ak by mali vSetky aktiva v portféliu rovnaké ocCakdvané vynosy v, potom by aj

portfélio muselo mat’ oCakdvany vynos v a Markowitzova tdloha pre v, # v nemala
rieSenie.

Vynos
optimalne
g portfolia
|
]
neoptimalne
portfolia
portfélio s
najmensim rizikom
oriziko

OBR. 7 VSetky mozné portfélia

Na obrdzku 7 vidime o€akdvany vynos v zdvislosti od oCakdvaného rizika. Portfdlia,
ktoré st optimélne sa nachddzaju na optimdlnej hranici. Portfélia pod hranicou nie su
efektivne, lebo pri vynose, ktoré nadobuidaji sa dd ndjst’ iné portfdlio s takym istym
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vynosom, ale s menSim rizikom. Vo vnitri paraboly sa nachddzaju vSetky existujice
portfélia, ako aj samostatné aktiva. Nad optimédlnou hranicou sa uz nenachddzaju Ziadne
portfdlia, lebo v tom pripade tie by mali byt eSte lepSie ako optimdlne. Také portfélia sa
nedajd poskladat’

30



4 Prakticka cast

Ciel'om tejto bakalarskej prace bolo vytvorenie aplikicie, ktord na zdklade teoreticke;j
analyzy stochastickych  procesov  a Statistickych  rozdeleni  uskuto¢nenej
v predchddzajucich kapitoldich umozni simulovat vyvoj cien akcii a indexov. Této
kapitola obsahuje popis tvorby a sposob pouZivania aplikdcie. Samotny softvér bol
vytvoreny v prostredi Matlab GUI. Aplikdcia dokdZe simulovat vyvoj cien akcif,
dokéZe vyhodnotit’ vypocitané vysledky a graficky ich prehl'adne zndzornit. DoéleZitou
podmienkou pri tvorbe aplikicie bola aj jednoduchost’ a nenarocnost’ jej pouZivania.
V tejto Casti bakalarskej prace nasleduje popis a nazornd ukdZka fungovania aplikdcie.

4.1 Zakladna schéma fungovania aplikacie

Uzivatel'ské rozhranie aplikécie — ivodna obrazovka:

u aplikacia EI = @
Akcie: Indexy:

7] Yahoo Historické Simulicia Histogram [ Nasdaq Historické [ Simulicia ‘ i Histogram ‘

] Google | Historicke ] | Simulacia ‘ ’ Histogram ‘ [ Dow Jones I Historicke ‘ [ Simulacia ‘ ’ Histogram |

[T Apple l Historické ‘ I Simulacia | I Histogram ‘ ] S&P 500 [ Historické l | Simulacia ] Histogram

[[] Microsoft I Historické l I Simulicia | I Histogram ‘ [ Russell 3000 l Historické \ Simulacia Histogram

I Mc Donalds | Historické Simuldcia Histogram

Zaciatoény rok: Pocet dni predikcie: Typy rozdeleni.
@ Mormalne

Vaha aktualnosti: Pocet simulovani: ) Student

") Logisticke

Natitat' data [C] Kontrola l Simulacia s varianciou
Zelany vynos: _
Vytvarenie portfolia

Cauchy

OBR. 8 Uvodna obrazovka aplikécie

Popis pouZzivania aplikécie:

1. Pouzivatel' vyznaci vSetky akcie resp. indexy, vyvoj ktorych chce simulovat
resp. pre ktoré chce generovat’ o¢akdvané hodnoty.

2. Nastavi rok zacatia nacitania historickych ddajov. Aplikdcia, aby bola vzdy
aktudlna, vZzdy pracuje s najnovsimi udajmi, tj. od zadaného pociato¢ného
roku, az do dila pouZzivania.

3. Zada vahu aktudlnosti - vyznam popisany v d’alSej podkapitole.

4. Program nacita udaje a vypiSe vSetky Statistické premenné o vstupnych
udajoch.
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5. Vyvoj cien nacitanych aktiv moZe graficky zndzornit tlatenim tlacidla
,,Historické®.

6. Nastavi pocCet dni, na ktoré chce vykonat simuldciu a zadd pocet simulécif,
kolko oakdvanych hodnot méa program vygenerovat' na kazdy deni. Cim viac
simuldcii, tym presnejSie popisuji generované vynosy rozdelenie, z ktorého sd
generované. Odporicany pocet je 10 000 simulécii.

7. PouZzivatel' si mdze vybrat z viacerych rozdeleni, ktoré bude pouzivat
v procese simulovania. Je moZné zadat len jedno rozdelenie, kombindcia
roznych rozdeleni nie je mozna.

8. K jednotlivym akcidm resp. indexom su priradené tlacidla ,,Simuldcia®* a
,Histogram®. ,,Simuldcia®“ vygeneruje ocCakdvané vynosy adruhé tlacidlo
zndzoriiuje vynosy na konci predikéného intervalu pomocou histogramu.

9. Aplikdcia umoZniuje pouzivat' na simuldciu ocakdvanych hodndt aj metddu
korelovaného brownovho pohybu, pri ¢om je potrebné nastavit’ aj Zelany
vynos, pre vytvorenie Markowitzovho portfolia.

10. Po vykonani simulécie vyvoja vybratych aktiv je mozné vytvorit portfélio
a aplikdcia vypocita oCakdvany vynos zadaného portfélia. Pouzivatel zada
vahy pre jednotlivé akcie aindexy, ktoré urcia mieru zastipenie daného aktiva
v portféliu.

Zékladné schéma fungovania aplikécie — rozpisand podrobnejSie v d’alSom:

Ziskanie a uprava dat.

Vypocitanie Statistickych premennych.

Zostrojenie modelov.

Opakovanie simulacii podl’a zadanej hodnoty.
Vyhodnotenie ziskanych numerickych vysledkov.

M e

4.2 Ziskanie a uprava dat

Aplikdcia generuje budici vynos akcii, takZze vSetky Statistické premenné treba
vypocitat’ pre vynosy, nie pre ceny akcii.

Vstupom aplikdcie sd historické ceny tych akcii a indexov, ktoré pouZzivatel pred
zaCatim nacitania nastavil. Cielom aplikécie je generovanie dennych vynosov, t.j. treba
ziskat’ vstupné udaje na kazdy obchodovany den na burze. Vstupné tdaje aplikécia ¢ita
z web stranky yahoo finance [3].

Aby bola aplikdcia vzdy aktudlna, spracovdva ,,najnovsie* data, t.j. od zadaného ddtumu
(ktoré nastavi pouZivatel), az do aktudlneho dna. V programe na zabezpecenie
aktudlnosti sa pouziva samostatnd funkcia: aktual.m. Funkcia je napisand v prostredi
matlab, ale vyuziva aj programovaci jazyk Java, ktory umozni stiahnit’ vSetky tudaje z
vysSie uvedenej webovej stranky stlacenim jedného tlacidla.
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Webstranka obsahuje na kazdy obchodovany deii 7 réznych ddajov o akcidch a
indexoch. Z tych 7 idajov program na simulovanie potrebuje: datum, a ,,close price®.
KedZe Statistické premenné, ktoré pouzivame pocas simuldcie si vypocitané z ,.close
price* akcif a indexov, potom aj generované hodnoty predstavuji vynosy na konci dia.

Nacitané ceny, sa daji zndzornit’ pomocou grafu od zadaného zaciatocného datumu az
do dna pouzivania. Napriklad pre Yahoo od roku 2008 graf vyzerd nasledovne:

Histaricky wyvoj ceny akecie Yahoo
T T

a0 -

a0~ -

25 -

Cena akcie

10+ —

| | | | | | | |

Jan 2008 Sep 2008 Jun 2009 Feb 2010 Mov 2010 Jul 2011 Apr 2012 Dec 2012 Sep 2013 May 2014
Datum

OBR. 9 Vyvoj ceny akcie firmy Yahoo

3.2.1 Uprava vstupnych dat

Systém poskytuje moznost’ zadat’ vahy aktudlnosti. V podstate to znamend, Ze existuje
moznost’ urcit, aby cCerstvejSie hodnoty mali va¢$i vplyv na ocakdvany vynos ako
davnejSie hodnoty. Tj. Aby vynosy zroku 2008 mali mensSi vplyv na urenie
ocakdvaného vysledku ako vynosy z roku 2013. Pouzivate md moZnost zadat’ vdhu
aktudlnosti pomocou redlneho ¢&isla z interval [0,1), ktoré ur¢i ¢i je hodnotnejsi
posledny, najCerstvejsi vynos ako ten najstarsi. V simulovani a modelovani najcastejSie
sa pouZzivaji exponencidlne védhy, ktoré si odvodené v [13]. Exponencidlne vihy su
zadefinované v tvare:

a®+R+a" ' (1l-a)*R,_5..+a(l—a)*R,_;+ (1 —a) *R,,
kde ,,a* je pouzivatelom zadand hodnota, ,,n*“ je pocet dneSnych vynosov v danom
obdobi a ,,R,“ je vynos n-tého dia. Ked pouZivatel' nastavi « = 0, tak aplikicia

nepouziva Ziadne vahy.

V ukédzkovych pripadoch nepouzivame véahy, to nechdme na pouzivatela.
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4.3 Vypocet statistickych premennych.

Aplikdcia postupne vypocita Statistické premenné definované v prvej kapitole a ulozi
ich do tabulky. V ukdzkovom pripade su Statistické premenné vypocitané od 1.1.2010
do 15.5.2014.:

Yahoo Google Apple Micrasoft Nasdag DowJones | Mc Donalds | S&P 500 | Russell 3000
Yahoo 1 0.4331 0.2853 0.3763 0.5943 0.5245 0.3089 05595 0.5857
Google 0.4381 1 0.4137 0.4188 0.8571 0.5685 03472 06097 06088
Apple 0.2853 0.4137 1 0.3495 0.8173 0.4775 03225 05330 05308
Microsoft 0.3763 0.4188 0.3495 1 0.6745 0.6447 0.3998 06493 06445
Masdag 0.5943 0.6571 06173 0.6745 1 08133 05827 09588 09871
Dow Jones 0.5248 0.5885 0.4775 0.6447 09133 1 08234 09777 05703
Mc Donalds 0.3089 03472 03225 0.3996 0.5627 0.6234 1 05983 05936
SE&P 500 05585 06087 05330 064593 09589 08777 05983 1 08878
Russell 3000 0.5637 0.6088 0.5308 0.6445 0.9671 0.9703 05936 09978 1
Yahoo Google Apple Microsoft Nasdag Dow Jones | WcDonalds | S&P 500 | Russell 3000
Stredna hodnota ceny akeie 21 366 433 29 3087 13304 a4 1441 857
Stredna hodnota wynosu 0.2385 0.1806 02619 0.1381 01532 01167 01428 01370 01415
Standartna odchylka 45723 4.0080 4.3622 3.6288 2.8563 23214 22549 2.5559 26592
Median vynosu 0.0704 0.0718 0.2529 1} 0.2295 0.1405 0.2298 01789 02241
Sikmo:t’vy’rnosu 0.2444 07412 -0.11683 -0.2078 -0.3216 -0.3535 -0.1178 -0.3807 -0.3870
épicatc:t’vj’no:u 66430 15.7804 7.6699 1102 B.2774 6.8461 SE176 72419 7.3382

OBR. 10 Statistické premenné

V prvej tabulke st zndzornené koreldcie medzi vybranymi aktivami. Zo ziskanych
hodndt sa dajd vycitat’ aj nasledujice zaujimavosti:

e Akcie spolo¢nosti Apple su viac prepojené s akciami firmy Mc Donalds, ako
s firmou Yahoo, napriek tomu, Ze Yahoo je z oblasti IT podobne ako Apple.

e Ako sa dalo ¢akat najvicSia zdvislost’ existuje medzi indexami (Dow Jones,
Nasdaq, atd’.). Je to logické, lebo tieto indexy obsahujui aj akcie tych istych
dominantnych spoloc¢nosti, ktoré maju podstatny vplyv na vyvoj jednotlivych
indexov.

Druhé tabulka obsahuje jednotlivé Statistické premenné. Premenné su vypocitané na
cely obchodovany rok. Prva zaujimava premennda je strednd hodnota vynosu. Tato
hodnota ndm udéva vysku priemerného rocného vynosu daného aktiva.

Standardnd odchylka vynosu uddva rizikovost aktiva. Vidime, e indexy sd tak
zostrojené, aby mali menSie riziko ako jednotlivé akcie. S vynimkou je spolocnost’ Mc
Donalds, ktorej vynosy st stabilné. Vyplyva to z charakteru spolo¢nosti.

Vsimnime si, zi vSetky akcie aindexy majui vicSiu Spicatost’ ako jedna, Cize su
SpicatejSie ako normdlne rozdelenie.

Okrem akcii Apple a Yahoo vSetky ostatné aktiva maji Sikmost menSiu ako 0O, teda
lepSie ich opisuju pozitivne alebo pravostranne zoSikmené rozdelenia, ako normadlne.
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Kvoli tomu rozdelenie s tazkymi chvostami lepSie opisuji vyvoj vynosu akcii
a indexov.

4.4 Zostrojenie modelov a simulacia.

Vsetky zostrojené modely simulujeme s Monte Carlo metédou. Ako ukdzkovy pripad
sme si zvolili najpopularnejSie indexy a akcie z New Yorskej burzy.

V ukaZkovom pripade simulujeme vyvoj vynosov na 260 obchodovanych dni, ¢iZze na
cely jeden rok. Aplikicia generuje vynosy tyZdenne vZdy od pondelka do piatku, teda
na vikendy nie. Cez vikendy je New Yorkskd burza zatvorend, takze ani v redlnom
Zivote sa nemenia ceny akcii. Burza je zatvorend aj cez americké sviatky, ale to uz tito
aplikicia neberie do uvahy a preto generuje za rok 260 vynosov. V obchodnom Zivote
sa rata 252 obchodovanych dni, ¢ize tych 8 dni je akceptovatelny rozdiel medzi
redlnym Zivotom a aplikdciu. Najprv zostrojime obycajny Brownov pohyb definovany
v predchéadzajucich kapitolach nasledovne:

W(t) = ut + oB(t),

kde p je strednd hodnota denného vynosu a o je smerodajnd odchylka denného vynosu.
Premennd B(t) je ndhodne generovand z normdlneho rozdelenia s parametrami 0 a 1,
teda t = 1. Ked'Zze t = 1, tak aj generované vynosy budi denné. W (t) je generovany
vynos na t-ty den.

Teda parametre v modele budu:
U= 4465%107* o =9479 %1073,
W(t) = 4,465 * 10~* + 9,479 x 1073 v,
kde v je generovand ndhodna premennd z rozdelenia N(0,1).
Cielom aplikacie je generovat suvisly vyvoj ceny akcii na zadany pocet dni, Co
oznaéme premennou ,,n*. Aplikdcia generuje pre kazdy den oCakdvané vynosy W(t),

ktoré sd linedrne nezdvislé. Tieto generované vynosy, potom dosadi do vysSie
zadefinovaného vzorca, pre vypocet ceny akcie

S(T) = S(O)e(“-%az)TwW(T)_

Takto vygenerovany ret'azec cien je jeden mozny vyvoj ceny aktiva za ,,n* dni. Metdda
Monte Carlo spo¢iva v tom, Ze generuje ceny podla vysSieho vzorca mnohokrat.
V ukdzkovom pripade vygenerujeme vynosy pre akcie firmy Apple 10 000 krat. Na
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obrdazku vidime 10 000 moZnych vyvojov ceny na 1 rok (260 dni) pre akcie Apple.

Buduci wyvoj ceny.

2500 T T

2000

1500

Wyva) ceny

1000

May 2014 Jul 2014 Sep 2014 Oct 2014 Dec 2014 Feb 2015 Mar 2015 May 2015
Datum

OBR. 11 Mozné vyvoji ceny akcie Apple

4.4.1 Zostrojenie modelov pre iné rozdelenie

Zostrojenie modelu pomocou iného rozdelenia, je podobné ako model pouZivajici
normdlne rozdelenie. Najvacsim problémom je odhadnit’ parametre rozdelenia, ktoré
najlepSie popisuji nacitané data. Matlab umozni zistit' jednotlivé parametre
s pouzivanim funkcii ,,fitdist”. Odhady parametrov vykondvame na zdklade dennych

Vynosov.

Parametre pre jednotlivé rozdelenia pre akcie firmy Apple od nastaveného roku 2010:

Rozdelenie Odhadnuté parametre

Normalne n=996x10"*,6=1,733 %1072
Studentovo t =1104

Cauchy n=1115%10"3,6 = 1,279 « 1072,0 = 4,36774
Logistické n=1,091%10"3,6 =9.051 1073

Tabulka 1 Odhatnuté parametre pre jednotlivé rozdelenia

Matlab ndm umozni generovat’ ndhodné premenné, z vysSie uvedenych rozdeleni so
zadanymi parametrami. Aplikdcia aj v tomto pripade pouZiva Monte Carlo metédu.
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V ukdzkovom pripade bolo vykonanych 10000 simulécii pre kazdé rozdelenie. Grafy
o vSetkych moZnych ceny nie su priloZené, vel'mi sa podobajui na predchadzajici graf.

4.5 Vyhodnotenie generovanych dat.

Dal§im krokom je vyhodnotenie generovanych dit. Na kazdy den méame 10 000
vygenerovanych cien, ktoré chceme ¢o najpresnejSie reprezentovat’ s jednou hodnotou.
Simulovanie generuje data ndhodne, teda moze sa stat’, Ze niektoré ziskané hodnoty su
vel'mi d’aleko od strednej hodnoty, tieto nazyvame outliarmi. Rozumnym odhadom je
bud’ aritmeticky priemer, alebo medidn. Aplikdcia vypocita obe odhady a nechd na
pouzivatela, ktory je pre neho najviac vhodny. Odporii¢any je medidnovy odhad, lebo
na tento odhad maju outliari mensi vplyv.

4.5.1 Normalne rozdelenie

Aplikécia v jednom grafe znazornuje pre kazdy den, medidnovi a priemernd cenu, ako
aj 4 druhy kvantilov: 90%-ny,75%-ny, 25%-ny a 10%-ny. Tieto Statistické premenné
nam najlepSie popisuji oCakdvany vyvoj ceny aktiva. V grafy je zndzornené aj redlny
vyvoj ceny indexy Dow Jones do dila simulécie, €o je pokracované s prognézou vyvoju

ceny.
% 104 Marmalne rozdelenie.
24 T T
Priemer
=090 % kvantil
22F = | =10 % kvartil
Median
- — 75 % kvantil
= 2 | ——25 % kyantil
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=
‘}
TIBF |
16| _
1 1 1 1 1 1

1.4 '
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OBR. 12 Simulacia s normalnym rozdelenim

Vystupom aplikdcie su aj Ciselné hodnoty jednotlivych Statistickych premennych, ale
len na posledny deni simulovania. Viac hodnot ¢iselnych premennych nepotrebujeme,
lebo m6Zeme nastavit’ l'ubovol'ny pocet dni simuldcii.
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Dow Jones

90% kvantil 20736
75% kvantil 19197
Priemer 17804
Median 17692
25% kvantil 16260
10% kvantil 15057
Vynos za periédu 0,0654

Tabul’ka 2 Simulicia s normalnym rozdelenim

X%-ny kvantil je hodnota, od ktorej X% simulovanych cien dosiahlo vicSiu cenu nez
hodnota X.

90%-ny a 10%-ny kvnatily ndm neposkytuji doleziti informéciu, sliZia len na
znazornenie vel'kosti intervalu, z ktorého nas model generuje o¢akdvané ceny. Vidime,
Ze medzi 10000-mi moZnymi ,,cestami* bolo 10% takych, ktoré dosiahli vySSiu cenu
ako 20736 za jeden obchodovany rok.

75%-ny a25%-ny kvantily ndm uddvaji uZz dolezitejSiu informéciu. Informujd
pouzivatel'a o tom, Ze ma na to 50%-nu Sancu, Ze ceny na konci periédy budd medzi
hodnotami 19197 a 16260. (V naSom pripade sme zaviedli 25%-ny a 75%-ny kvantil)

Medidn apriemer ceny indexy na konci periddy sud najdolezitejSie premenné
v simulovani. Tieto hodnoty nam najlepSie reprezentuji oCakdvané ceny s jednym
¢islom. Pri 10000 simulovani, tieto hodnoty si vel'mi blizko, lebo sme si generovali
z normdlneho rozdelenia.

Vynos za periédu ndm uddva vynos indexu na konci periddy. V naSom pripade index
Dow Jones produkoval 6.54% vynos za jeden rok.

4.5.2 Logistické, Studentovo a Cauchyho rozdelenie

V pripade vol'by iného rozdelenia aplikdcia poskytuje rovnaké vystupy ako v pripade
normdlneho rozdelenia. Realizované su logistické rozdelenie, Studentovo a Cauchyho
rozdelenie. Vysledné grafy jednotlivych rozdeleni na umoZnenie porovnania
dosiahnutych vysledkov pomocou r6znych rozdeleni.
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Nasledujica podkapitola sa zaoberd vyhodnotenim simuldcii pouzivajicich rdzne
rozdelenia.

4.5.3 Kontrola a chyba simulovania.

Aplikdcia ponidka pouzivatelovi moznost kontroly. Kontrola v podstate znamena
vygenerovanie simulovanych hodn6t pre minulé obdobie, v ktorom uz skuto¢né
hodnoty pozndme. Program to realizuje rozdelenim ziskanych historickych ddajov.
Prvu Cast’ nacitanych ddajov pouziva ako vstupné udaje a tidaje posledného nacitaného
roka nechd na kontrolu. Ocakdvané ceny program generuje na jeden rok, tieto
vygenerované ceny potom porovnd sredlnymi cenami pre toto obdobie. Presnost’
generovania vyjadri aj Ciselne, podla vysSie zadefinovanych vzorcov. Vypocitame
priemernu chybu, chybu na konci periédy a sicet Stvo rcov chyb. Pod chybou chapeme
¢islo:
X — X]|.

Rozdiel medzi redlnymi a generovanymi cenami na posledny rok vykreslime aj
pomocou grafu. V praci ukdZeme pripad pre akcie firmy Apple, od roku 2008. Praca pre
akciu firmy Apple spravi simuldciu so vSetkymi rozdeleniami a vysledné grafy aj

znazorni.

Normalne rozdelenie:

Mormalne rozdelenie.
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OBR. 13 Kontrola simulacie s normalnym rozdelenim
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Studentovo rozdelenie:

Studentovo rozdelenie.
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OBR. 14 Kontrola simulacie so studentovom rozdelenim

Logistické rozdelenie:
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OBR. 15 Kontrola simulécie s lognormalnym rozdelenim
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Cauchyho rozdelenie:

Cauchyho rozdelenie.
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OBR. 16 Kontrola simulacie s cauchyho rozdelenim

S farbou magenta je vyznaceny redlny vyvoj ceny akcie, modra a zelend je s aplikdciou
generovany odhad. Pomocou aplikécie som vypocital chyby pre vSetky rozdelenia:

Rozdelenie Suma Stvorcov chyb  Priemerna chyba  Chyba na konci
Normalne 9,9081 = 10° 39,3508 21,90%
Studentovo 7,6328 * 10° 34,3342 19,87%
Logistické 2,2186 * 10° 18,6156 10,80%
Cauchyho 1,9504 * 10° 16,8869 8,71%

Tabul’ka 3 Presnost’ pouzitych rozdeleni

Podl'a vypocitanych chyb vyvoj ceny akcie firmy Apple najlepSie popisuji Logistické
a Cauchyho rozdelenia. Cauchyho rozdelenie vyzerd byt presnym odhadom pre akcie,
lebo na konci roéného generovania relativna chyba medzi generovanou a redlnou cenou
bola len 8,71%.

Vo vSeobecnosti sa neda povedat, Ze logistické rozdelenie popisuje najlepSie vynosy
akcii a indexov, napriklad pre akcie Yahoo na konci roka ma relativnu chybu okolo

.....

Cauchyho, Studentovo alebo Logistické rozdelenia.
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Pocet jednotlivych konednijch vynosoch.

4.6 Testovanie vstupnych podmienok

Na zaciatku generovania sme predpokladali, Ze vynosy majui charakter normdlneho,
alebo iného pouzivaného rozdelenia. Aplikécia vie testovat’ pravdivost’ tejto podmienky.
Ak tento predpoklad bol pravdivy, tak vstupné historické vynosy by mali mat
charakter normalneho rozdelenia. Nakreslenim historickych vynosov do histogramu
znazornime hustotu rozdelenia generovanych dat. Testovat’ budeme vstupné data pre
akcie firmy Apple, lebo vysSie sme si generovali o¢akdvané ceny pre td firmu.

Histogram vstupnych vynosov s dokreslenou hustotou normélneho rozdelenia
s odhadnutymi parametrami pre historické data:
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OBR. 18 Histogram s hustotou
normalneho rozdelenia
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OBR. 19 Histogram s hustotou
Cauchyho rozdelenia

Na prvy pohl'ad vidime, Ze zvoleny predpoklad normality nebol zly, hustota normélneho
rozdelenia celkom dobre kopiruje generované vynosy. Na zistenie, ¢i dita maju
charakter normalneho rozdelenia aplikdcia pouZiva aj Kolmogorov-Smirnov test.

Aplikidcia odmietla hypotézu H,, Ze generované vynosy pochddzaji z normalneho

rozdelenia. Generované vynosy na hladine vyznamnosti 95%

z normalneho rozdelenia.

nepochadzaju

Aplikdcia do histogramu nakresli hustoty pouzivanych rozdeleni na znédzornenie
dodrZiavania predpokladu vstupnych dét. Kolmogorov-Smirnov test nie je zadefinované
na iné rozdelenie ako normadlne, teda ¢iselné testovanie aplikdcia pre iné rozdelenia

nevykona.
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OBR. 20 Histogram s hustotou Studentovo =0
rozdelenia
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OBR. 21 Histogram s hustotou
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Z obrizkoch 19 a 20 vidno, Ze najlepsie Cauchyho a Studentovo rozdelenie spinaju
predpoklad na vstupnych dét. Aplikdcia nevie testovat hypotézu, ¢i predpoklad je
pravdivy.

4.7 Korelovany Brownov pohyb

Videli sme, Ze korelacie medzi jednotlivymi akciami a indexmi nie su nulové, vyskytuju
sa aj hodnoty vicsSie ako 0,9. Preto sa nedd predpokladat, ze aktiva si nezavislé.
Simulé4cia vyvoja ceny aktiv bude preto presnejSia, ked do modelu zabudujeme aj
kovarianciu medzi aktivami. Model sme uZ zadefinovali vysSie. OCakdvané ceny
generujeme tak isto ako pri Geometrickom Brownovom pohybe, pomocou normalneho
rozdelenia. Pocas simuldcii generované vektory z normdlneho rozdelenia vynasobime
zl'ava s dolnou trojuholnikovou maticou, ziskanou pomocou choleskyho dekompozicie
kovarian¢nej matici. Dokoncime celd simuldciu pre vSetky aktiva samostatne a nijdeme
medidnovy odhad pre ceny. Tieto medidny uloZime do matice a vypocitame vynosy

aktiv.
Aplikdcia vykresli len medidny z generovanych cien pre vSetky akcie a indexy.
Na obrézku st naznacené vyvoje strednej hodnoty cien nalsedovnych troch aktiv:
1. Zeleny je vyvoj ceny indexu Russell 3000.
2. Cerveny je vyvoj ceny akcie firmy Apple.

3. Cerveny je vyvoj ceny akcie firmy Google.
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OBR. 22 Simulacia s Korelovanym Brownovym pohybom

Po uskutoCneni simuldcie vystupom aplikdcie je aj ocakdvany vynos, pre kazdé
simulované aktivum. Tieto oCakdvané vynosy pouzivame v dalSom pri vytvoreni
markowitzovho portfélia.

Nazov akcie alebo indexu Vynos na konci periédy
Google 0,0643
Apple 0,2177
Russell 3000 0,1228

Tabulka 5 Vynosy simulovanych aktiv

4.8 Vytvorenia portfdlia

Po uskuto¢neni simuldcie aplikdcia umoZni pouzivatelovi vytvorit' portfélio. Pre
vytvorenia portfélia program potrebuje pouzivatelom zadané véhy. Tieto vdhy urcia
aplikdcii percentudlnu vysku investovania do predmetného aktiva. Suma vdh musi byt’
100. Po uskuto€neni simulécie Zelanych aktiv aplikdcia z vygenerovanych oakavanych
vynosov a z rizika ndm vypocita vynos a riziko celého portfélia. To portfélio iste nie je
optimdlne, lebo vahy boli zadefinované dopredu.

V ukdZkovom pripade vytvorime portfélio z troch aktiv. Investujeme 25% do akcii
firmy Apple, 35% do akcii firmy Mc Donalds a 40% do indexu Russell 3000.
Uskuto¢nime simuldciu  samostatne pre vSetky tri aktiva s pouZitim Cauchyho
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rozdelenia, ktoré dalo najlepSie vysledky pre akcie Apple. Investovat’ chceme na jeden
rok. Vystup aplikécie je celkovy o¢akdvany vynos a riziko:

Riziko portfélia 0,9320

Vynos portfélia 22,7321

Tabulka 6 Vynos a riziko neoptimalného portfélia

Vidime, Ze vynos celého portfélia je 22,7321% p.a. Standartna odchylka, ¢iZe rizikoje
0,9320.

4.8.1 Markowitzovo portfélio

Dal$ou nemenej vyznamnou funkciou aplikicie je moZnost’ vytvorenia Markovitzovho
portfélia  pri pouziti normdlneho rozdelenia na simuldciu ocCakdvanych hodndt.
Markovitzovo portfélio je popisané v kapitole 3 odsek 7 teoretickej Casti préce.
Aplikdcia pomocou funkcie ,,quadprog®, ktord pouziva metddy linearneho, resp.
nelinedrneho programovania v prostredi Matlab vypocita optimdlne véhy aktiv pre
dany ocakdvany vynos.

Pre vysSie realizovand simuldciu a geometrickym Brownovho pohybom vypocitame
vahy Markowitzovho portfélia, s Zelanym vynosom 10%.

Nazov akcie, alebo indexu Vaha aktiva v optimalnom portféliu
Google 45,68%

Apple 5,07%

Russell 3000 49,26%

Tabul’ka 7 Vynos a riziko Markowitzovho portfélia
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Zaver

V tejto bakaldrskej praci sme vytvorili aplikdciu na pomoc progndzovania vyvoja
vynosov akcii a indexov pomocou Statistickych rozdeleni.

V prvej Casti bakalarskej price sme zadefinovali zdkladné pojmy z oblasti Statistiky
a pravdepodobnosti. Ndsledne sme zadefinovali vSetky Statistické rozdelenia pouzivané
v d’alSich simuldcidch.

V dalSej kapitole sme popisali rdzne stochastické procesy, ktoré si pouZzité v Monte
Carlo simuléciach. Tato kapitola obsahuje aj prispdsobenie predmetnych stochastickych
procesov na umoznenie ich pouzitia na simuldciu vyvoja cien aktiv. Popisali sme aj
spOsoby vyuZitia vygenerovanych vynosov v procese vytvorenia portfolia.

V poslednej kapitole sme popisali fungovania vytvorenej aplikdcie a prilozili sme
niektoré charakteristické vystupy softvéru. Pomocou tychto vystupov sme analyzovali
redlny pripad, pre viaceré aktiva. Aplikdcia umoZiuje porovnanie uspeSnosti
jednotlivych Statistickych rozdeleni. Ukazalo sa, Ze vyvoj cien najlepSie kopiroval
model pouzivajtci cauchyho rozdelenie.

Prinosom prace je vytvorenie v praxi pouzitel'nej aplikdcie na urCenie oCakdvanych cien
a vynosov aktiv na rdzne Casové intervaly. Pomocou aplikdcie sa daji vytvorit
progndzne portfdlia opierajuice sa o vygenerované ocakdvané hodnoty.

Autor sa obozndmil s problematikou spracovania dat, rozsiril poznatky o jednotlivych
Statistickych rozdeleniach ao vytvoreni portfolia. Obozndmil sa s konkrétnymi
stochastickymi procesmi a s metddou Monte Carlo na simuldciu procesov.
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