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Predhovor

Listok unasany Dunajom nevie, v ktorom ramene jeho delty sa ocitne.
A nemoze to ani ovplyvnit. Rybka moze. Voli si rameno, podla toho,
kde ocakava viac potravy alebo lepsie podmienky pre svoje potom-
stvo. Hlad4 najlepsiu z moznosti, optimalizuje. Zivé tvory sa od mft-
vej hmoty odligujt okrem iného aj tym, Ze sa vedia rozhodovat. Cim
vyssi je ich vyvojovy stupen, tym zlozitejsich rozhodnuti st schopné.
Clovek ako tvor na najvy$Som vyvojovom stupni je v rozhodo-
vani najdalej. Od ostatnej prirody ho odlisuje jeho tvorivost — vie
sa rozhodovat aj v dileméch, s ktorymi sa nikdy nestretol. Niekedy
mu na to stacéi ,zdravy sedliacky rozum®, intuicia. Inokedy je rozho-
dovanie zlozitejsie a nezaobide sa bez dlhsieho usudzovania, tvorby
modelov danej situédcie a bez vypoc¢tov. Tu nachadza svoje uplatne-
nie matematika. Otazkam rozhodovania a optimalizacie sa venuje jej
Cast, operacnd analjza. Patria k nej napriklad linedrne, nelinearne
a celo¢iselné programovanie, sietova optimalizacia a mnohé iné.
Osobitné miesto v operacnej analjze maju ulohy, v ktorych ne-
staci jedno rozhodnutie, ale treba urobif rad rozhodnuti vo viacerych
na seba nadvizujucich etapdch. Rozhodnutie v jednej etape pritom
ovplyviuje nielen vysledok v neskorSej etape ale aj moznosti dal-
Sej volby. Napriklad racionalny a perspektivne rozmyslajuci jedinec,
ktory ma k dispozicii vi¢siu finanént ¢iastku, necha ¢ast z nej zhod-
notit, aby z nej mal Gzitok neskor. Dobry priklad néjdeme v Starom
zdkone: Jozef prikazal odkladat trodu v siedmich trodnych rokoch,
aby vytvoril zdsoby na netrodné roky. Analdgia s dochodkovym za-



PREDHOVOR

bezpecenim na starobu je ocividna.

Oblast operacnej analyzy, ktord sa tloham viacetapového roz-
hodovania venuje, vznikla v druhej polovici minulého storocia. Naj-
Castejsie sa nazyva teoriou optimdlneho riadenia. Terminom riadenie
(v angli¢tine control) sa totiz zvykne nazyvat veli¢ina, ktora je na-
strojom rozhodovania. Okrem toho sa vSak pouzivaju alternativne
pomenovania ako teoria optimdlnych procesov, dynamickd optimali-
zacia alebo dynamické programovanie. Posledny nazov vsSak nie je
celkom priliehavy, pretoze dynamické programovanie predstavuje iba
jeden z pristupov k problematike.

Pociato¢ny podnet na vznik tedrie dali rozvoj automatizovaného
riadenia a kozmonautiky v byvalom Sovietskom zvize a v USA. To je
aj pri¢ina, preco sa historicky skor vyvijala jej spojitd verzia, v kto-
rej sa rozhodnutia robia nepretrzite v ¢ase. Kluc¢ovym vysledkom sa
stal Pontrjaginov princip mazima (L. S. Pontrjagin), ktory vznikol
v ZSSR. Paralelne s Pontrjaginovou tedriou sa v USA rozvijal al-
ternativny pristup k rieseniu tloh optiméalneho riadenia, motivovany
skor ekonomickymi tlohami. Spaja sa najmi s menom R. Bellmana.
Na rozdiel od Pontrjaginovej spojitej tedrie sa venuje predovsetkym
rozhodovaniu v oddelenych diskrétnych ¢asovych okamihoch, etapach.
Vychadza z jednoduchého principu optimality a vedie k rekurzivnej
metdde vypoctu optimdlneho riadenia, Bellmanom nazvanej metédou
dynamického programovania. Casom sa vyjasnil stvis dynamického
programovania s Pontrjaginovym principom maxima, resp. variac-
nym poctom.

Teoria optimalneho riadenia nachadzala sprvu uplatnenie najmé
v technickych odboroch ako kozmonautika, chemické inzinierstvo,
elektrotechnika, robotika. V poslednych desafrociach vSak nachadza
stale viac aplikacii v ekonomickych vedach a vypoctovych financiach,
napriklad v makroekonomickej teérii rastu, v mikroekonomickej teorii
firmy a spotrebitela alebo v manaZzmente investi¢nych portfélii. Pre
sporitela v druhom déchodkovom pilieri moze byt zaujimava tloha
optiméalneho vyberu fondu. Tieto oblasti aplikacii spétne kladli po-



ziadavky na rozvoj Specifickych oblasti tedrie a davali impulzy na jej
dalsi vyvoj.

O tedrii optimalneho riadenia jestvuje v svetovej literatture rad
knih rozli¢nej povahy. Niektoré sa venuju rigoréznemu vykladu te-
orie, iné aplikdciam v niektorej oblasti. Od vydania jedinej pévodnej
knihy na Slovensku [5] uplynulo bezmaéla 30 rokov a nevelmi vydareny
preklad [12] je este starsi. V ¢eStine podla nasich informaécii vysla iba
kratka Gvodna brozurka [20].

Naga kniha charakterom vychadza z [5]. Kym [5] nachddzala mo-
tivacie a aplikacie skor v technickych odboroch, v tomto texte kla-
Rozsah riesenych i neriesenych tuloh s aplika¢nou zlozkou je oproti
[5] ovela vyssi. Tazko by sme aj vo svetovej literattire hladali dielo,
v ktorom by boli teoreticka a aplikacna také vyvazené. Zaoberame
sa pritom vyluéne diskrétnymi tlohami optiméalneho riadenia. Su to
ulohy, v ktorych sa rozhodnutia robia v oddelenych ¢asovych oka-
mihoch, etapach. Takéto tllohy vznikaja jednak modelovanim ¢asovo
prirodzene diskrétnych javov, jednak diskretizaciou spojitych tloh.
Spojitt tedériu mame v tmysle spracovat v budtcnosti v osobitnej
knihe.

Co su diskrétne tlohy optimalneho riadenia sa dozvieme v prvej
kapitole. Druha kapitola je venovana dynamickému programovaniu,
ktoré je v pripade diskrétnych tiloh t¢innym néastrojom na numerické
riesenie tloh. Jedna jej podkapitola sa venuje stochastickému dyna-
mickému programovaniu. Tretia kapitola sa zaoberad principom ma-
xima, prevzatym zo spojitej tedrie. Napriek tomu, ze v diskrétnej
teodrii plati iba s uréitymi obmedzeniami, predstavuje uzitoény pro-
striedok kvalitativnej analyzy. Posledna kapitola obsahuje dodatky,
v ktorych st zhrnuté poznatky z nelinedrneho programovania, dife-
ren¢nych rovnic a tedrie pravdepodobnosti potrebné v druhej a tretej
kapitole.

Vyklad je uréeny predovsetkym ¢itatelovi, ktory sa chce do hibky
oboznamit so zdkladmi diskrétnej tedrie optimalneho riadenia. V po-
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rovnani s mnohymi inymi textami, kde sa viaceré pojmy a principy
vykladaja viac na intuitivnej urovni, tato kniha sa snazi o matema-
tick presnost a vSetky hlavné tvrdenia st dostatoéne matematicky
zdovodnené. Text je ¢leneny tak, ze umoznuje ¢itatelovi vynechaft nie-
ktoré dokazy, resp. obmedzit sa len na tvrdenia pre jednoduchsie situ-
acie. Od citatela sa vyzaduje znalost zédkladov matematickej analyzy
funkcii viacerych premennych. Vyhodou je, ak ¢itatel ma zékladné
poznatky z tedrie nelinedrneho programovania a tedrie pravdepodob-
nosti. Nie je to vSak podmienkou, pretoze vsetky nevyhnutné pojmy
a tvrdenia z tychto oblasti st uvedené v dodatkoch.

V knihe sme sa snazili ilustrovat teériu a pouzitie v nej vyvi-
nutych nastrojov na sirokom spektre konkrétnych tloh s pévodom v
ekonomickej, manazérskej alebo financ¢nej praxi. Prikladom takychto
uloh je napr. tlloha o optimalnej spotrebe, tiloha o optimalnom rozde-
leni prostriedkov medzi r6zne investi¢né projekty, iloha o optimalnom
investovani do fondov II. piliera déchodkového sporenia alebo roézne
typy tloh o optiméalnej obnove zariadeni. Ulohy st zviicsa zjednodu-
Sené do takej miery, aby ich rieSenie nebolo privelmi ¢asovo naroc¢né.
Pomaéha to lepsiemu pochopeniu tedrie. Problémy z praxe sa casto
nedaju takto jednoducho riesit najmé ak v sebe zahftiaju nejaki ne-
urcitost. Preto sa v knihe uvadzaju aj ukdzky, ako preberant tedriu
aplikovat na vytvorenie programov v Matlabe vhodnych aj na riese-
nie rozsiahlejsich tloh. Popri tychto tlohach obsahuje kniha aj tlohy,
ktoré davaju nadvody na rozsirenie preberanej tedrie.

Dalsie priklady maji za ciel naznacit réznorodost problémov,
ktoré je mozné riesit metédami knihy. Umozni to ¢itatelovi ziskat cit,
na aké typy problémov mozno v praxi tuto tedriu aplikovat. Zaro-
ven sa v prvej kapitole pomerne detailne zaoberame tym, ako tlohy
z praxe spravne formulovat v tvare, ktory ndm umozni vyriesit ich
pomocou preberanej tedrie.

Cast prikladov je vyriesend tplne, rieSenie injch sme nechali ako
cvicenie ¢itatelovi. Niektoré tlohy sa vyskytuja vo viacerych modi-
fikdciach v roznych castiach textu. Umoziiuje to porovnat navzajom
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rozlicné metody tedrie. Prikladom je tloha o optimélnej spotrebe.
Venuje sa jej pomerne vela priestoru aj preto, lebo je zdkladom su-
¢asnych dynamickych makroekonomickych modelov spravania sa eko-
nomiky:.

Na zaver sa chceme podakovat vSetkym, ktori prispeli k vzniku
knihy v jej koneénej podobe. Predovsetkym dakujeme odbornym lek-
torom Mgr. Soni Kilianovej, PhD. a RNDr. Jurajovi Zemanovi, CSc.
ako aj jazykovej lektorke Marii Goceliakovej za pozorné precitanie
rukopisu. Ich cenné pripomienky viedli k odstraneniu mnohych ne-
dostatkov a chyb v texte. Dalej dakujeme viacerym studentom magis-
terského programu Ekonomicka a finanénd matematika, ktori svojimi
otdzkami a pripomienkami prispeli k ¢itatelnosti a zrozumitelnosti
vykladu. Uprimné podakovanie patri doc. Milanovi Hamalovi, CSc.
za jeho poznamky ku Casti o nelinedrnom programovani a prof. Dr.
Mikulasovi Luptacikovi za povzbudenie a podnety k napisaniu iivodu.
V neposlednom rade dakujeme ndsmu kolegovi doc. RNDr. Danielovi
Sevéovicovi, CSc. za vSestrannii pomoc a podporu ako aj za cenné
rady k technike pisania knihy.
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Kapitola 1

Uvod do diskrétnej tedrie
optimalneho riadenia

V tejto kapitole vymedzime predmet diskrétnej tedrie optimalneho
riadenia. Najskor uvedieme niekolko konkrétnych tloh, ktoré ndm po-
mozu orientovat sa vo vSeobecnej formulacii Standardnej tlohy opti-
malneho riadenia.

1.1 Priklady

Priklad 1.1. Optimalne rozdelovanie zdrojov. Investor mé
k dispozicii kapital o pociatoénej velkosti a > 0 a dve moznosti jeho
investovania: do ropnych vrtov a do nédkupu nehnutelnosti. Na za-
¢latku kazdého roka sa mé rozhodnit, ako na dany rok rozdeli kapital,
ktory ma prave k dispozicii, medzi uvedené dva sposoby investovania.
Kapitél velkosti y, investovany do ropnych vrtov, mu prinesie za rok
zisk gy, kde g > 0; ak ho investuje do nehnutelnosti, ziska hy, kde
h > 0. Zisk uz dalej neinvestuje. Kapital sa za rok amortizuje, a to
koeficientom 0 < b < 1 pre investicie do ropnych vrtov a koeficien-
tom 0 < ¢ < 1 pre investicie do nehnutelnosti. Stucet tychto dvoch
amortizovanych kapitalov na konci roku tvori kapital k dispozicii na
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PRIKLADY

investovanie v nasledujicom roku. Cielom investorovho rozhodovania
je maximalizovat celkovy zisk za planovacie obdobie k rokov.

Oznaéme i = 0,...,k — 1 poradové ¢islo roka. Dalej ozna¢me
x; velkost kapitalu, ktory je k dispozicii na prerozdelovanie na za-
¢iatku i-teho roku. Nech u; € [0,1] je pomer velkosti kapitalu ur-
¢eného na investovanie do ropnych vrtov k jeho celkovému objemu
z;. To znamena, Ze z hodnoty z; urcenej na prerozdelovanie v i-
tom roku bude ¢ast w;z; investovand do ropnych vrtov a zvySok,
t.j. (1 — u;)x;, do ndkupu nehnutelnosti. Toto rozhodnutie prinesie
investorovi na konci roka zisk o velkosti gu;x; + h(1 — u;)x; a k dis-
pozicii na investovanie v dalSom, t.j. v (i + 1)-om roku, bude mat
kapitdl o velkosti x;y1 = bujz; + ¢(1 — w;)z;. Cielom investorovho
rozhodovania je

k-1
maximalizovat Z[guzzvl + (1 — w;)zi] (1.1)
1=0
pri podmienkach ;41 = bu;z; + (1 —uy)x;, i1 =0,...,k—1, (1.2)
o — a,

w €[0,1, i=0,....k—1, (1.4)

kde a,b,c,g,h st dané konstanty a maximum hladdme vzhladom
na premenné u;, 1t =0,...,k—1lawx;, 1=0,...,k.

Dostali sme tlohu matematického programovania s urcitou sSpe-
cidlnou struktarou, ktora je charakteristicka pre tzv. viacetapové roz-
hodovacie procesy. Cely proces rozhodovania (u nas prerozdelovania
a investovania kapitalu) je rozdeleny na uréité etapy (u nas roky),
ktoré cislujeme pomocou i = 0,...,k — 1. Stav procesu na zaciatku
i-tej etapy je opisany stavovou premennou x; (kapital uréeny na pre-
rozdelovanie) a do procesu mozno zasahovat zvonku rozhodnutiami
u; (uréujucimi rozdelenia kapitalu medzi dva spdsoby investovania),
ktoré nazyvame riadiacou premennou. Hodnoty stavovej a riadiacej
premennej v i-tej etape uréuju vynos i-tej etapy (i-ty sc¢itanec v uce-
lovej funkcii (1.1)) a hodnotu stavovej premennej na zaciatku na-
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DISKRETNA TEORIA OPTIMALNEHO RIADENIA

sledujtcej (i + 1)-¢j etapy (prava strana diferen¢nej rovnice (1.2)).
Poznamenajme, ze rozhodnutie, ktoré maximalizuje celkovy zisk, ne-
musi maximalizovat ¢iastkové zisky jednotlivych etap.

Rozdelenie optimaliza¢nych premennych na stavové a riadiace
premenné, urcitd separovatelnost ucelovej funkcie, ako aj vyskyt
ohranic¢ujucich podmienok v tvare diferen¢nej rovnice sa budiu vy-
skytovat aj v nasledujtcej tulohe.

Priklad 1.2. Optimalna spotreba. Predpokladajme, Ze vlast-
nime kapitél, ktorého velkost na zaciatku i-teho mesiaca oznacime
z;. Kapital z; ndm prinesie za i-ty mesiac trok velkosti rz;. Na konci
kazdého mesiaca sa mdzeme rozhodnut, aké mnozstvo kapitalu spot-
rebujeme. Spotreba vo vyske w; ndm prinesie (diskontovany) tzitok
velkosti (I—Jlré)Z Inu;, kde 0 > 0 je mierou netrpezlivosti pri spotrebo-
vavani.! Predpokladdme, Ze na zaciatku procesu mame k dispozicii
mnozstvo kapitalu a > 0. Ulohou je uréit spotrebu v kazdom me-
siaci tak, aby hodnota drzaného kapitalu na konci procesu trvaju-
ceho k mesiacov nadobudla predpisant hodnotu b > 0 a aby celkovy
diskontovany uzitok zo spotreby za k mesiacov bol maximalny.

Dostévame tlohu

k—1 i
maximalizovat ZZ; (1*1_5) Inu; (1.5)
pri podmienkach x;11 = (1+7)z; —w;, i=0,...,k—1, (1.6)
xo = a, (1.7)
Tk = b, (1.8)

kde a, b, §, v, st dané konstanty a maximum hladdme vzhladom
na premenné u;, ¢t =0,....,k—1lawx;, 1=0,...,k.

Volbou rastiicej konkévnej funkcie Inwu; ako miery uzitku vyjadrujeme to,
ze jednotkovy narast spotreby predstavuje pre spotrebitela mensi narast tzitku

spotrebitel uprednostiiuje okamzitu spotrebu pred odlozenou.



STANDARDNY TVAR ULOHY OPTIMALNEHO RIADENIA

Aj v tomto pripade mozno tlohu charakterizovat ako k-etapovy rozho-
dovact proces, kde etapami st jednotlivé mesiace. Stavovou premen-
nou je z;; riadiacou premennou je u;, ktord je vstupom do procesu
— volbou w; ovplyvilujeme spravanie procesu. Spravanie sa procesu
pri prechode z i-tej etapy do (i + 1)-ej opisuje diferencénd rovnica
(1.6), ktorej prava strana opit zavisi iba od x; a u; — hodnoty stavovej
a riadiacej premennej v i-tej etape. Ucelovd funkcia s¢ituje diskonto-
vany uzitok za jednotlivé etapy, ktory v kazdej etape i zavisi iba od
Ty a Uj.

Podobne ako v predchadzajicom priklade sa ti¢elova funkcia (1.5)
vyznacuje urcitou separovatelnostou a dynamika systému je opisané
diferen¢nou rovnicou (1.6), doplnenou o poéiato¢nt podmienku (1.7).
Na rozdiel od Prikladu 1.1 mame pre stavovi premennu aj koncovi
podmienku (1.8) a nemame ziadne ohranicenie na riadiacu premennu

typu (1.4).

1.2 Standardny tvar tlohy optimélneho ria-
denia

V tejto podkapitole sformulujeme vseobecnii optimaliza¢na tlohu,
ktora zahtna Priklady 1.1 a 1.2.

Predpokladajme, ze méame objekt (systém), ktorého spravanie
budeme riadif v priebehu k etdp. Stav systému na zaciatku i-tej etapy,
1=0,...,k— 1, je opisany stavovou premennou x; € X;. Spravanie
objektu v i-tej etape ovplyviiujeme (riadime) pomocou riadiacej pre-
mennej u; € U;, ktord je vstupom do systému. Tu X; je dand mnozina
povolenych stavov a U; je mnozina povolenych hodnét riadiacej pre-
mennej v i-tej etape. Hodnotou x; a u; je jednoznac¢ne urcend hodnota
xiv1 = fi(zi,u;), kde f; je dand funkcia. Vynos v i-tej etape je ur-
¢eny hodnotou f?(x;,u;), kde f? je dand funkcia. Predpokladajme, ze
na pociatku je hodnota stavovej premennej zo rovna zadanej hodnote
a a budeme ziadaft, aby xj, hodnota stavovej premennej na konci pro-
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cesu, bola z danej mnoziny cielovych stavov C. Ulohou je uréif v kaz-

dej etape hodnotu riadiacej premennej u; tak, aby boli splnené vsetky

podmienky a aby stucet vynosov za vSetky etapy bol maximéalny.
Ulohu mozno zapisat nasledovne:

k-1
maximalizovat Z I (s, u;) (1.9)
i=0

pri podmienkach ;41 = fi(x;,u;), i=0,...,k—1,
xo = a,

(1.10)
(1.11)
i € C, (1.12)
(1.13)
(1.14)

u €Uy, i=0,...,k—1, 1.13
ri€ X, 1=0,....k—1. 1.14
Maximum hladéme vzhladom na premenné w;, i = 0,...,k — 1
a x;, ¢ = 0,...,k. Pri takto sformulovanej tlohe maji premenné

T; a u; navonok rovnocenné postavenie. Vsimnime si vSak, ze volbou
riadiacich premennych wu; st premenné x; jednoznacne urcené ako
riesenia diferen¢nej rovnice (1.10) s pociatocnou podmienkou (1.11).
Téato skutofnost sa odradza v chapani tlohy (1.9)-(1.14) ako tlohy
optimalneho riadenia, v naslednej terminoldgii ako aj v pouzitych
metddach na riesenie tloh.

Podme teraz sformulovat tlohu (1.9)-(1.14) ako ulohu optimal-
neho riadenia. K tomu budeme potrebovat definovat pojmy riadenia,
odozvy na riadenie, pripustného riadenia a optimalneho riadenia.

Riadenim budeme nazyvat postupnost hodnot riadiacich premen-
nych U = {ug, ..., u_1} splitajicu u; € U; pre kazdé i =0, ..., k—1.
Odozvou na riadenie U pri zadanom pociato¢nom stave (1.11) rozu-
mieme postupnost X = {xg,...,z;}, kde jednotlivé z; = z;(Uf) su
rieSenim stavovej rovnice (1.10) pri danom U s pociatocnou podmien-
kou (1.11). Je zrejmé, ze odozva na urc¢ité riadenie moze, ale nemusi
spliat ohrani¢enia (1.12) a (1.14). Ak ich spliia, tak prislusné riade-
nie nazyvame pripustnym. To znamenad, ze pripustné riadenie a jeho
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odozva spliiaji vietky ohranicenia tilohy (1.9)—(1.14). Triedu pripust-
nych riadeni budeme oznacovat P. Hodnotu ucelovej funkcie v (1.9)
teraz mozeme chépat ako hodnotu zavisli na volbe riadenia U, a teda
ju budeme oznacovat

JU) = Z FaU),w).

Ulohou optiméalneho riadenia je spomedzi vetkych pripustnych
riadeni U néjst také, v ktorom tcelova funkcia J(U) nadobtida maxi-
maélnu hodnotu. Toto riadenie nazyvame optimdlnym. Ulohu formalne
zapiSeme nasledovne:

max J(U).

Uuep
Poznamka 1.1. Do Standardného tvaru mozno sformulovaft aj tlohy,
v ktorych sa hlada minimum tak, Ze sa ako tcelova funkcia vezme
zaporne vzatd maximalizovand funkcia.

Poznamka 1.2. Premennd ¢ = 0,...,k — 1, ktord urc¢uje poradové
¢islo etapy, ma spravidla charakter casu, preto ju aj tak budeme na-
zyvat. Od ¢asu zavisia nielen hodnoty riadiacich a stavovych premen-
nych, ale zavisiet mézu aj data tlohy: funkcie f;, f° a mnoziny U;
a X;. Takéto ulohy nazyvame neautonomne. Ak tieto data nezavisia
od 7, tloha sa nazyva autondmna. Rozlisit autonémnu tlohu od ne-
autonéomnej bude dolezité najmé v nasledujtcej kapitole. VSimnime
si, ze Priklad 1.1 viedol na autonémnu tlohu, zatial ¢o Priklad 1.2 na
neautonémnu, pretoze fQ(z;,u;) = (1 + ) *Inwu; zévisi od i.

Poznamka 1.3. Niekedy sa v zadani tlohy nevyskytuje ohranicenie
(1.13) resp. (1.14). Vtedy hovorime o tlohe bez ohraniceni na ria-
denie, resp. o ulohe bez ohraniceni na stav. Riadiace, resp. stavové
premenné, moézu vtedy nadobudat lubovolné hodnoty z prirodzeného
defini¢ného oboru funkcii f; a fio. Priklad 1.1 viedol na tlohu s ohra-
ni¢enim na riadenie (vid (1.4)) a je bez ohraniceni na stav. Priklad 1.2
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viedol na tlohu bez ohraniceni na riadenie ¢i stav. Prirodzeny defi-
ni¢ny obor funkcie In vystupujicej v (1.5) Specifikuje obor riadiacej
premennej na realne kladné u; > 0. Obidva motivujice priklady maja
funkcie f; a fl-0 definované na realnych priestoroch resp. ich kladnych,
¢i nezapornych podmnozinach, to znamena, ze maju kontinualny cha-
rakter. Budeme sa vSak stretdvat aj s ilohami, kde u; a 2; budd mat,
bud vdaka ohrani¢eniam (1.13), (1.14), alebo vdaka prirodzenému
defini¢nému oboru funkeii f; a f?, diskrétny charakter.

Poznamka 1.4. Ohranicenie (1.12) je ohrani¢enim na koncovy stav.
V pripade, zZe tloha neméa takéto ohranicenie, to znamena, ze nijako
nie st obmedzené mozné hodnoty x;, hovorime o tilohe s volnym kon-
com. V pripade, ze mnozina C' pozostava z jediného bodu, hovorime
o ulohe s pevnym koncom. Vo vsetkych ostatnych pripadoch hovo-
rime o ulohe s ciastocne pevnym koncom. Zrejme Priklad 1.1 viedol
na tlohu s volnym koncom a Priklad 1.2 na tlohu s pevnym koncom.

Poznamka 1.5. Vo vSetkych motivaénych prikladoch uvedenych
v tejto kapitole maju riadiace a stavové premenné iba jednu zlozku, st
jednorozmerné. Vo vSeobecnosti vSak mozu byt riadiace a/alebo sta-
vové premenné aj viacrozmerné. Ku tlohe s dvojrozmernym stavom
vedie napriklad Uloha 1.4 a s viacrozmernjymi tlohami sa stretneme
aj v nasledujtcich kapitoléach.

Poznamka 1.6. V standardnej ilohe maximalizujeme stcet vynosov
za jednotlivé etapy, ¢o vedie k ticelovej funkcii tvaru (1.9). Uloha opti-
malneho riadenia s takouto tc¢elovou funkciou sa v literattire nazyva
Lagrangeovou. Niekedy vSak viacetapové rozhodovacie procesy vedu
k potrebe maximalizovat aj nejakt funkciu koncového stavu. Vtedy
mé tcelova funkcia tvar Z;:ol (x4, u;) + (), resp. len ¢(wy), kde
¢ je dana funkcia. V prvom pripade hovorime o tlohe v Bolzovom
tvare, v druhom o ulohe v Mayerovom tvare.

Poznamka 1.7. Velakrat, najmé v ekonomickych tlohéch, je vynos
fi(wi, u;) za i-tu etapu v tvare f;(z;,u;) = B Fi(x;, u;), kde Fy(x;, u;)
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predstavuje hodnotu vynosu v case i-tej etapy a 5 € (0,1) je ko-
eficient, ktory prepocitava (diskontuje) tuto hodnotu do hodnoty
na zaciatku celého procesu, t.j. do ¢asu ¢ = 0. Faktor 8 mdze od-
razat stratu hodnoty vynosu v doésledku inflacie, moznost alterna-
tivne ho zhodnotif ako vklad s trokovou mierou r = % — 1 za i-tu

etapu (vid Uloha 1.17), ako aj sklon uprednostiiovat skorsiu spot-
rebu, ak 0 = 1—}r§, ako to bolo v pripade tlohy o optiméalnej spot-
rebe v Priklade 1.2.Ulohu, v ktorej je ucelova funkcia v S$pecidlnom
tvare J = Zf:_ol BUF;(xi,u;), nazgvame tlohou s diskontnym fakto-
rom. Pretoze hodnota takto vyjadrenej acelovej funkcie meria sticasni
hodnotu budicich vynosov, nazyva sa niekedy aj ucelovou funkciou
sucasnej hodnoty.

Je zrejmé, ze ulohy s diskontéaciou st v zmysle Poznamky 1.2
neautonémne. Ak vSak diskontny faktor je jedinym zdrojom neauto-
némnosti v ulohe, tak takéto ulohy nazyvame autonomne s diskont-
nym faktorom. Takéto pomenovanie ma svoje opodstatnenie, pretoze
pre autonomne tlohy s diskontnym faktorom dostaneme rovnako silné
vysledky ako pre autonémne tlohy. Autonémnou tlohou s diskonta-
ciou je uloha z Prikladu 1.2.

Poznamka 1.8. V standardnej tlohe (1.9)—(1.14) je k, ktoré ozna-
Cuje pocet etap, pevne dané. Preto tato tlohu nazyvame tlohou s pev-
nym casom. Mozno vSak formulovat aj také tlohy optimélneho ria-
denia, v ktorych sa maximum hlad4 aj vzhladom na k. Takéto tlohy
nazyvame ulohami s volngm casom. V tlohach s volnym ¢asom je ria-
denim kazda kone¢nd postupnost riadiacich premennych Iubovolnej
dlzky. V ekonomickych aplikaciach sa ¢asto vyskytuju ulohy s neko-
neénym casovym horizontom, kde riadeniami st nekonec¢né postup-
nosti. S tlohami s volnym ¢asom a s nekoneénym horizontom sa stret-
neme neskor v dalSej kapitole. Oba Priklady 1.1 a 1.2 s tlohami
S pevnym c¢asom.

Na zaver tejto podkapitoly uvedieme este poznamku o oznacovani
a zapise tloh.
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Poznamka 1.9. Casto bude pre nas vyhodné diskrétnu mnozinu éa-
sovych okamzikov {j, ..., k} nazyvaf intervalom a oznacovat [j, k]. Pri
zapise loh budeme zase niekedy pouzivat skratent formu, kde slova
mazimalizovat, resp. minimalizovat nahradime tvarom mazx, resp. min
a slova pri podmienkach tiplne vynechdme. Podmienky buda oddelené
od tcelovej funkcie bud dvojbodkou, alebo budii uvedené v novom
riadku pod tcelovou funkciou.

1.3 Dalsie priklady

Uvedme este niekolko prikladov, ktoré budi poukazovat na rozmani-
tost tloh veducich k diskrétnym tlohdm optiméalneho riadenia. Zac-
neme jednou jednoduchou tlohou, kde riadiaca a stavova premenna
budt nadobudat iba hodnoty z koneénych mnozin.

Priklad 1.3. Odvoz kontajnerov. Firma dostava Zeleznicou kon-
tajnery. Ma auto, ktorym odvezie naraz najviac 2 kontajnery, a mézu
ho na stanicu poslat denne najviac jedenkrat. Na nasledujuci tyzden
ma avizované, ze dostane v jednotlivé dni 1, 3, 1, 2, 1 kontajnerov.
Jedna cesta na stanicu ju stoji 70 eur, penale za prestoj kontajnera
na den ju stoja 50 eur. Z minulého tyzdia nezostali nijaké kontajnery
a na konci tyzdna maja byt vsetky kontajnery odvezené. Treba urcit,
v ktoré dni mé firma poslat auto na stanicu, aby naklady za prevoz
a penale boli minimalne.
V tomto pripade etapou budu jednotlivé dni, ktoré budeme cis-
lovat pomocou i = 0,...,4. Oznac¢ime
x; - pocet neodvezenych kontajnerov z predchadzajiceho dna,
a; - pocet dovezenych kontajnerov v i-tom dni,
u; - pocet kontajnerov, ktoré sa rozhodneme odviest v i-tom dni.
Pretoze za denn mozno odviest najviac 2 kontajnery, tak u; €
{0,1,2}. Je zrejmé, Ze rozhodnutie u; = 0 znamena neposielat auto
na stanicu, a teda nulové naklady na odvoz, rozhodnutie u; = 1 alebo
u; = 2 znamend vyslat auto na stanicu s nakladmi na odvoz rovnymi
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70. Odvoz kontajnerov v i-tom dni realizujeme az potom, ked sa
na stanici nachadza, okrem zostatku x; z predchadzajiceho dna, aj
vSetkych a; avizovanych kontajnerov. Po odvoze zostane na konci i-
teho dna na stanici x;41 := x; +a; —u; kontajnerov. Naklady za tento
denn budi jednak penéle 50(a; + z; — u;) za neodvezené kontajnery
a naklady 70sgn(u;) za auto. Tu sgn(u) je funkcia, ktord kladnym
hodnotam w priraduje 1 a nule nulu. Dostali sme tlohu

4
minimalizovat Z[?Osgn(ui) +50(a; + z; — ;)] (1.15)
i=0
pri podmienkach z;41 =2;+a; —u;, i=0,...,4, (1.16)
To = 0, Ty = 0, (117)
u; € {0,1,2}, (1.18)
2 >0, i=0,... 4 (1.19)

kde ohranicenie z; > 0 vyjadruje skutoc¢nost, ze v jednotlivé dni ne-
mozno odviest viac kontajnerov, ako sa na stanici nachddza a pod-
mienka x5 = 0, Ze na konci posledného dna budua vsetky kontajnery
odvezené.

Tuato tlohu mozno charakterizovat ako neautonémnu tlohu opti-
malneho riadenia s pevnym cCasom, pevnym koncom, ohrani¢eniami
na stav a riadenie. VSimnime si, ze z podmienok tlohy vyplyva, ze
stavova premennd moze nadobudat iba nezdporné celé ¢isla, ktoré su
zhora ohranicené poc¢tom vsetkych dovezenych kontajnerov.

Dalsie dva priklady budt zaujimavé najmé tym, Ze etapou ne-
bude ¢asové obdobie (rok, mesiac, den), ako to bolo doteraz. Prvy
z prikladov bude (podobne ako Priklad 1.1) opéf spadat do Sirokej
triedy tloh o rozdelovani zdrojov. Druhy predstavuje velmi jednodu-
chy variant rozsiahlej triedy wloh optimdlnej obnovy. Bude poucny aj
tym, %e hodnoty riadenia nebudt mat ¢iselny, ale logicky charakter.

Priklad 1.4. Optimalna alokacia prostriedkov. K dispozicii
je k investi¢nych planov, ako mozno vyuzif prostriedky vo vyske S.
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Kazdy z nich prinesie dany vynos h;(u;), i =0,...,k—1, kde u; je ob-
jem investovanych prostriedkov. Treba urcit, ako rozdelit prostriedky
medzi jednotlivé investicné plany tak, aby bol dosiahnuty maximalny
celkovy vynos, t.j. treba

k—1 k—1
maximalizovat Z hi(u;) pri podmienke Zul <65
i=0 i=0

V8imnime si, Ze zatial ¢o v predchadzajicich tlohach bol proces
jasne rozdeleny na c¢asové etapy, v tejto tlohe tomu tak nie je. Ak
teda mame uspiet pri formulacii tejto lohy ako tlohy optiméalneho
riadenia, musime takéto rozdelenie procesu vniest do tlohy umelo.
Urobime to tak, Ze jednorazovy proces rozdelenia prostriedkov do
k planov zmenime na postupny, etapovity proces investovania najprv
do prvého planu, potom do druhého, atd.

Pred investicnym rozhodnutim v i-tej etape, ¢ = 0,...,k — 1,
vezmeme do uvahy mnozstvo prostriedkov z;, ktoré este mame k dis-
pozicii. Rozhodnutie spoéiva vo volbe vysky u; prostriedkov, ktoré
budeme investovat. Zostane nam ;1 = x; — u; prostriedkov na in-
vestovanie do dalsich planov. Pritom zrejme ¢ = S vyjadruje celkovii
sumu prostriedkov a podmienka x; > 0 zabezpeci, aby sme v jednot-
livych etapach neinvestovali viacej, ako méame k dispozicii.

Dostali sme tlohu optiméalneho riadenia

k—1
maximalizovat th(ul) (1.20)
i=0
pri podmienkach x;y; =; —w;, i=0,...,k—1, (1.21)
2o =S, (1.22)
u; > 0, (1.23)
i} (1.24)

Ulohu mozno charakterizovat ako neautonémnu tlohu s pevnym &a-
som, s ohrani¢enim na riadenie, bez ohranicenia na stav, s ¢iasto¢ne
pevnym koncom, kde C' = {z : x > 0}.
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Priklad 1.5. Optimalna tdrzba stroja. Stroj na lisovanie Stavy
z ribezli sa zanasa. Podla toho, kolko bolo na miom vylisované, sa jeho
vykon znizuje tak, ze po kazdom kilograme vylisovanych ribezli sa cas
lisovania nasledujiceho kilogramu zvysi o 20 mintt. Vy¢cistenie stroja
trva 30 mintat. Ribezle st balené po 1 kg, ktory po nacati treba ihned
spracovat. Celkove treba spracovat k kg ribezli. Treba rozhodnit, ¢
a po ktorom kilograme stroj ¢istit, aby sa ziadané mnozstvo spraco-
valo za najkratsi ¢as. Predpokladajme, ze na zaciatku mame stroj,
na ktorom bolo od posledného ¢istenia vylisovanych a > 0 kilogramov
ribezli a na konci nechame stroj nevycisteny.

Zavedieme nasledovné oznacenia:

i — poradové ¢islo kilogramu, ktoré mé byt spracované, i =0, ..., k—1,
x; — pocet spracovanych kilogramov od ostatného cistenia pred liso-
vanim i-teho Kkila,

u; = C, ak stroj &istime pred lisovanim i-teho kilogramu,

u; = N, ak stroj necistime pred lisovanim i-teho kilogramu.

V tomto pripade je i-tou etapou ¢ast procesu zacinajuca po skon-
¢eni lisovania (i — 1)-ho kila a konéiaca vylisovanim i-teho kila. Opi-
Seme teraz ¢asovu postupnost jednotlivych tikonov i-tej etape. Najprv
mame informéaciu x; o stupni znecistenia stroja. Vzapéti zvolime hod-
notu premennej u;, t.j. rozhodneme sa, ¢i stroj ¢istime (u; = C’) alebo
necistime (u; = N). Ak sme zvolili u; = C, tak stroj vy¢istime. Po-
tom nasleduje lisovanie ¢-teho kilogramu a nakoniec si poznacime, ze
na stroji bolo od posledného ¢istenia vylisovanych x;41 kilogramov
ribezli, kde x;11 = x; + 1, ak sme necistili a z;11 = 1, ak sme ¢istili.
Zaznamename tiez ¢asové straty v minutach, ktoré su 30, ak sme ¢is-
tili a 20x;, ak sme necistili. Zrejme xo = a. Nasou tlohou je néajst také
hodnoty u;, aby sme minimalizovali celkové ¢asové straty pri lisovani
ribezli.

Dostali sme tlohu optimalneho riadenia

k—1
minimalizovat Z 10w, wi),
i=0
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i +1, aku; = N
pri podmienkach xm:{xzf SRR im0k
Y 1 bl

o — a.

kde 5
0 30, aku=C,
Fla,u) = {2035, ak u = N.

Ulohu charakterizujeme ako autonémnu tlohu s pevnym ¢asom, vol-
nym koncom, bez ohraniceni na riadenie a stavovii premennt. Ria-
diaca premennd ma logicky charakter a stavovd nadobtida hodnoty
z mnoziny prirodzenych cisel.

1.4 Zakladné problémy diskrétnej teorie opti-
malneho riadenia

Samozrejme, prvoradym cielom tedrie optimélneho riadenia je vy-
vinat G¢inné metddy, ktorymi by bolo mozné najst rieSenia tloh —
optiméalne riadenia. Co vSak rozumief pod metédou riesenia trochu
spresnime. Ako uvidime, ¢asto sa ani pomerne jednoduché priklady
nedaju riesit v uzavretom tvare. Existencia vysoko vykonnych poci-
tacov zvadza k predstave, Ze diskretizaciou vsetkych kontinualnych
veli¢in sa dé prejst na tilohu maximalizacie funkcie kone¢ného poctu
hodnot, ktortt mozno riesit prebratim vSetkych moznosti. Ukazeme si,
Ze aj tato cesta je pri trocha zlozitejsich problémoch neschodna, a to
pre velky rozsah tlohy, ktora takto vznikne. Tazkosti, ktoré mozu
vzniknif a mozné vychodiské, ktoré sa nam ponikaji, ilustrujeme
na tlohe o optimalnej tdrzbe stroja (Priklad 1.5).

Priklad 1.6. Optimalna udrZzba stroja z Prikladu 1.5. Tato
tloha je prirodzene diskrétna, riadenie {ul}f;ol maé logicky charakter,
kde u; € {C’ ,N}, a teda celkovy pocet pripustnych riadeni pre tito
tlohu je 2%. Metdda prebratia vsetkych moznosti by teda mala expo-
nencidlnu zlozitost, pretoze by vyzadovala vypocet tcelovej funkcie

18



ZAKLADNE PROBLEMY DISKRETNEJ TEORIE

v kazdom pripustnom riadeni. To pri velkych hodnotach k& moze viest
k tlohe nezvlddnutelnej ani sucasnymi vysoko vykonnymi pocitac¢mi.
Preto je zrejmé, ze sa treba snazif o nejaky iny, domyselnejsi postup.
Poktisme sa ho teraz navrhnut.

Vyjdime najprv z postupu prehladavania vsetkych moznosti
a vSimnime si, ze v kazdom kroku tohto algoritmu treba znova zopa-
kovat cely vypocet ucelovej funkcie, a to aj v pripade, ak sa zmeni
postupnost {u; fz_ol napr. len v poslednom prvku ui_1. Tento ne-
dostatok mozno odstranit tym, Ze ucéelovi funkciu budeme podi-
taf postupne ,odzadu“. Napr. pri porovnavani riadeni {C,...,C,C}
a{C,...,C, N} moézeme vyuzit, ze pre obe riadenia bude stav stroja
xk—1 rovnaky (zp_1 = 1) a v tomto stave je optimalne stroj necistit.
Staci si teda zapamitat, ze pokial je stroj pred lisovanim posledného
kila v stave zp_1 = 1, najmensie mozné casové straty pri lisovani
posledného kilogramu st 20 min., a to v pripade, ak stroj nebudeme
éistit, teda ak uy_; = N. Analogicky mozno zistit, Ze ak by bol stroj
pred lisovanim posledného kila v stave x;_1 = 2, optimalne je stroj
vyéistit (up_; = C) a najmensie mozné straty s 30 min. Rovnako
mozno ur¢it najmensie mozné ¢asové straty (ozna¢me ich Vj_;) pri li-
sovani posledného kilogramu a optimélnu hodnotu u;_q pre vsetky
ostatné hodnoty xp_1. Podobne mozno postupovat dalej: ak je napr.
stroj v stave x;_o = 1, pri cisteni budi najmensie mozné straty
pri vylisovani poslednych 2 kg ribezli 30+20 min., pretoze ¢istenim
sa stroj dostane do stavu zp_; = 1, pre ktory st najmensie mozné
straty 20 min. Ak stroj nevycistime, najmensie straty pri lisovani
poslednych 2 kg ribezli buda 20430 min. V tomto pripade sa teda
optiméalne riadenia uy_o = C' aj up_o = N.

Riesenie tlohy pre o = 1 a k = 3 s vyuzitim uvedeného postupu
je zobrazené na Obrazku 1.1. Jednotlivé uzly zobrazuju stav stroja
(t.j. hodnotu ;) a najmensie straty pri lisovani zvysnych kilogramov
ribezli. V kazdom uzle sa mozeme rozhodnuf, ¢ budeme stroj éistit
(zobrazené prerusovanou sipkou) alebo nie (zobrazené plnou Sipkou).
Cislo pri $ipke udava dodatoény ¢as potrebny na vylisovanie nasle-
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dujtceho kilogramu ribezli. Hrubou sipkou st zndzornené optimélne
rozhodnutia. V takto navrhnutom algoritme treba urobif rozhodnu-
tie v kazdom uzle, pri¢om uzlov je 2% — 1. Zlozitost algoritmu teda
zostava exponencidlna, hoci vypocet ucelovej funkcie je jednoduchsi.

i/ il i/ il
[A.0] [2.0] [,0] [6.0] [0.0] [2.0] [1,0)] [40)

Obr. 1.1: K rieseniu prikladu o optimalnej udrzbe stroja, exponen-
cidlny algoritmus

Vsimnime si vSak, Ze v predposlednom riadku sa dvakrat vysky-
tuje rozhodnutie pre stav x;_1 = 1, ktoré je prirodzene v oboch pri-
padoch rovnaké. Ak sa totiz stroj nachadza pred vylisovanim i-teho
kilogramu v stave x;, dalsie rozhodovanie bude nezévislé na tom, ako
sa do tohto stavu dostal. Ako ukdZeme neskor, tato ,,markovovska*
vlastnost tlohy bude kltcovou pre rieSenie tloh pomocou dynamic-
kého programovania, ktoré bude vysvetlené v nasledujicej kapitole.
V nasom pripade to znamend, ze vSetky uzly s rovnakym stavom
v jednom riadku mozeme zlac¢it do jedného. RieSenie tlohy potom
zobrazuje schéma uvedend na Obrazku 1.2. Hodnoty x; vSak mdzu

byt iba z mnoziny {1,...,i+ 1}. Navzdjom réznych uzlov, v ktorych
treba urobit rozhodnutie, je teda @ a navrhnuty algoritmus ma

polynomidlnu zlozitost. Pre velkii hodnotu k& to moze predstavovat
vyraznu Usporu.
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Poznamenajme, ze pre tulohy, kde maja premenné z; a wu;
kontinualny charakter, je pdévodne navrhovany algoritmus pomo-
cou prehladévania vSetkych moznosti ekvivalentny hladaniu extrému
funkcie k premennych, zatial ¢o novy algoritmus hlada extrém v kaz-
dom kroku iba podla jednej premennej, pricom vyuziva vztah (vid
Uloha 1.2)

max|g(z1) + h(x1,22)] = rri?x[g(ml) + max h(zx1,x2)]. (1.25)

T1,T2

Obr. 1.2: K rieseniu prikladu o optimélnej adrzbe lisu ribezli, poly-
nomialny algoritmus

Snahou diskrétnej tedrie optimélneho riadenia je vytvorit me-
tédy, ktoré by (podobne ako v priklade vyssie) vyuzivali Specidlnu
strukttaru tloh optiméalneho riadenia a umoznili efektivne riesit tlohy.

To vsak nie je vSetko. Dalsim cielom tedrie je skiimat vlastnosti
optimalnych riadeni. Pod tym treba rozumiet, Ze chceme nieco vy-
vodit o optiméalnych riadeniach priamo z charakteru tlohy bez toho,
ze by sme poznali ich numerické hodnoty. S podobnou situiciou sa
stretdvame napriklad v tedrii stability, kde vieme rozhodnif o sta-
bilite diferencialnej rovnice bez toho, Ze by sme poznali jej rieSenia.
Je to délezité jednak preto, ze presné optiméalne riadenie zriedkakedy
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vieme néjst, jednak nam takato informacia niekedy moze radikélne
obmedzif mnozinu kandidatov na optimalne riadenie.

Citatelovi, ktory pozna tedriu nelinedrneho programovania, moze
prist na um analégia s Kuhn-Tuckerovymi podmienkami. Tato ana-
légia je odévodnend, nutné podmienky optimality, ktoré odvodime
v tretej kapitole, Kuhn-Tuckerovym podmienkam skutocne zodpove-
daju, vyuzivaju vsak Specifikum tloh optimalneho riadenia.

1.5 Ulohy na riesenie

Uloha 1.1. Vyrieste fubovolnym spdsobom tlohu z Prikladu 1.1
o optimélnom rozdelovani zdrojov pre pripad k = 2; b = 0,7; ¢ =
0,4; g =2; h = 2,5 a odovodnite spravnost riesenia.

Uloha 1.2. Za predpokladu, Ze vietky maxima v (1.25) existuji,
dokazte rovnost (1.25).

Uloha 1.3. Ukazte, Ze tilohu optimalneho riadenia v Mayerovom
tvare mozno previest na tlohu v Lagrangeovom tvare a naopak. Néa-
vod: pri dokaze opacnej implikacie zavedte novil stavovil premennt.

Uloha 1.4. Majme tlohu optimalneho riadenia (1.9)-(1.14) s doda-

to¢nou podmienkou
k—1

Zgi(xi, uz) =0.

i=0
Vzhladom na tiato dodatoéni podmienku tloha nie je formulovana
v Standardnom tvare. Zavedenim novej stavovej premennej preformu-
lujte tlohu do standardného tvaru. (Navod: pozri Priklad 1.4 o opti-
maélnej alokacii prostriedkov.)

Uloha 1.5. Optiméalne gazdovanie na ranci. Jednooky Bill ma
na ran¢i Hrdzava podkova criedu dlhorohého texaského dobytka s
a kusmi. Ak na vyroény trh v Santa Fé donesie y kusov dobytka,
dostane za ne ¢(y) dolarov; zvysok sa mu za rok rozmnozi b > 1 krat.
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Bill chce na ranéi gazdovat 10 rokov a samozrejme chce za tychto 10
rokov dosiahnuf najvicési mozny zisk.

Oznacte x; stav Criedy pred trhom v i-tom roku a sformulujte
tento problém ako ulohu optiméalneho riadenia v dvoch verziach:
v jednej oznacte u; € [0,1] pomernu ¢ast ¢riedy, ktora v i-tom roku
privedie Bill na trh; v druhej verzii oznacte u; pocet kusov dobytka,
ktoré privedie na trh v i-tom roku. Zdovodnite vyhodnost jednej ¢i
druhej formulécie pre tuto situdciu.

Uloha 1.6. Porovnajte obidve formulacie problému v predchédza-
jucej ulohe s Prikladom 1.2. Naformulujte problém z Prikladu 1.2
do tlohy, v ktorej riadenie bude tiez vyjadrovat pomerna cast kapi-
talu urcent na spotrebu. Charakterizujte takto sformulovant tlohu
riadenia.

Uloha 1.7. Dopravny dispecer. Sformulujte nasledovny problém
ako tlohu optimélneho riadenia. Skuste odhadnut jeho riesenie.
Dopravny dispecer vie, ze nasledujuci (5 diiovy) tyzden mu pride 10,
3,7, 2, 5 vagénov, ktoré musi do konca tyzdna vylozit. Na vykladanie
ma k dispozicii ¢atu vykladacov, ktori vylozia jeden vozen za dve ho-
diny. Ak pracuju viac ako 8 hodin, musi im za kazdu hodinu nadéasov
vyplatit 15 eur. Za nevylozeny vozen plati penéle 20 eur za deii. Treba
rozhodnut, ktory den kolko voziiov maju robotnici vylozit, aby né-
klady na dodato¢né mzdy a penale boli miniméalne. Predpokladame,
ze robotnici pracuju len celé nasobky dvoch hodin a Ze z jedného dna
na druhy nezostavaju ciastocne vylozené vagény.

Uloha 1.8. Preteky Formuly 1.V pretekoch Formuly 1 klesa prie-
merny ¢as prejdenia jedného kola v zavislosti od opotrebenia pneuma-
tik. Predpokladajme, ze dodatoc¢ny cas v sekundéch je mozné vyjad-
rit vztahom 0,001n2, kde n je pocet celych kol od ostatnej vymeny
pneumatik. Vymena trva 10 s. Kedy sa oplati menif pneumatiky?
Sformulujte v standardnom tvare diskrétnej tlohy optimalneho ria-
denia.
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Uloha 1.9. Optimalizacia hotovosti. Prva vychodoslovenska
banka, a.s. s centralou v Presove chce zabezpecit dostatok hotovosti
vo svojej pobocke v Snine. Budici tyzden mé dohodnuté objemy vy-
berov (v tis. eur) uvedené v Tabulke 1.1.

Tabulka 1.1: Dohodnuté objemy vyberov hotovosti (v tis. eur)

Dei | Po Ut St St Pi
Vyber | 200 250 130 420 310

Hotovost sa dovéaza z centraly skoro rdno. Jeden dovoz hotovosti stoji
100 eur bez ohladu na mnozstvo dovezenych penazi. S ohladom na
bezpecnost vSak nie je mozné prepravovat naraz viac ako 1 mil. eur.
Drzanie prebytocnej hotovosti v pobocke z jedného dna na druhy
vedie k strate, pretoze ju nemozno ulozit na medzibankovom trhu.
Predpokladajme, Ze dand strata predstavuje 0,02% za deri. V ktoré
dni treba zabezpecit dovoz? Sformulujte v Standardnom tvare dis-
krétnej tlohy optiméalneho riadenia.

Uloha 1.10. Vykladanie vagénov. Dopravnému dispeéerovi pride
zajtra rano 10 vagénov suroviny, ktort treba spracovat do 3 dni. Ak
sa rozhodne, Ze sa surovina bude vykladaf rychlostou 3 vagény za
den alebo nizSou, pri vykladani buda 5% straty. Ak bude rychlost
vykladania 4 vagény za den, straty budu 10%, a ak 5 vagénov za den,
tak 15% (viac sa nedd). Praca vSak suri, lebo surovina sa kazi: prva
noc sa pokazi 10% nevylozenej suroviny a druhti noc 20%. Sformulujte
v Standardnom tvare diskrétnej tilohy optimalneho riadenia.

Uloha 1.11. Optiméalna vymena auta. Nech 1(z) je hodnota
istého typu auta starého z rokov a nech ¢(z) st ro¢né naklady na
udrzbu auta x rokov starého. Za predpokladu, ze sa buda vyrabat
stale tie isté autéd, ich cena a néklady na ich adrzbu sa nebudu s ca-
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som menit, treba urcit, kedy kupovat nové auto, aby celkové néklady
nai za dany pocet rokov k boli minimalne. Dalej predpokladame, Ze
predaj auta sa uskutocnuje vzdy na zaciatku roku, nikdy nevlastnime
auto starsie ako 5 rokov a ze v k-tom roku auto predame. Sformulujte
v Standardnom tvare diskrétnej tlohy optimélneho riadenia.

Uloha 1.12. Optimalny rozvrh generalnych oprav. Cena gene-
ralnej opravy (GO) stroja je 1 000 eur. Pouzivanim sa kvalita stroja
znizuje a vznikaju straty, pricom vysku ro¢nej straty mozno odhad-
nat ako 200(n 4 1) eur, kde n je pocet celych rokov od ostatnej GO.
Kedy treba dat stroj do GO, ak ho chceme vyuZzivat 5 rokov a napo-
sledy bol v GO véera? Sformulujte v standardnom tvare diskrétnej
tlohy optimalneho riadenia.

Uloha 1.13. Kombajnista. Kombajnista ma tri dni na to, aby
pokosil pole o rozlohe 10 hektarov. Za den je schopny pokosit rozlohu
5 hektéarov, ale s rychlostou kosby vzrastaju straty a to takto:

ak za den pokosi 3 hektare alebo menej, strata je zanedbatelné,

ak za den pokosi 4 hektare, strata je 5 percent,

ak za den pokosi 5 hektarov, strata je 15 percent.

Straty vsak vzrastaju aj preto, ze obilie dozrieva a vysypa sa z klasov,
a to takto:

z obilia pokoseného 1. den je strata 10 percent,

z obilia pokoseného 2. den je strata 15 percent,

z obilia pokoseného 3. den je strata 20 percent.

Za predpokladu, ze sa uvedené dva druhy strat kazdy den scitavaju,
treba urcit, kolko mé ktory den kombajnista pokosit, aby celkova
strata bola minimélna. Sformulujte v Standardnom tvare diskrétnej
ulohy optimalneho riadenia.

Uloha 1.14. Optimalny rozvrh objednavok pomaranéov. Ob-
chod s ovocim mé objednat pomarance na mesiace september, oktd-
ber a november. Nakupné a predajna cena st uvedené v Tabulke 1.2.

V jednotlivych mesiacoch ocakava odbyt 2000 kg, 3000 kg, 4000 kg.
V priru¢nom sklade moze ulozif najviac 3000 kg. Ak chce ulozit viac,
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musi si prenajat sklad, za ktory zaplati 1000 eur za mesiac, pricom
maximalna kapacita skladu je 4000 kg. Na zaciatku septembra ma
zasobu 1000 kg. Na konci novembra maju byt sklady prazdne. Treba
rozhodnut, kolko pomarancov objednat na jednotlivé mesiace, aby
jeho celkovy zisk bol maximalny. Pomarance sa objednavaju a doda-
vaju vzdy na zaciatku mesiaca a len v celych tisicoch kg. Sformulujte
v Standardnom tvare diskrétnej ilohy optimalneho riadenia.

Tabulka 1.2: Ndkupnd a predajné cena pomarancov

September Oktéber November

Nékupna cena (euro/kg) 0,5 1 1,5

Predajna cena (euro/kg) 1 1,5 2

Uloha 1.15. Sformulujte ako tilohu optimalneho riadenia modi-
fikaciu dlohy z Prikladu 1.5, kde na zaciatku celého procesu bude
k dispozicii ¢isty stroj a na konci ho treba vy¢istit.

Uloha 1.16. Optimélna alokacia ¢asu medzi pracu a vzdela-
vanie. Student vysokej Skoly sa kazdy semester moze rozhodntt, ako
rozdeli svoj ¢as medzi zvySovanie svojho vzdelania (napr. navstevou
cviceni) a zarobkovi ¢innost. Podobna dilema pokracuje aj po ukon-
¢eni $tudia. Dosiahnuté vzdelanie zvysuje jeho mzdu v buducnosti,
v Case sa vSak znizuje konstantnym tempom (proces samozabtdania).
Cielom je maximalizovat celkovy (diskontovany) zarobok za celé pla-
novacie obdobie. Sformulujte ttto tlohu ako tlohu optiméalneho ria-
denia. Pokduste sa blizsie opisat charakter pouzitych funkecii (rastica,
linedrna, konvexnd) tak, aby ¢o najlepsie zachytili uvedeny problém.

Uloha 1.17. V i-tom obdobi (i > 0) dostaneme d6chodok velkosti
D jednotiek. Ak4 je jeho hodnota v st¢asnosti (nulté obdobie), ak
predpokladame, Ze pocas jedného obdobia sa jednej jednotke pripisuje
urok velkosti r? Vysledok tejto tlohy bol vyuzity v Poznamke 1.7.
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Kapitola 2

Dynamické programovanie pre
diskrétne ulohy

Life must be lived forward
and understood backwards.

Soren Kierkegaard.

V tejto kapitole sa budeme venovat prvému z pristupov k tloham
optimalneho riadenia, spominanych v tvode, ktory sa nazyva dyna-
mickym programovanim. Jeho podstata je v tom, ze sa tiloha zaradi
do systému tloh a jej riesenie dostaneme postupnym riesenim tloh
z tohoto systému. Pri rieSeni nasledujicej tlohy sa vzdy vyuzije rie-
Senie predchadzajucej. Podobny postup sme pouzili v Priklade 1.6
pri rieseni tlohy o optimélnej tdrzbe stroja z Prikladu 1.5. Vysled-
kom je rekurentny vzfah nazyvany Bellmanova rovnica dynamického
programovania. Jej vyuzitim moézeme oproti pasivnemu prehladdva-
niu vSetkych moznosti dospiet k podstatnym tdspordm pri vypocte
optimalneho riadenia.

Rovnicu dynamického programovania odvodime najprv pre tlohu
s pevnym ¢asom. V dalsich podkapitolach potom rozsirime nase po-
znatky o tejto rovnici na iné typy tloh. V poslednej podkapitole bu-
deme hovorit o rovnici dynamického programovania v pripade proce-
sov vystavenych ndhodnym vplyvom. Takéto tilohy budeme nazyvat
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Dostaneme tak ulohu
2
maximalizovat Z In u;
=0

pri podmienkach ;41 =1,52; —u;, ¢=0,1,2,
o = 3, Tr3 = 2,
u; >0, x; €N.

Riegenie je uvedené v Tabulke 2.3.

Tabulka 2.3: RieSenie Prikladu 2.6.

ilz| uw | f2|fi 2+ Vi (fi) Vi v
3 0]
212 1 [mm1]2 0-+0=0 0 1
2,5//1n 2,5 0+ln 2,5=In 2,5 In25 (/25
41 4 | In4 |2 0+In 4=In 4 In 4 4
12 1 |12 0+0=0 0 1
0,5 |In0,5| 4 In0,5+In4=1n2
In1,5 In1,5+In25=1In3,75 | In3,75 |[1,5
25 [In2,5| 2 In25+0=In2,5
1 Inl | 5 0+1In5,5=1In5,5
2 In2 | 4 In2+In4=1In8
Y13 w3 3] ms3 +j1Ln2,5 w75 | & |2
4 In4 | 2 In4+0=1In4
0,5 |In05| 4 In0,54+In8 =1n4
0 In1,5|[3]|In1,5+1n3,75 = In5,625 15
25 [In2,5| 2 In254+0=1n2,5

7 jej hodnot vycitame, ze optimalna hodnota ucelovej funkcie
je Vo(3) = In 5,625, optimalne riadenie je U = {1,5;1,5;2,5} a jeho
odozva je X = {3,3,3,2}.
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Priklad 2.7. Optimalna spotreba (rieSenie pomocou poécitaca).
Tentoraz budeme postupovat tak, ze spojité veli¢iny (stavovi a ria-
diacu premenni) nahradime diskrétnymi pomocou ekvidistantného
delenia. V tomto pripade sa moze stat, ze potrebujeme poznat hod-
notu V;41 v takom bode x, v ktorom nebola vycislend. Vtedy vy-
berieme ku x najbliz§iu hodnotu # a nahradime Vi1 (z) ~ V;11(Z).
Ulohu budeme riesif pre pripad r = 0,2, k = 21, § = 0, z; = 3
a x91 = 0. Dostaneme tak ulohu

20
maximalizovat Z In u;
i=1
pri podmienkach ;41 =1,22; —u;, t=1,...,20,
xr1 = 37

xTo1 = 0.
Na rieSenie vyuzijeme program MATLAB.!

k=20; N=50; x_steps=N; u_steps=N; x_max=25; u_max=7;
x=0: (x_max/x_steps) :x_max; u=0:(u_max/u_steps) :u_max;
V=zeros(k+1,x_steps+1l); v=zeros(k+1,x_steps+1);
vopt=zeros(k+1,1);

%vypoCet hodnotovej funkcie a optimdlnej spatnej vazby
V(:,:)=-inf;
V(k+1,1)=0; %pripustné je len x_k=0
for i=k:-1:1
for j=1:(x_steps+1)
for m=1:(u_steps+1)
F=1.2*x(j)-u(m);
if (F>=0) & (F<=x_max)
F=round (Fxx_steps/x_max)+1;
if log(u(m))+V(i+1,F)>V(i,j)

!Tu uvedeny program bol napisany pre MATLAB 6.5.
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Obr. 2.6: Optimalna spitnd vidzba pre obdobie ¢ = 10 pre rdzne
rozdelenia ndhodnej premennej z;v pripade s = 0,1 (vlavo) a s = 0,3
(vpravo).

Ako vidiet na uvedenom obrazku, zmena zavisi od parametra
s (strata v dosledku predaja aZz na nasledujuci den). V pripade, zZe
z; = 15, obchodnik objedna vzdy tolko zvizkov redkoviek, aby ich
mal aj spolu so zviizkami z predchadzajuceho dna 15. Ak je s malé,
pocet objednanych zviizkov redkoviek sa zvySuje so Standardnou od-
chylkou rozdelenia ndhodnej premennej z;. Dovodom je, Ze sa zvysuje
pravdepodobnost vyssieho dopytu, pricom straty v pripade nizkeho

.....

zvazkov s rasticou standardnou odchylkou klesa.

Zmena rozdelenia dopytu sa v programe prejavi predovsetkym
v premennej z, ktort treba generovat pomocou inverznej kumulativ-
nej distribuc¢nej funkcie aplikovanej na rovnomerne rozdeleny vektor.
V tomto pripade vSak uz hodnoty nebudu celociselné, preto pri vy-
poc¢te novej hodnoty stavovej premennej zaokruhlovat alebo interpo-
lovat. Z dovodu dosiahnutia porovnatelnej presnosti ako v pripade
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s rovnomernym rozdelenim preto treba zjemnit delenie uvazovanych
hodnét stavovej a riadiacej premenne;j.

Pokles optimélnej spétnej vizby v ¢ase © = 18 a ¢ = 19, ktory
mozno pozorovat na Obrazku 2.5, je spésobeny tym, Ze redkovky,
ktoré zostand po ukonceni vsetkych dni predaja, uz neprinest ziadne
prijmy. Mozeme vsak Glohu zmenif tak, Ze budeme predpokladat, ze
tieto zviizky mozno odpredat za zostatkovii hodnotu 0,15 eur za zvi-
zok. Uéelové funkcia bude mat tvar

19
J=F (Z 0,7 min(x; + u;; 2;) — 0,5u; — 0,1x; + 0,15x20> .
i=0

Ako vidief na Obrazku 2.7, pri takto zmenenej téelovej funkcii
je pokles objednavok v poslednych drioch menej vyrazny. Uvedené
rieSenie ziskame tak, ze prikaz V(k+1,:)=0; nahradime prikazom
V(k+1,:)=0:0.15: (0. 15*xmax) ;.

14 14
X 12 X 12
2 2
c 10 2 c 10 2
Q Q
€ €
S g——— 4 o 8 4
Q Q
S 2 \ s :
3 3
% 4 h w 4 8
2 10 2 10 —
15 16 17 18 19 15 16 17 18 19
obdobie obdobie

Obr. 2.7: Optimalna spétna vizba pre obdobia 15 az 19 a s = 0,3
v pripade, ze vykupna cena nepredanych zviizkov je nulovéa (vlavo),
resp. je rovna 0,15 eur (vpravo).

Moznym rozs$irenim uvedenej tlohy by bolo aj uvazovat rézne
rozdeleny dopyt v jednotlivych dnoch. V takom pripade by bolo

mozné oCakéavat, ze optimdalna spitnd vizba nebude pre dand hod-
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Kapitola 3

Princip mazima pre diskrétne
ulohy

The farther backward you can look,
the farther forward you can see.

Winston Churchill.

V tejto kapitole sa budeme venovat alternativhemu pristupu
k rieSeniu tloh optiméalneho riadenia. Budeme mu hovorit variacnyg,
a to z niekolkych dovodov.

Zakladnym prvkom tohto pristupu je test optimality riadenia,
ktorym sa overuje, ¢i ,malé variacie* testovaného riadenia nevedu
k néarastu ucelovej funkcie, ¢o je samozrejme nutnou podmienkou
optimality. Caro tohto pristupu je v tom, Ze pri pozornom vycerpani
vSetkych moznosti, dostaneme formélne dostatok podmienok na ur-
¢enie riadeni v tom zmysle, Ze podmienok je tolko, kolko je hlfadanych
optimaliza¢nych parametrov.

Prototypom takto ziskanych podmienok optimality st optima-
lizaéné podmienky prvého rddu, ako napriklad nulovost parcialnych
derivécii funkcie viacerych premennych v tlohe na volny extrém, Lan-
grangeove podmienky na viazany extrém alebo Kuhn-Tuckerove pod-
mienky v nelinedrnom programovani. V nekone¢norozmernom pri-
pade im zodpovedaji podmienky varia¢ného poctu, z ktorého sme
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prevzali pomenovanie.

Spominané analégie naznac¢uju, ze pristup vyuziva jemnejsi apa-
rat matematickej analyzy ako doteraz. Napriklad je potrebné, aby
funkcie, vystupujtice v tlohach, bolo mozné diferencovat. Preto je
nevyhnutné, aby boli definované na otvorenych podmnozinach vek-
torovych priestorov. Z toho dévodu sa obmedzime na tlohy, v ktorych
su riadiace aj stavové premenné z Euklidovskych priestorov.

Siroka trieda tiloh optimélneho riadenia s koneénym poétom ¢a-
sovych krokov sa takto redukuje na tlohy nelinedrneho programova-
nia. Nutné podmienky pre ne st potom vlastne iba prepisom Kuhn-
Tuckerovych podmienok do tvaru odrazajiceho Specifikd rekurent-
ného charakteru tlohy optimalneho riadenia.

Preco teda hovorime o principe maxima? Doévod je historicky.
Diskrétnej ulohe optimalneho riadenia ¢asovo predchadzala jej spo-
jita verzia. V nej bol ako zakladna variacnd nutna podmienka optima-
lity odvodeny Pontrjaginov princip maxima. Pre diskrétne ulohy boli
z neho prevzaté niektoré prvky, ako je Hamiltonova funkcia alebo
adjungované premenné. Tieto pojmy sa ukazuju ako uzitoéné a na-
zorné, a to napriek tomu, Ze Uplné analdgia Pontrjaginovho principu
maxima zo spojitej tedrie v diskrétnej tedrii neplati. Dévodom je, Ze
spojity ¢as umoznuje variacie, ktoré su ,,malé“ v tom, Ze sa sice od tes-
tovaného riadenia mozu hoci aj velmi odchylit, ale trvaju kratko. To
pri diskrétnom case nie je mozné.

Na prvy pohlad nevidno, Ze by varia¢ny pristup stuvisel s dyna-
mickym programovanim, ktorym sme sa doteraz zaoberali. Ukdzeme
si vSak, ze sivis tu je a viaceré objekty a pojmy z jednej tedrie maja
prirodzent interpretaciu v druhej z nich.

3.1 Oznacenia, symbolika a formulacia alohy
7 dévodov, uvedenych v tivode ku tejto kapitole, budeme odteraz pra-
covat v redlnom euklidovskom priestore: n-rozmerny priestor budeme

oznacovat R™. Jeho prvky, n-rozmerné vektory, budeme chépat ako
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ceste, ¢o je priamka dand rovnicou u = 6(1+r)/(1+0)x. To vysvetluje
existenciu optimalneho riadenia iba pre b = 0.

V pripade r = §, mé uloha nekoneéne vela rovnovaznych stavov,
ktoré st nestabilné. Rovnovaznym stavom je kazda dvojica Z, 4 taka,
ze U, = rZ. Trajektorie lezia na priamkach rovnobeznych s osou z
(vid Obr. 3.1 vpravo). To znamend, Ze rieSenia, ktoré sme nasli vyssie
pre a = b zodpovedaji rovnovaznym stavom systému. Vsetky rieSenia
pre iné dvojice pociato¢nych a koncovych bodov diverguju.

Obr. 3.1: Trajektorie odozvy a riadenia v Priklade 3.8 pre xy = 2,
pre rozne pociato¢né hodnoty ug a pre r < § (vlavo), r > ¢ (v strede)
ar =9 (vpravo).

Nasledujuci priklad je zjednodusSenou deterministickou verziou
ulohy o redlnych obchodnych cykloch (real business cycle, RBC). Mo-
deluju sa nou narodohospodarske odozvy na technologické a iné soky.
RBC modely st vychodiskom pre DGSE (dynamic general stochas-
tic equilibrium) modely, ktoré su v sti¢asnosti popularnym nastrojom
ekonomickej analyzy a progndézovania.
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