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Vyuzitie copuly

« Copula umoznuje ,roz€lenit” viacrozmerné rozdelenie na jednorozmerné
rozdelenia a ,Strukturu zavislosti® medzi nimi:

Ak F,(x) := PriX = x] a F,(y) := Pr[Y <y]) su jednorozmerné distribu¢né funkcie,
potom vyraz v tvare C(F,(x), F,(y)), kde C je nejaka copula, vyjadruje
viacrozmernu distribucnu funkciu H(X, y) := PriX < x, Y <.



Definicia

Copula C je viacrozmerna distribu¢na funkcia za predpokladu, ze jej
jednorozmerné zlozky u, v (margins) maju rovhomerné rozdelenie
na [0,1]:

C(u,v)=PrlU<u,V<v]

Dvojrozmerna copula je funkcia C : [0,1] x [0,1] — [0,1] s
nasledujucimi vlastnostami:

1. Pre kazdé u, v z [0,1] plati:
C(u,0)=C(0,v)=0
Cul)=uacC(lyv)=v

2. Pre kazde u,, u,, v, v, 2 [0,1] take, ze u; s u, av,; v,
C(uy,vy) — C(uy, vq) — C(uy, V5) + C(uy, v;) 20

Interpretacia: C(u,v) je pravdepodobnost, Ze hodnoty nahodnych
premennych U, V (nemusia byt rovhomerne rozdelené) padnu pod
ich (100u)%-ny, resp. (100v)%-ny kvantil.



Pozor na pojmy!

Copula nie je kupola ani kopulacia!




Sklarova veta

* Nech H je distribuCna funkcia viacrozmerného rozdelenia s
jednorozmernymi rozdeleniami, ktoré maju distribu¢né funkcie F a
G. Potom existuje copula C taka, ze pre kazde x, y z R plati:

H(x, y) = C(F(x), G(y))
Ak su F a G spojite, potom je copula C urCena jednoznacne.

 Naopak, ak C je copula a F a G su distribucné funkcia, potom
funkcia H je viacrozmerna distribucna funkcia, ktorej jednorozmerné
rozdelenia maju distribu¢né funkcie F a G.



Tail dependence

Analdgia problému tucnych chvostov (fat tails) vo viacrozmernom pripade

Miera suCasného vyskytu vysokych strat vo viacerych aktivach
PrIX <SwAY <w]
PriY <w]

A(W) =Pr[X sw|Y <w] =

C(w,w)
W

S vyuzitim copuly mdézeme pisat’ ﬂ,(w) —

Lower tail index: ZL = lim A(w)

w—0"



Hustota bivariacnéeho rozdelenia

« Ak distribu¢né funkcie F a G su diferencovatelné a kopula C je
dvakrat diferencovatelna, potom

hz,y) = & g;gg;y)
B, y) = OF (x) 0G(y) 9°C (F(x),G(y))

dv Oy  (OF(x)0G(y))



Priklady kopul

Gaussova kopula s
Cn(xyip) = @,[PH(x); DHy); o,

a5

Ak su marginalne rozdelenia
normalne, Gaussova kopula dava
viacrozmerné normalne rozdelenie ™

d

Nulova chvostova zavislost -

(pokial p < 1) =2 15 -t 05 0 a5 i 15 :-:
Marginalne rozdelenia: N(0,1), p = 0.5

Plati

P t(uy) poHug) 1 (2 Z 9prs 1 g2
Cy(uy. ug. p) = / / , . - P.Xp{ 0 o0 P :;r *) } dr ds
e e {W o p _ pd




Priklady kopul

=

« Studentova t-kopula
CiX.y;0,V) = [t V); t(y;v); o],

* Ak su marginalne rozdelenia
Studentove, Studentova t-kopula
dava viacrozmerné Studentovo
rozdelenie

* Nenulova chvostova zavislost

— rastie s klesajucim poctom stupnov Marginalne rozdelenia:
volnosti

N(0,1), 0=0.5,v=3



Priklady kopul

 Archimedova trieda kopul (class of Archimedean copulas)

— VS8eobecny tvar: C(x,y) = cp'1[<p(?<) + @(y)], kde @ : [0,1] — [0,) je spajita,
klesajuca, konvexna funkcia splnajuca ¢@(0) = « a ¢(1) = 0 [tzv. generator]

— Parametrické kopuly:

1. Gumbelova kopula:

@ (1) =(—Int)*, kde ae]l,x)
2. Claytonova kopula:

0,0 =~ -1), kde ae[-100)\{0}
3. Frankova kopula:a

e 1
e ¥ -1

@, (t)=—In , kde a e (—ow,0)\{0}



Priklady kopul

Gumbelova kopula
15

Dolna chvostova zavislost je ’

nulova o
r r r L] 3y . :J
Horna chvostova zavislost rastie s
rastucim a 0
1 1
A =2-2¢

-2 -15 -1 05 J a5 1 15 2
Marginalne rozdelenia: N(0,1), a = 1.5



Priklady kopul

Claytonova kopula

Horna chvostova zavislost je
nulova

Dolna chvostova zavislost rastie s
rastucim a
1

A =2

15

1

35

2

- .

-2 -15 -1 05 J a5 1 15

Marginalne rozdelenia: N(0,1), a =1



Odhad parametrov

* Metdda maximalnej vierohodnosti

;?\-'T ;?\'r
[(6c,0x .6y ) Z Inc(F(r,:0x), Glyn: 0y ) 6c) + Z In f(r,:0x)+ Z In g(y,: 6y )
n=1 n=1 n=1

— Odhad vsetkych parametrov naraz (kopula aj marginalne rozdelenia)
moze byt vypoctovo naroCny — dvojkrokové metody
1. Interference for margins (plne parametricka metdda)
2. Canonical Maximum Likelihood (semiparametricka metdda)

« Empiricka kopula

« Pomocou mier suhlasnosti



Odhad parametrov

* Interference for margins
— Najprv sa nezavisle odhadnu parametre marginalnych rozdeleni 6, 6,
— S vyuzitim tychto odhadov sa nasledne odhadnu parametre kopuly 6
— Odhad je nevychyleny

« Canonical Maximum Likelihood
— Distribucné funkcie marginalnych rozdeleni sa odhadnu empiricky
— Pomocou nich sa odhadnu parametre copuly
N
0o = arg max Inc(F(xn), G(yn), 0c)

0
¢ n=1



Odhad parametrov

Empiricka kopula

— Vypocet
oy HIXY) I XEXAYSY. o
c(' J): {(x,¥)| N.Ay y,}, =N

N'N

— Empiricka kopula je empiricka distribucna funkcia transformovanych
dat, kde kazdému udaju priradime jeho poradie

— Empiricka kopula rovhomerne konverguje k skutocnej kopule
(Deheuvels, 1978, 1981)



Concordance measures

» Miery zavislosti / suhlasnosti / zhodnosti

« Concordance = pravdepodobnost, ze nahodné vektory X a 'Y
nadobudaju zaroven velkeé alebo zaroven malé hodnoty je vysoka,
ale pravdepodobnost’ velkych hodnét X spolu s malymi hodnotami Y

je nizka.

« Condordance measures
— Kendallovo tau
— Spearmanov koeficient
— Korelacny (Pearsonov) koeficient
— Tail dependence



Concordance measures

Kendallovo tau
— Definicia
__#concordant pairs - # discordant pairs

T= . e[-1, 1]
# total number of pairs

— Alternativny zapis definicie

r=P((X;—X,)(Y,-Y,)>0)—P((X, - X,)(Y,-Y,) <0)

— Vypocet pomocou kopule
r=4E[C(U,V)]|-1

(U, V su rovnomerne rozdelené na [0,1])

— Priklad: Vypocet pre nezavislé nahodné premenné

2
T, :4_”uv dudv—1:4['1[xdx] ~1=0
0

[0,1]°



Concordance measures

Spearmanovo p:

— Definicia: Ak mame tri vektory (X, Y,), (X5, Y,), (X3, Y3), tak Spearmonovo p sa
vypocita ako Kendallovo tau pre (X;, Y;) a (X,, Yy)

[prva dvojica ma distribu¢nu funkciu H, druha je nezavisla]
0 =P((X, = X,)(Y,-Y,)>0)—P((X, - X,)(Y,-Y,) < 0)
— Alternativna definicia: rank correlation
cov(F,(X), F,(Y)
\/var( F. (X)) var(F,(Y))

— Definicia pomocou kopule

p =12 ”C(u,v) dudv—-3

[0,1]7




Concordance measures

Korelaény (Pearsonov) koeficient
— Definicia

~cov(X,Y)
Jvar(X) var(Y)

Korelaény koeficient nie je povazovany za mieru konkordancie!
— Vyjadruje len linearnu zavislost’

o,

— Moze vyjst nulovy, aj ked nahodné premenné su uplne zavislé
* Priklad: Pre dve lognormalne rozdelenia s Standardnymi odchylkami o, = 0.4 a 0, = 0.6
nemo&ze pri ziadnej Strukture zavislosti (danej lubovolnou kopulou) byt mimo intervalu

[-0.45, 0.57]
— Nie je definovany, ak neexistuje druhy moment

— Nezavisi iba na marginalnych rozdeleniach, ale aj na kopule
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