Teoria extremnych hodnot



Motivacia
Ako suvisia holandské protipovodriové hradze s bankovou regulaciou?

Pri snahe o odhad celého rozdelenia strat sa sustredime na centralnu ¢ast’
rozdelenia, vyznam chvostov je podhodnoteny

V manazmente rizik nas zaujimaju prave udalosti na chvoste (,low
probability, large impact")

— Tazké chvosty = Suget nahodnych premennych je na chvostoch Uplne
determinovany jedinym outlierom:

Udajov na chvoste je malo, ale je mozné vyuzit asymptotické vlastnosti
chvostov (analdgia centralnej limitnej vety)

Rozdelenie na chvostoch mbze nadobudat iba tri typy:
— Ziadny chvost (distribuéna funkcia je useknuta)

— Exponencialna funkcia

— Mocninova funkcia



Co hovoria data

Na prvej prednaske sme si ukazali, ze vynos akciového indexu je
lepSie modelovat’ Studentovym t-rozdelenim s 3 stuprfiami volnosti
ako normalnym rozdelenim
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« Taliansky ekonom Vilfredo Pareto (1964)

Paretovo rozdelenie

 Definicia
1-x% x>1
Pr(X <x) =
0 Xx<1
» Aplikacie
— Velkost sidiel

Velkost meteoritov

Mnozstvo ropnych zasob v ropnych
poliach

Najvacsi jednodenny uhrn zrazok v roku
Pocet postihnutych ha lesa pri poziari

Jednodenné vynosy akcii

« Ak a =2, rozdelenie ma nekonec€nu
varianciu. Co to znamena v praxi?

Hustota Paretovho rozdelenia s
parametrom k
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Paretovo rozdelenie

* Vygenerujem data z Paretovho rozdelenia
* Vypocitam kumulativnu volatilitu o, z udajov X, ..., X, pre k=1, ..., n

 Graf g, pre k=1, ..., n s parametrom a = 6 (teoreticka hodnota o = 0.24)
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Paretovo rozdelenie

Rb&zne priebehy kumulativnej volatility pre parameter a = 1.2
(teoreticka volatilita neexistuje)
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Paretovo rozdelenie

« Ak druhy moment neexistuje, kumulativna volatilita vykazuje

fraktalne spravanie

— Ak vynechame najvacsie pozorovanie, charakter grafu sa nezmeni
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Zovseobecnhenée Paretovo
rozdelenie

Distribu¢na funkcia ZovSeobecneného Paretovho rozdelenia
(Generalized Pareto Distribution — GPD)

11— (1+&x/B8) V¢ €40,

“r =\ exp(eass) £,

Parameter ¢ = shape parameter:
— Pre ¢ > 0 je to rozdelenie s tazkymi chvostami (Paretovo s a = 1/¢)
— k-ty moment neexistuje pre k = 1/¢
— Pre ¢ =0 je to exponencialne rozdelenie

— Pre ¢ < 0 ide o rozdelenie na ohraniCenom intervale [0, - B/¢]
(tzv. Pareto type Il distribution)

Parameter a = 1/¢ sa nazyva talil index



Zovseobecnhenée Paretovo
rozdelenie

e Hustota GPD
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Peaks over threshold

GPD sa pouziva na modelovanie chvostov rozdelenia, t.j. pre data
prekracujuce istu hranicu (peaks over threshold), pricom sa modeluje
velkost tohto prekroCenia

Excess distribution (u = threshold):

P(X —u<xaA X >u) _ F(x+u)—F(u)

F(X)=P(X-ux|X>u)= P(X > ) F @

(rozdelenie velkosti prekroCenia nad prahovou hodnotou u za
predpokladu, ze dbjde k jej prekroCeniu)



GDP je dobra aproximacia

Veta [Balkema and de Haan, 1974, Pickands, 1975]:
Pre velku triedu rozdeleni mozno najst taku funkciu B(u), ze plati

lim  sup  |Fu(x) — G gan(x)| =0

U=XF 0<x<xp—u

Oznacenie:

* Xg = pravy krajny bod rozdelenia
« u =threshold

* F, = excess distribution function

Tato trieda rozdeleni zahfna vSetky Standardné rozdelenia (normailne,
lognorm., chi-kvadrat, t, F, beta, gamma, exp., rovhomerné...)

Interpretacia: Podmienené rozdelenie velkosti prekroCenia nad prahovou
hodnotou mozno ,asymptoticky” modelovat pomocou GPD



Peaks over threshold

« Otazky:
— Ako tieto vysledky mdzem vyuzit' v praxi (napr. pri vypocte VaR)?
— Ako zistit, Ci je takyto model pre moje data dobry?
— Ako mam odhadnut’ parametre (¢, 8)?

— Ako mam nastavit threshold (u)?



Vypocet VaR pomocou GPD

Predpokladajme, Zze pozname hodnoty oboch parametrov (¢, B) aj
prahovu hodnotu (u)

OznaCme x velkost prekroCenia nad prahovou hodnotou (pokial k
takémuto prekroCeniu dbjde)

Potom plati:

F(x+u)—F(u) kde F(u) = N —N
1-F(u)

GPD(x) = F,(X) = , N, = pocet prekroceni

N—N,

F(x+u)=0-F(U))GPD(x)+F(u) = %GPD(X) +

<
Ak polozime F(X , +U)=a = X = GDPl((a —1)Nl —1} = ’?ﬂ(l— a) Nlj —1]

u u

¢
Preto (VaR, =u+x, =u+ﬂﬂ(la)Nj — }
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Mean excess function

Mean excess function vyjadruje priemernu podmienenu velkost
prekroCenia nad prahovou hodnotou (za predpokladu, ze k prekroCeniu

doslo):

e,(x)=E(X—-u| X >u)

Tuto funkciu mozno vyuzit:
— Na overenie spravnosti modelu
— Na odhad prahovej hodnoty



Mean excess function

Pre GPD je charakteristické, ze e (x) je linearna v u:

GPD; 4 B B :,3+§U
e (X)=E(X -u|X >u) ¢

Empiricky vypocet:
> max(X; —u,0)
eEMP (U) — i=1 _
Z I{Xi>u}
i=1

Overenie modelu: Pre dost velké u by mala byt tato funkcia priblizne
linearna (sklon zavisi od shape parametra)

Uréenie prahovej hodnoty: Vykreslime graf (X;, eéEMP(X:)) a zvolime u =
X;, od ktoreho je graf priblizne linearny (tzv. sample mean excess plot)




Mean excess function

Mean excess plot pre denné straty S&P 500, 1950-2011
(poslednych 0.25% dat bolo vynechanych kvéli nestabilite odhadov)

Ukazuje na prahovu hodnotu cca 3.2 % (= 99 %-ny kvantil)
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Metody odhadu

« Maximum likelihood
— (Odhad standardnej odchylky odhadov (intervaly spolahlivosti)
— Moznost Statistického testovania, Ci ide o rozdelenie s tazkymi chvostami
— Jednoducha implementacia v Matlabe

g = quantile(losses, .95); 95% quantile

3
o
o

y = losses (losses>qg) - g; exceedances
[parameters,confidence intervall]l=gpfit(y):;
Xi=parameters (1) shape parameter

alpha=1/xi tail index

o® o° o°

beta=parameters (2) scale parameter

« Hill estimator
— Odhad iba parametra a, nie parametra 3
— Na vypocCet VaR to postacuje
— Vypocet je jednoduchy, implementovatelny v Exceli!




Hill estimator

Alternativha metéda odhadu parametra a

Vychadza z ML odhadu mocninového koeficientu hustoty Paretovho rozdelenia
Distribu¢na funkcia Paretovho rozdelenia: F(x) = 1 — cx @

Podmienena distribu¢na funkcia: F(x | x>u) = F(X)/(1 — F(u)) = (1 — cx9) / (cu)
Podmienena hustota: f(x | x>u) = a x %1 u® = a (x/u)® x1

olnf 1 X 1 1&, X4

=——In—- =

ML odhad parametra a:
o « u a k5 u

(Xay» Xz, --- SU usporiadaneé hodnoty X;, X, ...)

Prahovu hodnotu zvolime tak, aby bol od nej odhad a(k) na nejakom intervale stabilny



Hill estimator

« Odhad parametra a pomocou Hillovho estimatora (S&P 500, 1950-2011)
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Pravidla konvolucie

Konvolucia: P(X+Y >t) =7

Feller convolution theorem:
Ak X a Y maju Paretovo rozdelenie (i.i.d.), tak pre t dostatoCné velké plati

P(X +Y >t) ~ 2At ™ = 2P(X >1t)
Nacrt dbékazu:
P(X+Y >t)>1-P(X <t,Y <t)=1-(1—- At “)? = 2At % — At

Interpretacia: Dolezité su iba data popri osiach, priestor medzi nimi je ,malo
husty”



Pravidla konvolucie

Scatter Plot pre realizacie dvoch nezavislych nahodnych
premennych so Studentovym t-rozdelenim so 4 stupnami volnosti
(5000 realizacii)




Pravidla konvolucie

« Aplikacia pre risk manazment:

Ak VaR(n) oznaCime ako VaR s holding period n pracovnych dni, tak za

predpokladu konstantnej urovne pravdepodobnosti a v Case nezavislych strat
plati 1

VaR(n) = n«VaR(1)

kde a > 2 je tail index.

+ Dékaz: P(X >VaR(1))=AVaR(l) “=p
P(nX >VaR(n)) =nAVaR(n)™“ =p
= AVaR(1)“ =nAVaR(n)™“

1

—VaR(n) = n“VaR(1)

- Désledok: Skéalovaci faktor je mensi ako vyplyva z pravidla druhej odmocniny.



Klasicka EVT

Klasicka EVT Studuje rozdelenie blokovych maxim
Maximum n pozorovani: M,, := max(Xy, ..., X))

Otazka: Ako vypocitat P(M,, < x), ak X; su i.i.d.?
Plati: P(M,, < X) = P(X; £ X, ..., X, £x) = F,(X)

Existuje nejaké standardné asymptotické rozdelenie pre maxima?
Motivacia:

— F Casto nepozname

— Pre sumu S, := X+ ...+ X, plati centralna limitna veta:

lim P(S”b_a” < szcb(X), kde a, =nE(X,) a b, =,/var(X,)

n—oo
n




Klasicka EVT

VETA (Fischer — Trippet, 1928): Ak vhodne normalizované maxima
konverguju v rozdeleni k netrivialnemu limitnému rozdeleniu, potom
musi ist’ o tzv. generalized extreme value (GEV) distribution v tvare

{exp (—(1+&x)718) £#0,

He(x) = _

eXp (—8 ai) 5 — 07

Zakladné typy GEV rozdeleni:

* Fréchetovo (¢ > 0) [plati pre rozdelenia s tazkymi chvostami]

« Gumbelovo (€ = 0) [normalne, lognorm., exponencialne, gamma, F, x?]
* Weibullovo (¢ < 0) [rovhomerné]

Poznamky:

« Parameter ¢ ma tu istu hodnotu ako v GPD

« Distribucna funkcia GEV je spojita v parametri ¢

* Vlimitnej je vete staCi normované rozdelenie, pri aplikacii na data treba
odhadnut aj parameter strednej hodnoty a skalovania



