VARIACNY POCET V PRIKLADOCH !

Uloha s pevnym koncom a s pevnym éasom

N4éjdite kandidata na riesenie nasledujtcej tlohy:

extr V(z(t)) = /0 e "(a(t))* dt
za podmienok z(0) = 0,2(T") = B.

Uloha s pevnym koncom a s pevnym ¢asom

Dané je nasledujtica uloha varia¢ného poctu:

extr V(z(t)) = /01(9'5(15))2 + 10tx(t) dt

za podmienok z(0) =1, z(1) = 2.

a) Najdite kandidatov na rieSenie pre tto tlohu.
b) Dokazte, ze najdeny kandidat je globalnym minimom.

Uloha s pevnym koncom a s pevnym ¢asom, f° zavisi iba od &

a) Najdite kandidatov na optimélne rieSenie pre tlohu

extr V(x(t)) = /0 @(t) (Ind(t))*dt

za podmienok z(0) = xg, z(T) = x7.

b) Najdite kandidatov na optimalne rieSenie pre tlohu

extr V(x / (&

za podmienok z(0) = xg, (T) = a7,

kde f° je nelinedrna funkcia #, t.j.
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Uloha s pevnym koncom a s pevnym c¢asom

N4jdite kandidatov na optimalne riesenie pre tlohu

extr V(z(t)) = /T @(t)? 4 t2x(t) dt
za podmienok z(0) = 0,z(1) = 1/12.

Ide 0 minimum alebo maximum?

Degenerovana tuloha

Najdite kandidatov na optimalne rieSenie pre ulohu

extr V(z(t)) = /T ta(t) + «(t) dt
za podmienok z(0) = 2, z(1) = 1.

Fyzikélna aplikicia

Ak dva rovnaké kruhy ponorite do mydlového roztoku, vytiahnete ich a pomaly ich od
seba oddialite, vznikne tzv. catenoid - $truktira s minimalnym povrchom (z doévodu
minimalizacie celkovej energie).

Obr. 1: Catenoid vytvoreny z mydlovej vrstvy

Matematicky model: Zo vSetkych kriviek spajajucich body (0, x¢) a (T, zr) treba vybrat
t, ktora generuje najmensiu plochu pri jej rotacii okolo osi .

T
min V(z(t)) = / 214 22 dt

0
za podmienok z(0) = xg, z(T) = ar,

Najdite matematicky popis tejto krivky.

Ekonomicka aplikacia

Firma mé k dispozicii kapital, z ktorého za ¢asovi jednotku dokéze vyprodukovat k%
vyrobkov (a € (0,1)), ktoré moze na trhu predat za jednotkovii cenu p. Miera amorti-
zacie kapitalu je 6 > 0, trokova sadzba je r > 0. Jednotkové naklady na investicie do



zvySenia kapitalu su c. Zaciatoéna vyska kapitalu k(0) = ko > 0 je dana. Vyska inves-
ticii ¢ je zdola aj zhora obmedzend: i; < i < iy. Cielom firmy je maximalizovat celkovy
diskontovany zisk.

T
max V (k(t)) = / e (ph" — el + 68) ) d
0
za podmienok k(0) = ko, i1 < k + 0k < is.

Ukazte, Ze v rovnovaznom stave st marginalne prijmy rovné marginalnym nakladom.

Uloha s volnym koncom a s pevnym ¢asom

N4jdite kandidatov na optimalne riesenie pre tlohu

extr V(z(t)) = /T i(t)? + 22 (t)z(t) + 22(¢) + x(t) dt
za podmienok z(0) = 2, z(1)volné.

Ide o0 minimum alebo maximum?

Uloha s pevnym koncom a s volnym éasom (Hotelling, 1931)

Majitel uholnej bane s celkovymi zdsobami uhlia B sa rozhoduje, kolko uhlia mé v
ktorom obdobi vytazit tak, aby jeho celkovy diskontovany zisk bol ¢o najviicsi. Nech
x(t) oznacuje celkovy objem vytaZeného a predaného uhlia v Case t a &(t) oznacuje
tempo tazby / predaja. Predpokladdme, Ze ¢ista jednotkova cena (t.j. cena po odpocitani
nakladov na tazbu) p(z) je klesajuca funkcia .

a) Sformulujte v tvare tlohy varia¢ného poc¢tu s volnym ¢asom a pevnym koncom.

b) Napiste Eulerovu rovnicu a interpretujte ju.

c¢) Pomocou Eulerovej rovnice, podmienky transverzality a Legendrovej podmienky ukéazte,
ze optimalne riesenie Z(t) je klesajtca funkcia t a :i“(T )=0.

d) Néjdite optimalne rieSenie, ak

1 — 6fadv

p(x) = 5

kde o > 0 je dana konstanta. Ako zavisi T od jednotlivych parametrov modelu? Inter-
pretujte.

Uloha s volnym zacdiatkom a s volnym zadiatoénym dasom

Odvodte postacujice podmienky pre nasledujicu tlohu variaéného poctu:

extT (2 (1) t0.001 V (2 (1), to, X0) = / fO t,x(t), z(t))dt

za podmienok xz(ty) = g, z(t1) = 1,

kde t; a x; si pevne dané.



Uloha s ¢iastoéne volnym koncom a s pevnym ¢asom

Najdite kandidatov na optimalne riesenie pre nasledujicu tlohu
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za podmienok z(0) = () a

min V (z

a) z(T) =T — 5,
b) (T —9)* + (z(T))* = 9.

Uloha s &iastoéne volnym koncom a s pevnym &asom

Dokazte, ze najkratsia cesta z bodu (0,0) ku krivke (¢, R(t)) je tsecka z (0,0) do
(T, R(T)), ktora je kolma k dotyénici ku krivke (¢, R(t)) v bode (T, R(T)).

Viacrozmerna tloha

N4&jdite extremalu pre funkcional

za podmienok

Bolcova tiloha

Dokazte, ze kazdé optimalne riesenie tlohy

extr V(z(t), xr) / 1o, o(t)) dt + o(z(T))

za podmienok z(0) = zg, x (T) =z,

kde T a ¢ st pevne dané a zr je volné, splita okrem Eulerovej rovnice aj modifikovant
podmienku transverzality v tvare

Of°(T,2(T),2(T)) de(z(T))
0% de

Bolcova tiloha

Predpokladajte, ze pri financovani projektov vyskumu a vyvoja plati, ze ¢im rychlejsie sa
mina suma vyclenena na projekt, tym menej prispieva k celkovému efektivnemu usiliu.
(Rychlejsie utracanie penazi moze prispievat k menej produktivnym faktorom.) Nech
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x(t) oznacuje rychlost utracania penazi a z(t) celkové kumulované usilie venovanému
projektu v ¢ase t, nech £(t) = y/x(t). Usilie potrebné na dokoncenie projektu je A. Po
ukonéeni projektu je vyska odmeny R. Ulohou je maximalizovat celkovy diskontovany
zisk, t.j.

T
max V (z(t)) = —/ e "r(t)dt + e TR,
0
Ulohu mozno preformulovat do nasledovného tvaru tlohy varia¢ného poétu:
T
max V(=(8)) = — / ()2 dt + e TR,
0
za podmienok z(0) = 0, 2(T") = A, T volné.

N4éjdite kandidata na optiméalne rieSenie.

Uloha s izoperimetrickym ohrani¢enim

N4éjdite kandidatov na optimalne riesenie pre nasledujicu tlohu
1
min V(z(t)) = / e~ (t) dt
0
1
za podmienky V(t)dt,
0
kde konstanty A > 0 a r > 0 st dané.

Uloha s izoperimetrickym ohranidenim

Spomedzi vSetkych ttvarov ohranicenych osou x a krivkou dlzky B spéjajtcou body
(0,0) a (7,0) najdite ten, ktory ma najvicsi obsah.



