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program so 
stanovenými 
príspevkami

DC

Defined contribution plan



program so stanovenými príspevkami

Sporenie

Pravidelne si 
odkladáme časť  z 

výplaty

Investovanie

Alokujeme odložené
peniaze do rôznych aktív 

a zhodnocujeme ich

Dôchodok

Za nazbierané peniaze
si kúpime dôchodok

DC



program so 
stanovenými 
pôžitkami
Defined Benefits plan

DB



program so stanovenými pôžitkami

Istota

Podmienky sa určia
ešte pred dovŕšením 
dôchodkového veku

Vzorec

Výška dôchodku sa určí
podla dohodnutého 

vzorca

Sloboda

Nie dôchodca, ale 
poskytovateľ musí

zabezpečiť dostatok
peňažných zdrojov na
vyplácanie dôchodku

DB



Finančné riziká

Inflation risk Interest rate risk

Asset risk Salary risk



Riziko dlhovekosti

Vlastné

Dožijem sa viac ako sa
predpokladá

Populácie

Zvýši sa pravdepodobnosť
dlhovekosti v populácii



Pri zakúpení doživotnej anuity
strácame riziko vlastnej 
dlhovekosti, teda riziko vyčerpania
nasporenej sumy počas dôchodku.

Doživotná anuita

Defined
Contribution

DCNeocakávaný nárast
pravdepodobnosti dožitia sa
vysokého veku zapríciní drahšiu
cenu doživotnej anuity.



Kto na seba preberá riziko

Program Finančné
riziká

Riziko 
dlhovekosti

(Vlastné)

Riziko
dlhovekosti
(Populácie)

DC
Doživotá

anuita
Dôchodca Poskytovateľ Dôchodca

DC
Došasný

dôchodok
Dôchodca Dôchodca Dôchodca

DB Poskytovateľ Poskytovateľ Poskytovateľ



Investičné stratégie

4 druhy Aktív
Krátkodobé dlhopisy

Dlhodobé dlhopisy

Akcie

Index-linked gilts

4 stratégie investovania
5 rokov

10 rokov

20 rokov

Nemeniť váhy



Index-linked

Gilts

Index-linked gilts

Kupóny a nominálna hodnota
naviazané na mieru inflácie

Vyššia inflácia Vyššia hodnota kupónu
Veľmi malá pravdepodobnosť zlyhania, veľmi

malá ziskovosť

Senzitívne voči zmenám úrokových mier a
politickým zmenám v krajine

Malá alebo aj záporná korelácia s akciovým
trhom



DC Model



𝐹 t − 1 + 𝐶 𝑡𝐹 t = ∗ 𝑝𝑖(𝑡 − 1)(1 + 𝑟𝑖(𝑡 − 1))

Sporiaca fáza



𝐶 𝑡 =𝑐% ∗𝑆𝑥+𝑡−1

Sporiaca fáza



ത𝐹 𝑛 =𝑅𝑅𝑛 ∗ ∗𝑆𝑥+𝑛−1 ሷ𝑎𝑥+𝑛

Výplatná fáza



𝐹 𝑛

ሷ𝑎𝑥+𝑛
= 𝑅𝑅𝑛 =𝑎𝑛𝑢𝑖𝑡𝑎

𝑎𝑛𝑢𝑖𝑡𝑎

𝑆𝑥+𝑛−1

Výplatná fáza



● Optimalizácia – použité simulačné 
metódy

● Minimalizuje rozptyl simulácií okolo 
vopred zvoleného dôchodkového 
cieľa s príslušnými ohraničeniami na 
váhy aktív v portfóliu

𝑀𝑖𝑛𝑐%,𝑝𝑖(𝑡) 𝑉𝑎𝑟
ത𝐹 𝑛 − 𝐹(𝑛) + 𝐸 ത𝐹 𝑛 − 𝐹(𝑛) 2

= 𝑀𝑖𝑛𝑐%,𝑝𝑖(𝑡) 𝐸
ത𝐹 𝑛 − 𝐹(𝑛) 2



𝑖=1

𝑘

𝑝𝑖 𝑡 = 1 (𝑣áℎ𝑦 𝑎𝑘𝑡í𝑣)

0 ≤ 𝑝𝑖 𝑡 ≤ 1, ∀ 𝑖 = 1,2, … , 𝑘

Minimalizačná úloha

Inak povedané minimalizuje sa riziko, že daná osoba 
nebude schopná dosiahnuť svoj dôchodkový cieľ



Stochastic mortality rate

3 typy úmrtnostných mier 

Base mortality rate Projected mortality rate

Modelovanie dlhovekosti



● Základná úmrtnostná miera
● Tabuľkové hodnoty kalibrované na 

historických dátach
● Použitá tabuľka – historické 

obdobie 1991-1994 VB (PMA92)

𝑞𝑥 = 1 − 𝑝𝑥 = 1 − 𝑒𝑥𝑝 −න
0

1

𝜇𝑥+𝑠𝑑𝑠

𝜇𝑥 = 𝐺𝑀 𝑟, 𝑠 𝑡 , 𝑟 = 2, 𝑠 = 3

𝐺𝑀 2,3 𝑡 = 𝑎1 + 𝑎2𝑡 + 𝑒𝑥𝑝 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 2𝑡2 − 1

● 𝑞𝑥 - základná úmrtnostná miera
● 𝑝𝑥 - pravdepodobnosť prežitia
● 𝜇𝑥 - sila úmrtnosti

Base mortality rate



Projected mortality rate

𝑞𝑥,𝑡 = 𝑞𝑥,0 ∗ 𝑅𝐹𝑥,𝑡

𝑅𝐹𝑥,𝑡 = 𝑎 𝑥 + 1 − 𝑎(𝑥) ∗ 1 − 𝑓(𝑥) 𝑡/20

𝑎 𝑥 =

𝑐, 𝑥 ≤ 60

1 + 1 − 𝑐
𝑥 − 10

11/5
, 60 ≤ 𝑥 ≤ 110

1, 𝑥 ≥ 110

𝑓 𝑥 =

ℎ, 𝑥 ≤ 60
100 − 𝑥 ∗ ℎ + 𝑥 − 60 /𝑘

50
, 60 ≤ 𝑥 ≤ 110

𝑘, 𝑥 ≥ 110

● 𝑞𝑥,𝑡 - predstavuje pravdepodobnosť 
úmrtia do jedného roku osoby vo 
veku x a v čase t

● Odzrkadľuje zlepšenie životnej 
úrovne

● Transformovaná základná 
úmrtnostná miera pomocou 
redukčného faktora 𝑅𝐹𝑥,𝑡

● 𝑅𝐹𝑥,𝑡 je z intervalu (0,1), monotónna 
a nerastúca funkcia času

● t = 0 predstavuje časové obdobie, z 
ktorého bola vykalibrovaná
základná úmrtnostná miera



Prechod od deterministickej miery k 
stochastickej

• PMA80C2010 – projected mortality 
rate z obdobia 1979-1982 na rok 2010

• PMA92C2020 – projected mortality 
rate z obdobia 1991- 1994 na rok 
2020

Rozdiel medzi nimi je príliš veľký na 
relatívne krátke obdobie medzi nimi



Aj najlepšie deterministicky 
konštruované predikcie môžu 

byť zlé

Riešenie

Stochastické modely
(napr. Lee-Yang model)



● 𝑋 𝑡 sa správa ako Random walk a 
predstavuje celkový drift (posun) 
úmrtnostnej miery medzi jednotlivými 
rokmi 

● 𝑌 𝑡 naopak závisí od 𝑋 𝑡 a 
zachytáva zmeny úmrtnostných mier 
špecifické pre jednotlivé roky

○ Napríklad vplyv pandémie (pre 
budúci rok by bol zahrnutý 
vplyv korona vírusu)

● 𝑋 0 = 0

Stochastic mortality rate

ෞ𝑞𝑥,𝑡 = 𝑞𝑥,𝑡 ∗ 𝑒𝑥𝑝 𝑌 𝑡 −
1

2
𝑡𝜎𝑋

2 −
1

2
𝜎𝑌
2

𝑋 𝑡 = 𝑋 𝑡 − 1 + 𝑍𝑋 𝑡

𝑌 𝑡 = 𝑋 𝑡 + 𝑍𝑌 𝑡

𝑍𝑋 𝑡 , 𝑍𝑌 𝑡 𝑠ú 𝑖𝑖𝑑 𝑧 𝑁 0, 𝜎𝑋
2 , resp. N(0, 𝜎𝑌

2)

Dá sa ukázať cez momenty jednotlivých procesov a vzorca 
pre 𝐸 𝑒𝑋 , kde X je náhodná premenná, že 𝐸 ෞ𝑞𝑥,𝑡 = 𝑞𝑥,𝑡

Teda ෞ𝑞𝑥,𝑡 je nevychýlený odhad pre 𝑞𝑥,𝑡



Wilkieho model



Budúci dôchodca začal 
pracovať v 25 rokoch a do 
dôchodku odchádza v 65 

rokoch

Nástupný ročný plat ako 1 
jednotka platu 

Nárast platu sa drží Wilkieho
modelu Miera náhrady: 𝑅𝑅 =80%

VSTUPNé Predpoklady

Stochastic mortality rate
Vplyv dlhovekosti sa zisťuje pomocou výsledkov, 

ktoré vzniknú použitím stochastickej
úmrtnostnej miery

Base mortality rate

Výsledky získane pomocou základnej 
úmrtnostnej miery sú použité ako benchmark

Postup



Simulácie – základná úmrtnostná 
miera



Najväčšia časť investícií spadá do 
investovania do index-linked gilt

Približovaním sa dôchodkovému veku možno 
pozorovať rast proporcií investovaných do 

krátkodobých dlhopisov a Index-linked giltov, 
naopak klesajú proporcie investované do 

dlhodobých dlhopisov

Pre všetky 4 investičné stratégie platí

Dôvod

Rast mzdy je priamo úmerný rastu inflácie 
vo Wilkieho modeli, takéto investovanie 

predstavuje zaistenie sa proti rastu inflácie

Na začiatku akumulačnej fázy investujeme 
agresívnejšie a na konci úmernejšie, čim sa 

zaisťujeme proti riziku likvidity (nemuseli by sme 
byť schopní predať dlhodobý dlhopis)

Dôvod



hodnota účelovej funkcie je výrazne 
rozdielna

Častejšie rebalancovanie vedie k tomu, že budúci 
dôchodca na začiatku akumulačnej fázy investuje viac 

do dlhodobých dlhopisov, čím dosahuje vyšší zisk

Častejšie prehodnocovanie rozloženia aktív môže 
viesť k väčšej pravdepodobnosti, že dosiahneme 

dôchodkový cieľ

Dôvod



Dopad dlhovekosti na optimálne rozloženie aktív

Ako sa 
zabezpečiť 

proti riziku 
dlhovekosti?

Zvýšiť 
mieru 

príspevkov

Rozloženie 
váh aktív v 
portfóliu

Miera príspevkov je zafixovaná na 
optimálnej hodnote dosiahnutej 
použitím základnej úmrtnostnej miery 
pri prvej investičnej stratégií, 
akumulačná fáza je 40 rokov

Miera príspevkov je optimalizovaná s 
váhami aktív, akumulačná fáza je iba 
20 rokov

Skúmané dva prípady vplyvu dlhovekosti
na rozloženie aktív



● Optimálne rozloženie váh sa výrazné mení prechodom od základnej miery až po stochastickú
úmrtnostnú mieru

○ Postupným prechodom z jednej miery na druhú stúpa podiel investovaný do rizikovejších aktív, 
napríklad: nárast podielu investovaného do akcií ak uvažujeme stochastickú úmrtnostnú mieru

● Výrazne stúpa tracking error

○ To je priamym dôsledkom toho, že na zaistenie sa proti akejsi „životnej neistote“ investujeme 
oveľa agresívnejšie po celú dobu akumulačnej fázy ak uvažujeme stochastickú mieru oproti 
základnej

■ Agresívnejšie investovanie je omnoho signifikantnejšie ako iba pri častejšom 
rebalancovaní portfólia pri základnej úmrtnostnej miere

Prvý prípad



Porovnanie rozloženia váh



● Dochádza k výraznému nárastu optimálnej 
hodnoty miery príspevkov pri všetkých troch 
použitých úmrtnostných mierach

● Dôvod je intuitívny. Aby sme dosiahli 
dôchodkový cieľ rýchlejšie pri kratšom 
časovom horizonte je nutné výrazne navýšiť 
práve mieru príspevkov

● Zvýšenie miery príspevkov na druhú stranu 
vedie k o trošku menej agresívnejšiemu 
rebalancovaniu portfólia oproti prvému 
prípadu, keď daná miera bola zafixovaná

Druhý prípad





Čo si z prezentácie treba odniesť

Čo je to riziko 
dlhovekosti

01

Stochastické
úmrtnostné miery 

02

Investovať 
agresívnejšie

do Akcií, aby sme 
pokryli riziko 

dlhovekosti

03

Často
refinancovať  

04



Ďakujeme
Alex Babiš
Eduard Bučko


