1-EFM-270 Uvod do teérie hier
1-MMN-375 Tebria hier
Letny semester 2013/2014
PriebeZny test - rieSenie

Otézka 1. (20 bodov)
Uvazujte nasledujucu hru v statickom tvare

Hrac 2
L C D R
L 1,2 6, 2 3,4 -2, 7
. C 2,1 3,7 7,4 -3,2
Hracl 5154 | 15 | 32 | 43
R 2,2 5,2 3,9 9,5
N4jdite racionalizovatel'né akcie oboch hracov!

RieSenie.
Racionalizovatelné akcie hraca su tie, ktoré prezija iterovant elimindciu dominovanych
akcii. Akceptoval som, ak ste hl'adali len dominované akcie inymi Cistymi akciami aj
zmieSanymi akciami. Ked’ze ani jeden z hrdCov nema dominovant akciu Cistou, tak
racionalizovatelné akcie oboch hracov st vSetky akcie, ktoré maja hraci k dispozicii:
Hrac¢ 1: {L,C,D, R}
Hra¢ 2: {L,C,D, R}
Ak ste hl'adali aj dominanciu zmie$anych akcii, tak u Hraca 2 je akcia L dominovana
istou kombinaciou akcii C a R. Potom bude mat’ Hra¢ 1 akciu D ostro dominovanu
kombinéaciou akcii C aR.
V tomto pripade maja hraci tieto racionalizovatelné akcie
Hrac¢ 1: {L, C,R}
Hrac¢ 2: {C,D, R}
Za korektnost’ eliminacie bolo 15 bodov, v pripade Gvahy aj slabo dominovanych akcii
10 bodov. Za rieSenie (zoznam racionalizovatel'nych akcii) 5 bodov.

Otazka 2. (20 bodov)
Dvaja l'udia sa angazuju v spolo¢nom projekte. Ak jednotlivé osoby vynalozia namahu
X,> 0 resp. x,> 0, ich funkcie vyplat budd

10—x X, = X
ul(xl’XZ):{ ' ' ?

— X X, < X,
10-x, Xy 2 X
Uz(Xl,Xz)z
- X, X, < X,

a) Ukazte, ze profil akcii (x,,X,)=(5,5) je Nashovym ekvilibriom tejto hry!
b) N4jdite vsetky Nashove ekvilibria tejto hry v Cistych akciach!
RieSenie.

a) Ukazeme, ze hrat’ akciu x; = 5 je najlepSou reakciou na akciu x_; = 5: Hranie
5 prinaSa vyplatu 5. Hranie x; > 5 prinasa vyplatu 10 — x; < 5, kym hranie
x; < 5 prinasa vyplatu —x; < 5. Ani jedno jednostranné vychylenie teda nie je
profitabilné (5 bodov).

b) Zostrojme reakéné multifunkcie oboch hracov:

0 x,>10
x; = B;(x,) =4{0,10} x, =10
Xy x, <10



0 x; > 10
X, = B,(x;) =4{0,10} x; =10
X1 x; <10
(za kazda po 4 body). Po ich vykresleni dostaneme mnoZzinu Nashovych ekvilibrii tejto
hry {(x1,x,): 0 < x; = x, < 10} (7 bodov).
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Otézka 3. (10 bodov)
Uvazujte nasledujucu hru v strategickom tvare

Hrac 2
L M R
U 1,2 4,3 3,2
Hrac 1 C 0,3 6, 2 51
D 0,2 3,1 2,4

N4jdite vsetky Nashove ekvilibria tejto hry v Cistyc

RieSenie.

Hra¢ 1 mé akciu D dominovanu akciou U a nasledne hra¢ 2 m4a akciu R dominovanu

—

zmieSanych akciach!

akciou L aj M. Preto m6zeme uvazovat’ redukovanu hru

Hraé 2
L M
. U 1,2 4.3
Hrac 1 C 0.3 6.2

Hra nema Nashove ekvilibria v ¢istych akciach (2 body). Pretoze hra je genericka,
ekvilibrium v zmieSanych akciach staci najst pomocou vety o indiferentnosti v hrani
akcii v ekvilibriu. Nech hra¢ 1 hra zmie$anu akciu o¢;= (p, 1 — p) a hra¢ 2 zmieSant
akciu o«,= (gq,1 — q). Potom

u,(U,x,)=1q+4(1—q) =4 —3q

u;(C,x;) =0 +6(1—q) =6—06q
odkial 4 — 3q = 6 — 6q, a teda

7" =2/3.

Uy (¢, L) =2p+3(1—-p)=3-p
U (o, M) =3p+2(1—-p)=2+p
odkial 3 —p = 2 + p, ateda
p =1/,

(2 body). Nashovym ekvilibriom je teda profil

(€20).6.2:0) voon

Otazka 4. (20 bodov)
Uvazujte nasledujucu hru v strategickom tvare:

(2 body). Analogicky,

akcii  oc*= (7, 0¢) =



Hrac 2

X Y
A 2,3 0,4

. B 2,2 1,1
Hrac 1 C 11 1,1
D 01 0.3

Obratte list!
a) Zostrojte reak¢né multifunkcie oboch hracov pre Cisté akcie!
b) Najdite vsetky Nashove ekvilibria tejto hry v istych akcidch!
c) Najdite vSetky Nashove ekvilibria tejto hry v zmieSanych akciach!
Riesenie.
a) Bl(X) = {A’ B}! Bl(Y) = {B, C})

B,(4) ={Y}, B,(B) ={X}, B,(C) ={X,Y}, Bo(D) = {Y} (2 body).

b) Hra méa dve Nashove ekvilibrid v ¢istych akciach - (B, X) a (C,Y) (2 body).

€) Hranie je genericka, preto musime byt’ opatrni pri h'adani Nashovych ekvilibrii
v zmieSanych akciach. PredovSetkym si musime uvedomit, Ze akcia D je
dominované akciou B aj akciou C, teda sta¢i nAm uvazovat’ redukovanu hru bez
dominovanej akcie.
Nech hra¢ 2 hra zmiesanu akciu oc,= (q, 1 — g). Potom

uy(4,%;) =29 +0(1—q) =2q
u(B,x,) =2qg+1(1—q)=1+4g¢q
U (C,x,) =1g+1(1—¢q) =1
Ak by hra¢ 1 miesal v ekvilibriu vSetky tri akcie, museli by sa vyplaty z ich hrania
rovnat. AvSak my dostdvame
2q=1+q » q=1
29=1>q=;
1+g=1>q=0

Teda, hra¢ 1 v ekvilibriu nemiesa akcie A, B a C (4 body).

Nech hra¢ 1 miesa len akcie A a B, pricom hra¢ 1 hré akciu A s pravdepodobnost'ou p
a akciu B s pravdepodobnostou 1-p. Potomqg =1 a
U (4, %) =uy(B,xy) =2 >u,(C,x,) =0
PretoZze uy (A4, %,) < uy (B, ;) pre kazdé ¢ <1 au,(4,«;) =u (B, ;) pre q =1,
reak¢na multifunkcia hraca 1 ma tvar
0 qg<l1
B0 =01 g1

Uy(¢,X) =3p+2(1—p)=2+p
Uy(x,Y)=4p+1(1—p)=1+3p

Pre hraca 2 mame

Jeho reakénd multifunkcia ma tvar

( 1 p<%
Bz(p)=l[0,1] p=>
LO p>%

Odtial’ dostdvame mnoZinu Nashovch ekvilibrii v zmieSanych akciach
o= (et ) = (01— 2,000, (1,0)),0 < p < }}



(4 body).

Nech hra¢ 1 miesa len akcie Aa C. Potomg =2 a
w1 (4,6) = uy (€, ¢3) =1 <uy(B,x;) = ;
V ekvilibriu hra¢ 1 nemo6ze miesat’ len tieto dve akcie (4 body).

Nech hra¢ 1 miesa len akcie B a C, pri¢om hra¢ 1 hra akciu B s pravdepodobnost'ou p
a akciu C s pravdepodobnost'ou 1-p. Potom g = 0 a
U (B, ;) =uy(C,¢,) =1>u,(4,%,) =0
Pretoze uy (B, ;) > u,(C, ;) pre kazdé ¢ > 0 au;(B,%;) = uy(C, ;) pre ¢ =0,
reak¢nd multifunkcia hrac¢a 1 ma tvar
_(l01] qg=0
Bi(q) = { 0 q>0
Pre hraca 2 méme
U (¢, X) =2p+11—-p)=1+p
U (%, V) =1p+1(1—-p)=1

Jeho reakéna multifunkcia ma tvar
s =[5 230
Odtial’ dostavame mnoziny Nashovych ekvilibrii
{oc*= (3, 3) = ((0,p,1—p,0),(0,1)),0<p < 1}
{ocr= (3, ¢3) = ((0,0,1,0),(q,1—¢)),0 < q < 1}
(4 body).

Otéazka 5. (30 bodov)
Uvazujte dve firmy, ktoré si konkuruji Cournotovskym spdsobom — pdsobia na trhu
s homogénnym tovarom, ur¢enym inverznou funkciou dopytu p(Q) =a—bQ, kde Q

2
je agregované ponuka. Obe firmy maju fixné naklady %, ktoré sa zapocitavaji

vzdy, ked’ firma vyraba kladné mnozstvo produkcie, a linedrne variabilné naklady
c>0.

a) Najdite ekvilibrium hry Cournotovho duopolu za predpokladu, ze obe firmy
nemaju fixné naklady a vypocitajte zisk oboch firiem!

b) Ukazte, ze obom firmam sa znizi zisk, ak maju fixné naklady!

c) Najdite vSetky ekvilibria hore opisanej hry Cournotovho duopolu s fixnymi
nakladmi v &istych akciach!

RieSenie.

a) Na trhu s homogénnym tovarom danom inverznou funkciou p(Q) = a — bQ
posobia dve firmy srovnakymi technologiami, ktoré vedd k rovnakym
konStantnym marginadlnym nékladom ¢ > 0. Obe firmy simultdnne volia Groven
produkcie g; € [0, ). Funkciu vyplat tvori funkcia zisku, teda

u;(q;,q-1) = (a — b(q; + q-))q; — cq;
(2 body). Ak konkuren¢na firma voli uroven produkcie q_; , tak firma iriesi
optimalizacnu tlohu

(max (g g-0) = (@ = bgi +9-0)ai — cq

Podmienka prvého rddu ma tvar
a—2bqi—bq_i—c=0

Odtial’ dostavame najlepsiu reakciu na produkciu konkuren¢nej firmy



—a=C q_;

9% = 553

Takéto mnozstvo je optimalne len v pripade, Ze je nezaporné, teda v pripade ked’ q_; <
“==. Ak optimalne q; je zaporné, tak najlepSou reakciou je vyrabat’ nulové mnoZzstvo.

Reak¢éné multifunkcie maja tvar
a=C a-i g, <<€
Bi(g.)=1{2? 2’ T b
l(q l) 0’ q_i > %
(za kazdu reakénu multifunkciu 2 body, bez podmienky nezapornosti 1 bod). Odtial
dostavame, ze Nashovym ekvilibriom hry Cournotovho duopolu su drovne produkcie

q" = (q;,q*) = (5%°) (4 body). Kazda z firiem dosahuje zisk u;(q;, q—;) = (“;;)2

(3body).
b) Aj ak ma firma fixné néklady F > 0, tak podmienky prvého radu sa nemenia
(az na to, Ze najlepSou reakciou firmy je vyrabat’ nulovu produkciu, pokial’ by

. , , . .. . a—c)2
bol zisk zaporny) a zisk firiem je u;(q;, q_;) = <2

v pripade, ked’ firma nema fixné naklady (5 bodov).
(a=c)?
6b
produkcie q_; , tak firma i riesi optimaliza¢n( ulohu

— F, ¢o je mensSie nez zisk

. Ak konkurenéna firma voli Groveni

c) Nech firmy maju fixné néaklady

(a—c)?

max u;(q;,q-;) = (a —b(q; + CI—i))CIi —cq; — b

qi€[0,00)
Podmienka prveho rddu mé opat’ tvar
a—2bqi—bq_i—c=0

(2 body). Odtial’ dostavame najlep$iu reakciu na produkciu konkurenénej firmy
__a—-c q_;
%= 22

Takéto mnozstvo je optimalne len v pripade, Ze je nezaporné a vedie k nezapornému

zisku. Reak¢né multifunkcie maju tvar
a—c q_;

TR q-i<q
B(q_) = { 2b 2 -
T 0, q-i > q

kde g je také mnozstvo produkcie, kedy je zisk firmy spolu s hrani¢nymi nakladmi
rovny nule. (za kazdt reaként multifunkciu 2 body, bez podmienky nezapornosti
(1 bod).

V ekvilibriu neméZemu obe firmy hrat nenulové mnozstvo, pretoze hranie
Cournotovho mnozstva oboma firmami vedie k zapornym vyplatdm:

a—-ca—c a—c)?
i(w; 3D ) = (a—b(g; + q-) — Oy —%=
a—c a-c a—c (a-—c)? (a —c)?
(-t +=5) )5 =1 <"
Prichadzaju do uvahy eSte moznosti, ze jedna firma hra nenulovi produkciu a druha
nulovi. Obe firmy nemo6zu v ekvilibriu hrat’ nulové mnozstva, lebo nie st najlepSou
reakciou na najlepSiu reakciu. NajlepSou reakciou na hranie nulovej produkcie q; = 0
je hranie monopolistického mnoZstva q; = = a naopak:
a—c q_i_a—c

TR q-i=q
B;(q_;) = { 2b 2 4b a
S 0, 4-i > q
Ktora vetva rieSenia plati, sa dozvieme z hodnoty funkcie vyplat
(a—c)?

ui(qir q—i) = (a - b(CIl + q—i))qi —cq; — T =




a-c  a-c a—c (a-c)? _ _ (a—c)?
(a=b(G+5) - o) - =55 <0

Teda, najlepSou reakciou na hranie monopolistického mnozstva je hranie nulovej
produkcie. Na hranie nulovej produkcie je najlepSou reakciou hranie monopolistického
mnozstva (vyplyva z tvaru reakénej multifunkcie).

Hra ma teda dve Nashove ekvilibria, a to (%, O) a (O, “‘bc) (6 bodov).
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