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Stredna hodnota,
autokovariancia, stacionarita

m Casovy rad { X} ma funkciu stredne;j
hodnoty 11 = E|[ X ‘r
a autokovarianc¢nu funkciu
vx (t+h,t) = Cov(Xiqn, X;)
= E[(Xen — pern) (Xt — pir)]
Je stacionarny, ak oboje nezavisi na t.
Potom piseme vx (h) = vx (h, 0)‘
Autokorelacna funkcia (ACF) ma tvar

x (1) = Corr(X¢4n, X¢)

vx (0)

px(h) =
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Linearne procesy

W Doélezita trieda stacionarnych ¢asovych radov

OO0
X : = U+ E () j Wf —j

J=—00
kde (W} ~WN(0,02)
a [1, 1, ‘su parametre vyhovuijlce
> il < oo
j=—00
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Linearne procesy

Xp=p+ Z ViWe—;

j=—00

Priklady:
dBiely Sum v =1
OMA(1) Yo = 1,91 =
QOAR(1) Yo =111 = @ o = 2, ..




Odhad ACF: vyberova ACF

B Pripomefime si —{ X }| je stacionarny dasovy
rad:
QStredna hodnota 1= E|X;]
QAutokovarianéna funkcia (1) = Cov(X4p. Xy)
= E[(Xt4n — p)(Xe — )]
v(h)

OAutokorelacna funkcia (1) = ——
7(0)
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Odhad ACF: vyberova ACF

B Pre pozorovania o1,...,%,)

1 T
dPriemer T = — Ty
t=1

Vyberova autokovariancna funkcia

n—|h|

1 | |
y(h) = — z (Tispp) —2)(xr—a) pre —nm<h<n

n 1

Vyberova autokorelacna funkcia
Y (h)
7(0)

plh) =
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Odhad ACF: vyberova ACF

Vyberovéry, . .., T,|néna funkcia ma tvar
n—|h|

e
pr—
t=1 —n < h < ’ﬂ;‘

je to podobne tvar ako vyberova
autokovariancia
(1, Tha1)ye o s (Tp—p, Tn)

Okrem

(Normalizujeme s n namiesto n-h
L Odpocitame priemer celého suboru
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Vyberova ACF

B Ukazeme si vyberovu ACF pre rozne typy
casovych radov (aj nestacionarnych, ktore nie
su biely sumom

Typ ¢asoveho radu ACF

Biely Sum nulova

dTrend pomaly pokles
dPeriodicky periodicka
dMA(Q) nulova pre |h|>Q

dAR(p) exponencialny pokles

Jan Pekar
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Vyberova ACF pre biely
gaussovsky sum
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Vyberova ACF - trend
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Vyberova ACF - periodicka
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Vyberova ACF - MA(1)
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Vyberova ACF - AR(1
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ACF a predikcia najmensimi
stvorcami

Jan Pekar
Casové rady

M Najlepsim odhadom Y najmensimi
Stvorcami je EY:
min E(Y — ¢)* = E(Y — EY)?

B Najlepsim odhadom Y za predpokladu
X najmensimi stvorcami je E[Y/X]:

E_ﬂfiﬁE(} — f(X))* = mﬁnE [ [(Y — f(X>)2|XH

E [E[(Y — E[V]X])?X]]
var[V'| X].
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ACF a predikcia najmensimi
stvorcami

B Podobne, najlepsim odhadom X,,.,, za
predpokladu X, | najmensimi stvorcami
je BEY:

f(-X?’z) — E[«Xm-hLXn]

Jan Pekar
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ACF a predikcia najmensimi
stvorcami

B Predpokladajme, ze X = (X1,..., X, 41)
je zdruzenou gausovskou nah.premennou

| 1 1 > _
fx(z) = 2m) 2512 exp (—5(3 — )Y e — p;))

Potom zdruZenou distriblciou (X.. Xn+1) je

2
Hn g, POnOn+h
N , ,

Hn+h POnOn+h On+h
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ACF a predikcia najmensimi
stvorcami

B Predpokladajme, ze X = (X1,..., X, 41)
je zdruzenou gausovskou nah.premennou

| 1 1 Y ,
fx(z) = 2m) 2512 exp (—5(3 — )Y e — p;))

Potom podmienenou distribuciou X.+» za
podmienky X, | je

On+h
N (u’n—!-h +p o (Tn — Mn)aai+h(1 o /02)>
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ACF a predikcia najmensimi
stvorcami

M Takze pre gausovsky a stacionarny rad

{X:}, najlepdim odhadom X,+. za
podmienky X, =z, je

flxy) = p+plh)(x, — ;@4)‘

a chyba najmensich stvorcov je

E(Xoin — [(Xn))* =0 (1 = p(h)?)

Jan Pekar
Casové rady



ACF a predikcia najmensimi
stvorcami

B Poznamky:
dPresnost predikcie sa zvysuje, ak

p(h)] — 1

dPredikcia je linearna

f(x) = p(l —p(h)) + p(h)w
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ACF a predikcia najmensimi
stvorcami

Jan Pekar
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B Uvazujme linearny prediktor X,, 1, za
podmienky X,, = x,, v tvare
flayn) =alx, —u) + b‘
B Pre stacionarny ¢asovy rad {X;}
najlepsi linearny prediktor minimalizuje

2
E(Xnin —(a(Xn —p) +0))" =
— E (X?ﬁ—h, — <a(Xﬂ B /’L) T b))z
2 1L a0 + b2 — 2(1‘@02)02 — 20p

=0 + [
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ACF a predikcia najmensimi
stvorcami

Casové rady

B Tento vyraz je minimalny pre
a=ph) a b=p
Htakze
flan) = p(h)( Xy —p) + 1
M Tento optimalny linearny prediktor ma
chybu najmensich stvorcov

E(Xrn%h — ]L(Xn))g — (72<1 o ﬂ(h)z>




Predikcia X, , za podmienky X,
najmensimi stvorcami

Flan) = p(h)(X — 1) + 4
E(‘Xvn-{—h _ f(“‘X?‘%DQ — 0-2(1 o ,O(f?}Q)

DAk { X} }| je stacionarny, tak fje optimalny
linearny prediktor

QAk {X,} je aj gausovsky, tak fje optimalny
prediktor

Linearna predikcia je optimalna pre
gaussovske casove rady
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Viastnosti autokovarianénej
funkcie

Jan Pekar
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B Autokovariancna funkcia pre {X} je
definovana ako
VX (t + h, t) — COV(Xt_;_h,, AX};)

= E[(Xt4+n — pen) (Xt — pt)]
Ak Casovy rad je stacionarny, tak
mozeme pisat
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Viastnosti autokovarianénej
funkcie

B Autokovarianéna 7| funkcia pre stacionarny
rad {X;} ma tieto vlastnosti
Q1. ~4(0) >0 - variancia je nezaporna
Q2 |y(h)| <~v(0) -Cauchy - Schwarz

A3. y(h) =v(—h) -zo stacionarity

Q4. 7| je kladne semidefinitna
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Viastnosti autokovarianénej
funkcie

B Funkcia f : Z — R je kladne
semidefinitna, ak pre vsetky n je matica
F,s prvkami (£,).; = f(i — j) kladne
semidefinitna.

B Matica £, € R"*"| je kladne
semidefinitna, ak pre vsetky vektory
a € R"|plati

a' Fa > 0
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Viastnosti autokovarianénej
funkcie

m Uloha:

Ukazte, ze 7| je kladne semidefinitna.
Navod:

Uvazujte varianciu (X1, ... :,X'n”)a‘
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Vlastnosti vyberovej
autokovarianc¢nej funkcie

B Vyberova autokovarianc¢na funkcia ma

tvar e
Y(h) = n ; (Tt n] —T)(xy — ) —n < h<n

Pre lubovolnu postupnost’ <1, .-, Zn |
vyberova autkovariancna funkcia 7
vyhovuje tymto vlastnostiam:

O 4(h) = 4(—h)

d 7 je kladne semidefinitna
d 5(0) =0 a [3(h)] <74(0)
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Odhad p

B Pre stacionarny proces { X}, vyberovy
priemer X, = — (X, +---+ X,) vyhovuje

d E(X,)=pu
u var(X,,) = % Z (1 — @) v(h)
h=-n

d ~v(h) — 0 = var(X,) — 0

DZl”yh[<ﬁQ$nle' Z7iz
h

Jan Pekar
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Odhad ACF: vyberova ACF

var(X,) = E (%i){@ —/J,) (%i){j /J,)

= Y Y B - (X m)

i=1 j=1

1 S
= @Z’Y(@—J)
4,

:% nf (1_’%’) ~(h).

h=—(n—1)

Jan Pekar
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Odhad ACF: vyberova ACF

M Veta

Nech X, =u+3 . v;W,_; jetaky linearny
proces, ze " 1; # 0 . Potom

n

2

V = Z WU I) — Jw ) lfz’}j
j=—00
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Odhad ACF: vyberova ACF

B NAacrt dokazu

Pre linearny proces X;=pu+ > ;W;_;

mame Z"O
2
X (h) — Oy ijh‘i‘j‘-
j=—oc
~ n-—1
takze h};ﬁ rnu()& ) = lim Z (l— m) v(h)
) 7 “x;h_ AAAAAAA 1) T
= lffggz Z o Z (M%—f —i_)l‘J‘H)
JEm—0 v=—(n—1)
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Odhad ACF: vyberova ACF

M Veta

Nech X, =u+3 . v;W,_; jetaky linearny
proces, ze E(W;}) < co. Potom

p(1) p(1)
||
pIK) p(K)

Vii = (plh+1)+ p(h —i) —2p(i)p(h))
h=1

< (plh+7) + plh = j) = 2p(j)p(h))
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Odhad ACF: vyberova ACF
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B Poznamka
Ak p(i) =01 tak V = I pre vietky i # 0
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Vyberova ACF a testovanie
bieleho sumu

B Ak {X} je biely sum, tak oCakavame, ze
nie viac ako ~ 5% vrcholov vyberove;
ACF vyhovuje nerovnosti

| 1.96
p(h)] > - 7
Toto je uzitoCna uvaha, lebo Casto

chceme previest Casovy rad na biely
sum.

Jan Pekar
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Vyberova ACF pre gaussovsky
biely sum
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Vyberova ACF pre MA(1)

BMame p(0) =1|, p(£1) = %= a p(h) =0
pre || > 1. Teda

Vii=Y (p(h+1)+ph—1)=2p(1)p(h))"
= (p(0) = 2p(1)*) + p(1)?
= 1
Voo = (p(h+2) + p(h —2) = 2p(2)p(1)* = 3 p(h)?
h=1 1

Jan Pekar
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Vyberova ACF pre MA(1)

Jan Pekar
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B Ak {X} Je realizacia takéhoto procesu
MA(1), tak s pravdepodobnostou 0,95
plati

"/}hﬁ h
T

p(h) = p(h)| < 1.96y,
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Vyberova ACF pre MA(1)
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Konvergencia v najmensich
stvorcoch

®m Postupnost nahodnych premennych S1, 52, .. |
konverguje v najmensich stvorcoch, ak existuje
taka nahodna premenna Y, pre ktoru
lim E(S, —Y)* =0
B Rieszova-Fisherova veta (Cauchyho
kritérium): S, konverguje v najmensich
stvorcoch vtedy a len vtedy, ak

lim E(S5,, — S,)* =0

M, N— 00
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Priklad: linearny proces

B Uvazujeme linearny proces
Xy = “ (B) W,

kde >
p(B)= > B
j=—00
Potom, ak plati S o sl < o0
tak

(1) Xy < ¢

Q(2) > v;Wi; konverguje v najm. $tvorcoch

j=—o00
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Priklad: linearny proces

Jan Pekar
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m(1)
P (| X = «) g —E| X/ Markovova nerovnost
C¥
1 oo
<— > [WIEW]

Jensenova nerovnost
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Priklad: linearny proces

Jan Pekar
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u (2)
Pretoze

E(S,, —S,)* =E

— 0.

T
E Ufij Wt_ 4 Kkonverguje v najm. Stvorcoch

j=-n

> UiWe |

m<|jl<n

o
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Priklad: AR(1)

Casové rady

B Nech {X|} je stacionarnvm riesenim
—0Xi—1 =W,
kde W: ~ WN(0,0%). Ak |p| <1 | tak

ZngWt 7

je riesenim. Podobne, V|eme ukazat, ze suma
konverguje v najmensich stvorcoch, pretoze
<1 implikuje 3 |¢/] < o

|



Priklad: AR(1)

B Navyse, {X;} je jedinym stacionarnym
riesenim: kazdeé iné stacionarne
riesenie {Y}} je limitou najmensich

Stvorcov
n—1 2
lim E (Yt — Z QS%'W}M@) —
e i=0

= lim E(¢"Y;_,)* =0

Jan Pekar
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Priklad: AR(1)

B Ekvivalentne. ak napiseme
= > o'B o(B)=1-09¢B
n v j=0 "y v ) y :
Tak mozeme overit, 2e ©(B) = ¢(B)"! :

T(B)¢(B)=>» ¢'B/(1—¢B) =
j=0
— gb.?B.? ZijBj — 1
j=
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Priklad: AR(1)

B Teda, z
$(B)X; = W,

vyplyva
m(B)6(B)X, = w(B)W,

¢o je ekvivalentné
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Priklad: AR(1)

B Poznamka:
Ak

o<1 a l2<1

tak
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Priklad: AR(1)

B Nech {Xt} ie stacionArnvm rieSenim
X —oXi—1 =W,

kde W ~WN(0,0%) . AK |0 <1, tak

X = Z¢th—j

j=0
Otazka na zamyslenie:

Co sa stane, ak ¢ =17
O =—17

o] > 17?
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