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AR(1)

B Nech {X|} je stacionarnvm riesenim
—0Xi—1 =W,
kde W: ~ WN(0,0%). Ak |p| <1 | tak

ZngWt 7

je riesenim. Podobne, V|eme ukazat, ze suma
konverguje v najmensich stvorcoch, pretoze
16| <1 implikuje 3 |¢/| < oc

Jan Pekar
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AR(1)

m Ekvivalentne. ak napiseme

2@?’3? ¢(B)=1-9¢B
Tak mozeme overit, se =(B) = o(B)~! -
m(B)p(B) = ) ¢'B/(1-¢B) =
j=0

gbjBJ ZgbjBJ —1




AR(1)

B Teda, z
$(B)X; = W,

vyplyva
m(B)6(B)X, = w(B)W,

¢o je ekvivalentné




AR(1) a kauzalita

B Teda, nech {X} je stacionarnym
riesenim
— 00X 1 =W,y
kde w, ~WN(0,0%) . Ak |o| <1, tak

Zgbjwt 7

Otazka na zamySIeme

— 19
Co sa stane, ak ¢ =1
O =—17?

o] > 17?

Jan Pekar
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AR(1) a kauzalita

mAK |¢] > 1, tak W(B)Wt‘nekonverguje. No

vieme prepisat
X =0 X1 + W,
1

1
ako X1 = 5Xt — gwt

Rovnako vieme ukazat, ze jedinym
stacionarnym riesenim je Xo= =S 0w
g=1

ALE... X, zavisi na buducich hodnotach W..

Jan Pekar
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Kauzalita

B Definicia. Linearny proces {X} je
kauzalny (presnejsie povedané, je
kauzalnou funkciou {W}), ak existuje
taky operator

W(B) =10+ U1 B+ B+

Z I'@Z«’jl < 00

j=0

d Xy =Y(B)W,

Jan Pekar
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AR(1) a kauzalita

m Kauzalita je vlastnost {X}} a { W}.

m Proces AR(1) definovany ako
B)X,=W;| s ¢(B)=1-0¢B

je kauzalny vtedy a len vtedy, ak |¢| < 1

a vtedy a len vtedy, ak koren z, polynomu

b(z) =1 - 02

10



AR(1) a kauzalita

B Ak |¢| > 1, tak vieme definovat
ekvivalentny kauzalny model

X — o' X1 = We
kde W, je novy rad bieleho Sumu.

B Otazka: Je proces MA(1) kauzalny?

Jan Pekar
Casové rady



MA(1) a invertovatelnost’

B Definujme
X, = W, +0W, 4|
= (1+6B)W,
Ak |0] < 1, tak vieme napisat
(1+6B) X, =W,
&  (1-60B+0*°B*—0*B*+ - )X, =W,

s ) (=0X =W,

j=0

Jan Pekar
Casové rady
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MA(1) a invertovatelnost’

Jan Pekar
Casové rady

B Teda, W, vieme napisat ako kauzalnu
funkciu X..

B Budeme hovorit, ze proces MA(1) je
invertovatelny.

mAK 9| > 1, tak rad
ng o(=0) X 3‘
diverguje, no mézeme napisat
Wi = 07" W, + 07X/
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MA(1) a invertovatelnost’

B Rovnako, ako v pripade nekauzalneho
AR(1), m6zeme ukazat, ze

Wi==> (07X,
j=1

Teda, mo6zeme W, napisat’ ako linearnu
funkciu X, ktora vsak nie je kauzalna.
Budeme hovorit, ze MA(1) nie je
iInvertovatelna.

Jan Pekar
Casové rady
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Invertovatelnost’

Jan Pekar
Casové rady

M Linearny proces {Xi} je invertovatelny
(presnejsie povedane, je
invertovatelnou funkciou {W}), ak
existuje

m(B) = m + 7B + WQBQ + .-

15



MA(1) a invertovatelnost’

B Invertovatelnost je vlastnost { X} a { W}}.

M Proces MA(1) definovany ako
X, =0(B)W, s 6(B)=1+0B
je invertovatelny vtedy a len vtedy, ak

0| < 1la vtedy a len vtedy, ak koref z,
polynému 6(z) = 1+ 02 spina
podmienku  |z| > 1
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MA(1) a invertovatelnost’

Jan Pekar
Casové rady

mAK [¢| > 1, tak vieme definovat
ekvivalentny invertovatelny model

pomocou nového radu bieleho Sumu.

W Otazka: Je proces AR(1)
invertovatelny?

17



AR(p): Autoregresivhe modely
radu p

Jan Pekar
Casové rady

M Definicia. Proces AR(p) (Casového radu
{X}) je taky stacionarny proces, ktory

spifia
X — 01 Xp—q — - — @pXtmp = Wi
kde {W;} ~ WN(0,0?)
Ekvivalentne o(B)X; =W,
kde o(B)=1=¢1B—-+—¢p,B"

18



AR(p): Ohranicenia ¢

B Pripomenme si: Pre p_ (AR(1)) mame

Toto je modelom AR(1) len ak je
stacionarnym rieSenim ¢(B)X; = W,

¢o je ekvivalentné s podmienkou |¢1| # 1

19



AR(p): Ohranicenia ¢

M Toto je ekvivalentné s podmienkou na

O(z) =1— 17
VzeR, ¢(z) =0 = 2 # +1

VzeC,o(z)=0 = |z] # 1

20



AR(p): Ohranicenia @

Jan Pekar
Casové rady

B Stacionarita: vz € C, ¢(z) =0 = [z| # |
Polyndm o(z2) =1 — ¢12 |
koren z; =1/¢1 € R
No korene polynodmu vyssieho stupna
mozu byt komplexné. Kvoli stacionarite
chceme, aby korene ¢(z) nelezali na

jednotkovej kruznici {z € C : |z| = 1}

2]
iny

21



AR(p): Stacionarita a kauzalita

M Veta. (Jediné) stacionarne riesenie
o(B)X, =W,

existuje vtedy a len vtedy, ak

Tento AR(p) proces je kauzalny vtedy a
len vtedy, ak

2/ <1 = o(2) =1—-d12—- = p2" #0




Opakovanie: Kauzalita

B Definicia. Linearny proces {X} je
kauzalny (presnejsie povedané, je
kauzalnou funkciou {W}), ak existuje
taky operator

Y(B) =0+ 11 B+ 1B + -

Z I'@Z«’jl < 00

j=0

d Xy =Y(B)W,

Jan Pekar
Casové rady
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AR(p): Vsetky korene mimo
jednotkového kruhu implikujG
kauzalitu

VzelC, |z]| <1 = o(z) #0

& 3@@}5>0va<y+5——— §:¢ﬂﬂ

= VM§1+&Wﬁﬂ%a(mﬁww)_m

. , . : 1 >
= Jjo, Vj = jo, |1p;|'7 < T = ) i <.

Jan Pekar
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AR(p): Vsetky korene mimo
jednotkového kruhu implikujG
kauzalitu

BTeda, ak [2| < 1 = ¢(z) = 0, tak

Sm= ) U B'W,
1=0
konverguje v najmensich stvorcoch,

takze sme dostali stacionarny, kauzalny
casovy rad X, = ¢~ 1(B)W,

Jan Pekar
Casové rady
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Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov - priklad

H Priklad:

X, =u(B)W, o
& (1—-0.5B+0.6B*)X; =W,
takze

1 = (B)(1—-0.5B+0.6B7)

Jan Pekar

. 2
Casové rady °



Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov - priklad

) = by — 050,
0 =1 — 0.511 + 0.6
0 = 1 — 0.5 + 0.60;
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Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov - priklad

& 1=, 0=7; (120
0 =1y — 05051 + 0.6); 5

= 1 =1, 0 =1, (7 <0)
0= o(B)y;.
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Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov - priklad

B Tieto linearne diferenéné rovnice
mozeme riesit’ viacerymi sposobmi:
dnumericky;

Juhadnutim tvaru rieSenia a dokazom
indukciou:;

dpouzitim teorie linearnych diferencnych
rovnic.

Jan Pekar
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Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov — vseobecny pripad
Qﬁ(B)Xt — Wt, N

takze

s l=@o+viB+ )1 —6B— - — B

30



Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov - vseobecny pripad

0 =11 — P1%0,
0 =12 — ¢1101 — G210,

=3 1 = 1o, 0 =1, (J <0)
0= o(B)1;.




ARMA(p,q): Autoregresivne
modely s kizavymi priemermi

M Definicia. Proces ARMA(p,q) (Casoveho
radu {X}) je taky stacionarny proces,
ktory splfia

Xt—01Xe1— = QpXpp =W+ Wi g+ +0, Wi
kde {W;} ~ WN(0,0?)

B AR(p)=ARMA(p,0): 6(B) =1

2

B MA(q)=ARMA(0,q): ¢(B) =1




Procesy ARMA(p,q):

B Veta. Pre fubovolny stacionarny proces
s autokovarianciou 7| a pre kazdeé k>0,
existuje taky proces ARMA Casoveho
radu { X}, pre ktory

vx (h) =~(h), h=0,1,..., 4

Jan Pekar

Casové rady 33



ARMA(p,q): Autoregresivne
modely s kizavymi priemermi

B Proces ARMA(p,q) (¢asoveho raqlu {X}) e

taky stacionarny proces, ktory splia

Xe—01 Xy 1— =0 Xy p =Wy +O0 W1+ - +0, W,

(Wi} ~ WN(0,0?)

Zvyéajne pozadujeme, aby ©,,0, # 0
a aby polynomy

O(z) =1 =12 — - — pp2F 0(2) =1+6012+ - +0,27
nemali spolo¢né korene. Z tohto vyplyva, ze
neexistuje model ARMA nizsieho radu.

Jan Pekar

x 4
Casové rady °



ARMA(p,q): Pripad
redudandnych parametrov

Jan Pekar
Casové rady

B Uvazujme biely sum W, M6zeme pisat
Xt — I-’V;g,
— X — X1 +020 X4 o =W, —W,_1 +0.20W;_»

(1—B+0.25B%)X, = (1 — B+ 0.25B*W,
co je proces ARMA(2,2) s operatormi

&(B)=1— B+ 0.25B°
0(B) =1 - B+0.25B]

no stale je to biely sum.
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ARMA(p,q): Pripad
redudandnych parametrov

B Model ARMA
O(B)X: = 0(B)W,;
S #(B)=1— B+ 0.25B>
9)(B)=1— B+ 0,2582‘
Teda Xy = (B)W;
& P(B) = % =1




ARMA(p,q):Stacionarita,
kauzalita a invertovatelnost’

M Veta. Ak @ a © nemaju spolocné
korene, tak (jediné) stacionarne riesenie

o(B)X; = 6(B)W; | existuje vtedy a len
viedy, ak

Tento proces ARMA(p,q) je kauzalny
vtedy a len vtedy, ak

2| <1 = o(z) =1—012—-—0p2" #0




ARMA(p,q):Stacionarita,
kauzalita a invertovatelnost’

M Veta. Ak @ a © nemaju spolocné
korene, tak (jediné) stacionarne riesenie

O(B)X; = 0(B)W; ‘ existuje vtedy a len
viedy, ak

Tento proces ARMA(p,q) je invertovatelny
vtedy a len vtedy, ak

2| <1 = 0(2) =1+6124+0,27#0
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Pripomenutie: kauzalita

B Definicia. Linearny proces {X} je
kauzalny (presnejsie povedané, je
kauzalnou funkciou {W}), ak existuje
taky operator

U(B) = o+ 11 B + 1B + -

Z I'@Z«’jl < 00

j=0

Jan Pekar
Casové rady
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Pripomenutie: invertovatelnost’

M Linearny proces { X} je invertovatelny
(presnejsie povedane, je
invertovatelnou funkciou {W}), ak

existuje
m(B) = m + 7B + WQBQ + .-
S o
Zm; < oc

Jan Pekar

Casové rady 40



ARMA(p,q):Stacionarita,
kauzalita a invertovatelnost’

B Priklad: (1 —15B)X; = (1+0.2B)W,
3 2\

Z2)=1—-1bz=—=2— =
P2) CTTO ( 3)

(z+95).

0(z) =140.2z =

| =

d® a © nemaju spolocCné korene;

dkoren @ je 2/3, teda nelezi na jednotkovej
kruznici, takze {X} je proces ARMA(1,1)

Jan Pekar
Casové rady
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ARMA(p,q):Stacionarita,
kauzalita a invertovatelnost’

m Priklad: (1 —1.5B)X;, = (14 0.2B)W,
3 2

Z2)=1—-1bz=—=2— =
P2) CTTO ( 3)

(z+95).

0(z) =140.2z =

| =

koren @ je 2/3, teda lezi vnutri jednotkového
kruhu, teda {X} nie je kauzalny

dKoren O je -5, takze lezi mimo jednotkového
kruhu; teda { X} je invertovatelny

Jan Pekar
Casové rady
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ARMA(p,q):Stacionarita,
kauzalita a invertovatelnost’

B Priklad: (1 +0.25B%)X; = (1 +2B)W,

| , 1
O(z) =1+0.2522 = -

4 |
| 1
0(z) =1+22=2 (z + —)

d® a © nemaju spolocné korene;

dkorene ® suU +2i, teda nelezia na
jednotkovej kruznici, takze { X} je proces
ARMA(2,1)

Jan Pekar
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ARMA(p,q):Stacionarita,
kauzalita a invertovatelnost’

B Priklad: (1 4+0.258%)X, = (1 + 2B)W,

| , 1
O(z) =1+0.2522 = -

4 |
| 1
0(z) =1+22=2 (z + —)

dkorene @ (+2i) lezia mimo jednotkoveho kruhu,
teda { X} je kauzalny

dKoren O je -1/2, takze lezi vnutri jednotkového
kruhu; teda { X} je nie invertovatelny

Jan Pekar
Casové rady



Kauzalita a invertovatelnost’

B Veta. Nech {X}} je proces ARMA urcCeny
»(B)X: = 0(B)W,
Ak 0(z) # 0] pre v8etky|z| = 1, tak
existuju take polynomy qﬁ‘ a 0 abiely
sum Wy, ze {X} vyhovuje
0(B)X: = 0(B)W,
pricom tento proces ARMA je kauzalny
a invertovatelny.

45



Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov - priklad

B Priklad: X: = ¢(B)W;

& (14025BY)X, = (1+02B)W,
takze
1+ 0.2B = (14 0.25B%)y(B)
S 14028 =(1+0258%) (o + 1B +1aB%+--) |

46



Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov - priklad

B Co je ekvivalentné s
1 = 1o,
0.2 = 1)1,
0 = 1hy + 0.251),
0 = 13 + 0.251)1,

~ 1 = @Zfﬁ 0.2 = ‘Q’)l.}
) = 'ngj -+ 0*25’@3_2‘

Jan Pekar
Casové rady
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Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov - priklad

B Na tento pripad sa mozeme pozerat
ako HJ — (?l)(B)lj)} S Oy =1, ﬁj =0
pre j<0,j>gq

M Toto je diferenCna rovnica prvého radu
vV premennej v, .

B Mozeme pouzit’ 0;: na urCenie
zacCiatoCne] podmienky a dostaneme tak
riesenie

_ 1 1 1 1 1 1 1
wj—(1’3’_1’_20’16’80’_ﬂ’_%"")

Jan Pekar
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Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov — vseobecny pripad

»(B)X: =0(B)W,; <~ Xy = Q/}(B)Vvt‘

akte  O(B) =0(B)&(B) |
& 14+06B+---+0,B"= (o + 1B+ )(1—¢1B—---—¢,B")
<~ 1:190;
01 = 11 — 0110,
o =102 — Q1101 — -+ — P2t)g




Vypocet ¥ pre AR(p): urcenie
koeficientov — vseobecny pripad

BmTo je ekvivalentné s 0, = ¢(B)y;
SO =10,=0: pre j<0,j>q

Jan Pekar
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Autokovariancna funkcia
linearnych procesov

B Uvazujme linearny proces { X}
definovany X: = «(B)W;

v(h) = E(XeXitn)
= E (oW + 1 Wy

Jan Pekar

Casové rady .



Autokovariancna funkcia MA
procesov

Jan Pekar
Casové rady

m Uvazujme MA (q) proces {X}

definovany X, = 6(B) W]

@
LY
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Autokovariancna funkcia ARMA
procesov

B Uvazujme ARMA(p,q) proces { X}
definovany ¢(B)X, = 0(B)W}|

Aby sme mohli vypocitat~ , vypocCitame
|, a potom vyuzijeme vztah

V(h) = 0y (Lop +10psr + Vatdpyo + )‘

M Alternativny postup

Xi— 01 Xe1 = — dpXiop
=W+ Wy o+ 0, W,

Jan Pekar
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Autokovariancna funkcia ARMA
procesov

Jan Pekar
Casové rady

takze
E((X; =1 Xy — -0 = prf—p} Xi—n)

= E((W; +6,W e+ 0, W) X))
odkial

Wi 14

Takze, mame linearnu diferenénu rovnicu
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Autokovariancna funkcia ARMA
procesov - priklad

(1+025B%)X, =(1+02B)W,, = X; =¢(B)W,

| 11111 11

e (1’ 54 200167 80"_64"_320"“) |

g—h
v(h) = ¢1y(h = 1) = day(h—=2) = i > Oyt

=0

[ o2 (0o +02¢1)  h=0
Sq(h) +025y(h—2) =3 02024 h=1

0 inak

Jan Pekar
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Autokovariancna funkcia ARMA
procesov - priklad

Dostali sme homogénnu linearnu
rovnicu

v(h)+ 0.25v(h—2)=0

LN

pre 1 >2 S0 zaciatoCnhymi podmienkami

Jan Pekar
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Linearna predikcia

Pre dane X, X,, ..., X, najlepsi linearny
prediktor x,..,, Vv tvare

n
X =a0+ ) X,

vyhovuje predikénym rovniciam

E (Amrm ;‘§§+m\) =0
E[(Xntm—Xpym) Xi) =0 i=1,...,n

Jan Pekar
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Linearna predikcia

B Chyba linearneho prediktora je
nekorelovana s predikovanou

p remennou. E(Xiym — Xn4,,) =0
. ; (ﬁﬁ ;;;;;;;;;;;;; XX +\ iy
~ /
-z
= pll— Qi | = 0.
\Y% i /J
takze

Y;l+m—&g;+2mﬁf & Xpim—p= ng (i — )

takze budeme «y|ignorovat.

Jan Pekar
Casové rady

Pre predikciu mozeme predpokladat =
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Parcialna autokorelacna funkcia
(PACF)

[] MOdel AR(1 ) Xe =1 Xeo1 + W

(1) = Cov(Xy, X1) = ¢17(0)
v(2) = Cov(Xp, X3)

E

= Cov( Xy, ¢ Xy + W)

g
#

= Cov(Xo,¢1 Xo + &1 W1 + Wa)

Yy
= ¢17(0).

Vidime, ze X, a X, su korelované cez
X,;. V PACF odstranime tuto zavislost
pomocou kovarianice predikcnych chyb
X,'a X,

Jan Pekar
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Parcialna autokorelacna funkcia

(PACF)
B Pre AR(1) e
Xog =11
Fﬁgxé o WX@)

Jan Pekar
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Parcialna autokorelacna funkcia
(PACF)

Casové rady

B Definicia. PACF stacionarneho
casového radu {Xi} je
¢11 = Corr(X1, Xo) = p(1)

« ot v, _ vh=1 v vh—l .
opp = Corr( Xy — X7 Xo - X7 )| h=2,3,.. ‘

B Takto eliminujeme linearne efekty X,
Xoy weey X4

X, X, X, Koy X, Xy X, - ‘

-




ACF procesu MA(1)

MA[T: X =Z s 82,

08

R oy

D4} T F ai+a’)

02

<, 8
Moy

Mcmxdk

Jan Pekar
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PACF procesu MA(1)

Jan Pekar
Casové rady

MA{TE X, =Z +8 Z,_,
1} _
o8l -
06 _
04l @ -
o2} -
-

0 T L +—
-02 | & _

1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6

10
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ACF procesu AR(1)

ARIT): K= 8 X, = 2,

08

0&er

04

02z

- o

Jan Pekar
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[y —

@ =
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PACF procesu AR(1)

Jan Pekar
Casové rady

0.8

3 8

ARIEX =45, = F,
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ACF a PACF

Jan Pekar
Casové rady

B Model ACF
dMA(Q) nulova pre |h|>q

dAR(p) exponencialny
pokles
JARMA(p,q) exponencialny

pokles

PACF
exponencialny
pokles

nulova pre |h|>p

exponencialny

pokles
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