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M Priklad: Algoritmus inovacii pre
predpoved pomocou MA(1)

Jan Pekar
Casové rady



Opakovanie: Kauzalita

B Definicia. Linearny proces {X} je
kauzalny (presnejsie povedané, je
kauzalnou funkciou {W}), ak existuje
taky operator

Y(B) =0+ 11 B+ 1B + -

Z I'@Z«’jl < 00

j=0

d Xy =Y(B)W,

Jan Pekar
Casové rady



Opakovanie: Invertovatelnost’

M Linearny proces { X} je invertovatelny
(presnejsie povedane, je
invertovatelnou funkciou {W}), ak

existuje
m(B) = m + 7B + WQBQ + .-
S o
Zm; < oc

Jan Pekar
Casové rady



Opakovanie: AR(p) -
Autoregresivne modely radu p

M Definicia. Proces AR(p) (Casového radu
{X}) Je taky stacionarny proces, ktory
splna

X — @iXtmi — e — @pXrtm,p = W,
kde {W,} ~ W N(0, 52)\

Ekvivalentne @%(B)X

kde o(B)= ’

Jan Pekar
Casové rady



Opakovanie: AR(p) - Stacionarita
a kauzalita

M Veta. (Jediné) stacionarne riesenie
o(B)X, =W,

existuje vtedy a len vtedy, ak

Tento AR(p) proces je kauzalny vtedy a
len vtedy, ak

2/ <1 = o(2) =1—-d12—- = p2" #0

Jan Pekar
Casové rady



Opakovanie: ARMA(p,q)

M Definicia. Proces ARMA(p,q) (Casoveho
radu {X}) je taky stacionarny proces,
ktory splfia

Xe—01 Xpg— =0, Xy =W+ W+ +0, W,
kde {W;} ~ WN(0,0?)

B AR(p)=ARMA(p,0): 6(B) =1

2

B MA(q)=ARMA(0,q): ¢(B) =1



Opakovanie: Procesy ARMA(p,q)

B Veta. Pre fubovolny stacionarny proces
s autokovarianciou 7| a pre kazdeé k>0,
existuje taky proces ARMA Casoveho
radu { X}, pre ktory

vx (h) =~(h), h=0,1,..., 4

Jan Pekar
Casové rady



Opakovanie: ARMA(p,q) -
Stacionarita a kauzalita

M Veta. Ak @ a © nemaju spolocné
korene, tak (jediné) stacionarne riesenie

o(B)X; = 6(B)W; | existuje vtedy a len
viedy, ak

Tento proces ARMA(p,q) je kauzalny
vtedy a len vtedy, ak

2| <1 = o(z) =1—012—-—0p2" #0




Opakovanie: ARMA(p,q) -
invertovatelnost’

M Veta. Ak @ a © nemaju spolocné
korene, tak (jediné) stacionarne riesenie

O(B)X; = 0(B)W; ‘ existuje vtedy a len
viedy, ak

Tento proces ARMA(p,q) je invertovatelny
vtedy a len vtedy, ak

2| <1 = 0(2) =1+6124+0,27#0

11



Opakovanie: Kauzalita a
invertovatelnost’

m Veta. Nech {X}} je proces ARMA urcCeny
»(B)X: = 0(B)W,
Ak 0(z) # 0] pre v8etky|z| = 1, tak
existuju take polynomy qﬁ‘ a 0 abiely
sum Wy, ze {X} vyhovuje
0(B)X: = 0(B)W,
pricom tento proces ARMA je kauzalny
a invertovatelny.

12



Opakovanie: Vyberova PACF

B Pre realizaciu x,, x,, ..., X,, Casového
radu vyberova PACF je

®oo = 1

o, = posledna zlozka Op,

Jan Pekar
Casové rady



Opakovanie: Jednokrokova
dopredna linearna predikcia

X:—g-l — @ann + Qf}nﬁXn—l 4+ T énnXl

I'n®n = Yn,
3-@-1 =E (-& bl — Xg-{-l)g — ";"(U) - %I‘;%m
7(0) v(1) v(n —1)
. v(1) 7(0) v(n —2) |
vn=1) y(n=2) - ~(0)

Jan Pekar
Casové rady

On = (;énlr Pn2y - ¢’nn)fa Y = (7(1),7(2),... a')/(n))f'
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Opakovanie: Predikény
operator

B Pre ndhodné premenne Y, Z,, Z,, ..., Z,,
definujeme najlepsiu linearnun
predikciu Y vzhfadom na Z = (£, 4,
.., Z,)" ako operator P(.|2) aplikovany
na Y.

P(Y|Z) = py + ' (Z — pz)
I'=Cov(Z, Z).

Jan Pekar

Casové rady 15



Opakovanie: Viastnhosti
predikény operator

Jan Pekar
Casové rady

1.LEYY —P(Y|Z))=0,E((Y = P(Y|Z))Z) = 0.

2. E(Y — P(Y|2))?) = Var(Y) — ¢/,

3. PlanY1 + Yo + ap|Z) = ag + iy PV |Z) + o P(Ya|Z).
4. P(Zi|Z) = Z,.

5. P(Y|Z) = EY if = 0.

16



Opakovanie: Parcialna
autokorela¢na funkcia (PACF)

Casové rady

B Definicia. PACF stacionarneho
casového radu {Xi} je
¢11 = Corr(X1, Xo) = p(1)

« ot v, _ vh=1 v vh—l .
opp = Corr( Xy — X7 Xo - X7 )| h=2,3,.. ‘

B Takto eliminujeme linearne efekty X;,
Xoy weey X4

s X1, X, X1, X2y vy Xpm1, Xy X,y - - ‘

-




Opakovanie: ACF a PACF

B Model ACF PACF
dMA(Q) nulova pre |h|>q exponencialny
pokles
dAR(p) exponencialny nulova pre |h|>p
pokles

JARMA(p,q) exponencialny exponencialny

pokles pokles

Jan Pekar
Casové rady
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Opakovanie: Vyberova PACF

Jan Pekar
Casové rady



Dolezitost’ predikcie P ,:
Interval predikcie

Tl o) ! b { ; i L
}&m—l—l - @nl}‘n + @n%&}{m—l + -+ @nn}&l ‘

L | e 7
}jn Pn = Tns

?}, . g > \,?‘«}*-;) Fa o FaR Ml} :_‘LM(!
R‘z—}—l =E (é&ﬂ’%_l - A?’%—f—i) = 5({}) o fizrfz in

Po pozorovani X, X, ..., X

n’

predpovedame X, ,,. OCakavanou

kvadratickou chybou nasej predikcie je
Pl

Jan Pekar
Casové rady



Dolezitost’ predikcie P ,:
Interval predikcie

Jan Pekar
Casové rady

Mbzeme zostrojit’ interval predikcie

Yﬁ’—i—l :l:(w&jﬁjfp:_{_l

Pre Gaussovsky proces, chyba predikcie
ma distriblciu V0, P72, ) )|takZe co.05/2 = 1.96

dava 95% interval predikcie.
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Vypocet koeficientov
predikcie

. 7 { ‘ '‘
Xn_;_l — ‘}in}*n + @ngi}{n—l + -+ @nn}&l ‘

L | e 7
}jn Pn = Tns

\ 2 . .
Ti ES 2} < An m} _‘Im
PZ_}_L =E (&}/‘H—l X?’?ﬁ—f—i) - 5(%) o fizrf;e in

Ako mbzeme vypocitat tieto veliCiny
rekurzivne? T.j. ako vieme pomocou ¢
z X»~!lvypocitat ¢.| z X7;, bez rieSenia
ingj linearnej sustavy I'.¢, = v, ?

Jan Pekar

Casové rady 22



Durbin - Levinson

o =0, Poo = 0;
v(1
P1 = @11, 11 = —( )S

@ﬂ - ({;}iﬂ:l? ceey ffﬁnﬂ}f f}g% = (¢‘F@m RS fﬁ’ﬂl)i
Yo = (41 ()’ S = (y(n), .., 4 (1)

Jan Pekar
Casové rady
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Durbin - Levinson: Priklad

ﬂ}g = ’(} af’;}()g = @

D1 = P11, P11 = *‘W(Q)a

F | p; oy L F o
T - — i T o T o % o F
[ Pn—1 " PnnPn—1 / ! {” ) Pp—1Tn-1

: ﬁf(@} — @p_1Tn—-1

Jan Pekar
Casové rady

Tento algoritmus pogita ¢1, ¢z, ¢, ... |kde

¥ o
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Durbin - Levinson: Priklad

ﬂf}ﬁ - Gg gf)ﬂﬂ = ?
(1
@1 = é;ﬁ]_]_? ] = ;};—(l;

o — ooy \ 1) (1 _ 22)=v(1)
b= | TP TORON) [ 50 =)
N ; | 7(2)=5(1)

P22 (0 —(1)

Jan Pekar
Casové rady



Durbin - Levinson: Ako to
funguje?

Jan Pekar
Casové rady

Jasne: Ti¢o1=m.

Predpokladame: I'—1¢n—1 = yn—1.

POtOm anlnwl — %’fmml
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Durbin - Levinson: Ako to
funguje?

Jan Pekar
Casové rady

d

anl ':?nml ~ {?&fnml - qﬁﬂﬂgj‘%ml

ansn . |
Tn—1 f}’(@) k @%?‘1

LTy

in—1
A 1Pn—1 + Dnn (V(0) — AL D)

27



Durbin - Levinson: Chyba v
najmensich stvorcoch

Jan Pekar
Casové rady

Pri=7(0) — et

S

@n— 1 @nm @ﬁ —1

(:“?} T

= prl g2 (ﬁ(@) — ¢ Ya) | Z vyrazu pre ¢nn

28



Reprezentacia inovacii

B Namiesto najlepsieho linearneho
prediktora x;, = 6,1 X, + 60X, 1+ + 00 X1
mozeme pisat

A¥:§+1 — 61’11 (}{ﬁ — &er; _1}‘“}“6%2 (JXwn—l — *ij : f )+ : ‘“’“gﬁ;rzfn (AY;[ — AX{} )

Oznacme =U,.

Toto je stale linearne v X,, X,, ..., X

.
Inovacie suU nekorelované
Cov(X; — X)X, =X =0  i#j

Jan Pekar

* 2
Casové rady °



Porovnanie reprezentacii
U,a X,

m {U,} vytvara dekorelovanu reprezentaciu
LX)

(o, [ 1 0 o) [ x,)

Uz —o1 1 0 Xo

\ (}(n } \ —Pn—1n—1 ~—Pn—-1,n-2 °°° 1 ) \ *X‘ﬁ« /

Jan Pekar
Casové rady




Porovnanie reprezentacii
U,a X,

m {U,} vytvara dekorelovanu reprezentaciu

{Xil
( X7 \ /[ 0 0 o\ [ 7,
X B 011 0 0 Us

R N R ALY

Jan Pekar
Casové rady



Algoritmus inovacii

Jan Pekar
Casové rady

X{ =0, ntl = ng ntl—2 X;{ i)
Qﬁmmi g Pg | ‘n — L) Z&g 2—3 n n—j 3—1—1 :
141
n—1
Py =~(0) 1 = Z O n—iPii1
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Algoritmus inovacii:
priklad

§=0

t—1
1 | ;
Qﬂgﬂmi — P‘i‘ (W(ﬂ — ?,) — Z Qigimjgn HWEP;+1) .

plm = ”}"(O) ﬂ+1 Z @n n—i %—!—1
=0

Py =~(0) - 67 P}
B2 = (y(1) — 91,192,21310) /P,
P =~(0) — (652 + 65, P;)

Jan Pekar
Casové rady



Predikcia h krokov napred
pomocou inovacii

Casové rady

B Reprezentacia inovacii pre
iednokrokovu nagrednu predikciu e

AKo vyzera reprezentacia inovacii pre
P(X,inl|X1,...,X,)?

Takto p n—{-h\ X‘i ‘i-rm+§ra——» J)‘ . .
pozor, nepozovrpvane predikcie od n+1
do n+h-1 polozime rovné nule!



Predikcia h krokov napred
pomocou inovacii

Jan Pekar
Casové rady

B Ako vyzera reprezentacia inovacii pre
P (j{@_}_;@ -*X"I ce i\-rf; ) ?

Fakt: Pre /> 1] a 1 < <n| mame
CDV(XH—I—h — P(-X'?l+h‘-X1? ce :Xﬂ+f1—1)r X“L) =0

Teda, najlepsou predikciou X.+x je
najlepsia predikcia jednokrokove;
predpovede X, .,

35



Predikcia h krokov napred
pomocou inovacii

Jan Pekar
Casové rady

B Ako vyzera reprezentacia inovacii pre
P (j{@_}_;@ -*X"I ce i\-rf; ) ?

Fakt: NajlepSou predikciou Xn+1 — Xﬁﬂ‘
vzhladom na X, X,, ..., X, je O.
Podobne pre n+2, ...., n+h-1.

B Reprezentama movacu ma tvar

.g “' r?g K
[}(d i?*i‘—}—}%:l-}g‘i‘}“ E 9?’&—#& 1,h—14+% _Xm—}—j, Z X?H_J a)

36



Predikcia h krokov napred

pomocou inovacii (detail)

P(Xpin| X1, ... X,)
= P(P(Xpsn| X1se oo X)) X1, o Xn)

‘n+h—1
| — h—i_1 |
= P Z gn-i—hml,i (Xn—!—hm*i - X;:ihms ) EXI'; s 3Xn
N =1 ‘
n-+h—1

— z 9‘%.%;}«“]_?@'}) ((Xn+~hm§ — X;i}%::ml) !‘Xl? T ?Xﬂ‘)
=1

n+h—1 | -
= > bin1.iP (X = X000 27 1 X0, X))
i=h

n-+h—1
b g 10
1=h

Jan Pekar
Casové rady
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Predikcia h krokov napred
pomocou inovacii (detail)

P(Xn—l—l‘Xlz C e rX’n,) = Zgnt (Xn—l-l—“i o X:;—Ij;—l)
1=1

n+h—1
P(Xn—l—h‘Xlz . ?Xﬂ,) = Z Qn—l—h—l,j (Xﬂ—l—h—j _ X:;—I—‘—_E:j_l)
j=h

TL
—= E Qn—kh—l,h—l"‘i (XH—F]_—E. o X’::—;i—%)
i=1

S0, ? e |
oS
(& f‘/ﬂo’%:_&

& ae
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H W . - E MW W ---r- -— wrs

- chyba v najmensich
stvorcoch

N Reprezentécia inovacii ma tvar
P(Xpin] X1, Z Opthtn—14i (Xns1—i — X271 )

Jan Pekar
Casové rady



Predikcia h krokov napred -
chyba v najmensich stvorcoch

Casové rady

M Z ortogonality prediktorov a chyby
mame

E ((Xn—i—h — P( n—I—hl Y ***** X\n)) P(Xﬂ—{—fwlﬁ Yﬂ\ = (. |
Teda
E(XpinP(Xopn| X1, X)) = E (P(Xnpnl X1, ... X0)2).




Predikcia h krokov napred -
chyba v najmensich stvorcoch

Casové rady

Chybu v najmensich stvorcoch si teda
mbzeme vyjadrit’ ako

v v v v a2
gi{—|— b - E (j& n+h P { }‘1 n—+h )S. IR f‘i 71 } )

e ”}*{:@\) “3‘ E (p(ax n+h ‘X Law oo *}&?! }}




Predikcia h krokov napred -
chyba v najmensich stvorcoch

Avsak inovacie su nekorelovane, takze

Pz?—{-f& ( —E (P(*XH—H;*’*XE, ***** Xn })
{ n-+h—1
A0 n+h—j—1
m;-},(&{:}) ;;;;;;;;;;;; Z Onth-1. (j"inJrh §— "Kn-;—h - ) |
\ j=h ‘
n+h—1
[ v n+h—g3—1
j{: 6n+h 1,9 ’(ﬁm+% 7 -ﬁﬂ+ﬂ_l )
n+h—

zi: Q n+h i—1
n+h—1,j5 n+h 7 :

Jan Pekar
Casové rady




Algoritmus inovacii pre
MA(1)

B Predpokladajme, ze mame pre {X}
proces MA(1), ktory vyhovuje

X, =W, +6,W,_,
Pre dané X,, X, ..., X, chceme vypocitat

najlepsiu predpoved X, ., vyuzijuc
reprezentaciu inovacii.

12
0 r T . E : n (v Sy n—t '
4X1 — {}* _;5(?1;_*']. — y \(:)?"L‘Zw (.;’X._n_l_l_ri ;&ﬂ—*“l_iﬁ) N
=1

Jan Pekar
Casové rady
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Algoritmus inovacii pre
MA(1)

B Odbocka: Linearne predikcie su v tvare
XI = 0niZngi
1=1

pre nekorelované nahodné premenné Z,
s nulovou strednou hodnotou.
SpeCiéIne, X*ﬁ—i—i = Zm—i—l + zgﬂ?'gﬂ—{-l—g

i=1
kde z,., = x,., - x7,, (avsetky Z )su
nekorelovane. To naznacuje MA
reprezentaciu.

Jan Pekar
Casové rady
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Algoritmus inovacii pre
MA(1) - priklad

1

93?{ n—i

??—2 § 933 f?”sn j H’l)’

ri—1

PS - Ef?(){}} ‘P;ii»i ﬁ) - Z 9?1 7L — zpj—f-ﬁ

B Algoritmus pocita 7 =~+(0). 6, pomocouw(l“
dalej P}, 0.> pomocou~(2)|, #2.1: P53
pOmMocCou ~(3), atd.

Jan Pekar
Casové rady



Algoritmus inovacii pre
MA(1) - priklad

i+1 \

g?‘zﬁz—é = Fm ( ﬁ _3 ZQ$E jYn.n J}_?-i—l) )

B Pre MA(1): 7(0) = o?(1 + 62), 4(1) =

Teda 6., =~(1)/P
92:2 = 0 92!1 = "}(1)/P21;
33 ="032=0;651 =~(1)/P;

Pretozey(n — i) # 0‘ lenprei=n—1len 6., +#0
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Algoritmus inovacii pre
MA(1) - priklad

B Pre proces MA(1) pre {X} vyhovujuci
X, =W, +6,W,_,
reprezentacia inovacii najlepsej linearnej

predpovede je
XP=0, X7 =0u(Xn— X7

Vo vSeobecnosti, pre proces MA(q) plati
prei>q . 6, =0

47



Algoritmus inovacii pre
MA(1) - priklad

M Pre proces MA(1) pre {X.} mame
X‘S =0, —Xﬁ—i— 1 =0n1 (-Xn - X, - )

&

Toto je konzistentné so zistenim, ze

7
};?H“ 1 = VA vﬂ,~+1 -+ Z Qm VA v?“;—%l —
=1

kdeZt_ Xt 1 IL_l T1+1 Su
nekorelovane Skutocne ako n rastie,

tak pr, - Var(W;) | (rekurzial’'+1) @

A n—1 _ |
Jan Pekar U1 = f(l)/Pﬂ 01

x 4
Casové rady °



Opakovanie: AR(p)

B Pre proces AR(p) pre {X{} vyhovujuci

P
Xy = ; O Xp—i + Wy
i=1

pren = p mame

p
v0 _ ¢ < E “h- X ,
}&1 = {} AX“,{_L - (}?-‘Xfé‘"f‘im%
i=1

Potom

P
=1

49



Opakovanie: AR(p)

Jan Pekar
Casové rady

kde

Zn—l—l = X*}’z—}—l _ *X;;—i—l

Durbinov — Levinsonov algoritmus je
vhodny pre procesy AR(p)

Algoritmus inovacii je vhodny pre procesy
MA(Q).

50



Predpoved pomocou
ARMA(p,q)

M Existuje reprezentacia procesov
ARMA(p,q) zalozena na algoritme
inovacii. Predpokladajme, ze { X} je
proces ARMA(p,q) :

p

q
X, => ¢, Xo j+Wi+) 6;W,_;
1=1

7=1

51



Predpoved pomocou
ARMA(p,q)

B Uvazujme transformovany proces

X./o fmi}l
Z, = 1" f/ | s
o(B)X:fo  t> ;{

Ak p > 0,| tak proces nie je stacionarny.

52



Predpoved pomocou
ARMA(p,q)

Napriek tomu existuje vseobecnejsia
verzia algoritmu inovacii, ktoru mozeme
pouzit na nestacionarne procesy.
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Predpoved pomocou
ARMA(p,q)

M Nech ¢, ; su koeficienty ziskané
pomocou algoritmu inovacii na proces
Z. Dostaneme tak reprezentaciu

X" Z;'lzl Onj (Xﬂ+1—j - X:z:i?—j) n <p,
n+l — _ _
_;'P:l (-ijn—l—l—j + Zg:l 9?1_} (Xn—l—l—j — X’n—l—f—j) n = P

Pre kauzalny, invertovatelny {Xi}
E(X, = X[ 71 = Wa)? = 0,6, — 6] Pitt — o”.

g

Jan Pekar

: 54
Casové rady



Linearna predikcia zalozena na
nekonecnej minulosti

Jan Pekar
Casové rady

M Zatial sme uvazovali linearne prediktory
zalozené na n pozorovanych hodnotach
casového radu

7T — N d d I
“*X- i+ P é“‘*& 41 l “}1 T “‘K m—Lye s “}13 3

0

Co sa stane, ak mame pristup ku
vsetkym predoslym hodnotam X, X .,
X or ?
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Linearna predikcia zalozena na
nekonecnej minulosti

B Oznacme

L7 Tih s s X
X nt+m — P %&%;3+§?%AX 3 »}iis@—iz@ . }

\ b 7
— § , ﬁsg}i il —i-
i=1

Z vlastnosti ortogonality optimalneho
linearneho prediktora vyplyva

E [{A*ﬁ-{-m - jiﬁ-l—mjiu-l-i—z — E:k = 1? E% e

Jan Pekar
Casové rady
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Linearna predikcia zalozena na
nekonecnej minulosti

M Teda, ak {X;} je stacionarny Casovy rad
s nulovou strednou hodnotou, tak
Zr:}:j’}f(i —gj)=vlm-1+1), =12,
j=1
mAK {X} je kauzalny, invertovatelny
Iineérny proces, tak m6zeme napisat

nz—]—«*m — i Ee» n-l—m 1 + N‘ M4

oo
5 i
W n+m ,,_; W@gﬁn ntm—j T X;}-I-m

Jan Pekar
Casové rady



Linearna predikcia zalozena na
nekonecnej minulosti

BV takomto pripade

e

=1
fri—1 %)
- § : %F(ﬁ m+m—z€|§ms }m E :%X%%-m—?
i=1 j=m

Jan Pekar
Casové rady




Linearna predikcia zalozena na
nekonecnej minulosti

Jan Pekar
Casové rady

m—1 o0
~ — L - .
*Xﬂe—l—ﬁi - = p {««X n+m—7j| }L;r% X } TS Wji n+41m—j
j=m

Teda . —
,&—E.m_i_}_ —_— Z Wjﬂxﬂ-l—l—‘j‘

Efn—l—g p— _ﬁiw&x‘ﬁ‘l‘}i — ; ﬂ“jxeﬂ—l—g—jﬁ
=2
e
fi

Invertovatel’né (AR(oo)) reprezentécia dava

predpoved “n+m
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Linearna predikcia zalozena na
nekonecnej minulosti

B Aby sme vypoditali chybu v najmensich
Stvorcoch, musime si uvedomit, ze

jin-l—m = P(Xn+m|Xm Xn—l: . } - Zﬂ*’jp(]’{;n-l—m—j|xn: Xn—1,.. J
j=1

+ P(]"{fn—l—m|X11: Xﬂ—l'.- .- }

[ ]
- Z ViWngm—j.

j=m

2
m—1
E (Xn-l-m - P(Xn+m|xnz Xn—]: K ))E =E (Z 'Er'*er’rn-l—m—J)

Jan Pekar
Casové rady
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Linearna predikcia zalozena na
nekonecnej minulosti

Jan Pekar
Casové rady

B Teda, chyba v najmensich stvorcoch
predpovede zalozenej na nekonecne;
minulosti je dana zaciatoCnymi Clenmi
kauzalnej (MA()) reprezentacie

m—1

E [ " V2 N2

Specialne pre m=1 chyba v najmensich
stvorcoch je o2
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Nabudlce

Jan Pekar
Casové rady

B Odseknuty prediktor
B Odhad parametrov

B Estimator maximalnej vierohodnosti
M Yuleho — Walkerov odhad
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