Veta 12(ii). (Linearita Lebesgueovho integrdlu) Nech je (X,S,u) priestor s mierou, f,g €
LY (n), o, B € R. Potom af + g € L' (1) a [((af +Bg)dp=a [y fdu+75 [y gdp.

Doékaz. (a) Najprv ukdzeme, 7ze ak f € L a o € R, potom af € L1 a

| @nin=a san (1)

Tvrdenie je zrejmé z definicie pre « = 0 aj pre a = —1 (lebo f* = (—f)" a f~ = (—f)T), takze
mozeme predpokladat’ o > 0 (pre vSeobecné o < 0 sta¢i potom pouzit’ tvrdenie pre ndsobenie
skaldrom |a| a nésledne pre ndsobenie skaldrom —1).

Nech je najprv f : X — [0,00) jednoduché a integrovatelnd a o > 0. Potom f = Zle QXA
kde a; > 0, A; € S st navzdjom disjunktné a [y fdu = >, aju(A4;) < oo. Funkcia af =

Zle(ozai)XAi je tiez jednoduchd a nezdpornd a

/X (@) i = Y (wau(4) = S a(4) <o /X fdu,

3

takze af € L' a plati (1).

Nech je teraz f : X — [0,00] integrovatelnd a o > 0. Potom je af : X — [0, 00] meratelnd,
a teda (pouzitim (1) pre nezaporné jednoduché integrovatelné funkcie a oznacenim h = h/a)
dostavame

/(af)d,u:sup{/ hdp:0<h<af; hjednoduchd}
X X

= sup{a/ (h/a)dp : 0 < h/a < f; h jednoduchéd}
X

= asup{/ hdp:0<h<f; hjednoducha}
X

takze af € L1 a plati (1).

Nech je nakoniec f € L' a a > 0. Potom f = f+ — f=, kde f*,f~ : X — [0,00] st
integrovatelné, a af = (af)™ — (af)” = af™ — af~. S vyuzitim vyssie dokdzaného dostdvame
aftaf~ e Ll [ affdu=of fTdu, [ af du=a [ [~ du, ateda tiez af € L' a plati
(1).

(b) Teraz dokdzeme, ze ak f,g € L', potom f+ g€ L! a

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu~ (2)

Kombindciou tohto tvrdenia a tvrdenia dokdzaného v bode (a) plynie tvrdenie Vety 12(ii).

Nech st najprv f,g € L' jednoduché nezédporné, f = Zle QiXA;, § = Z;nzl Bixs;, kde
a; > 0, A; € S st navzdjom disjunktné, a podobne pre (3;, B;. Polozme Ay = X \ Ule A;,
By = X\ Uj~, Bj, a0 = fo = 0. Potom f +g = 3, ;(a; + Bj)xa.np, (kde stitame cez vietky
i=0,1,....,kaj=0,1,...,m) a mnoziny A; N B; € S si navzdjom disjunktné, takze f + g je
nezapornd jednoducha funkcia,

A(f+g)dﬂz Z(Oéi-i-ﬁj)u(AiﬂBj) = ZaiZM(AimBj)'i_ZﬁjZN(AimBj)
:Zaiu(Ai)JrZﬁju(Bj):/deﬁ/xgdm

takze f + g € L' a plati (1).



Nech st teraz f, g € L! nezdporné. Z Vety 9 plynie existencia fy, gr : X — [0, 00) jednoduchych
tak, ze fr. /" f, gr /" g. Z definicie a konecnosti integralov [, fdu a [, gdp naviac plynie
fr, gk € L1. S pouzitim Vety 11 a tvrdenia (2) pre jednoduché nezédporné integrovatelné funkcie
dostavame

|G+ yau=tim [ (fisgdi= i ([ fedu+ [ ocdn)

= 1im/fkd,u+ lim/gkdu:/fdu-F/gdﬂv
k—oo [x k—oo [x X X

takze f + g € L' a plati (1).

Nech sti nakoniec f,g € £L'. Potom st f, g koneéné s.v., takze funkcia h = f + ¢ je definovana
s.v. (funkciu h definujeme ako nula tam, kde je f = —g = +oo alebo f = —g = —o0). Zrejme bt <
ft+g", pricom z vyssie dokdzaného plynie f+ + ¢ € £!, takze vd’aka monoténii Lebesgueovho
integralu pre meratelné nezdporné funkcie je tiez h* € L' a podobne h~ € L!. Pretoze plati
Wt +f~+g =h"+ fT+ g, z vyssie dokézaného plynie

/Xh+du+/xf’du+/xg’du=/X(h“rf’+g’)du=/x(h’+f++g+)du

:/h*dw/f*dw/g*du,
X X X

/hdﬂ:/h+dﬂ—/h*du=/f*du—/f*dwr/g*du—/g*du
X X X X X X X
=/ fdu+/gdu,
X X

odkial’

takze plat{ (1).



