
Veta 12(ii). (Linearita Lebesgueovho integrálu) Nech je (X,S, µ) priestor s mierou, f, g ∈
L1(µ), α, β ∈ R. Potom αf + βg ∈ L1(µ) a

∫

X
(αf + βg) dµ = α

∫

X
f dµ + β

∫

X
g dµ.

Dôkaz. (a) Najprv ukážeme, že ak f ∈ L1 a α ∈ R, potom αf ∈ L1 a

∫

X

(αf) dµ = α

∫

X

f dµ. (1)

Tvrdenie je zrejmé z defińıcie pre α = 0 aj pre α = −1 (lebo f+ = (−f)− a f− = (−f)+), takže
môžeme predpokladat’ α > 0 (pre všeobecné α < 0 stač́ı potom použit’ tvrdenie pre násobenie
skalárom |α| a následne pre násobenie skalárom −1).

Nech je najprv f : X → [0,∞) jednoduchá a integrovatel’ná a α > 0. Potom f =
∑k

i=1
αiχAi

,
kde αi ≥ 0, Ai ∈ S sú navzájom disjunktné a

∫

X
f dµ =

∑

i αiµ(Ai) < ∞. Funkcia αf =
∑k

i=1
(ααi)χAi

je tiež jednoduchá a nezáporná a

∫

X

(αf) dµ =
∑

i

(ααi)µ(Ai) = α
∑

i

αiµ(Ai) = α

∫

X

f dµ,

takže αf ∈ L1 a plat́ı (1).
Nech je teraz f : X → [0,∞] integrovatel’ná a α > 0. Potom je αf : X → [0,∞] meratel’ná,

a teda (použit́ım (1) pre nezáporné jednoduché integrovatel’né funkcie a označeńım h̃ = h/α)
dostávame

∫

X

(αf) dµ = sup{

∫

X

h dµ : 0 ≤ h ≤ αf ; h jednoduchá}

= sup{α

∫

X

(h/α) dµ : 0 ≤ h/α ≤ f ; h jednoduchá}

= α sup{

∫

X

h̃ dµ : 0 ≤ h̃ ≤ f ; h̃ jednoduchá}

= α

∫

X

f dµ,

takže αf ∈ L1 a plat́ı (1).
Nech je nakoniec f ∈ L1 a α > 0. Potom f = f+ − f−, kde f+, f− : X → [0,∞] sú

integrovatel’né, a αf = (αf)+ − (αf)− = αf+ − αf−. S využit́ım vyššie dokázaného dostávame
αf+, αf− ∈ L1,

∫

α
αf+ dµ = α

∫

X
f+ dµ,

∫

α
αf− dµ = α

∫

X
f− dµ, a teda tiež αf ∈ L1 a plat́ı

(1).
(b) Teraz dokážeme, že ak f, g ∈ L1, potom f + g ∈ L1 a

∫

X

(f + g) dµ =

∫

X

f dµ +

∫

X

g dµ. (2)

Kombináciou tohto tvrdenia a tvrdenia dokázaného v bode (a) plynie tvrdenie Vety 12(ii).

Nech sú najprv f, g ∈ L1 jednoduché nezáporné, f =
∑k

i=1
αiχAi

, g =
∑m

j=1
βjχBj

, kde

αi ≥ 0, Ai ∈ S sú navzájom disjunktné, a podobne pre βj , Bj . Položme A0 = X \
⋃k

i=1
Ai,

B0 = X \
⋃m

j=1
Bj , α0 = β0 = 0. Potom f + g =

∑

i,j(αi + βj)χAi∩Bj
(kde sč́ıtame cez všetky

i = 0, 1, . . . , k a j = 0, 1, . . . , m) a množiny Ai ∩ Bj ∈ S sú navzájom disjunktné, takže f + g je
nezáporná jednoduchá funkcia,

∫

X

(f + g) dµ =
∑

i,j

(αi + βj)µ(Ai ∩ Bj) =
∑

i

αi

∑

j

µ(Ai ∩ Bj) +
∑

j

βj

∑

i

µ(Ai ∩ Bj)

=
∑

i

αiµ(Ai) +
∑

j

βjµ(Bj) =

∫

X

f dµ +

∫

X

g dµ,

takže f + g ∈ L1 a plat́ı (1).
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Nech sú teraz f, g ∈ L1 nezáporné. Z Vety 9 plynie existencia fk, gk : X → [0,∞) jednoduchých
tak, že fk ր f , gk ր g. Z defińıcie a konečnosti integrálov

∫

X
f dµ a

∫

X
g dµ naviac plynie

fk, gk ∈ L1. S použit́ım Vety 11 a tvrdenia (2) pre jednoduché nezáporné integrovatel’né funkcie
dostávame

∫

X

(f + g) dµ = lim
k→∞

∫

X

(fk + gk) dµ = lim
k→∞

(

∫

X

fk dµ +

∫

X

gk dµ
)

= lim
k→∞

∫

X

fk dµ + lim
k→∞

∫

X

gk dµ =

∫

X

f dµ +

∫

X

g dµ,

takže f + g ∈ L1 a plat́ı (1).
Nech sú nakoniec f, g ∈ L1. Potom sú f, g konečné s.v., takže funkcia h = f + g je definovaná

s.v. (funkciu h definujeme ako nula tam, kde je f = −g = +∞ alebo f = −g = −∞). Zrejme h+ ≤
f+ + g+, pričom z vyššie dokázaného plynie f+ + g+ ∈ L1, takže vd’aka monotónii Lebesgueovho
integrálu pre meratel’né nezáporné funkcie je tiež h+ ∈ L1 a podobne h− ∈ L1. Pretože plat́ı
h+ + f− + g− = h− + f+ + g+, z vyššie dokázaného plynie

∫

X

h+ dµ +

∫

X

f− dµ +

∫

X

g− dµ =

∫

X

(h+ + f− + g−) dµ =

∫

X

(h− + f+ + g+) dµ

=

∫

X

h− dµ +

∫

X

f+ dµ +

∫

X

g+ dµ,

odkial’

∫

X

h dµ =

∫

X

h+ dµ −

∫

X

h− dµ =

∫

X

f+ dµ −

∫

X

f− dµ +

∫

X

g+ dµ −

∫

X

g− dµ

=

∫

X

f dµ +

∫

X

g dµ,

takže plat́ı (1).


