Nech je v : P(X) — [0,00] vonkajsia miera. Mnozina M C X sa nazyva y-meratelnd (podla
Carathéodoryho), ak pre kazdd “testovaciu” mnozinu T' C X plat{

AT = (TN M) +~(T\ M). (1)

Systém vsetkych vy-meratelnych mnozin oznac¢ime ().
Ked’ze zo subaditivity vonkajsej miery dostavame

VT <A(TNM)+~(T\ M)
pre kazdé dve mnoziny T, M C X, je “testovacia” podmienka (1) ekvivalentnd s podmienkou
VT > (T 71 M) +5(T'\ M), )

Tito podmienku treba zrejme overovat’ len ak 4T < oo (inak je (2) trividlne splnend).

Veta 4. (Carathéodory) IM(v) je o-algebra a ¥|sm(+) je tplnd miera.

Dokaz. Dokaz rozdelime do viacerych krokov.

(a) Lahko sa overi, ze 0,X € M(y). Ak M € M(y), potom z podmienky (1) a rovnosti
TAM=T\(X\ M), T\M=Tn(X\ M) plynie

VT =~(TNM)+~(T\ M) =~(T\ (X \ M))+~(TnN(X\M)),

takze je splnend podmienka (1) pre meratelnost’ mnoziny X \ M. Z predpokladu M € M(~) teda
plynie X \ M € 9M(y), t.j. systém M(y) je uzavrety vzhladom na doplnky. Dalej ukizeme, ze
z predpokladu M, N € M(v) plynie M N N € M(y). Indukciou odtial’ bude plynit, ze M(y) je
uzavrety vzhladom na konec¢né prieniky.
Nech teda M, N € () a zvolme si testovaciu mnozinu T C X. Potom z meratelnosti M
dostavame
VT =~v(TNM)+~(T\ M) (3)

a z meratelnosti N (pre testovaciu mnozinu T := T N M)
YyTAM)=v(TNMAON)+~(TNM)\N). (4)

Teraz pouzijeme testovaciu mnozinu 7'\ (M N N) a meratelnost’ M (a tiez mnozinové rovnosti
T\NMON)NM=TNM\N,T\(MNN)|]\M=T\ M):

VTN M AON)) =v(TNM)\N)+~(T\ M). (5)
Z rovnosti (3)-(5) plynie
VT =~+(TN(MNN))++(T\(MNON)),

takze M NN € M(y).
Pretoze M(7y) je uzavrety vzhladom na doplnky a kone¢né prieniky, je uzavrety aj na konecné
zjednotenia.

(b) Nech st My, Ma,--- € M() navzdjom disjunktné. Dokdzeme, ze |J M; € M(y), odkial
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Pahko vidno, ze M(y) je o-algebra. Zvolme si teda testovaciu mnozinu T C X. Z meratelnosti

k
mnoziny Mj, (a volbou testovacej mnoziny T'N |J M;) dostdvame
i=1

k k—1
VTN M) = AT 0 My) +4(T 0 [ M),

=1 i=1
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odkial’ indukciou v(T'N U M;) = > v(T N M;). Pre kazdé k teda plati

k k

VT =T\ |J M) + (T | M) =T\ | M) + D7 (T 0 My).
i=1 i=1 i=1 i=1

S vyuzitim o-subaditivity v odtial’ plynie

VT > A(T\ | M) + (T 0 | M),

=1 i=1

o0
¢o je podmienka (2) pre mnozinu |J M,.
i=1
(c) Chceme ukéazat’, ze funkcia v je o-aditivna na 9(y), a teda |on(,) je miera. Nech st
My, My, --- € M(y) navzdjom disjunktné mnoziny. Vol'bou testovacej mnoziny T'= M; U Ms a
vyuzitim meratelnosti M; dostaneme

"y(Ml U MQ) = "yMl —|— ’}/MQ .
Funkcia v je teda na 9M(y) aditivna. Dalej s vyuzitim aditivity a monténnosti v dostaneme
k k

> M =1limy g M; =limy(( ) M;) < limy((J M;) = 7@1 M;) .

i=1 i=1 =1 i=1

o0 o0
Kedze o-subaditivita «y zarucuje obrdtent nerovnost’ > yM; > v(J M;), je v o-aditivna.
i=1 i=1

(d) Zostava dokazat’ iplnost’ miery v|on(y). Nech N C A, kde A € M(y), vA = 0. Zvol'me
testovaciu mnozinu 7. Z monoténnosti v plynie (TN N) <yN < ~yA =0, a teda

VT 2T\ N)=y(T\N)+~TnNN),

takze je splnend podmienka (2) pre mnozinu N, a teda plati N € ().



