
Nech je γ : P(X) → [0,∞] vonkaǰsia miera. Množina M ⊂ X sa nazýva γ-meratel’ná (podl’a
Carathéodoryho), ak pre každú “testovaciu” množinu T ⊂ X plat́ı

γT = γ(T ∩ M) + γ(T \ M). (1)

Systém všetkých γ-meratel’ných množ́ın označ́ıme M(γ).
Ked’̌ze zo subaditivity vonkaǰsej miery dostávame

γT ≤ γ(T ∩ M) + γ(T \ M)

pre každé dve množiny T, M ⊂ X , je “testovacia” podmienka (1) ekvivalentná s podmienkou

γT ≥ γ(T ∩ M) + γ(T \ M). (2)

Túto podmienku treba zrejme overovat’ len ak γT < ∞ (inak je (2) triviálne splnená).

Veta 4. (Carathéodory) M(γ) je σ-algebra a γ|M(γ) je úplná miera.

Dôkaz. Dôkaz rozdeĺıme do viacerých krokov.

(a) L’ahko sa oveŕı, že ∅, X ∈ M(γ). Ak M ∈ M(γ), potom z podmienky (1) a rovnost́ı
T ∩ M = T \ (X \ M), T \ M = T ∩ (X \ M) plynie

γT = γ(T ∩ M) + γ(T \ M) = γ(T \ (X \ M)) + γ(T ∩ (X \ M)),

takže je splnená podmienka (1) pre meratel’nost’ množiny X \M . Z predpokladu M ∈ M(γ) teda
plynie X \ M ∈ M(γ), t.j. systém M(γ) je uzavretý vzhl’adom na doplnky. Ďalej ukážeme, že
z predpokladu M, N ∈ M(γ) plynie M ∩ N ∈ M(γ). Indukciou odtial’ bude plynút’, že M(γ) je
uzavretý vzhl’adom na konečné prieniky.

Nech teda M, N ∈ M(γ) a zvol’me si testovaciu množinu T ⊂ X . Potom z meratel’nosti M

dostávame
γT = γ(T ∩ M) + γ(T \ M) (3)

a z meratel’nosti N (pre testovaciu množinu T̃ := T ∩ M)

γ(T ∩ M) = γ(T ∩ M ∩ N) + γ((T ∩ M) \ N) . (4)

Teraz použijeme testovaciu množinu T \ (M ∩ N) a meratel’nost’ M (a tiež množinové rovnosti
[T \ (M ∩ N)] ∩ M = (T ∩ M) \ N , [T \ (M ∩ N)] \ M = T \ M):

γ(T \ (M ∩ N)) = γ((T ∩ M) \ N) + γ(T \ M) . (5)

Z rovnost́ı (3)-(5) plynie

γT = γ(T ∩ (M ∩ N)) + γ(T \ (M ∩ N)) ,

takže M ∩ N ∈ M(γ).
Pretože M(γ) je uzavretý vzhl’adom na doplnky a konečné prieniky, je uzavretý aj na konečné

zjednotenia.

(b) Nech sú M1, M2, · · · ∈ M(γ) navzájom disjunktné. Dokážeme, že
∞⋃

i=1

Mi ∈ M(γ), odkial’

l’ahko vidno, že M(γ) je σ-algebra. Zvol’me si teda testovaciu množinu T ⊂ X . Z meratel’nosti

množiny Mk (a vol’bou testovacej množiny T ∩
k⋃
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Mi) dostávame

γ(T ∩
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Mi) = γ(T ∩ Mk) + γ(T ∩
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Mi),
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odkial’ indukciou γ(T ∩
k⋃

i=1

Mi) =
k∑
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γ(T ∩ Mi). Pre každé k teda plat́ı

γT = γ(T \
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Mi) + γ(T ∩
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Mi) ≥ γ(T \
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Mi) +
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γ(T ∩ Mi).

S využit́ım σ-subaditivity γ odtial’ plynie

γT ≥ γ(T \
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Mi) + γ(T ∩
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Mi),

čo je podmienka (2) pre množinu
∞⋃

i=1

Mi.

(c) Chceme ukázat’, že funkcia γ je σ-adit́ıvna na M(γ), a teda γ|M(γ) je miera. Nech sú
M1, M2, · · · ∈ M(γ) navzájom disjunktné množiny. Vol’bou testovacej množiny T = M1 ∪ M2 a
využit́ım meratel’nosti M1 dostaneme

γ(M1 ∪ M2) = γM1 + γM2 .

Funkcia γ je teda na M(γ) adit́ıvna. Ďalej s využit́ım aditivity a montónnosti γ dostaneme
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Ked’̌ze σ-subaditivita γ zaručuje obrátenú nerovnost’
∞∑

i=1

γMi ≥ γ(
∞⋃

i=1

Mi), je γ σ-adit́ıvna.

(d) Zostáva dokázat’ úplnost’ miery γ|M(γ). Nech N ⊂ A, kde A ∈ M(γ), γA = 0. Zvol’me
testovaciu množinu T . Z monotónnosti γ plynie γ(T ∩ N) ≤ γN ≤ γA = 0, a teda

γT ≥ γ(T \ N) = γ(T \ N) + γ(T ∩ N),

takže je splnená podmienka (2) pre množinu N , a teda plat́ı N ∈ M(γ).


