Veta 6. (Regularita Lebesgueovej miery) Nech je A Lebesgueova miera v RY a nech je A c RN
lebesgueovsky meratel'nd mnozina. Potom plati

MA) = inf{\U) : U ¢ R" je otvorend a A C U}
=sup{\(K) : K C A je kompakitnd}.

Dékaz. Tvrdenie
MA) = inf{\({U) : U ¢ R" je otvorend a A C U} (1)

dokézeme len pre N = 1 (pre N > 1 je dokaz podobny). Uvedené tvrdenie stac¢i dokdzat’ za
dodatoéného predpokladu A(A) < oo, lebo pre A(A) = oo je zrejmé.

Ak A C U aU je otvorend, potom monoténia miery zarucuje A(A) < A(U). Staéi teda dokézat’,
ze pre kazdé € > 0 existuje U otvorend tak, ze A C U a AM(U) < A(A) + €. Zvol'me teda ¢ > 0.
Z definicie ¢isla A(A) = A*(A) plynie existencia otvorenych intervalov (a;, b;), 4 = 1,2, ... takych,

ze
o

Ac|Jaib) a ) (b —ai) < MA) +e.
i=1 i=1
Zrejme staci polozit’ U = |J;(as, b;).
Tvrdenie
A(A) = sup{\(K) : K C A je kompaktna} (2)

dokézeme najprv pre ohranicené (meratelné) mnoziny A. Zvolme € > 0 a kompaktnd mnozinu
C tak, aby A C C. Z tvrdenia (1) a meratelnosti mnoziny C'\ A plynie existencia otvorenej U
tak, ze

C\ACU a AMU) < MC\A)+e=XC) = \A) +e.
Polozme K := C \ U. Potom je K kompaktnd, K C A a z inklizie C C K UU plynie

AC) € AE UU) < AE) + AMU) < AE) + MC) — MA) + ¢,

odkial’ A(A) — e < A(K) < A(A4), takze plati (2).

Nech je teraz A neohrani¢end. Mo6zeme predpokladat’ A(A) > 0 (inak je (2) zrejmd). Zvolme
a € (0,A(A4)) apre j = 1,2,... polozme A; = {z € A : |z| < j}. Potom A1 C Ay C ... a
A =U; Aj, takze A(A) = lim; oo A(4;). Existuje teda k tak, ze A(Ax) > a. Z tvrdenia (2) pre
ohrani¢end mnozinu Ay plynie existencia kompaktnej mnoziny K tak, ze K C Ap a A(K) > a.
Pretoze A C A, plati tiez K C A. Kedze A(K) > a a a € (0,A(A4)) bolo T'ubovolné, plynie
odtial’ (2) pre mnozinu A.



