
Veta 6. (Regularita Lebesgueovej miery) Nech je λ Lebesgueova miera v R
N a nech je A ⊂ R

N

lebesgueovsky meratel’ná množina. Potom plat́ı

λ(A) = inf{λ(U) : U ⊂ R
N je otvorená a A ⊂ U}

= sup{λ(K) : K ⊂ A je kompaktná}.

Dôkaz. Tvrdenie
λ(A) = inf{λ(U) : U ⊂ R

N je otvorená a A ⊂ U} (1)

dokážeme len pre N = 1 (pre N > 1 je dôkaz podobný). Uvedené tvrdenie stač́ı dokázat’ za
dodatočného predpokladu λ(A) < ∞, lebo pre λ(A) = ∞ je zrejmé.

Ak A ⊂ U a U je otvorená, potom monotónia miery zaručuje λ(A) ≤ λ(U). Stač́ı teda dokázat’,
že pre každé ε > 0 existuje U otvorená tak, že A ⊂ U a λ(U) < λ(A) + ε. Zvol’me teda ε > 0.
Z defińıcie č́ısla λ(A) = λ∗(A) plynie existencia otvorených intervalov (ai, bi), i = 1, 2, . . . takých,
že

A ⊂

∞⋃

i=1

(ai, bi) a

∞∑

i=1

(bi − ai) < λ(A) + ε.

Zrejme stač́ı položit’ U =
⋃

i(ai, bi).
Tvrdenie

λ(A) = sup{λ(K) : K ⊂ A je kompaktná} (2)

dokážeme najprv pre ohraničené (meratel’né) množiny A. Zvol’me ε > 0 a kompaktnú množinu
C tak, aby A ⊂ C. Z tvrdenia (1) a meratel’nosti množiny C \ A plynie existencia otvorenej U

tak, že
C \ A ⊂ U a λ(U) < λ(C \ A) + ε = λ(C) − λ(A) + ε.

Položme K := C \ U . Potom je K kompaktná, K ⊂ A a z inklúzie C ⊂ K ∪ U plynie

λ(C) ≤ λ(K ∪ U) ≤ λ(K) + λ(U) < λ(K) + λ(C) − λ(A) + ε,

odkial’ λ(A) − ε < λ(K) ≤ λ(A), takže plat́ı (2).
Nech je teraz A neohraničená. Môžeme predpokladat’ λ(A) > 0 (inak je (2) zrejmá). Zvol’me

α ∈ (0, λ(A)) a pre j = 1, 2, . . . položme Aj = {x ∈ A : |x| < j}. Potom A1 ⊂ A2 ⊂ . . . a
A =

⋃
j Aj , takže λ(A) = limj→∞ λ(Aj). Existuje teda k tak, že λ(Ak) > α. Z tvrdenia (2) pre

ohraničenú množinu Ak plynie existencia kompaktnej množiny K tak, že K ⊂ Ak a λ(K) > α.
Pretože Ak ⊂ A, plat́ı tiež K ⊂ A. Ked’̌ze λ(K) > α a α ∈ (0, λ(A)) bolo l’ubovol’né, plynie
odtial’ (2) pre množinu A.


