Cvicenia oznacené hviezdickou si dobrovolné (nebudi obsiahnuté v skisobnych otdzkach).

1. Nech x4 je charakteristickd funkcia mnoziny A (xa(xz) =1 pre x € A, xa(x) =0 pre z ¢ A),
Aj,Ag, ... C X,

o0 o0 o0 o0
h?iiliji = ﬂ U Ag, hz'IE»loIolfAi = U ﬂ Ag.
Jj=lk=j Jj=1k=j
Ukéazte, ze plati:
(i) x € limsup A; prave vtedy, ked x € A; pre nekonecne indexov ¢,

(ii) « € liminf A; prave vtedy, ked’ « € A; pre vsetky dostatocne velké indexy 1,

)

)
(iii) liminf A; C limsup 4;,
(IV) Xlimsup A; — lim SUP XA4;, Xliminf A; = lim inf XA;»
)

(v) (Borel-Cantelliho lema) ak je (X, S, u) priestor s mierou, 4; € Sa > .~ pu(4;) < oo, potom p(limsup 4;) = 0.

Névod pre (v): Pre kazdé j € N plati

u(limsupAi) < M(D Ak) < iN(Ak)~
tee k=j k=j

2. Nech je A Lebesgueova miera v R. Ukdzte, ze pre jednoprvkovi mnozinu M = {a} plati A(M) = 0. Nech dalej

Q oznacuje mnozinu vsetkych raciondlnych ¢isel. Zorad'me prvky Q do postupnosti ¢1,gs, ..., zvolme ¢ € (0,1) a
definujme A = (J;2,(¢; — €', ¢; + €%). Ukdite, ze
(i) \Q =0.

(i) A\ < 2e/(1—¢).

(iii) A je otvorend a hustd v R.

3. Nech je F': R — R neklesajica, zlava spojita funkcia. Pre a < b definujme
v ([a,b)) = F(b) — F(a)

a pre A C R polozme

oo )

[ (A) = inf{ZuF([ai,bi)) Ca; <by, AC U[ai,bi)}.

i=1 i=1
Vonkajsia miera puj sa nazyva Lebesgue-Stieltjesova vonkajSia miera generovand funkciou F. Pre a < b
plati 4} ([a, b)) = F(b) — F(a) a o-algebra M(u},) obsahuje vietky borelovské mnoziny. Miera pp, ktord vznikne
restrikciou uf na M(u}) sa nazyva Lebesgue-Stieltjesova miera generovand funkciou F' (a kazd4 lokdlne konecnd
miera definovand na borelovskych mnozindch sa d4 vygenerovat’ tymto sposobom). Pre a € R spoéitajte pr({a}).
Dalej néjdite funkciu F' tak, aby vietky podmnoziny R boli pp-meratelné a aby miera p r(A) bola rovna poctu

prirodzenych ¢isel obsiahnutych v mnozine A.



4* Nech X =R", s >0,e > 0. Pre A C X definujme

HI(A) = inf{i(diam 0;)? : Oj je otvorend, diamO; <e, A C [j Oj},
j=1 j=1
kde diam O := sup{|z — y| : z,y € O} pre O # (), diam ) := 0 a 0° := 0. Ukézte, 7ze plati:
(i) HZ, < HZ, pree; > e,
(i) HE(A) == lim. o4 HI(A) = sup.~o HE(A) je vonkajsia miera (tzv. Hausdorffova s-rozmerni vonkajsia
miera).
(iii) Ak 0 < s < t, potom
HE(A) <o = HL(A) =0,
HI(A) >0 = H(A) =0,
inf{s >0 : H;(4A) =0} =sup{s >0 : H(A) = 0}.
Cislo dimpg (A) := inf{s > 0 : H3(A) = 0} sa nazfva Hausdorffova dimenzia mnoziny A.
5. Nech Ko = [0,1], K1 = [0,1/3] U [2/3,1], K2 = [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1], ... (K; = ] U... U I},
kde intervaly Igifl, Igi vzniknu z intervalu I Zj -t jeho rozdelenim na tri rovnaké intervaly a vynechanim stredného
intervalu). Mnozina C = ﬂ;io K sa nazyva Cantorovo diskontinuum. Ukdzte, Ze plati:
(i) C je lebesgueovsky meratelnd a A\C' = 0.
(i1)* dimg C =1n2/1n3 (modzete bez dokazu vyuzit’ fakt, ze systém M (HS) obsahuje vSetky borelovské mnoziny).

6. Diskontinuum s kladnou mierou. Nech Ky = [0,1] a € € (0,1). Polozme Ky = Ko \ Jo, kde Jy je otvoreny
interval so stredom v bode 1/2 a dizkou £/2. Potom K, = I} U I}, kde I st uzavreté intervaly dizky (1 —e/2)/2.
V d’alsom kroku z kazdého z intervalov I1, I3 vynechdme otvoreny interval so stredom v strede dotyéného intervalu
a dlzkou €/8: zostanti ndm styri uzavreté intervaly 12,13, 13,13, kazdy s dizkou (1 — e/2 — £/4)/4, takze miera
Ky = Ule I? je 1—¢/2—¢/4. V dalsom kroku z kazdého z intervalov I? vynechdme v jeho strede otvoreny interval
dfzky €/32; dostaneme mnozinu K3 s mierou 1 — /2 — ¢/4 — ¢/8. Indukciou ziskame postupnost’ K; a polozime
C= ﬂ;io K;. Ukézte, ze C' je uzavretd mnozina s mierou 1 — ¢, ktord mé nasledujticu vlastnost> medzi kazdymi

dvoma roznymi bodmi 1, 29 € C existuje otvoreny neprdzdny interval J taky, ze J N C = ().

7. Nech A je Lebesgueova miera v R™, A C R" je lebesgueovsky meratelnd mnozina a AA < oo. Pomocou Vety 6
ukézte, ze pre kazdé € > 0 existuje otvorend mnozina U C R" a kompaktnd mnozina K C R" tak, z2e K C AC U

a A(U \ K) < . Plati toto tvrdenie aj bez predpokladu AA < 0o ?



