Cvicenia oznacené hviezdickou si dobrovolné (nebudi obsiahnuté v skisobnych otdzkach).

. Nech (X, S, i) je priestor s mierou, f: X — R. Ukdazte, ze f je meratelnd prave vtedy, ked pre kazdé ¢ € Q plati
{zeX: f(x)>q}eS.

. Nech f: R — R je monoténna funkcia (nerastica alebo neklesajica). Ukdzte, Ze f je borelovsky merateln4.

. Nech je (X, S, p) priestor s mierou, f: X — R. S pouzitim Vety 7 ukdzte, ze

f je meratelnd <= funkcie fT = max{f,0} a f~ = max{—f,0} st meratelné

<= pre kazdi g : R — R spojiti je funkcia h: X — R : z — g(f(x)) meratelns.

. Nech (X, S, i) je priestor s iplnou mierou a f : X — R je meratelna. Ukézte, ze ak f(x) = g(z) s.v., potom je g

meratelna.

. Nech (X, S, i) je priestor s tiplnou mierou a f, fr : X — R, fp(x) — f(z) pre skoro vietky = € X. Ukdite, ze ak

su fr meratelné, potom je aj f meratelna.

. * Ukazte, ze existuje neborelovskd podmnozina A Cantorovho diskontinua C. Ked’ze C je lebesgueovsky meratelna
mnozina s nulovou mierou a Lebesgueova miera je uplné, je A lebesgueovsky meratelna mnozina, ktord nie je
borelovska.

Névod: Nech f:[0,1] — [0, 1] je Cantorova funkcia. Definujme funkciu  : [0, 1] — [0, 1] nasledovne:
k(y) = inf{z € [0,1] : f(z) =y}

Funkcia k zobrazuje [0,1] do C a f(k(y)) = y pre kazdé y € [0, 1] (dokdzte). Funkcia s je rastica (dokazte), a
teda borelovsky meratelnd (mnoziny tvaru {x : x(z) > a} st intervaly, a teda borelovské mnoziny). Nech M je
lebesgueovsky nemeratelnd podmnozina [0,1] a A := (M) C C. Keby bola A borelovskd, potom by M = £~ 1(A)

musela byt’ meratelna, ¢o je spor. Mnozina A ma teda pozadované vlastnosti.



