10.

11.

. Nech g € £* = L*(X,S, 1) a f : X — R je meratelna, f = g s.v. Ukdzte, ze potom f € L* a fodu = fng;L.

Ukéazte tiez, ze predpoklad meratelnosti f je automaticky splneny, pokial je miera p tplna.

. Nech je f € £! = £LY(X, S, ). Ukézte nasledujtice tvrdenia:

(i) Ak je f nezdpornd a a > 0 potom pf{z : f(z) >a} <1 [\ fdpu.
(ii) Ak je f nezdpornd a [, fdp =0, potom f=0s.v.
(iii) Ak [, fdp =0 pre kazdiu E € S, potom f =0 s.v.

. Nech st g,h € L', f meratelnd, g < f < h. Potom f € L' a [, gdu < [y fdu < [ hdp. Dokézte. Plati toto

tvrdenie aj v pripade, ked’ £! zmenime na £*?

. Ukézte, ze rovnost’ [ (f+g)du = [y fdu+ [y gdp z Vety 12(ii) plati aj pre f,g € £*, pokial ma sticet integralov

na pravej strane tejto rovnosti zmysel.

. Pouzite Leviho resp. Lebesgueovu vetu na dokaz nasledujtcich tvrdeni:

00 k 0o -
lim / Y dr= 0, lim / sin(az) da =0,
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Navod pre posledné tvrdenie: 172,1 =1l+4+e e 24 .

. Nech je (X, S, u) priestor s mierou, f > 0 je meratelnd a pus(E) := [, fdu pre E € S. Ukdate, ze (X, S, uy) je

priestor s mierou (41 sa nazyva miera s hustotou f). (Ndvod: Na dékaz o-aditivity pouzite Leviho vetu pre

funkcie fxx, kde xi je charakteristickd funkcia mnoziny U§:1 A;j)

. Nech F(a) = fol z%dz pre a > —1. Ukéite, ze F''(a) = fol z%(Inz)?dr =2/(a + 1)>.
. Pre a > 0 pevné a b € R definujme F(b fo —az® (o8 (bx) dz. Ukézte, ze F je diferencovatelnd, pomocou
derivovania podla parametra a integrovama per partes ukdzte rovnost’ F'(b) = (—b/2a)F(b) a rieSenim tejto

diferencidlnej rovnice ukazte F(b) = 3 %e’bZ/ da,

. Nech (X, S, i) je priestor s mierou, P C R", a € P. Nech m4 funkcia f : P x X — R nasledujice vlastnosti:

(i) f(,z) : P — R je spojitd v bode a pre s.v. z € X,
(ii) f(t,-) : X = R je meratelnd pre vietky t € P,
(iii) existuje g € £1(X) a nulovd mnozina N € S tak, ze |f(t,z)| < g(x) pre z € X \ N.
Ukdzte, ze potom je f(t,-) € L1(X) pre kazdé ¢t € P a funkcia F: P — R : ¢t — [ f(t,-) du je spojitd v bode a.
(Navod: Pre t; — a pouzite na postupnost’ fi(x) := f(tr,x) Lebesgueovu vetu.) Pouzite d’alej toto tvrdenie na

dokaz spojitosti funkcie F' : (2,00) = R:a > [7x/(2+ ) da.

Pret € (—1,1) a z € (0,1) polozme
1 akz < ¢,
f(t,x){o e <l

inak,

a nech F(t fo f(t,z) dx. Ukdzte, ze pre pevné t plati 0 f/0t(t,z) = 0 pre skoro vsetky z, ale F’(0) neexistuje.
Ktory z predpokladov Vety 15 nie je splneny?

Pre t > 0 spocitajte [;* z? e~t" dx. Névod: Volte f(t,z) = —e~**" a pouzite Vetu 15.



