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1. Úvod

Variačný počet patŕı k najstarš́ım, ale súčasne k vel’mi aktuálnym oblastiam matematiky. Ked’̌ze

ide o vel’mi rozsiahlu a hlboko prepracovanú discipĺınu, muśı byt’ každý autor pri ṕısańı učebného

textu z tejto oblasti značne selekt́ıvny a riadit’ sa potrebami a vedomost’ami predpokladaných

čitatel’ov. Predložený text je primárne určený študentom magisterského štúdia matematiky na

FMFI UK v Bratislave. Na jednej strane využ́ıva rôzne abstraktné pojmy a tvrdenia z funkcionál-

nej analýzy (a tým snád’ aspoň dodatočne motivuje jej štúdium), na druhú stranu je jeho vel’ká

čast’ venovaná riešeniu konkrétnych — často klasických — úloh.

Hned’ po úvodných motivačných pŕıkladoch sa v texte venujeme spojitosti a diferencovatel’nosti Ne-

myckého zobrazenia. Zvládnutie tejto technickej časti je nevyhnutným predpokladom pre štúdium

d’aľśıch kapitol.

Prvá čast’ kapitoly I (Abstraktný variačný počet) je venovaná jednoduchým aplikáciam funkcionál-

nej analýzy na dôkaz existencie globálnych minimizérov a na odvodenie nutných a postačujúcich

podmienok pre lokálne minimizéry. Tvrdenia v d’aľsej časti tejto kapitoly (týkajúce sa sedlových

bodov, približných metód a Ekelandovho variačného prinćıpu) nie sú potrebné pre pochopenie

látky v nasledujúcich kapitolách.

V kapitole II (Variačný počet v R
n) sú skúmané funkcionály tvaru Φ(u) =

∫

Ω
f(x, u(x),∇u(x)) dx,

kde Ω je oblast’ v R
n a u : Ω → R

N . Táto kapitola je technicky aj ideovo najnáročneǰsia; jej časti

”
Polykonvexita a kvazikonvexita” ako aj

”
Koncentrovaná kompaktnost’” opät’ nie sú nevyhnutné

pre pochopenie nasledujúceho textu.

Kapitola III (Variačný počet v R
1) je venovaná funkcionálom tvaru Φ(u) =

∫ b

a
f(x, u(x), u′(x)) dx

a obsahuje okrem iného klasickú teóriu konjugovaných bodov a pol’a extremál, ktorá umožňuje

úplne vyriešit’ viacero zauj́ımavých jednorozmerných variačných úloh.

V časti “Dodatok” sú uvedené niektoré často použ́ıvané tvrdenia z reálnej a funkcionálnej analýzy.

Okrem riešených pŕıkladov obsahuje text aj vel’a cvičeńı. Riešenia, návody, pŕıpadne len odpovede

k väčšine z týchto cvičeńı sú uvedené na konci textu.

Autor je vd’ačný viacerým kolegom (najmä R. Černému a J. Starej z MFF UK v Prahe) a študentom

za pripomienky k starš́ım verziám tohto textu.

Bratislava, august 2011
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2. Základné pojmy a motivačné pŕıklady

Pri mnohých pŕırodných ale aj iných javoch existuje istá kvantita (napr. energia, čas, d́lžka, cena),

ktorá záviśı od stavu, v ktorom sa daný systém nachádza. Častou úlohou pritom býva nájst’

taký stav, pre ktorý je uvažovaná kvantita minimálna alebo maximálna. Takúto úlohu muśıme

vyriešit’ my (ak napr. chceme minimalizovat’ cenu výrobku), ale často ju rieši aj pŕıroda sama:

viaceré fyzikálne prinćıpy totiž zaručujú, že skúmaný systém zaujme taký stav, ktorý minimalizuje

vhodnú kvantitu (napr. celkovú energiu).

Ak Φ(v) označuje skúmanú kvantitu pre stav v a hl’adaný stav u minimalizuje Φ, potom pre

l’ubovol’ný iný pŕıpustný stav v muśı platit’ Φ(v) ≥ Φ(u). Ak je množina pŕıpustných stavov

lineárny priestor a označ́ıme si ϕ = v − u, potom pre každé t ∈ R zrejme plat́ı Φ(u+ tϕ) ≥ Φ(u),

takže

lim
t→0

Φ(u+ tϕ)− Φ(u)

t
= 0, (2.1)

pokial’ táto limita existuje (limita sprava totiž muśı byt’ nezáporná a limita zl’ava nekladná). Inými

slovami, rýchlost’ zmeny (variácia) funkcionálu Φ v stave u je nulová. Stavu u s touto vlastnost’ou

sa tiež hovoŕı kritický stav. Pokial’ je variácia Φ v nejakom stave nulová, tak Φ nemuśı v tomto

stave nadobúdat’ minimum ani maximum: môže ı́st’ napr. o tzv. sedlový bod. Ako sa však ukazuje

(vid’ napr. Pŕıklady 2.3, 2.4), pri niektorých variačných prinćıpoch v skutočnosti nehl’adáme len

stavy minimalizujúce resp. maximalizujúce skúmaný funkcionál, ale všetky kritické stavy.

Funkcionály, ktoré budeme vyšetrovat’, budú mat’ spravidla tvar Φ(u) =
∫

Ω
f(x, u(x),∇u(x)) dx,

kde Ω je oblast’ v R
n a u : Ω → R

N . Funkcia

f : Ω× R
N × R

nN → R : (x, u, s) 7→ f(x, u, s)

sa nazýva Lagrangián (symbolom u znač́ıme nielen funkciu u : Ω → R
N ale tiež nezávislú pre-

mennú u ∈ R
N funkcie f : z kontextu bude vždy jasné, či hovoŕıme o funkcii alebo premennej).

Nech N = 1 a ϕ ∈ D(Ω) (= hladké funkcie s kompaktným nosičom v Ω). Ak je Φ(u) ≤ Φ(u+ tϕ)

pre všetky t ∈ R malé, potom plat́ı (2.1) (za predpokladu, že uvedená limita existuje). Za istých

všeobecných predpokladov na f a u ukážeme, že uvedená limita skutočne existuje a plat́ı

0 = lim
t→0

Φ(u+ tϕ)− Φ(u)

t
=

∫

Ω

(
fu(x, u(x),∇u(x))ϕ(x) + fs(x, u(x),∇u(x)) · ∇ϕ(x)

)
dx,

kde symboly fu, fs označujú parciálne derivácie funkcie f . Ak sú funkcie f aj u dostatočne hladké,

potom použit́ım Greenovej vety dostávame

0 =

∫

Ω

Lf (u)ϕdx, (2.2)

kde

Lf (u) := fu(·, u(·),∇u(·))−
∑

i

∂

∂xi

[
fsi(·, u(·),∇u(·))

]

je tzv. Eulerov operátor (nazývaný tiež Lagrangeova derivácia f). Ked’̌ze rovnost’ (2.2) plat́ı pre

každé ϕ ∈ D(Ω), z du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) plynie, že u je riešeńım tzv. Eulerovej

rovnice Lf (u) = 0.
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Pŕıklad 2.1. (Priehyb membrány)

Aj ked’ skúmame jav, ktorý má určite (aspoň jedno) riešenie, môže sa stat’, že nami vyšetrovaný matematický
model takéhoto javu riešenie mat’ nebude. To sa môže stat’ bud’ kvôli tomu, že náš model nie je úplne správny

alebo hl’adáme riešenie v nesprávnom stavovom priestore. Uvažujme napr. deformáciu elastickej (nekonečne tenkej)
membrány, ktorá v kl’udovej polohe zaberá dvojrozmernú oblast’ Ω v horizontálnej rovine {x3 = 0}, je pevne
prichytená na hranici ∂Ω a je vystavená vertikálnej vonkaǰsej sile g = g(x), kde x = (x1, x2). Prepokladajme,

že membrána sa deformuje len vo vertikálnom smere a nech u(x) označuje výšku tejto deformácie v bode x. Ak
predpokladáme platnost’ lineárneho Hookeovho zákona, potom potenciálna energia membrány sa dá vypoč́ıtat’ ako

Φ(u) =

∫

Ω
TP (∇u(x)) dx−

∫

Ω
g(x)u(x) dx,

kde T > 0 (pre jednoduchost’ budeme predpokladat’, že ide o konštantu) a P (∇u(x)) :=
√

1 + |∇u(x)|2 predstavuje
nárast plochy membrány. Pŕıslušný Lagrangián má teda tvar f(x, u, s) = TP (s) − g(x)u a hl’adaná funkcia u
minimalizujúca Φ by mala byt’ riešeńım Eulerovej rovnice

−
∑

i

∂

∂xi

( T

P (∇u)
∂u

∂xi

)

= g v Ω. (2.3)

L’avá strana tejto rovnice je (násobok) strednej krivosti u a je známe, že táto rovnica nemuśı mat’ riešenie ani

pre
”
rozumné” g (vid’ napr. Pŕıklad 15.39 pre g = 0 a nehomogénne okrajové podmienky). Naviac sa dá ukázat’,

že odvodená rovnica porušuje podmienku rovnováhy śıl aj momentov (vid’ Cvičenie 2.2). Tento zdanlivý spor je

dôsledkom nášho chybného predpokladu, že membrána sa bude deformovat’ len vo vertikálnom smere. Fyzikálne

správny model muśı uvažovat’ s trojrozmernou deformáciou u. Na druhej strane, ak predpokladáme, že deformácia

membrány je malá, potom môžeme funkciu P v rovnici (2.3) aproximovat’ konštantou 1, čo vedie k lineárnej rovnici

−T∆u = g. Tento model predstavuje dobrú aproximáciu skúmaného javu pre malé deformácie.

Cvičenie 2.2. (J. Nečas) Uvažujme model priehybu membrány z Pŕıkladu 2.1, pričom miesto predpokladu pevného

prichytenia na celej hranici predpokladajme, že na časti hranice Γ ⊂ ∂Ω membrána nie je uchytená, ale pôsob́ı na
ňu sila H = (h1, h2, h) : Γ → R

3. Potenciálna energia membrány (za predpokladu jej vertikálnej deformácie) má
potom tvar

Φ(u) =

∫

Ω
TP (∇u) dx−

∫

Ω
gu dx−

∫

Γ
hu dS.

Označme P = P (∇u) a un := ∂u
∂n

, kde n = nΩ označuje jednotkový vektor vonkaǰsej normály na hranici ∂Ω.

Pre l’ubovol’né ϕ ∈ C∞(Ω) sṕlňajúce ϕ = 0 na ∂Ω \ Γ potom za predpokladu hladkosti minimizéra u s použit́ım

Greenovej vety dostávame

0 = lim
t→0

Φ(u+ tϕ)− Φ(u)

t
=

∫

Ω

(∑

i

T

P

∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
− gϕ

)

dx−
∫

Γ
hϕdS

=

∫

Ω

(

−
∑

i

∂

∂xi

(T

P

∂u

∂xi

)

− g
)

ϕdx+

∫

Γ

(T

P
un − h

)

ϕdS,

odkial’ okrem diferenciálnej rovnice (2.3) plynie aj okrajová podmienka T
P
un = h na Γ.

Ak si zvoĺıme oblast’D s vlastnost’ou D ⊂ Ω a s hranicou ∂D parametrizovanou krivkou t 7→ (x1(t), x2(t)) (kde t je

parameter d́lžky, t.j. ẋ21 + ẋ22 = 1, kde ẋi :=
dxi
dt

), potom krivka ψ : t 7→ (x1(t), x2(t), u(x1(t), x2(t))) parametrizuje

hranicu grafu u|D. Pre napätie membrány H = (h1, h2, h) na hranici oblasti D dostávame rovnako ako v pŕıpade

oblasti Ω podmienku T
P
un = h na ∂D, kde n = nD. Vektor H zrejme muśı ležat’ v rovine dotyčnicovej k membráne

(takže H · ν = 0, kde ν = (−ux1 ,−ux2 , 1) je normálový vektor k uvažovanej dotyčnicovej rovine a uxi := ∂u
∂xi

)

a H muśı byt’ tiež kolmý na dotyčnicu ku krivke ψ (H · τ = 0, kde τ := ψ̇ = (ẋ1, ẋ2, u̇) a u̇ := ux1 ẋ1 + ux2 ẋ2).
S využit́ım vzt’ahu un = ux1 ẋ2 − ux2 ẋ1 ukážte, že z rovńıc H · ν = H · τ = 0 za predpokladu un 6= 0 plynie

h1 =
ẋ2 + ux2 u̇

un
h =

T

P
(ẋ2 + ux2 u̇) a h2 = − ẋ1 + ux1 u̇

un
h = −T

P
(ẋ1 + ux1 u̇).

Pri označeńı G = (0, 0, g) má rovnica rovnováhy śıl na oblasti D tvar
∫

D Gdx +
∫

∂D H dS = 0. Z diferenciálnej

rovnice a okrajovej podmienky pre u sa l’ahko odvod́ı, že táto rovnica je splnená v tretej zložke, avšak pre prvé dve

zložky dostávame podmienky
∫

∂D h1 dS =
∫

∂D h2 dS = 0, ktoré vo všeobecnosti nebudú splnené (ani pre u̇ ≡ 0).

Podobné problémy sú s rovnicou rovnováhy momentov
∫

D(z ×G) dx+
∫

∂D(z ×H) dS = 0, kde z := (x1, x2, x3).
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Pŕıklad 2.3. (Kmitajúca struna)

Nech funkcia u = u(x, t) : [0, L] × [t1, t2] → R popisuje výchylku dokonale elastickej kmitajúcej struny d́lžky L
uchytenej v koncových bodoch (t.j. u(0, t) = u(L, t) = 0 pre každé t). Potenciálna energia struny v čase t je daná

predpisom U = τ
∫ L
0 (
√

1 + u2x−1) dx, kde konštanta τ > 0 zodpovedá napätiu struny pozd́lž x-ovej osi v jej kl’udovej

polohe u0(x) ≡ 0. Za predpokladu, že ux je malé, môžeme výraz
√

1 + u2x aproximovat’ hodnotou 1 + u2x/2, takže

potom U = τ
2

∫ L
0 u2x dx. Ak σ(x) označuje hustotu rozdelenia hmoty pozd́lž struny, pre kinetickú energiu v čase t

plat́ı T = 1
2

∫ L
0 σu2t dx. Podl’a Hamiltonovho prinćıpu (vid’ tiež Pŕıklad 13.19) bude hl’adaná funkcia u kritickým

bodom funkcionálu účinku

Φ(u) :=

∫ t2

t1

(T − U) dt =
1

2

∫ t2

t1

∫ L

0
(σu2t − τu2x) dx dt.

Ak je riešenie dostatočne hladké, potom pre každú hladkú funkciu ϕ s kompaktným nosičom v (0, L) × (t1, t2)

integráciou per partes dostaneme

0 = lim
h→0

1

h
(Φ(u+ hϕ)− Φ(u)) =

∫ t2

t1

∫ L

0
(σutϕt − τuxϕx) dx dt =

∫ t2

t1

∫ L

0
(σutt − τuxx)ϕdx dt,

odkial’ s použit́ım Lemy 17.12 dostávame d’Alembertovu rovnicu σutt = τuxx Ide opät’ o Eulerovu rovnicu pre

funkcionál Φ: ak si označ́ıme premenné x, t ako x1, x2, potom pŕıslušný Lagrangián má tvar

f((x1, x2), u, (s1, s2)) =
1

2

(

σ(x1)s
2
2 − τs21

)

.

Pŕıklad 2.4. (Fermatov prinćıp)

V polovici 17. storočia Pierre de Fermat použil variačný prinćıp na odvodenie zákonu o lome svetla. Tento zákon
bol v tej dobe už známy (bol objavený W. Snellom v r. 1621 na základe experimentálnych dát), Fermat ho však
odvodil bez použitia experimentov či rôznych heuristických úvah: vychádzal len z prinćıpu, podl’a ktorého sa svetlo

š́ıri zo zdroja k pozorovatel’ovi tak, aby čas na prekonanie tejto vzdialenosti bol minimálny. Takto formulovaný
prinćıp však nie je pravdivý: ak označ́ıme T (ϕ) čas, ktorý potrebuje svetlo na prekonanie dráhy poṕısanej krivkou

ϕ, potom hl’adaná krivka ϕ∗ bude kritickou pre funkcionál T , t.j. variácia T v krivke ϕ∗ bude nulová, nemuśı však
byt’ minimizérom. Neplatnost’ pôvodného Fermatovho prinćıpu si môžeme ukázat’ na jednoduchom pŕıklade, kde
miesto lomu budeme skúmat’ odraz svetla.

A B

X∗

Y✂✂✍ ❇❇▼

Uvažujme elipsoid s ohniskami A,B, ktorého vnútorné steny sú
tvorené zrkadlom (odrážajú svetlo). Svetlo vychádzajúce z ohniska
A sa na stene elipsoidu vždy odraźı k bodu B, pretože vzdialenost’

|AX| + |BX| nezáviśı od vol’by bodu X na stene elipsoidu. (Toto

plat́ı aj pre odraz zvukových v́ln a táto vlastnost’ bola v praxi

využitá pri stavbe viacerých budov aproximujúcich elipsoidy, v kto-
rých poslucháč nachádzajúci sa v jednom z ohńısk dobre počuje aj

tichý zvuk vychádzajúci z druhého ohniska.) Zvol’me si pevne bod
X∗ na stene elipsoidu a stlačme elipsoid tak, aby bod X∗ ostal
na mieste a všetky ostatné body na stenách elipsoidu sa dostali

”
dovnútra” pôvodného elipsoidu (vid’ obrázok). Predpokladáme

pritom, že novo vzniknutý útvar bude mat’ opät’ hladké steny;

špeciálne normála k jeho stene v bode X∗ bude rovnaká ako predtým. Svetlo vychádzajúce z bodu A k bodu
X∗ sa preto opät’ odraźı do bodu B, vzdialenost’ |AX∗| + |BX∗| však zrejme maximalizuje hodnotu |AY | + |BY |,
kde Y prebieha steny nového útvaru. Ak elipsoid v jednom smere z bodu X∗ budeme stláčat’ a v inom

”
nat’ahovat’”,

bude vzdialenost’ |AX∗|+ |BX∗| zrejme sedlovým bodom funkcionálu T (Y ) := |AY |+ |BY |. Podobné javy možno

pozorovat’ aj v astrofyzike: svetlo sa v pŕıtomnosti gravitačných poĺı môže š́ırit’ tak, že jeho dráha nebude mini-
malizovat’ čas potrebný na jej prekonanie. Naviac sa môže stat’, že svetlo pochádzajúce z toho istého zdroja pŕıde
k pozorovatel’ovi po rôznych dráhach a za rôzny čas: všetky tieto dráhy však budú kritickými bodmi pŕıslušného

funkcionálu.

Ukážme si teraz odvodenie zákonu lomu svetla z (pôvodného) Fermatovho prinćıpu. Majme dve rôzne (opticky
homogénne) látky M1, M2 s rýchlost’ami š́ırenia sa svetla v1, v2, ktoré sú oddelené rovinou {(x, y, z) : y = 0}.
Uvažujme body A = (x1, y1, 0) a B = (x2, y2, 0), kde y1 > 0 > y2. Bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladat’,
že bod A lež́ı v M1 a bod B v M2.



6

C

φ1

φ2

B
•

A•

y

✲

✻

✻ν

y1

y2

x1

x2x

Podl’a Fermatovho prinćıpu muśı dráha svetelného lúča smerujú-
ceho z bodu A do bodu B ležat’ v rovine z = 0 a muśı pozostávat’
z dvoch úsečiek AC a CB, kde C = (x, 0, 0). Čas potrebný na

prekonanie tejto dráhy, sa rovná

T = T (x) =

√

(x− x1)2 + y21

v1
+

√

(x2 − x)2 + y22

v2
. (2.4)

Ak funkcia T nadobúda minimum v bode x, muśı T ′(x) = 0, t.j.

1

v1

x− x1
√

(x− x1)2 + y21

− 1

v2

x2 − x
√

(x2 − x)2 + y22

= 0,

odkial’
sinφ1

v1
=

sinφ2

v2
, (2.5)

kde φ1 je uhol medzi úsečkou AC a normálou ν k rozhraniu y = 0 a analogicky φ2 je uhol medzi úsečkou BC
a normálou ν. Vzt’ah (2.5) vyjadruje zákon lomu svetla.

Predpokladajme teraz, že rýchlost’ š́ırenia sa svetla v v danom médiu je spojitá funkcia premennej y, v = v(y),
a nech ϕ : [x1, x2] → R je C1-funkcia, ktorej graf popisuje nejakú dráhu od bodu A k bodu B (t.j. ϕ(x1) = y1,

ϕ(x2) = y2). Čas potrebný na prekonanie tejto dráhy sa potom rovná

T (ϕ) =

∫ B

A
v−1 ds =

∫ x2

x1

v−1(ϕ)(1 + ϕ′2)1/2 dx. (2.6)

Označme φ(x) uhol, ktorý zviera dotyčnica ku grafu funkcii ϕ v bode (x, ϕ(x)) s osou y. V Cvičeniach 13.51 a 15.43

ukážeme, že hl’adanie kritických bodov funkcionálu v (2.6) vedie k podmienke, aby bol výraz v−1 sinφ konštantný.

Pŕıklad 2.5. (Úloha o brachistochrone)

Úloha o brachistochrone1 patŕı k najslávneǰśım úlohám variačného počtu. Jedná sa o úlohu nájst’ dráhu pohybu

hmotného bodu, pri ktorej tento prejde pôsobeńım vlastnej tiaže z bodu A do bodu B za najkratš́ı možný čas. Body
A,B sú pritom body v jednej vertikálnej rovine a bod B lež́ı nižšie ako bod A.

Už Galileo Galilei si v r. 1638 všimol, že hl’adaná dráha nebude úsečka spájajúca body A,B, avšak správne riešenie

našiel až v r. 1696 Johann Bernoulli. V nižšie uvedenom riešeńı tohoto problému nebudeme (podobne ako Bernoulli)
pŕılǐs rigorózni: budeme napr. predpokladat’, že riešenie existuje a že je dostatočne hladké (s použit́ım Weier-
strassovej teórie pol’a extremál je však možné dokázat’, že nami nájdené riešenie je jediným minimizérom uvažovaného

funkcionálu, vid’ napr. [6]). Budeme tiež prepokladat’, že uvažovaný hmotný bod má na začiatku nulovú rýchlost’.

A
bx x

by
B

y �

✲

❄

•❆
❆❯

Ak si vo vertikálnej rovine obsahujúcej body A,B zvoĺıme súrad-
nicovú sústavu podl’a obrázku (os y smeruje dole), potom A =
(0, 0) a B = (bx, by), kde bx, by > 0. Predpokladajme, že pohyb

hmotného bodu je poṕısaný C1-krivkou (x, y) : [0, 1] → R× R :
ξ 7→

(
x(ξ), y(ξ)

)
, pre ktorú (x, y)(0) = A a (x, y)(1) = B. Ak

je m hmotnost’ a v rýchlost’ uvažovaného bodu a symbolom g si
označ́ıme gravitačné zrýchlenie, potom porovnańım potenciálnej
a kinetickej energie plynie

mgy =
1

2
mv2, v =

√
2gy. (2.7)

Ďalej plat́ı

v =
ds

dt
, kde s = s(ξ0) =

∫ ξ0

0

√

x′2 + y′2 dξ (2.8)

je d́lžka krivky od bodu A po bod
(
x(ξ0), y(ξ0)

)
. Zo vzt’ahov (2.7) a (2.8) dostávame

√
2gy =

ds

dt
=

√

x′2 + y′2
dξ

dt
,

1brachistos = najkratš́ı, chronos = čas
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odkial’
dt

dξ
=

√

x′2 + y′2√
2gy

a integrovańım

T = T (x, y) =

∫ 1

0

dt

dξ
dξ =

∫ 1

0

√

x′2 + y′2√
2gy

dξ. (2.9)

Hl’adaná krivka (x, y) minimalizuje hodnotu T , takže špeciálne pre l’ubovol’nú C1-funkciu ϕ : [0, 1] → R s vlastnost’ou

ϕ(0) = ϕ(1) = 0 muśı platit’ T (x + ϕ, y) ≥ T (x, y). Odtial’ plynie, že funkcia Φ : R → R : r 7→ T (x + rϕ, y) má
v bode r = 0 minimum. Ak teda existuje

Φ′(0) = lim
r→0

Φ(r)− Φ(0)

r
,

muśı byt’ táto limita rovná nule. Ak predpokladáme, že pre hl’adané funkcie x, y plat́ı x′2 + y′2 > 0, y′(0) > 0
a y(ξ) > 0 pre ξ > 0, potom môžeme integrál Φ(r) derivovat’ podl’a parametra r a dostávame

Φ′(0) =
∫ 1

0

1√
2gy

x′ϕ′
√

x′2 + y′2
dξ = 0

a po integrácii per partes
∫ 1

0
h′ϕdξ = 0, kde h = h(ξ) :=

x′
√

y(x′2 + y′2)
.

Z du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) plynie, že funkcia h muśı byt’ na intervale [0, 1] konštantná. Máme teda
riešit’ diferenciálnu rovnicu

x′
√

y(x′2 + y′2)
= C, (2.10)

kde C je konštanta. Vol’bou nového parametra α ∈ (−π/2, π/2] s vlastnost’ou

sinα =
y′

√

x′2 + y′2

(

t.j. cosα =
x′

√

x′2 + y′2

)

(2.11)

(α je uhol, ktorý zviera dotyčnica hl’adanej krivky s osou x) dostávame z (2.10)

y =
1

C2
cos2 α = a(1 + cos 2α), (2.12)

kde a = 1
2C2 > 0. Z (2.12) plynie y′ = −2a sin 2α, takže (2.11) dáva x′ = ±4a cos2 α, odkial’

x = ±a(2α+ sin 2α) + b, (2.13)

kde b je integračná konštanta. Konečne, vol’ba nového parametra τ = π − 2α ∈ [0, 2π) dáva riešenie v tvare

y(τ) = a(1− cos τ), x(τ) = ±a(τ − sin τ) + b̃,

kde a, b̃ sú konštanty, ktoré sa dajú určit’ z okrajových podmienok. Napr. v bode A = (0, 0) je zrejme α = α(A) ∈
[0, π/2], t.j. τ(A) ∈ [0, π]. Z podmienky x(A) = 0 dostaneme τ(A) = 0, takže x(A) = 0 implikuje b̃ = 0. Ked’̌ze
τ > sin τ pre τ > 0 a a > 0, plat́ı

y(τ) = a(1− cos τ), x(τ) = a(τ − sin τ), (2.14)

kde τ ∈ [0, τ∗], τ∗ := τ(B). Hodnota τ∗ ∈ (0, 2π) je pritom daná podmienkou

bx

by
=
x(τ∗)

y(τ∗)
=
τ∗ − sin τ∗

1− cos τ∗
=: f(τ∗).

Vzhl’adom k tomu, že funkcia f : (0, 2π) → (0,∞) je rastúca a surjekt́ıvna, existuje pre každé bx, by > 0 práve jedna
hodnota τ∗ s požadovanou vlastnost’ou (a hodnota a sa urč́ı z podmienky a = by/(1− cos τ∗)).

Krivka určená riešeńım úlohy o brachistochrone je cykloida, t.j. krivka, ktorá vznikne pohybom pevne zvoleného

bodu na kružnici s polomerom a otáčajúcej sa pozd́lž priamky y = 0. Vlastnosti cykloidy boli študované už

v 16. storoč́ı a jednu z jej najzauj́ımaveǰśıch vlastnost́ı objavil Christian Huygens v r. 1673: ak sa závažie kyvadla

pohybuje pozd́lž cykloidy, nezáviśı perióda tohto pohybu na amplitúde, t.j. vel’kosti výchylky (vid’ Cvičenie 13.20).

Cvičenie 2.6. Ukážte, že nájdená krivka sa dá naṕısat’ ako graf funkcie f závislej od premennej y len v pŕıpade

bx/by ≤ π/2.



8

Pŕıklad 2.7. (Úloha o minimálnom odpore) Nasledujúca úloha skúmaná Newtonom už v r. 1686 v [47] je pravde-
podobne prvou vyriešenou úlohou variačného počtu, ktorá sa nedá redukovat’ na minimalizáciu funkcie konečného

počtu premenných (ako tomu bolo v pŕıpade Fermatovho prinćıpu). Úloha je zauj́ımavá aj tým, že minimalizovat’
treba nekonvexný funkcionál (na konvexnej množine) a riešenie napriek hladkosti funkcionálu nemá spojitú prvú

deriváciu. Úloha je naviac pozoruhodná aj vd’aka tomu, že má výrazne aplikačný charakter: Newton uvažoval

o aplikáciach pri stavbe lod́ı a jeho model testovala aj NASA pri kozmických letoch v 60-tych rokoch, pretože dobre
zodpovedá realite najmä pri nadzvukovom prúdeńı v horných, redš́ıch vrstvách atmosféry.

xa

A

u(x)

0 1
✲

✻ Hl’adajme radiálne symetrický profil trojrozmerného telesa (napr. torpéda

alebo rakety) s minimálnym aerodynamickým odporom. Ak uvažujeme profily
symetrické okolo osi z, ktorých výška je A a maximálny horizontálny prierez

je jednotkový kruh (v rovine z = 0), potom funkcia u = u(x) popisujúca

výšku tohto profilu pre polomer x sṕlňa podmienky u(0) = A > 0, u(1) = 0.

Pre minimizujúcu funkciu u muśı z fyzikálnych dôvodov tiež platit’ u′ ≤ 0.
Newton vychádzal z predpokladu, že na vel’kost’ odporu vplývajú len zrážky
(rovnomerne rozdelených) čast́ıc okolitého média s telesom. Tento predpoklad

vedie k tomu, že uvažovaný odpor bude úmerný funkcionálu

Φ(u) =

∫ 1

0
f
(
x, u′(x)

)
dx, kde f(x, s) =

x

1 + s2
. (2.15)

V Pŕıklade 15.44 najprv ukážeme, že funkcionál Φ nadobúda infimum na konvexnej množine

M := {u ∈W 1,1(0, 1) : u(0) = A, u(1) = 0, u′ ≤ 0}

a každý minimizér u je konkávna funkcia, au := sup{x : u(x) = A} ∈ (0, 1), u|[au,1] ∈ C2 a (u|[au,1])
′ ≤ −1.

S použit́ım nasledujúcich úvah potom v Pŕıklade 15.44 tiež dokážeme jednoznačnost’ minimizéra u0.

Vzhl’adom k práve uvedeným vlastnostiam minimizérov stač́ı zrejme minimalizovat’ Φ na množine

M̃ := {u ∈M : u je konkávna, au > 0, u|[au,1] ∈ C1 a (u|[au,1])
′ < 0}.

Nech u ∈ M̃ . Potom u(x) = A pre x ∈ [0, au], u′(x) < 0 pre x > au, takže na intervale [au, 1] existuje inverzná
funkcia v(y) := u−1(A− y), pričom v je rastúca, v(0) = au, v(A) = 1. Použit́ım substitúcie x = v(y) pre x ∈ [au, 1]

sa dá funkcionál Φ naṕısat’ v tvare

Ψ(v) =

∫ A

0
g(v(y), v′(y)) dy +

1

2
v(0)2, kde g(v, s) =

vs3

1 + s2
.

Miesto minimalizácie Φ na množine M̃ teda môžeme minimalizovat’ Ψ na množine

N := {v ∈ C1([0, A]) : v(0) > 0, v(A) = 1, v′ > 0}.

Pre minimizér v a l’ubovol’nú funkciu h ∈ C1([0, A]) sṕlňajúcu okrajovú podmienku h(A) = 0 plat́ı v + th ∈ N pre

malé t ∈ R, takže muśı limt→0(Ψ(v+ th)−Ψ(v))/t = 0, odkial’ po integrácii per partes s využit́ım v ∈ C2 dostávame

∫ A

0
(gv(v, v

′)− [gs(v, v
′)]′)h dy + (−gs(v(0), v′(0)) + v(0))h(0) = 0.

Odtial’ okrem Eulerovej rovnice gv(v, v′) = [gs(v, v′)]′ dostávame tiež okrajovú podmienku v′(0) = 1 (a teda
u′(a+) = −1). Explicitný tvar riešenia v možno nájst’ napr. v [13, str.42–43].

Nech teraz Ω := {x ∈ R
2 : |x| < 1} a M označuje triedu všetkých konkávnych funkcíı w : Ω → R sṕlňajúcich

podmienky 0 ≤ w ≤ A a w(x) = 0 pre |x| = 1. Funkcionál

Θ(w) =

∫

Ω

1

1 + |∇w|2 dx

(ktorý zodpovedá aerodynamickému odporu pre profil poṕısaný funkciou w) nadobúda na množine M infimum

(vid’ [12]); označme w0 jeho minimizér. Z vyššie uvedeného plynie, že funkcia ũ0(x) := u0(|x|) (kde u0 je jediný

minimizér vyššie študovanej jednorozmernej úlohy) je minimizérom funkcionálu Θ v triede tých funkcíı w ∈ M,

ktoré sú radiálne symetrické. Plat́ı však Θ(w0) < Θ(ũ0) (vid’ [11]), takže minimizér w0 nie je radiálne symetrický.
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Cvičenie 2.8. Nech je Φ funkcionál z Pŕıkladu 2.7 definovaný v (2.15).

xa

A

0 1

C

uaQ

S

✲

✻(i) Pre a ∈ [0, 1) položme

ua(x) =

{

A pre x ∈ [0, a],

A[1− (x− a)/(1− a)] pre x ∈ [a, 1].

Ukážte, že Φ(ua) je minimálne pre a = (2 + A2 −
√
4A2 +A4)/2 > 0 a pre

toto a a x ∈ (a, 1) plat́ı |u′a(x)| = s, kde s := (
√
4 +A2 + A)/2 > 1. Ukážte

tiež, že ak pre toto s označ́ıme S = (0, s), C = (1, 0) a Q = (0, A/2), potom

|SQ| = |QC| (takto geometricky charakterizoval riešenie Newton).

x

F

G

R

M N

u(x)

0 1
✲

✻
❇
❇
❇
❇
❇
❇❇A

a

❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇❇

(ii) Ukážte, že Eulerova rovnica pre funkcionál Φ má tvar

−2xu′ = C(1 + u′2)2, (2.16)

pričom z podmienky u′(a) = −1 plynie C = a/2.
Newton naformuloval túto rovnicu geometricky: Zvol’me si x ∈ (a, 1) pevne

a položme N = (x, u(x)), M = (0, u(x)), G = (a,A), F = (0, A); vid’ obrázok.
Bodom G d’alej ved’me rovnobežku s dotyčnicou ku grafu u v bode N a označ-
me R jej priesečńık s osou x = 0. Potom plat́ı

|MN |
|GR| =

|GR|3
4|FR| · |FG|2 .

Ukážte, že ide naozaj o vyjadrenie rovnice (2.16) s C = a/2.

Pŕıklad 2.9. (Dirichletov prinćıp a Weierstrassov pŕıklad) Nech Ω je ohraničená oblast’ v R
2 alebo R

3, f ∈ C(∂Ω)
a hl’adajme riešenie u ∈ X := C2(Ω) ∩ C(Ω̄) okrajovej úlohy

∆u = 0 v Ω, u = f na ∂Ω.

Ked’̌ze Laplaceova rovnica ∆u = 0 je Eulerovou rovnicou pre (nezáporný) funkcionál

Φ : X → R : u 7→
∫

Ω
|∇u|2 dx,

k nájdeniu riešenia uvedenej okrajovej úlohy stač́ı nájst’ minimizér funkcionálu Φ v triede funkcíı v ∈ X sṕlňajúcich
okrajové podmienky v = f na ∂Ω. Existencia takéhoto minimizéru sa zdá byt’ z fyzikálneho pohl’adu opodstatnená
(ide napr. o klasickú úlohu z elektrostatiky) a v 19. storoč́ı túto existenciu bez dôkazu predpokladali aj mnoh́ı známi

matematici (Gauss, Kelvin, Dirichlet, Riemann). Riemann dokonca túto existenciu postuloval ako tzv. Dirichletov
prinćıp. Tvrdenie pritom plat́ı len pre oblasti s dostatočne regulárnou hranicou.

Na potrebu rigoróznej teórie upozornil v r. 1869 nasledujúcim pŕıkladom Karl Weierstrass:

Nech X = {u ∈ C1([−1, 1]) : u(−1) = −1, u(1) = 1} a Φ : X → R je definovaný predpisom Φ(u) =
∫ 1
−1(xu

′)2 dx.

Potom Φ nenadobúda v priestore X svoje infimum. L’ahko sa totiž ukáže, že pre funkcie uε(x) = cε arctan(x/ε)

(kde cε je zvolené tak, aby uε ∈ X) plat́ı Φ(uε) → 0 pre ε→ 0+, avšak Φ(u) > 0 pre každé u ∈ X.

Cvičenie 2.10. Nech X = {u ∈ C1([−1, 1]) : u(−1) = −1, u(1) = 1} a Φ(u) =
∫ 1
−1

(
(xu′)2 + 2u2

)
dx. Pomocou

nerovnosti

(xu′)2 + u2 + u2 ≥ 2xu′u+ u2 = (u2x)′ (2.17)

ukážte, že funkcia u0(x) := x je globálnym minimizérom Φ v X.

Ukážte tiež, že pŕıslušná Eulerova rovnica (x2u′)′ = 2u má pre x 6= 0 riešenia tvaru u(x) = C1x+C2/x2 a že funkcia

u1(x) := 1/x2 je globálnym minimizérom Ψ(u) =
∫∞
1

(
(xu′)2+2u2

)
dx na množine Y = {u ∈ C1([1,∞)) : u(1) = 1}.

Nakoniec ukážte, že Θ(u) =
∫∞
−1

(
(xu′)2 + 2u2

)
dx nenadobúda svoje infimum na množine Z = {u ∈ C1([−1,∞)) :

u(−1) = −1}.
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3. Nemyckého zobrazenie

Ak sú X,Y reálne Banachove priestory, w, h, h1, h2, . . . , hn ∈ X, a F : X → Y , potom symbolom
δF (w;h) resp. δnF (w;h1, . . . , hn) budeme označovat’ deriváciu F v bode w v smere h resp. n-tú
deriváciu F v bode w v smere h1, h2, . . . , hn. Symbolmi DF (w) resp. F ′(w) budeme označovat’
Gâteauxovu resp. Fréchetovu deriváciu F v bode w.

Nech je d’alej Ω ⊂ R
n otvorená, u : Ω → R

m a f : Ω × R
m → R. Nemyckého2 (alebo tiež

substitučné) zobrazenie f ♮ pŕıslušné zobrazeniu f je definované predpisom f ♮(u) = f
(
·, u(·)

)
.

Funkcia f : Ω× R
m → R sa nazýva Carathéodoryho funkcia (a ṕı̌seme f ∈ CAR), ak

(i) f(·, u) : Ω → R je meratel’ná pre každé u ∈ R
m,

(ii) f(x, ·) : Rm → R je spojitá pre s.v. x ∈ Ω.

Ak naviac plat́ı f(x, ·) ∈ Ck(Rm) pre s.v. x ∈ Ω, budeme ṕısat’ f ∈ CARk.

Nasledujúca lema zaručuje, že Nemyckého zobrazenie pŕıslušné Carathéodoryho funkcii zobrazuje
meratel’né funkcie na meratel’né funkcie.

Lema 3.1. Nech je u : Ω → R
m meratel’ná, f ∈ CAR. Potom je funkcia f

(
·, u(·)

)
: Ω → R

meratel’ná.

Dôkaz. Nech (uk) je postupnost’ jednoduchých funkcíı takých, že uk → u s.v. Ak (pre pevné k)

uk =
∑j

i=1 αiχAi , kde množiny Ai sú meratel’né a po dvoch disjunktné, potom fk := f
(
·, uk(·)

)
=

∑j
i=1 f(·, αi)χAi + f(·, 0)χΩ\

⋃
i Ai

, takže funkcie fk sú meratel’né, fk → f
(
·, u(·)

)
s.v. �

Veta 3.2. (O spojitosti Nemyckého zobrazenia v Lp-priestoroch) Nech je Ω ⊂ R
n otvorená, ~p =

(p1, . . . , pm), kde 1 ≤ pj < ∞, j = 1, 2, . . . ,m, a položme L~p(Ω) = Lp1(Ω) × · · · × Lpm(Ω). Nech
1 ≤ q <∞, f : Ω×R

m → R je Carathéodoryho funkcia a nech existujú a ∈ Lq(Ω) a β > 0 tak, že

|f(x, u)| ≤ a(x) + β
m∑

j=1

|uj |pj/q pre s.v. x ∈ Ω a každé u = (u1, . . . , um) ∈ R
m. (3.1)

Potom je pŕıslušné Nemyckého zobrazenie f ♮ spojité ako zobrazenie L~p(Ω) do Lq(Ω) a zobrazuje
ohraničené množiny v L~p(Ω) na ohraničené množiny v Lq(Ω).

Dôkaz. Označme ‖ · ‖r normu v Lr(Ω). Z Minkowského nerovnosti a (3.1) plynie

‖f ♮(u)‖q ≤ ‖a‖q + β

m∑

j=1

‖uj‖pj/q
pj

,

takže f ♮ zobrazuje ohraničené množiny v L~p(Ω) na ohraničené množiny v Lq(Ω).

Nech d’alej u(k) → u v L~p(Ω) a predpokladajme, že f ♮(u(k)) 6→ f ♮(u) v Lq(Ω), takže ‖f ♮(u(k)) −
f ♮(u)‖q ≥ ε0 pre vhodné ε0 > 0 (a vybranú postupnost’, ktorú sme opät’ označili (u(k))). Pre-

chodom k vybranej postupnosti môžeme predpokladat’, že u(k) → u s.v. a ‖u(k) − u‖~p < 2−k.

Pre každé j = 1, 2, . . . ,m je funkcia hj(x) := |uj(x)| +
∑∞

k=1 |u
(k)
j (x) − uj(x)| majorantou pre

postupnost’ funkcíı {u(k)j }∞k=1 a plat́ı tiež (h1, . . . , hm) ∈ L~p(Ω).

Z predpokladu (3.1) plynie, že funkcia a+β
∑

j h
pj/q
j ∈ Lq(Ω) je majoranta pre funkcie f

(
·, u(k)(·)

)
.

Pretože f
(
·, u(k)(·)

)
→ f

(
·, u(·)

)
s.v., Lebesgueova veta implikuje f ♮(u(k)) → f ♮(u) v Lq(Ω), čo je

spor. �

2súčasný anglický prepis mena Nemycki� je najčasteǰsie Nemytskii
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Poznámky 3.3. (i) Z dôkazu Vety 3.2 plynie, že ak napr. priestor Lp1(Ω) nahrad́ıme priestorom
X1, kde X1 je jeden z priestorov L∞(Ω), Lp1 ∩ L∞(Ω) a Lp1 ∩ Lp̃1(Ω) (1 ≤ p̃1 < ∞), potom
tvrdenie vety bude platit’, pokial’ rastovú podmienku (3.1) nahrad́ıme podmienkou

|f(x, u)| ≤M(|u1|)
(

a(x) + β
m∑

j=2

|uj |pj/q
)

ak X1 = L∞(Ω),

|f(x, u)| ≤M(|u1|)
(

a(x) + β
m∑

j=1

|uj |pj/q
)

ak X1 = Lp1 ∩ L∞(Ω),

|f(x, u)| ≤ a(x) + β
(

|u1|p̃1/q +
m∑

j=1

|uj |pj/q
)

ak X1 = Lp1 ∩ Lp̃1(Ω), (3.2)

kde M : R+ → R
+ je l’ubovol’ná neklesajúca funkcia.

(ii) Ak f ∈ CAR a f ♮ zobrazuje L~p(Ω) do Lq(Ω), potom existujú a ∈ Lq(Ω) a β > 0 tak, že plat́ı
(3.1).

Veta 3.4. (O diferencovatel’nosti Nemyckého zobrazenia v Lp-priestoroch) Nech je Ω ⊂ R
n

otvorená, 1 ≤ q < ∞, ~p = (p1, . . . , pm), kde q < pi < ∞, i = 1, 2, . . . ,m; položme L~p(Ω) =
Lp1(Ω)×· · ·×Lpm(Ω) a 1/ri := 1/q−1/pi. Nech f : Ω×R

m → R je triedy CAR1, f(·, 0) ∈ Lq(Ω)
a nech existujú ai ∈ Lri(Ω), i = 1, 2, . . . ,m, a β > 0 tak, že

|fui(x, u)| ≤ ai(x) + β
m∑

j=1

|uj |pj/ri pre s.v. x ∈ Ω a každé u = (u1, . . . , um) ∈ R
m. (3.3)

Potom je Nemyckého zobrazenie f ♮ : L~p(Ω) → Lq(Ω) triedy C1, f ♮, (f ♮)′ zobrazujú ohraničené
množiny na ohraničené množiny a

(f ♮)′(u)h =
m∑

i=1

fui

(
·, u(·)

)
hi(·). (3.4)

Dôkaz. Použit́ım vety o strednej hodnote, (3.3) a Youngovej nerovnosti (s exponentami pi/q
a (pi/q)

′ = ri/q) dostaneme pre vhodné θ = θ(x, u) ∈ (0, 1)

|f(x, u)| = |f(x, 0) +
∑

i

fui(x, θu)ui| ≤ |f(x, 0)|+
∑

i

(
ai(x) + β

∑

j

|θuj |pj/ri
)
|ui|

≤ ã(x) + C
∑

j

|uj |pj/q pre každé u ∈ R
m a skoro každé x ∈ Ω,

kde ã = |f(·, 0)|+ C
∑

i |ai|ri/q ∈ Lq(Ω) a C > 0 je vhodná konštanta, takže f ♮ : L~p(Ω) → Lq(Ω)
je podl’a Vety 3.2 spojité zobrazenie a zobrazuje ohraničené množiny na ohraničené množiny. Zob-
razenia (fui)

♮ : L~p(Ω) → Lri(Ω) sú tiež podl’a Vety 3.2 spojité a zobrazujú ohraničené množiny
na ohraničené množiny. Ak teda pre u, h ∈ L~p(Ω) definujeme A(u)h :=

∑m
i=1(fui)

♮(u)hi, potom
z odhadu ‖A(u)h − A(v)h‖q ≤ ∑

i ‖(fui)
♮(u) − (fui)

♮(v)‖ri‖hi‖pi dostaneme, že zobrazenie A :

L~p(Ω) → L
(
L~p(Ω), Lq(Ω)

)
je spojité a zobrazuje ohraničené množiny na ohraničené množiny.

Zvol’me u, h ∈ L~p(Ω). Použit́ım vety o strednej hodnote dostávame pre s.v. x ∈ Ω

1

t

(
f ♮(u+ th)(x)− f ♮(u)(x)

)
=

1

t

∫ 1

0

d

dθ
f
(
x, u(x) + θth(x)

)
dθ

=

∫ 1

0

m∑

i=1

fui

(
x, u(x) + θth(x)

)
hi(x) dθ →

m∑

i=1

fui

(
x, u(x)

)
hi(x) pre t→ 0.

Z Lebesgueovej vety teraz plynie, že existuje smerová derivácia δf ♮(u;h) = A(u)h. Ked’̌ze A(u) ∈
L
(
L~p(Ω), Lq(Ω)

)
, existuje tiež Gâteauxova derivácia Df ♮(u) = A(u) a vzhl’adom k vlastnostiam

zobrazenia A existuje aj Fréchetova derivácia (f ♮)′ = A a má požadované vlastnosti. �



12

Poznámky 3.5. (i) Podobné modifikácie ako v Poznámke 3.3(i) platia aj pre Vetu 3.4. Ak napr.
priestor Lp1(Ω) nahrad́ıme priestorom Lp1 ∩L∞(Ω), potom miesto predpokladu (3.3) stač́ı žiadat’

|fui(x, u)| ≤M(|u1|)
(

ai(x) + β
m∑

j=1

|uj |pj/ri
)

pre s.v. x ∈ Ω a každé u = (u1, . . . , um) ∈ R
m,

kde M : R+ → R
+ je neklesajúca funkcia, pričom v pŕıpade i = 1 môžeme naviac výraz |uj |pj/r1

na pravej strane nahradit’ výrazom max(|uj |pj/r1 , |uj |pj/q).

(ii) Pomocou matematickej indukcie sa dá Veta 3.4 zovšeobecnit’ na źıskanie postačujúcich pod-
mienok pre existenciu a spojitost’ vyšš́ıch derivácíı Nemyckého zobrazenia. Uved’me si formuláciu
takéhoto tvrdenia aspoň v jednoduchom pŕıpade p1 = p2 = · · · = pm =: p: Nech f ∈ CARk,

k < p/q prirodzené, 1/rj := 1/q − j/p pre j = 0, 1, . . . , k. Nech Dj
uf(·, 0) ∈ Lrj (Ω) pre

j = 0, 1, . . . , k − 1 a |Dk
uf(x, u)| ≤ a(x) + β|u|(p/q)−k, kde a ∈ Lrk(Ω) a β > 0. Potom f ♮ ∈ Ck.

(iii) Nechm = 1 a f ♮ : Lp(Ω) → Lp(Ω) je fréchetovsky diferencovatel’né. Potom existujú a ∈ L∞(Ω)
a b ∈ Lp(Ω) tak, že f(x, u) = a(x)u+ b(x) pre s.v. x ∈ Ω a každé u ∈ R.

(iv) Nech m = 1, f ∈ CAR1, 1 ≤ p < ∞, f(·, 0) ∈ Lp(Ω) a nech je fu ohraničená. Potom
je f ♮ lipschitzovské zobrazenie Lp(Ω) do Lp(Ω), ktoré je naviac gâteauxovsky diferencovatel’né
a Df ♮(u)h = fu

(
·, u(·)

)
h.

Pŕıklad 3.6. Nech je Ω ⊂ R
n oblast’ s lipschitzovskou hranicou, p1 ≥ p2 > q ≥ 1, p1 = np2/(n − p2) ak p2 < n.

Nech f : Ω× (R× R
n) → R :

(
x, (u, s)

)
7→ f(x, u, s) je triedy CAR1, f

(
·, (0, 0)

)
∈ Lq(Ω),

|fu(x, u, s)| ≤ a1(x) + β
(
|u|p1/r1 + |s|p2/r1

)
,

|fsi (x, u, s)| ≤ a2(x) + β
(
|u|p1/r2 + |s|p2/r2

)
,

kde aj ∈ Lrj (Ω) a 1/rj := 1/q − 1/pj , j = 1, 2. Potom je zobrazenie F : W 1,p2 (Ω) → Lq(Ω) : u 7→ f
(
·, u(·),∇u(·)

)

triedy C1 a
F ′(u)h = fu

(
·, u(·),∇u(·)

)
h+ fs

(
·, u(·),∇u(·)

)
· ∇h.

To plynie z Vety 3.4, ak si F naṕı̌seme v tvare F (u) = f♮(u,∇u) = f♮(Au), kde

A :W 1,p2 (Ω) → Lp1 (Ω)× (Lp2 (Ω))n : u 7→ (u,∇u)

je spojité lineárne zobrazenie a f♮ : L~p(Ω) → Lq(Ω) je triedy C1 pre ~p = (p1, p2, p2, . . . , p2
︸ ︷︷ ︸

n

), takže F ′(u)h =

(f♮)′(Au)Ah.

Špeciálne, ak q = 1 a E :W 1,p2 (Ω) → R : u 7→
∫

Ω f
(
x, u(x),∇u(x)

)
dx, potom je E triedy C1 a

E′(u)h =

∫

Ω

[
fu
(
x, u(x),∇u(x)

)
h(x) + fs

(
x, u(x),∇u(x)

)
· ∇h(x)

]
dx.

To dostaneme, ak si E naṕı̌seme v tvare E(u) = BF (u), kde B : L1(Ω) → R : u 7→
∫

Ω u(x) dx je spojitý lineárny

operátor.

Cvičenie 3.7. Ukážte, že Nemyckého zobrazenie f♮ pre f(x, u) = sin(u) je ako zobrazenie L2(0, 1) do L2(0, 1)

gâteauxovsky diferencovatel’né, ale neexistuje Fréchetova derivácia (f♮)′(0).

Cvičenie 3.8. Nech f : Ω×R
n+1 → R je Carathéodoryho funkcia. Vyslovte a dokážte vetu o spojitosti a diferenco-

vatel’nosti Nemyckého zobrazenia f♮ : Lp ∩ L∞(Ω)×
(
Lp(Ω)

)n → Lq(Ω). Ako dôsledok tejto vety ukážte spojitost’

zobrazenia
F :W 1,p(Ω) → Lq(Ω) : u 7→ f

(
·, u(·),∇u(·)

)

pre p > n za rastového predpokladu

|f(x, u, s)| ≤M(|u|)
(
a(x) + |u|p/q + |s|p/q

)
,
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kde a ∈ Lq(Ω) aM : R+ → R
+ je neklesajúca funkcia, resp. jeho diferencovatel’nost’, ak f ∈ CAR1, f(·, 0, 0) ∈ Lq(Ω),

|fu(x, u, s)| ≤M(|u|)
(
a0(x) + a1(x) + |u|p/r + |s|p/r + |s|p/q

)
,

|fs(x, u, s)| ≤M(|u|)
(
a1(x) + |u|p/r + |s|p/r

)
,

(3.5)

kde a0 ∈ Lq(Ω), a1 ∈ Lr(Ω), 1/r = 1/q − 1/p a p > max(q, n). V pŕıpade, že má Ω konečnú mieru, možno rastové
predpoklady (3.5) naṕısat’ v jednoduchšom tvare:

|fu(x, u, s)| ≤M(|u|)
(
a0(x) + |s|p/q

)
,

|fs(x, u, s)| ≤M(|u|)
(
a1(x) + |s|p/r

)
.

(3.6)

Pre takúto Ω nájdite tiež podmienky, za ktorých bude F triedy C2.

Veta 3.9. (O spojitosti Nemyckého zobrazenia v priestoroch spojitých funkcíı) Nech je Ω ⊂ R
n

otvorená a ohraničená a f ∈ C(Ω̄× R
m,R). Potom f ♮ : C(Ω̄,Rm) → C(Ω̄) je spojité.

Dôkaz. Nech uj → u0 v C(Ω̄,Rm), dokážeme f ♮(uj) → f ♮(u0) v C(Ω̄).

Označme M :=
⋃{uj(x) : x ∈ Ω̄, j ≥ 0}. Z konvergencie uj → u0 plynie ohraničenost’ {uj}

v C(Ω̄,Rm), takže tiežM ⊂ R
m je ohraničená. Množina Ω̄×M̄ je teda kompaktná, takže reštrikcia

f na túto množinu je rovnomerne spojitá. Pretože supx∈Ω̄ ‖
(
x, uj(x)

)
−
(
x, u0(x)

)
‖ → 0 pre j → 0,

plynie zo spomı́nanej rovnomernej spojitosti f ♮(uj) → f ♮(u0) v C(Ω̄). �

Poznámky 3.10. (i) Množina M v dôkaze Vety 3.9 je nielen ohraničená ale tiež kompaktná. Ak
totiž sk ∈ M , potom sk = ujk(xk) pre vhodné xk ∈ Ω̄ a jk ≥ 0. Pre vybranú postupnost’ potom
plat́ı xk → x ∈ Ω̄ a ujk → uj v C(Ω̄,Rm), odkial’ sk → uj(x) ∈M .

(ii) S využit́ım argumentov v (i) vidno, že tvrdenie vo Vete 3.9 plat́ı aj pre funkcie u ∈ C(Ω̄, E) a
f ∈ C(Ω̄× E,F ), kde E,F sú Banachove priestory (a f ♮ : C(Ω̄, E) → C(Ω̄, F )).

Veta 3.11. (O diferencovatel’nosti Nemyckého zobrazenia v priestoroch spojitých funkcíı) Nech
je Ω ⊂ R

n otvorená a ohraničená a f ∈ C0,k(Ω̄× R
m,R). Potom f ♮ : C(Ω̄,Rm) → C(Ω̄) je triedy

Ck a [(f ♮)′(u)h](x) = fu
(
x, u(x)

)
· h(x).

Dôkaz. Tvrdenie dokážeme pre k = 1, všeobecný pŕıpad sa dokáže indukciou. Označme Au :=
fu

(
·, u(·)

)
. Podl’a Poznámky 3.10(ii) je A spojité zobrazenie C(Ω̄,Rm) do C(Ω̄,Rm). Ak označ́ıme

ω(h) := f ♮(u+ h)− f ♮(u)−Au · h, (3.7)

potom použit́ım vety o strednej hodnote (pre ϕ(t) = f(x, u(x)+th(x)) s pevným x ∈ Ω̄) dostávame

sup
x∈Ω̄

|ω(h)(x)| = sup
x∈Ω̄

∣
∣
∣

∫ 1

0

[fu
(
x, u(x) + th(x)

)
− fu

(
x, u(x)

)
] · h(x) dt

∣
∣
∣

≤ ‖h‖
∫ 1

0

‖A(u+ th)−A(u)‖ dt = o(‖h‖),

kde ‖ · ‖ je norma v C(Ω̄,Rm), takže existuje (f ♮)′(u) a plat́ı (f ♮)′(u)h = Au · h. Spojitost’ tejto
derivácie teraz plynie zo spojitosti A a z odhadu ‖((f ♮)′(u)−(f ♮)′(v))h‖ ≤ ‖A(u)−A(v)‖·‖h‖. �

Pŕıklad 3.12. Nech je Ω ⊂ R
n otvorená a ohraničená,

f : Ω̄× (R× R
n) → R :

(
x, (u, s)

)
7→ f(x, u, s)

je spojitá v x a triedy Ck v (u, s). Nech F : C1(Ω̄) → C(Ω̄) : u 7→ f
(
·, u(·),∇u(·)

)
. Potom je F triedy Ck

a F ′(u)h = fu
(
·, u(·),∇u(·)

)
h(·) + fs

(
·, u(·),∇u(·)

)
· ∇h(·). Ak k ≥ 2 a n = 1, potom

F ′′(u)(h, h) = fuu
(
·, u(·), u′(·)

)
h2 + 2fus

(
·, u(·), u′(·)

)
hh′ + fss

(
·, u(·), u′(·)

)
(h′)2.
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Pŕıklad 3.13. Ak je Ω ⊂ R
n otvorená a ohraničená a f : Ω× R → R je Carathéodoryho funkcia sṕlňajúca rastovú

podmienku
|f(x, u)| ≤ a(x)M(|u|) pre s.v. x ∈ Ω a každé u ∈ R, (3.8)

kde M : R+ → R
+ je neklesajúca funkcia a a ∈ Lq(Ω), 1 ≤ q < ∞, potom z Poznámky 3.3(i) plynie spojitost’

Nemyckého zobrazenia f♮ : C(Ω̄) → Lq(Ω). Dá sa ukázat’, že táto podmienka je aj nutná na to, aby operátor f♮

zobrazoval C(Ω̄) do Lq(Ω), takže pokial’ f♮ zobrazuje C(Ω̄) do Lq(Ω), tak je automaticky spojitý a ohraničený na

ohraničených množinách. (Podobné tvrdenie v pŕıpade f♮ : Lp(Ω) → Lq(Ω) plynie z Poznámky 3.3(ii).) Z pod-
mienky (3.8) zrejme plynie odhad

∫

Ω
sup

|u|≤K
|f(x, u)|q dx <∞ ∀K > 0. (3.9)

Ukážeme, že odhad (3.9) je aj postačujúci, a teda ekvivalentný s podmienkou (3.8).
Položme fk(x) := sup|u|≤k |f(x, u)| pre k = 1, 2, . . . ; potom z (3.9) plynie fk ∈ Lq(Ω). Definujme

a(x) :=

∞∑

k=1

fk(x)

2k‖fk‖q
.

Potom a ∈ Lq(Ω) a

|f(x, u)| ≤ f[|u|]+1(x) ≤ 2[|u|]+1‖f[|u|]+1‖qa(x) = a(x)M(|u|),
kde M(t) := 2[t]+1‖f[t]+1‖q a [x] označuje celú čast’ č́ısla x.

Cvičenie 3.14. Nech Ω = (0, 1), q = 1, α > 1 a f(x, u) = |u|α/(x2 + (u2 − x)2). Ukážte, že f sṕlňa podmienku

(3.8) resp. (3.9) (t.j. f♮ zobrazuje C(Ω̄) do L1(Ω)) len ak α > 2. Na druhej strane ukážte, že operátor f♮ zobrazuje

C1(Ω̄) do L1(Ω) pre každé α > 1, ale nie je spojitý pre α ≤ 2 a nie je ohraničený na ohraničených množinách pre

α < 2.

Pŕıklad 3.15. Vzhl’adom k výsledkom o regularite riešeńı eliptických a parabolických rovńıc sa často skúmajú tiež
Nemyckého zobrazenia v priestoroch hölderovských funkcíı. Ukážme, že podobne ako v Cvičeńı 3.14 (a na rozdiel od

situácie v Pŕıklade 3.13 alebo Poznámke 3.3(ii)), Nemyckého zobrazenie v tomto pŕıpade nemuśı byt’ automaticky
spojité.
Nech α ∈ (0, 1), X = BUCα(−1, 1) je priestor ohraničených uniformne α-hölderovských funkcíı u : (−1, 1) → R

s normou

‖u‖α := sup
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α + sup

x
|u(x)|

a f : R → R je lokálne lipschitzovská funkcia. Potom zrejme f♮ zobrazuje X do X. Ukážeme, že ak je zobrazenie

f♮ : X → X spojité, potom nutne f ∈ C1.
Ked’̌ze funkcia f je lokálne lipschitzovská, má doplnok množiny D := {v ∈ R : existuje konečná f ′(v)} nulovú

Lebesgueovu mieru. Zvol’me u ∈ R pevne a uvažujme v ∈ D a postupnost’ hn → 0. Položme ũ(x) = u+ |x|αsign(x),
ṽ(x) = v + |x|αsign(x) a zvol’me xn ∈ R tak, aby |xn|αsign(xn) = hn. Potom plat́ı

∣
∣
∣
f(u+ hn)− f(u)

hn
− f(v + hn)− f(v)

hn

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
(f♮(ũ)− f♮(ṽ))(xn)− (f♮(ũ)− f♮(ṽ))(0)

|xn|α
∣
∣
∣ ≤ ‖f♮(ũ)− f♮(ṽ)‖α.

Ak zvoĺıme ε > 0, potom existuje v ∈ D tak, že ‖f♮(ũ) − f♮(ṽ)‖α < ε, takže pre všetky n dostatočne vel’ké

plat́ı | f(u+hn)−f(u)
hn

− f ′(v)| < 2ε. Odtial’ plynie existencia konečnej limn→∞
f(u+hn)−f(u)

hn
, a teda tiež existencia

konečnej f ′(u). Plat́ı teda D = R a z práve dokázaných odhadov plynie tiež |f ′(u)− f ′(v)| ≤ ‖f♮(ũ)− f♮(ṽ)‖α → 0

pre v → u.

Poznámky 3.16. (i) Nech je C ⊂ [0, 1] Cantorovo diskontinuum a c : [0, 1] → [0, 1] Cantorova
funkcia; g(x) := (x + c(x))/2 a u := g−1. Množina g(C) má kladnú Lebesgueovu mieru, takže
existuje jej nemeratel’ná podmnožina E. Položme A := u(E) ⊂ C a f := χA. Potom je u spojitá,
f : R → R meratel’ná, ale f ♮(u) : Ω → R nie je meratel’ná.

(ii) Ak je f : Rm → R borelovsky meratel’ná a u : Ω → R
m meratel’ná, potom je zrejme f ♮(u)

meratel’ná (a podobné tvrdenie plat́ı aj pre funkcie f : Ω×R
m → R), ale zobrazenie f ♮ : Lp → Lq

nemuśı byt’ spojité ani pre f ohraničenú (uvažujte napr. Ω = (0, 1), f = χR\{0} a uk(x) = x/k).

(iii) Nech Ω = (0, 1), f(u) = max(−1,min(1, u)) a 1 ≤ p < ∞. Potom f ♮ zobrazuje Lp(Ω) do
L∞(Ω), ale nie je spojité (uvažujte uk(x) = xk).
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I. Abstraktný variačný počet

4. Existencia globálnych minimizérov

Vo všetkých tvrdeniach o existencii minimizérov budeme implicitne predpokladat’, že množiny,
v ktorých minimizér hl’adáme, sú neprázdne.

Nech je T topologický priestor. Funkcia Φ : T → R sa nazýva zdola polospojitá, ak pre
každé w ∈ T a ε > 0 je množina {u : Φ(u) > Φ(w) − ε} okoĺım bodu w. Funkcia Φ je zdola
polospojitá práve vtedy, ked’ pre každé α ∈ R je množina {u : Φ(u) ≤ α} uzavretá. Funkcia
Φ : T → R sa nazýva sekvenciálne zdola polospojitá, ak pre každú postupnost’ un → w v T
plat́ı lim infn→∞ Φ(un) ≥ Φ(w). Každá zdola polospojitá funkcia je sekvenciálne zdola polospojitá.
Ak je T metrický priestor, plat́ı tiež obrátené tvrdenie: každá sekvenciálne zdola polospojitá funkcia
je zdola polospojitá.

Nech je X reálny Banachov priestor, Φ : X → R a T = (X,w) (t.j. T je priestor X so slabou
topológiou). Ak je funkcionál Φ : T → R (sekvenciálne) zdola polospojitý, nazýva sa Φ : X → R

slabo (sekvenciálne) zdola polospojitý. Analogicky sa definuje slabo (sekvenciálne) spojitý
funkcionál.

Cvičenie 4.1. Ak X →֒→֒ Y (kompaktné vnorenie), potom je norma ‖·‖Y slabo sekvenciálne spojitá v X. Dokážte

a použite toto tvrdenie na dôkaz slabej sekvenciálnej zdola polospojitosti funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 [(u′)2 − |u|p] dx

(p ≥ 1) vo W 1,2(0, 1).

Nech je M ⊂ X konvexná množina. Funkcionál Φ :M → R sa nazýva konvexný, ak

Φ
(
αu+ (1− α)v

)
≤ αΦ(u) + (1− α)Φ(v) (4.1)

pre každé α ∈ (0, 1) a u, v ∈ M , u 6= v. Potom tiež plat́ı Φ(
∑n

i=1 αiui) ≤ ∑n
i=1 αiΦ(ui) pre

l’ubovol’né ui ∈ M , αi ≥ 0,
∑n

i=1 αi = 1, a množina {u : Φ(u) ≤ β} je konvexná pre každé β ∈ R.
Funkcionál Φ : M → R sa nazýva striktne konvexný, ak v (4.1) plat́ı ostrá nerovnost’. Ak
existuje δ2Φ(w;h, h) a plat́ı δ2Φ(w;h, h) > 0 pre každé w ∈ M a h ∈ X \ {0}, potom je zrejme Φ
striktne konvexný (stač́ı uvažovat’ funkciu ϕ(t) = Φ

(
u+ t(v − u)

)
).

Nech je d’alej M l’ubovol’ná podmnožina X a Φ : M → R. Funkcionál Φ : M → R sa nazýva
koerćıvny (na množine M), ak limu∈M, ‖u‖→∞ Φ(u) = +∞. Postupnost’ prvkov {un} ⊂ M sa
nazývaminimizujúca pre Φ, ak Φ(un) → infM Φ. Prvok u ∈M sa nazývaminimizér funkcionálu
Φ na množine M , ak Φ(u) = infM Φ.

Cvičenie 4.2. Nech je X uniformne konvexný a Ψ : X → R je slabo sekvenciálne zdola polospojitý. Ak je {un}
ohraničená minimizujúca postupnost’ pre Φ(u) = ‖u‖ + Ψ(u), potom (pre vybranú podpostupnost’) plat́ı un → u,

kde u je minimizér (podobne pre Φ(u) = h(‖u‖) + Ψ(u), kde h je spojitá a rastúca). Dokážte.

Lema 4.3. Nech je T kompaktný topologický priestor a Φ : T → R je zdola polospojitá. Potom
existuje minT Φ.

Dôkaz. Zvol’me klesajúcu postupnost’ αn s vlastnost’ou αn → infT Φ. Potom je Kn = {u ∈ T :
Φ(u) ≤ αn} nerastúca postupnost’ neprázdnych kompaktných množ́ın, takže existuje u ∈ ⋂∞

n=1Kn.
Zrejme Φ(u) = minT Φ. �

Dôsledok 4.4. Nech je X reálny Banachov priestor, M ⊂ X je slabo kompaktná a Φ :M → R je
slabo zdola polospojitý. Potom existuje minM Φ.
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Poznámky 4.5. (i) Ak je X ′ je separabilný, potom je slabá topológia na ohraničených množinách
v X metrizovatel’ná, takže v Dôsledku 4.4 stač́ı miesto slabej zdola polospojitosti Φ požadovat’ jeho
slabú sekvenciálnu zdola polospojitost’.
(ii) Ak je Φ konvexný a spojitý, potom je slabo zdola polospojitý. Množiny typu {u : Φ(u) ≤ α}
sú totiž konvexné a uzavreté, a teda tiež slabo uzavreté.
(iii) Ak X je reflex́ıvny a M je konvexná, ohraničená, uzavretá, potom je tiež slabo kompaktná.
Z konvexnosti a uzavretosti množiny M totiž plynie jej slabá uzavretost’ a z reflexivity X a ohra-
ničenosti M potom plynie slabá kompaktnost’M .
(iv) Nech je Φ koerćıvny, M ⊂ X neohraničená a A := infM Φ. Potom pre dostatočne vel’ké C > 0
plat́ı A = infM∩BC

Φ, kde BC = {u ∈ X : ‖u‖ ≤ C}, takže miesto hl’adania minima Φ v M stač́ı
hl’adat’ jeho minimum na ohraničenej množineM∩BC . Pokial’ je množinaM konvexná a uzavretá,
tak je M ∩ BC konvexná, uzavretá a ohraničená (a teda v pŕıpade reflex́ıvneho priestoru X tiež
slabo kompaktná).

Veta 4.6. Nech je X reflex́ıvny, M je ohraničená a slabo sekvenciálne uzavretá a Φ : X → R je
slabo sekvenciálne zdola polospojitý. Potom existuje minM Φ.

Dôkaz. Nech je {un} ⊂ M minimizujúca postupnost’ pre Φ. Z Eberlein-Šmuljanovej vety plynie
existencia slabo konvergentnej podpostupnosti {unk

}. Zo slabej sekvenciálnej uzavretosti M a sla-
bej sekvenciálnej zdola polospojitosti Φ plynie unk

⇀ u ∈M a Φ(u) = minM Φ. �

Veta 4.7. Nech je X reálny Banachov priestor, M ⊂ X konvexná a Φ :M → R striktne konvexný.
Potom existuje nanajvýš jedno u ∈M , pre ktoré Φ(u) = infM Φ.

Dôkaz. Ak sú u1, u2 ∈M dva rôzne minimizéry Φ a u = u1+u2

2 , potom u ∈M a Φ(u) < 1
2

(
Φ(u1)+

Φ(u2)
)
= infM Φ, spor. �

Cvičenie 4.8. Nech X = C([0, 1]), M = {u ∈ X : |u| ≤ 1}, Φ(u) =
∫ 1/2
0 u(x) dx −

∫ 1
1/2 u(x) dx. Ukážte, že M

je konvexná, ohraničená, uzavretá a Φ je spojitý a lineárny (a teda tiež konvexný), ale Φ nenadobúda na M svoje

infimum. (Dôsledok: priestor X nie je reflex́ıvny.) Vyšetrite tiež pŕıpad X =W 1,2([0, 1]), M = {u ∈ X : |u| ≤ 1}.

Cvičenie 4.9. Nech Φ(u) =
∫ 1
0 u dx, X = {u ∈ C([0, 1]) : u(0) = u(1) = 0} alebo X = W 1,2

0 (0, 1) a M = {u ∈ X :

|u| ≤ 1}. Existuje minM Φ? Vyšetrite tiež pŕıpad X =W 1,2
0 (0, 1) a M = {u ∈ X : |u′| ≤ 1}.

Cvičenie 4.10. Nech Φ(u) =
∫ 1
0 ((u′)2 − u4) dx, Mk = {u ∈ W 1,2

0 (0, 1) : |u| ≤ k}, kde k ∈ {3, 5}. Ukážte, že

Φ(0) = minM3
Φ, že existuje minM5

Φ a každý globálny minimizér u0 funkcionálu Φ na M5 sṕlňa max |u0| = 5.

Cvičenie 4.11. Nech Φ(u) =
∫ 1
0

√
u2 + (u′)2 dx, Mp = {u ∈W 1,p(0, 1) : u(0) = 0, u(1) = 1}, p = 1, 2. Ukážte, že

Φ :Mp → R je spojitý, konvexný pre p = 1, 2 a koerćıvny pre p = 1, ale nenadobúda v M1 ani M2 svoje infimum.

Cvičenie 4.12. Nech ak = 2(1 − 1/k) a Φ(u) = ‖u‖2 −∑k akuk pre u = (u1, u2, . . . ) ∈ ℓ1. Ukážte, že Φ je

koerćıvny a slabo zdola polospojitý, ale nenadobúda v ℓ1 svoje infimum.

Cvičenie 4.13. Ukážte, že Φ(u) =
∫ 1
0 x(u

′)2 dx nenadobúda infimum na množine {u ∈W 1,2 : u(0) = 1, u(1) = 0}.

Cvičenie 4.14. Nech je g : R → R zdola polospojitá a zdola ohraničená. Ukážte, že existuje globálny minimizér

funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 ((u′)2 + g(u)) dx v priestore W 1,2

0 (0, 1). Existuje takýto minimizér aj pre g = χ[0,∞)?

Cvičenie 4.15. Uvažujte funkcionál Φ(u) =
∫ 1
−1((u

′)2 − 1)2 dx v priestoroch X1 = W 1,4
0 (−1, 1) a X2 = {u ∈

C1([−1, 1]) : u(−1) = u(1) = 0}. Ukážte, že Φ nadobúda infimum v X1 ale nie v X2. Ďalej ukážte, že Φ je slabo

sekvenciálne zdola polospojitý v X2 ale nie v X1 a vyšetrite tiež koercivitu Φ v X1 a X2.

Cvičenie 4.16. Nech Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou, 0 ∈ Ω a X =W 1,2(Ω). Pre aké n je

Φ : X → R : u 7→
∫

Ω

(
|∇u|2 + |u|3 +

u

|x|3
)
dx

triedy C2? Pre takéto n ukážte, že existuje práve jedna funkcia u ∈ X s vlastnost’ou Φ′(u) = 0.
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Cvičenie 4.17. Ukážte, že pre ε > 0 existuje (jediný) globálny minimizér funkcionálu

Φ :W 1,2(R3) → R : u 7→
∫

R3

(
|∇u|2 + εu2 +

u2

|x| −
u

|x|2
)
dx.

Ďalej ukážte, že pre ε = 0 nie je Φ zdola ohraničený.

Cvičenie 4.18. Nech Z,K > 0, MK := {u ∈ L5/3(R3) : u ≥ 0,
∫

R3 u(x) dx ≤ K} a

Φ(u) :=
3

5

∫

R3

|u|5/3(x) dx− Z

∫

R3

u(x)

|x| dx+
1

2
Ψ(u), kde Ψ(u) :=

∫

R3

∫

R3

u(x)u(y)

|x− y| dx dy.

Ukážte existenciu jediného globálneho minimizéra uK funkcionálu Φ na množine MK .
Návod: Nech Lp := Lp(R3) a 〈·, ·〉 označuje dualitu medzi priestorom temperovaných distribúcíı S′ a S. Pre

Fourierovu transformáciu funkcie g(x) := 1
|x| plat́ı (Fg)(ξ) =

√
2
π

1
|ξ|2 > 0, takže pre u ∈ D(R3) dostaneme

Ψ(u) = 〈g ∗ u, u〉 = 〈u ∗ g, u〉 = 〈F(u ∗ g),F−1u〉 = (2π)3/2〈Fu · Fg,Fu〉 = (2π)3/2
∫

R3

Fg|Fu|2 dx ≥ 0.

Z hustoty D v L6/5 a spojitosti Ψ v L6/5 (vid’ (17.2)) plynie Ψ(u) ≥ 0 pre u ∈ L6/5, takže Ψ′′(u)(ϕ,ϕ) = 2Ψ(ϕ) ≥ 0,

a teda Ψ je konvexný v L6/5. Funkcionál Σ(u) :=
∫

R3 |u|5/3(x) dx je spojitý a striktne konvexný v L5/3. Ďalej

označme Θ1(u) :=
∫

|x|≤1
u(x)
|x| dx, Θ2(u) :=

∫

|x|>1
u(x)
|x| dx. Potom Θ1 ∈ (L5/3)′, Θ2 ∈ (L6/5)′, Θ2(u) ≤ K pre

u ∈MK . S použit́ım (17.3) nájdite minimizujúcu postupnost’ pre Φ tak, aby konvergovala slabo v L5/3 aj L6/5.

Poznámka: Funkcionál Φ sa vyskytuje v Thomas-Fermiho aproximat́ıvnom modeli pre atóm s vel’kým počtom

elektrónov: u zodpovedá hustote náboja elektrónov a konštanta Z náboju atómového jadra. Pre nájdený minimizér

uK sa dá dokázat’
∫

R3 uK(x) dx = min(K,Z), takže napr. uZ je minimizér Φ v {u ∈ L5/3 ∩ L1 : u ≥ 0} a uK pre

K ≤ Z je minimizér Φ v AK := {u ∈ L5/3 : u ≥ 0,
∫

R3 u(x) dx = K}; vid’ [40] alebo [23]. Tiež sa dá dokázat’, že Φ

nenadobúda infimum v AK pre K > Z, uK má kompaktný nosič pre K < Z, uZ > 0 v R
3.

Pŕıklad 4.19. (Lineárna pružnost’) Nech Ω ⊂ R
3 je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou a funkcia

u = (u1, u2, u3) : Ω → R
3 popisuje (stacionárnu) deformáciu pružného telesa pri pôsobeńı vonkaǰsej sily F =

(F1, F2, F3) ∈ (L2(Ω))3 a s predṕısanou okrajovou podmienkou u = w na ∂Ω, kde w ∈ (W 1,2(Ω))3 je pevne daná
funkcia. Lineárny Hookeov zákon pre izotropný materiál má tvar

τij(x) = λ(x)δij
∑

k

ekk(x) + 2µ(x)eij(x), x ∈ Ω, i, j = 1, 2, 3,

kde τij sú zložky tenzoru napätia, eij = eij(u) := 1
2
( ∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi
) sú zložky tenzora malej deformácie a λ, µ sú

tzv. Lamého koeficienty (predpokladáme λ, µ ∈ L∞(Ω), λ ≥ 0 a µ ≥ µ0 pre vhodnú konštantu µ0 > 0). Máme teda
minimalizovat’ funkcionál potenciálnej energie

Φ(u) =
1

2

∫

Ω

∑

i,j

τijeij dx−
∫

Ω

∑

i

Fiui dx =

∫

Ω

(1

2
λ
(∑

i

eii(u)
)2

+ µ
∑

i,j

eij(u)eij(u)
)

dx−
∫

Ω

∑

i

Fiui dx

na množine pŕıpustných posunut́ı W := {u ∈ (W 1,2(Ω))3 : u = w na ∂Ω}.
Ukážme si najprv, že pre každé v ∈ (W 1,2

0 (Ω))3 plat́ı tzv. Kornova nerovnost’
∫

Ω

∑

i,j

eij(v)eij(v) dx ≥ 1

2

∫

Ω

∑

i,j

∂vi

∂xj

∂vi

∂xj
dx. (4.2)

Vzhl’adom k hustote D(Ω) vo W 1,2
0 (Ω) stač́ı nerovnost’ (4.2) dokázat’ pre funkcie v ∈ (D(Ω))3. Pre takéto funkcie

nerovnost’ plynie z identity

1

4

∫

Ω

∑

i,j

( ∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)( ∂ui

∂xj
+
∂vj

∂xi

)

dx =
1

2

∫

Ω

∑

i,j

∂vi

∂xj

∂vi

∂xj
dx+

1

2

∫

Ω

∑

i,j

∂vi

∂xj

∂vj

∂xi
dx,

pretože pre druhý integrál na pravej strane použit́ım Greenovej vety dostávame

1

2

∫

Ω

∑

i,j

∂vi

∂xj

∂vj

∂xi
dx =

1

2

∫

Ω

(∑

i

∂vi

∂xi

)2
dx ≥ 0.

Nech Ψ(v) := Φ(v + w) pre v ∈ (W 1,2
0 (Ω))3. Z Kornovej nerovnosti l’ahko plynie koercivita Ψ ako aj pozit́ıvna

definitnost’ Ψ′′, a teda striktná konvexita Ψ. Funkcionál Ψ je teda tiež slabo zdola polospojitý a existuje preň jediný

globálny minimizér ṽ ∈ (W 1,2
0 (Ω))3. Funkcia ũ := ṽ + w je potom jediným globálnym minimizérom funkcionálu Φ

na množine W . Eulerove rovnice pre tento (vektorový) minimizér majú pritom tvar
∑

j
∂τij
∂xj

+ Fi = 0, i = 1, 2, 3

(rovnice rovnováhy).
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5. Nutné a postačujúce podmienky pre lokálne extrémy

Nech je X reálny Banachov priestor a Φ : X → R.

Veta 5.1. (Eulerova nutná podmienka) Nech má Φ v bode w ∈ X lokálny extrém (minimum alebo
maximum) a nech h ∈ X. Ak existuje smerová derivácia δΦ(w;h), potom sa rovná nule.

Dôkaz. Tvrdenie plynie z toho, že funkcia ϕ(t) := Φ(w + th) má v bode t = 0 lokálny extrém
a δΦ(w;h) = ϕ′(0). �

Prvok w ∈ X sa nazýva kritický bod Φ, ak δΦ(w;h) = 0 pre každé h ∈ X.

Pŕıklad 5.2. Nech Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou a p > 1. Uvažujme funkcionál Φ(u) =

1
p

∫

Ω |∇u|p dx−
∫

Ω fu dx v priestore X = {u ∈W 1,p(Ω) : u = 0 na ∂Ω}, kde f ∈ Lq(Ω), q ≥ np/(np−n+p), q ≥ 1,

q > 1 ak p = n. Tento funkcionál je zrejme konvexný, koerćıvny a triedy C1, takže nadobúda globálne infimum.

Pre pŕıslušný minimizér muśı platit’ Φ′(u)ϕ = 0 pre každé ϕ ∈ X, t.j.

∫

Ω
|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx =

∫

Ω
fϕ dx pre každé ϕ ∈ X,

takže ide o slabé riešenie úlohy

−∆pu = f v Ω,

u = 0 na ∂Ω,

kde ∆pu := div (|∇u|p−2∇u) je tzv. p-Laplacián. Z nerovnost́ı (|α|p−2α − |β|p−2β)(α − β) ≥ c|α − β|p pre p ≥ 2

a (|α|p−2α− |β|p−2β)(α− β) ≥ c(|α|+ |β|)p−2|α− β|2 pre 1 < p < 2 d’alej plynie jednoznačnost’ takéhoto riešenia

(ak sú u, v dve riešenia, použije sa testovacia funkcia ϕ = u− v). Vzhl’adom k uniformnej konvexite Lp-normy je Φ

striktne konvexný.

Cvičenie 5.3. Nech je Φ : X → R konvexný a spojitý, nech je M ⊂ X hustá, w ∈ X a nech pre každé h ∈ M

existuje δΦ(w;h) a rovná sa nule. Ukážte, že potom je w globálny minimizér Φ v X.

Cvičenie 5.4. Nech f ∈ L2(R) a Φ(u) =
∫

R
( 1
2
(u′)2 − fu) dx pre u ∈ W 1,2(R). Ukážte, že Φ je triedy C∞,

je striktne konvexný, nie je koerćıvny, ale limt∈R, |t|→∞ Φ(tu) = ∞ pre každé u 6= 0. Ukážte, že existujú husté

množiny M1,M2 ⊂ L2(R) tak, že pre f ∈M1 nie je Φ zdola ohraničený a pre f ∈M2 nadobúda Φ svoje infimum.

Veta 5.5. (Lagrangeova postačujúca podmienka) Nech je w ∈ X kritický bod Φ, nech je Φ triedy
C2 v okoĺı w a nech existuje α > 0 tak, že Φ′′(w)(h, h) ≥ α‖h‖2 pre všetky h ∈ X. Potom má Φ
v bode w ostré lokálne minimum.

Dôkaz. Z vety o strednej hodnote v integrálnom tvare (Veta 17.15) dostávame

Φ(w + h)− Φ(w) = Φ′(w)h
︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ 1

0

(1− t)Φ′′(w + th)(h, h) dt

=
1

2
Φ′′(w)(h, h) +

∫ 1

0

(1− t)
(
Φ′′(w + th)− Φ′′(w)

)
(h, h) dt.

Pretože Φ′′(w)(h, h) ≥ α‖h‖2 a ‖Φ′′(w+ th)−Φ′′(w)‖ < α
2 pre ‖h‖ malé a t ∈ [0, 1], plynie z vyššie

uvedenej rovnosti Φ(w + h)− Φ(w) ≥ α
4 ‖h‖2 > 0 pre ‖h‖ malé, h 6= 0. �

Poznámky 5.6. (i) Ak na nejakom okoĺı w existuje spojitá a nezáporná δ2Φ(x;h, h) pre každé
h, potom z dôkazu Vety 5.5 plynie, že Φ má v bode w lokálne minimum (ktoré je ostré, ak
δ2Φ(w;h, h) > 0 pre h 6= 0).
(ii) Ak má Φ v bode w ∈ X lokálne minimum a existuje D2Φ(w), potom zrejme muśı platit’
D2Φ(w)(h, h) ≥ 0 pre každé h ∈ X (Lagrangeova nutná podmienka).
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Cvičenie 5.7. Uvažujte funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 u

2(x− u) dx v C([0, 1]) alebo W 1,2(0, 1). Plat́ı Φ ∈ C∞, Φ′(0) = 0,

Φ′′(0)(h, h) = 2
∫ 1
0 h

2x dx > 0 pre h 6≡ 0, ale u0 = 0 nie je lokálny minimizér Φ. Dokážte.

Cvičenie 5.8. Uvažujte funkcionál Φ(u) =
∫ 1
−1(x

2(u′(x))2 + x(u′(x))3 + (u′(x))m) dx (m ∈ N, m ≥ 4) v priestore

C1
0 := {u ∈ C1([−1, 1]) : u(−1) = u(1) = 0}. Plat́ı Φ′(0) = 0, Φ′′(0)(h, h) = 2

∫ 1
−1 x

2(h′)2 dx > 0 pre h 6≡ 0.

Ukážte, že u0 ≡ 0 je globálny minimizér pre m = 4, ale nie je ani lokálny minimizér pre m > 4.

Cvičenie 5.9. Nech f ∈ BC2(R), f(u) = u2 pre |u| ≤ 3, Φ(u) =
∫ π
0 sin(f(u)) dx pre u ∈ L2(0, π). Ukážte, že

Φ ∈ C1 je dvakrát gâteauxovsky diferencovatel’ný, D2Φ(0)(h, h) = 2‖h‖2, ale 0 nie je lokálny minimizér Φ. Ukážte

tiež, že pre každé h existuje okolie nuly U v L2(0, π) tak, že funkcia d : U → R : u 7→ δ2Φ(u;h, h) je spojitá a d(u) > 0

pre u 6= 0; porovnajte s Poznámkou 5.6(i). Uvažujte tiež funkcionál Φ(u) =
∫ π
0 sin(f(u′)) dx vo W 1,2

0 (0, π).

Cvičenie 5.10. Nech Ω ⊂ R
n je ohraničená, X ∈ {C(Ω),W 1,2(Ω), L2(Ω)}, Φ : X → R : u 7→

∫

Ω(2 sinu
2 − u2) dx.

Je Φ triedy C2? Je u0 ≡ 0 lokálny minimizér?

Cvičenie 5.11. Nech Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou a X =W 1,2(Ω) alebo X =W 1,2

0 (Ω).

Pre aké n je

Φ : X → R : u 7→
∫

Ω

(
|∇u|2 − sinu3

)
dx

triedy C2? Je u0 ≡ 0 lokálny minimizér? Existuje globálne minimum? Pre n = 1, Ω = (0, ω) a X = W 1,2
0 (Ω)

ukážte, že 0 je globálny minimizér pre ω malé, ale nie pre ω vel’ké.

Cvičenie 5.12. Nech Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou,

Φ(u) =

∫

Ω

(

|∇u|2 − u2

1 + u2

)

dx.

Vyšetrite vlastnosti Φ (koercivita, slabá sekvenciálna zdola polospojitost’, diferencovatel’nost’, konvexita) v priestore

X :=W 1,2
0 (Ω). Existuje globálne minimum? Je u = 0 lokálny minimizér?

Cvičenie 5.13. Nech Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou, 0 ∈ Ω a X =W 1,2(Ω). Pre aké n je

Φ : X → R : u 7→
∫

Ω

(

|∇u|2 + u4 +
cosu

|x|
)

dx

triedy C2? Pre takéto n ukážte, že existujú aspoň tri kritické body Φ.

Cvičenie 5.14. Nech Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou, X =W 1,4

0 (Ω) a

Φ : X → R : u 7→
∫

Ω

(
|∇u|4 − u3

)
dx.

Ukážte, že Φ je triedy C∞, je koerćıvny a slabo sekvenciálne zdola polospojitý, ale nie je konvexný. Ďalej ukážte,

že u = 0 nie je minimizér.

Cvičenie 5.15. Nech Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’. Vyšetrite lokálne extrémy funkcionálu

Φ(u) =

∫

Ω

(

u2 +
4

1 + u2

)

dx

v priestoroch X = C(Ω) resp. X = L2(Ω).

Cvičenie 5.16. Nech Φ(u) =
∫ π
0 ((u′)2−u2 ln(a+u2)) dx, kde a ∈ {1/3, 1, 3}. Zistite, či je u = 0 lokálny minimizér

Φ v priestore W 1,2(0, π) resp. W 1,2
0 (0, π).

Cvičenie 5.17. Nech je u0 globálny minimizér funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 ((u′)2 − u4) dx na množine M5 = {u ∈

W 1,2
0 (0, 1) : |u| ≤ 5}, vid’ Cvičenie 4.10. Ukážte, že u0 nie je kritickým bodom Φ vo W 1,2

0 (0, 1). Nech je u1 6≡ 0

kritickým bodom Φ vo W 1,2
0 (0, 1) (existencia u1 plynie napr. z úvah v Pŕıklade 6.6 alebo 7.6; Φ má dokonca

nekonečne vel’a kritických bodov vo W 1,2
0 (0, 1)). Ukážte, že u1 nie je lokálnym minimizérom Φ vo W 1,2

0 (0, 1).

Cvičenie 5.18. Nech Φ(u, v) =
∫ π/2
0 ((u′)2 + u′v′ + v2) dx pre (u, v) ∈ X := W 1,2

0 (0, π/2) ×W 1,2
0 (0, π/2), α ∈ R,

u0(x) = α sin(2x), v0 = −2u0. Ukážte, že (u0, v0) je kritickým bodom Φ a pre každé h ∈ W 1,2
0 (0, π/2) \ {0} plat́ı

Φ(u0 + h, v0) > Φ(u0, v0), Φ(u0, v0 + h) > Φ(u0, v0), Φ(u0 + h, v0 + h) > Φ(u0, v0) a Φ(u0 + h, v0 − h) > Φ(u0, v0).

S použit́ım nerovnosti (6.8) d’alej ukážte, že (u0, v0) je globálny maximizér Φ v priestore {(u, v) ∈ X : v = −2u}.
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6. Viazané extrémy

Veta 6.1. (Ljusternikova veta: nutná podmienka pre viazaný extrém) Nech sú Φ,Ψi : X → R

triedy C1 v okoĺı bodu w ∈ X pre i = 1, 2, . . . , n. Nech sú {Ψ′
i(w)}ni=1 lineárne nezávislé a nech

má Φ v bode w lokálny extrém vzhl’adom k množine M := {u : Ψi(u) = Ψi(w), i = 1, 2, . . . , n}.
Potom existujú λi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, tak, že Φ′(w) =

∑n
i=1 λiΨ

′
i(w).

Poznámka 6.2. Č́ısla λi sa nazývajú Lagrangeove multiplikátory a Ljusternikova veta sa tiež
nazýva veta o Lagrangeových multiplikátoroch. Tvrdenie plat́ı aj za slabš́ıch predpokladov na
hladkost’ funkcíı Φ a Ψi: stač́ı, aby existovali Φ′(w),Ψ′

i(w) a aby funkcie Φ,Ψi boli spojité v okoĺı
bodu w (miesto vety o implicitnej funkcii dôkaz využ́ıva stupeň zobrazenia).

V dôkaze Ljusternikovej vety použijeme nasledujúce dve pomocné tvrdenia.

Lema 6.3. Nech sú h1, h2, . . . , hn ∈ X ′ lineárne nezávislé. Potom existujú u1, u2, . . . , un ∈ X
tak, že hi(uj) = δij (kde δij = 1 pre i = j a δij = 0 pre i 6= j; {u1, u2, . . . , un} sa nazýva
biortogonálna postupnost’ k postupnosti {h1, h2, . . . , hn}).

Dôkaz. Indukciou. Pre n = 1 je tvrdenie zrejmé. Nech tvrdenie lemy plat́ı pre n < k a nech
sú h1, h2, . . . , hk ∈ X ′ lineárne nezávislé. Podl’a indukčného predpokladu existuje postupnost’
{u1, u2, . . . , uk−1} biortogonálna k {h1, h2, . . . , hk−1}. Definujme lineárne zobrazenie

T : X → R
k : u 7→ [h1(u), . . . , hk(u)].

Z vlastnost́ı prvkov u1, u2, . . . , uk−1 plynie, že dimT (X) ≥ k−1, nám stač́ı dokázat’ dimT (X) = k.
Predpokladajme opak, t.j. dimT (X) = k − 1. Potom sú Tu1, Tu2, . . . , Tuk−1 generátory T (X),

takže pre každé u ∈ X existujú µi = µi(u) ∈ R, i = 1, 2, . . . , k − 1, tak, že Tu =
∑k−1

i=1 µi(u)Tui,
čo znamená

hj(u) =
k−1∑

i=1

µi(u)hj(ui) pre j = 1, 2, . . . , k. (6.1)

Z rovnosti hj(ui) = δij pre i, j < k a (6.1) plynie hj(u) = µj(u) pre j < k. Z rovnosti (6.1)

pre j = k teraz dostaneme hk(u) =
∑k−1

i=1 hi(u)hk(ui), takže hk =
∑k−1

i=1 hk(ui)hi, čo je spor
s lineárnou nezávislost’ou h1, h2, . . . , hk. �

X R
n

R

∃A

H

h

✲

❄
✠

Lema 6.4. Nech h, h1, h2, . . . , hn ∈ X ′,
⋂n

i=1 Kerhi ⊂ Kerh.

Potom existujú λ1, λ2, . . . , λn tak, že h =
n∑

i=1

λihi.

Dôkaz. Definujme H : X → R
n : u 7→ [h1(u), h2(u), . . . , hn(u)].

Potom KerH ⊂ Kerh, takže z lineárnej algebry plynie existencia
lineárneho zobrazenia A : Rn → R takého, že h = A ◦ H. Pretože
lineárne zobrazenie A muśı mat’ tvar Az =

∑n
i=1 λizi, dostávame

tvrdenie lemy. �

Dôkaz Ljusternikovej vety. Označme Y :=
⋂n

i=1 KerΨ′
i(w). Podl’a Lemy 6.4 stač́ı dokázat’

Y ⊂ KerΦ′(w). (6.2)

Podl’a Lemy 6.3 existujú u1, u2, . . . , un ∈ X tak, že Ψ′
i(w)uj = δij . Označme Z := lin {u1, u2, . . . , un}

(lineárny obal) a definujme

G : Y × Z → R
n : (y, z) 7→ {Ψi(w + y + z)−Ψi(w)}ni=1.
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✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘

❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈

❈❈

w
w + y

w + y + z(y)
w + Y

M
w + Z

•
•
•

Potom G(0, 0) = 0 a G′
Z(0, 0) je izomorfizmus, takže podl’a vety

o implicitnej funkcii pre každé y ∈ Y malé existuje práve jedno
z = z(y) ∈ Z malé tak, že G

(
y, z(y)

)
= 0. Pretože G′

Y (0, 0) = 0,

dostávame tiež z′(0) = −[G′
Z(0, 0)]

−1G′
Y (0, 0) = 0.

Funkcionál F : Y → R : y 7→ Φ
(
w+y+z(y)

)
má v bode 0 lokálny

extrém, takže pre každé y ∈ Y plat́ı

0 = F ′(0)y = Φ′(w)
(
y + z′(0)y

)
= Φ′(w)y,

odkial’ plynie (6.2). �

Poznámky 6.5. Nech sú Φ,Ψi : X → R triedy C2 v okoĺı bodu w ∈ X pre i = 1, 2, . . . , n. Nech
sú {Ψ′

i(w)}ni=1 lineárne nezávislé a nech G,F, z sú zobrazenia z dôkazu Vety 6.1. Ak Φ′(w) =
∑n

i=1 λiΨ
′
i(w), potom F ′(0) = 0. Derivovańım rovnice G

(
y, z(y)

)
= 0 a s využit́ım z′(0) = 0

dostaneme

F ′′(0)(y, y) = Φ′′(w)(y, y) + Φ′(w)[z′′(0)(y, y)] = Φ′′(w)(y, y)− Φ′(w)[G′
Z(0, 0)]

−1G′′
Y (0, 0). (6.3)

Ak je druhá derivácia F ′′(0) rovnomerne pozit́ıvne definitná, potom je podl’a Lagrangeovej po-
stačujúcej podmienky 0 ostrým lokálnym minimizérom funkcionálu F , a teda w je ostrý lokálny
minimizér funcionálu Φ vzhl’adom k množine M . Podobne, ak je F ′′(0) indefinitná, nenadobúda
Φ v bode w lokálny extrém vzhl’adom k množine M .
Nech je špeciálne X Hilbertov priestor, n = 1 a Ψ1(u) = ‖u‖2. Potom dostávame

F ′′(0)(y, y) = Φ′′(w)(y, y)− ‖y‖2
‖w‖2Φ

′(w)w, y ⊥ w. (6.4)

Pŕıklad 6.6. Nech Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou, p > 2, p < 2n/(n − 2) ak n > 2.

Ukážeme, že existuje netriviálne (slabé) riešenie úlohy

∆u+ |u|p−2u = 0 v Ω,

u = 0 na ∂Ω.
(6.5)

Hl’adané riešenie je kritický bod funkcionálu

Φ̃ :W 1,2
0 (Ω) → R : u 7→ Φ(u)−Ψ(u), kde Φ(u) =

1

2

∫

Ω
|∇u|2 dx, Ψ(u) =

1

p

∫

Ω
|u|p.

Hl’adajme najprv kritické body Φ vzhl’adom k množine M := {u : Ψ(u) = 1}. Funkcionál Φ je konvexný, koerćıvny;

Φ aj Ψ sú triedy C2. Ukážme, že M je slabo sekvenciálne uzavretá: ak un ∈ M , un ⇀ u, potom z kompaktnosti
vnorenia W 1,2(Ω) →֒→֒ Lp(Ω) plynie un → u v Lp(Ω), takže u ∈M . Existuje teda minM Φ; nech sa toto minimum
nadobúda vo funkcii u ∈M . Pretože |u| ∈M a Φ(|u|) = Φ(u), môžeme predpokladat’u ≥ 0. Z vety o Lagrangeových

multiplikátoroch plynie existencia λ ∈ R takého, že Φ′(u) = λΨ′(u). Špeciálne dostávame

λp = λpΨ(u) = λΨ′(u)u = Φ′(u)u = 2Φ(u) > 0,

takže λ > 0. Položme ũ = tu, kde t = λ1/(p−2). Potom

Φ′(ũ) = tΦ′(u) = tλΨ′(u) = tλt1−pΨ′(ũ) = Ψ′(ũ),

takže ũ je hl’adaný kritický bod funkcionálu Φ̃ = Φ−Ψ.

Poznámka: Z regularity slabých riešeńı úlohy (6.5) plynie, že nájdené riešenie je klasickým riešeńım a z prinćıpu

maxima dostaneme u > 0 v Ω. Je známe, že úloha ∆u + up−1 = 0 v R
n nemá kladné klasické riešenia pre

p ∈ (2, 2n/(n − 2)), takže z úvah vyššie plynie, že pre Ω = R
n funkcionál Φ nenadobúda infimum na množine M .

Na druhú stranu, ak n > 2 a p = 2n/(n−2), potom sa pre Ω = R
n toto infimum nadobúda (pŕıslušný minimizér má

tvar u0(x) = (c2 + |x−x0|2)−(n−2)/2 pre vhodné c > 0 a l’ubovol’né x0 ∈ R
n), ale pre ohraničenú Ω sa nenadobúda.

Cvičenie 6.7. Zopakovańım postupu z Pŕıkladu 6.6 ukážte, že pre n ≥ 2 a 2 < p < 2n/(n − 2) existuje kladné,

radiálne symetrické riešenie úlohy ∆u − u + |u|p−2u = 0 v R
n: definujte Ψ a M ako v Pŕıklade 6.6 (s Ω = R

n),

Φ(u) = 1
2

∫

Rn (|∇u|2 + u2) dx, Mr = {u ∈ M : u je radiálne symetrická}, využite (17.10) a to, že (nezáporný)

minimizér Φ v Mr je minimizérom aj vo väčšej množine M (to plynie z vlastnost́ı Schwarzovej (radiálne nerastúcej)

symetrizácie funkcíı, vid’ [40, (3.3.4) a Lemma 7.17]).
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Cvičenie 6.8. Nájdite minimizér funcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 xu dx na množine {u ∈W 1,2

0 (0, 1) :
∫ 1
0 (u′)2 dx = 1}.

Cvičenie 6.9. Nájdite profil, ktorý vytvoŕı hladina kávy, ktorú miešame konštantnou uhlovou rýchlost’ou ω vo

valcovej šálke s horizontálnym prierezom Ω = {x ∈ R
2 : |x| < R} (pri zanedbańı viskozity, povrchového napätia atd’.).

Odvod’te tiež diferenciálnu rovnicu a okrajovú podmienku pre profil pri nulovej rýchlosti, ale pri uvážeńı povrchového

napätia a kapilárnych efektov (minimalizujte energetický funckionál tvaru
∫

Ω(
√

1 + |∇u|2+ κ
2
u2) dx−cos γ

∫

∂Ω u dS,

kde u popisuje výšku hladiny, κ > 0 a γ ∈ (0, π/2) sú konštanty).

Cvičenie 6.10. Dokážte, že existuje minimum funkcionálu Φ(u) =
∫ π
0 [2(sinx)u+u′2] dx vo W 1,2

0 (0, π) s väzbovou

podmienkou
∫ π
0 u dx = 1 a nájdite pŕıslušný minimizér.

Cvičenie 6.11. Nájdite minimizéry nasledujúcich funkcionálov Φ s uvedenými väzbovými podmienkami (o pries-

toroch, v ktorých budete pracovat’, rozhodnite sami):

(i) Φ(u) =
∫ 1
0 x

2u dx s väzbou
∫ 1
0 |u|5 dx = 1

(ii) Φ(u) =
∫ 2
0 [(u′)2 + u] dx, u(0) = 1, u(2) = 48,

∫ 2
0 ux dx = 43

(iii) Φ(u) =
∫ 1
0 [ 1

2
(u′)2 + uu′] dx, u(0) = 0, u(1) = 5,

∫ 1
0 u dx = 2

(iv) Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2 dx, u(0) = 2, u(1) = 4,

∫ 1
0 u dx = 1

(v) Φ(u) =
∫ b
0

√
1 + u2 dx,

∫ b
0 u dx = C

(vi) Φ(u) =
∫ 1
0 u dx,

∫ 1
0 u

2 dx ≤ 9

(vii) Φ(u) =
∫ 1
0 (u2 − 2u) dx,

∫ 1
0 x|u| dx ≤ 1/6

Cvičenie 6.12. Ukážte, že úloha minimalizácie funkcionálu Φ(u) =
∫ b
a f(x, u

′) dx s podmienkami u(a) = A, u(b) =

B, je ekvivalentná úlohe minimalizácie funkcionálu Ψ(v) =
∫ b
a f(x, v) dx s väzbovou podmienkou

∫ b
a v dx = B −A.

Lagrangeova úloha

Lagrangeova úloha je úloha minimalizovat’ funkcionál Φ(u) =
∫ b

a
f(x, u(x), u′(x)) dx v triede všet-

kých (napr. C1) funkcíı u : [a, b] → R
N sṕlňajúcich isté okrajové podmienky a väzbové pod-

mienky tvaru h(x, u(x), u′(x)) = 0, kde h = (h1, h2, . . . , hm) : [a, b] × R
2N → R

m, m < N ,
hj = hj(x, u1, . . . , uN , s1, . . . , sN ), j = 1, . . . ,m. Ak sú f, h dostatočne hladké (napr. C4), u0 je

C1 minimizér a hodnost’ matice (
∂hj

∂si
(x, u0(x), u

′
0(x)) typu m × N je m pre každé x, potom sa

dá ukázat’ existencia konštanty λ0 a spojitých funkcíı λ1, . . . , λm takých, že λ0, λ1, . . . , λm nie sú
všetky identicky nulové a pre Lagrangián

F (x, u, s) = λ0f(x, u, s) +
m∑

j=1

λj(x)hj(x, u, s) (6.6)

sú splnené Eulerove rovnice d
dxFsi(x, u0(x), u

′
0(x)) = Fui(x, u0(x), u

′
0(x)), i = 1, . . . , N , vid’ [7].

Pŕıklad 6.13. Uvažujme úlohu o brachistochrone, pričom budeme predpokladat’, že prostredie kladie pohybu
hmotného bodu odpor R(v) závislý na jeho rýchlosti v. Ak budeme hl’adanú krivku ξ 7→

(
x(ξ), y(ξ)

)
z Pŕıkladu 2.5

parametrizovat’ tak, aby x(ξ) = ξ (t.j. ξ = x) a g, t, smajú rovnaký význam ako v Pŕıklade 2.5 (gravitačné zrýchlenie,

čas a d́lžka dráhy), potom plat́ı

dv

dt
=
d2s

dt2
= g

dy

ds
−R(v), s′ :=

ds

dx
=
ds

dt

dt

dx
= v

dt

dx
.

Vynásobeńım týchto rovnost́ı dostaneme väzbovú podmienku

vv′ = gy′ −R(v)s′ = gy′ −R(v)
√

1 + (y′)2,

pričom máme minimalizovat’ funkcionál

Φ(y, v) =

∫ B

A

1

v
ds =

∫ bx

0

1

v

√

1 + (y′)2 dx.

Okrajové podmienky pre y sú y(0) = 0, y(bx) = by ; okrajová podmienka pre funkciu v je zadaná len pre x = 0.

Riešenie tejto úlohy (aj mnohých d’aľśıch) možno nájst’ v [7].
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Vlastné č́ısla a body bifurkácíı

Pomocou Ljusternikovej vety dokážeme teraz existenciu a variačnú charakterizáciu vlastných č́ısel
kompaktných samoadjungovaných lineárnych operátorov v Hilbertovom priestore. V Pŕıklade 6.19
ukážeme tiež existenciu bodov bifurkácíı pre istú triedu nelineárnych potenciálnych operátorov.

Veta 6.14. Nech je X Hilbertov priestor a A : X → X kompaktné samoadjungované lineárne
zobrazenie, (Au, u) > 0 pre u 6= 0. Potom jeho vlastné č́ısla tvoria postupnost’ λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥
· · · > 0, λk → 0 ak dim(X) = ∞, pričom pŕıslušné vlastné vektory ϕk sa dajú vybrat’ tak, aby
tvorili ortonormálnu bázu priestoru X. Pre vlastné č́ıslo λk plat́ı

λk = min
V ∈Wk−1

max
06=u⊥V

R(u) = max
06=u⊥Vk−1

R(u), kde R(u) :=
(Au, u)

(u, u)
, (6.7)

Wj označuje systém všetkých j-rozmerných podpriestorov X a Vj je lineárny obal {ϕ1, . . . , ϕj}.

Poznámka 6.15. Existenčná čast’ Vety 6.14 je známa ako Hilbert-Schmidtova veta. Variačná
charakterizácia vlastných č́ısel v (6.7) sa nazýva Courant-Weinsteinov prinćıp, podiel R(u) sa
nazýva Rayleighov podiel. Plat́ı tiež duálna charakterizácia:

λk = max
V ∈Wk

min
06=u∈V

R(u) = min
06=u∈Vk

R(u).

Dôkaz. Označme S = {u : ‖u‖ = 1} jednotkovú sféru, B = {u : ‖u‖ ≤ 1} jednotkovú gul’u,
Φ(u) = (Au, u), Ψ(u) = (u, u) = ‖u‖2. Funkcionály Φ,Ψ sú triedy C∞, Φ je slabo sekvenciálne
spojitý (ak un ⇀ u, potom Aun → Au, a teda tiež Φ(un) → Φ(u)).

Množina B je konvexná, uzavretá a ohraničená, takže existuje ϕ1 ∈ B tak, že Φ(ϕ1) = maxB Φ.
Zrejme Φ(ϕ1) > 0, takže ϕ1 6= 0. Keby ‖ϕ1‖ < 1, potom pre ϕ̃1 := ϕ1/‖ϕ1‖ dostaneme ϕ̃1 ∈ B,
Φ(ϕ̃1) = Φ(ϕ1)/‖ϕ1‖2 > Φ(ϕ1) = maxB Φ, čo je spor. Plat́ı teda ϕ1 ∈ S a Φ nadobúda v bode ϕ1

maximum vzhl’adom k S. Z Ljusternikovej vety plynie, že existuje λ1 tak, že Φ′(ϕ1) = λ1Ψ
′(ϕ1),

odkial’ Aϕ1 = λ1ϕ1. Ak je λ l’ubovol’né vlastné č́ıslo A a u ∈ S pŕıslušný vlastný vektor, potom
λ = λ(u, u) = (Au, u) = Φ(u), takže λ1 = Φ(ϕ1) ≥ Φ(u) = λ a λ1 je najväčšie vlastné č́ıslo A.
Zrejme tiež plat́ı λ1 = Φ(ϕ1) = maxS Φ = maxX\{0}R, pretože R(u) = Φ(ũ) pre ũ = u/‖u‖.
Položme d’alej Ψ1(u) = (ϕ1, u) a nech ϕ2 maximalizuje Φ na konvexnej uzavretej ohraničenej
množine B ∩ {u : Ψ1(u) = 0}. Rovnako ako vyššie dostávame ϕ2 ∈ S, takže ide o bod extrému Φ
vzhl’adom ku množine {u : Ψ(u) = 1, Ψ1(u) = 0}. Ďalej plat́ı ∇Ψ1(ϕ2) = ϕ1 a ∇Ψ(ϕ2) = 2ϕ2 ⊥
ϕ1, takže Ψ

′
1(ϕ2), Ψ

′(ϕ2) sú lineárne nezávislé. Preto podl’a Ljusternikovej vety existujú λ2, ν ∈ R

tak, že Φ′(ϕ2) = λ2Ψ
′(ϕ2) + νΨ′

1(ϕ2), t.j. Aϕ2 = λ2ϕ2 +
ν
2ϕ1. Pretože

0 = λ1(ϕ1, ϕ2) = (Aϕ1, ϕ2) = (Aϕ2, ϕ1) =
ν

2
(ϕ1, ϕ1),

muśı ν = 0, a teda Aϕ2 = λ2ϕ2. Zrejme λ2 = Φ(ϕ2) ≤ Φ(ϕ1) = λ1 a

λ2 = max
u∈S, u⊥ϕ1

Φ(u) = max
u 6=0, u⊥ϕ1

R(u).

Ak V ∈ W1, zvol’me u ∈ S ∩ lin{ϕ1, ϕ2} tak, aby u ⊥ V . Potom R(u) = Φ(u) = λ1(u, ϕ1)
2 +

λ2(u, ϕ2)
2 ≥ λ2, takže plat́ı (6.7) (pre k = 2).

Indukciou dostaneme postupnost’ vlastných č́ısel λ1 ≥ λ2 ≥ · · · > 0 a pŕıslušných vlastných
vektorov ϕk ∈ S, (ϕi, ϕj) = δij , pre ktoré plat́ı charakterizácia (6.7).
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Pretože postupnost’Aϕk = λkϕk je relat́ıvne kompaktná množina a ‖λkϕk −λjϕj‖2 = λ2k +λ
2
j pre

k 6= j, muśı λk → 0.

Ak u ∈ S, u ⊥ ϕk pre všetky k, potom z charakterizácie (6.7) plynie Φ(u) ≤ λk pre všetky k, takže
Φ(u) = 0, čo je spor. Vlastné vektory ϕk teda tvoria ortonormálnu bázu v X.

Nech λ je l’ubovol’né vlastné č́ıslo A s vlastným vektorom ϕ ∈ S a predpokladajme, že bud’ λ 6= λk
pre žiadne k alebo λk−1 > λ = λk = λk+1 = · · · = λk+j > λk+j+1 a ϕ nelež́ı v lineárnom obale
ϕk, . . . , ϕk+j . V prvom pŕıpade dostaneme ϕ ⊥ ϕk pre všetky k, spor. V druhom pŕıpade v lineár-
nom obale funkcíı ϕ,ϕk, . . . , ϕk+j nájdeme vlastný vektor ϕ̃ ∈ S pŕıslušný vlastnému č́ıslu λ tak,
aby ϕ̃ ⊥ {ϕk, . . . , ϕk+j}. Pretože ϕ̃ ⊥ ϕi aj pre ostatné i, opät’ dostávame spor. �

Pŕıklad 6.16. Nech je Ω ⊂ R
n ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou a X =W 1,2

0 (Ω) so skalárnym súčinom
(u, v) =

∫

Ω ∇u · ∇v dx. Nech A : X → X je definované predpisom (Au, v) =
∫

Ω uv dx. Potom je A kompaktné

samoadjungované lineárne pozit́ıvne zobrazenie a pre jeho vlastné č́ıslo λ a vlastný vektor ϕ plat́ı

∫

Ω
ϕw dx = (Aϕ,w) = λ(ϕ,w) = λ

∫

Ω
∇ϕ · ∇w dx pre každé w ∈ X,

takže ϕ je slabé riešenie úlohy
λ(−∆ϕ) = ϕ v Ω, ϕ = 0 na ∂Ω.

Hodnota 1/λ je teda vlastné č́ıslo operátora operátora −∆ na oblasti Ω s homogénnymi Dirichletovými podmienkami.
Z variačnej charakterizácie prvého vlastného č́ısla λ1 pritom plynie

∫

Ω |∇u|2 dx ≥ (1/λ1)
∫

Ω u
2 dx pre každé u ∈ X.

Špeciálne pre Ω = (a, b) ⊂ R dostávame

∫ b

a
|u′|2 dx ≥

( π

b− a

)2
∫ b

a
u2 dx pre všetky u ∈W 1,2

0 (a, b), (6.8)

pričom rovnost’ nastáva práve pre násobky funkcie u(x) = sin(π(x− a)/(b− a)).

Cvičenie 6.17. Nech W 1,2
per(a, b) := {u ∈W 1,2(a, b) : u(a) = u(b)}. Dokážte Wirtingerovu nerovnost’:

∫ b

a
|u′|2 dx ≥

( 2π

b− a

)2
∫ b

a
u2 dx pre každé u ∈ X :=

{

v ∈W 1,2
per(a, b) :

∫ b

a
v(x) dx = 0

}

.

Ako dôsledok dokážte, že
∫ 1
−1(u

′2 + v′2) dx ≥ 2π
∫ 1
−1 uv

′ dx pre každé u, v ∈ W 1,2
per(−1, 1), pričom rovnost’ plat́ı

práve vtedy, ked’ existujú r1, r2, r3 ∈ R tak, že (u(x)− r1)2 + (v(x)− r2)2 = r23 pre všetky x ∈ [−1, 1].

Cvičenie 6.18. (Izoperimetrická úloha - Dido) Nech je A ⊂ R
2 ohraničená množina, ktorej hranica ∂A je uzavretá

krivka parametrizovaná v tvare {(u(t), v(t)) : t ∈ (−1, 1)}, kde u, v ∈ W 1,2(−1, 1), u(−1) = u(1), v(−1) = v(1).

Dĺžka tejto krivky je daná vzorcom L(∂A) =
∫ 1
−1

√

u′2 + v′2 dx a miera množiny A sa vd’aka Greenovej vete dá

vypoč́ıtat’ ako µ(A) = 1
2

∫ 1
−1(uv

′ − vu′) dx =
∫ 1
−1 uv

′ dx. Ukážte, že L(∂A)2 ≥ 4πµ(A), pričom rovnost’ plat́ı práve

vtedy, ked’ A je kruh.

Pŕıklad 6.19. Nech X je Hilbertov priestor a Φ : X → R slabo spojitý funkcionál triedy C2, Φ(0) = 0, Φ′(0) = 0.
Nech je d’alej Φ′ totálne spojitý a A := Φ′′(0) pozit́ıvny. Potom je A kompaktný a samoadjungovaný lineárny

operátor, takže existuje postupnost’ λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ . . . jeho vlastných č́ısel a postupnost’ ϕn pŕıslušných (jed-
notkových) vlastných vektorov.
Nech rk > 0, rk → 0 pre k → ∞, a nech uk ∈ Sk := {u ∈ X : ‖u‖ = rk} je bod, v ktorom Φ nadobúda maximum

vzhl’adom k Sk. Potom existujú νk tak, že Φ′(uk) = νkuk, odkial’ νk = r−2
k Φ′(uk)uk. Z vety o strednej hodnote

plynie

Φ(u) = Φ′(u)u+ o(‖u‖2) = (Au, u) + o(‖u‖2), (6.9)

takže

λ1r
2
k ≥ (Auk, uk) = Φ(uk) + o(r2k) ≥ Φ(rkϕ1) + o(r2k) = (A(rkϕ1), rkϕ1) + o(r2k) = (λ1 + o(1))r2k. (6.10)

Z odhadov (6.9) a (6.10) plynie teraz νk → λ1, takže λ1 je bod bifurkácie rovnice Φ′(u) − λu = 0. To plat́ı
pre l’ubovol’nú násobnost’ uvažovaného vlastného č́ısla (pri dôkaze, že vlastné č́ıslo linearizácie je bodom bifurkácie

pomocou stupňa zobrazenia, sa vyžaduje, aby násobnost’ tohto vlastného č́ısla bola nepárna).

Vyšetrovańım sedlových bodov funkcionálu Φ na sférach Sk sa dá dokonca ukázat’, že každé λj je bod bifurkácie
uvedenej rovnice. Naznačme dôkaz tohto tvrdenia.
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Nech teda λj > λj+1, X
j = lin{ϕ1, . . . , ϕj}, S = {u ∈ X : ‖u‖ = r} a Sj = S ∩ Xj , kde r > 0. Označme

F (u) = ∇Φ(u) − 1
r2

(
Φ′(u), u

)
u pre u ∈ S (t.j. F (u) je projekcia ∇Φ(u) na dotyčnicovú nadrovinu k S v bode u)

a nech Θ(t, u) pre t ≥ 0, u ∈ S, je riešeńım diferenciálnej rovnice Θt(t, u) = F
(
Θ(t, u)

)
s počiatočnou podmienkou

Θ(0, u) = u.

Pretože d
dt
‖Θ(t, u)‖2 = 2

(
F (Θ(t, u)),Θ(t, u)

)
= 0, plat́ı Θ(t, u) ∈ S. Ďalej d

dt
Φ
(
Θ(t, u)

)
= ‖F

(
Θ(t, u)

)
‖2 ≥ 0,

takže Φ neklesá pozd́lž deformácie Θ. Odtial’ plynie, že množina Sj(t) := Θ(t, Sj) nie je stiahnutel’ná do bodu

v X \ (Xj)⊥ pre malé r (dokážte; využite to, že pre funkciu ψ(t) := minSj(t) Φ plat́ı ψ(t) ≥ ψ(0) ≥ λjr
2 + o(r2),

ale supS∩(Xj)⊥ Φ ≤ λj+1r
2 + o(r2)). L’ahko sa tiež ukáže, že pre každé t existuje u ∈ Sj(t) tak, že u ⊥ ϕi pre

i < j, odkial’ ψ(t) ≤ Φ(u) ≤ λjr
2 + o(r2).

Nech Ut je množina všetkých minimizérov Φ na kompakte Sj(t) a nech ut minimalizuje ‖F (u)‖ na kompakte Ut.
Pretože ψ je neklesajúca a ohraničená, existujú tn → ∞ tak, že existuje ψ′(tn) a ψ′(tn) → 0. Prechodom k vy-

branej postupnosti môžeme predpokladat’ utn → wj . Pretože ψ′(t) ≥ ‖F (ut)‖2 (vid’ nasledujúce cvičenie), plat́ı
F (utn ) → 0, takže F (wj) = 0, t.j. Φ′(wj) = νjw

j pre vhodné νj = νj(r). Z odhadu ψ(t) = λjr
2 + o(r2) l’ahko

plynie νj(r) → λj pre r → 0+, takže λj je bod bifurkácie rovnice Φ′(u) = λu.

Podobné úvahy ako vyššie vedú k dôkazu existencie riešenia rovnice Φ′(u) = λu aj pre u
”
vel’ké”, pokial’ je funkcionál

Φ párny (t.j. Φ(u) = Φ(−u)). Pŕıslušné tvrdenie je obsahom tzv. Ljusternik-Schnirelmanovej vety, ktorá je ne-

lineárnou analógiou Courant-Weinsteinovho prinćıpu.

Cvičenie 6.20. V Pŕıklade 6.19 ukážte ψ′(t) ≥ ‖F (ut)‖2 (pokial’ ψ′(t) existuje).

Cvičenie 6.21. Nech w ∈ W 2,2(a, b) popisuje ohnutie tenkej elastickej tyče, ktorá je bud’ uchytená na koncoch

(w(a) = w(b) = 0) alebo uchytená a votknutá na jednom konci (w(a) = w′(a) = 0) alebo na oboch koncoch

(w(a) = w′(a) = w(b) = w′(b) = 0). Predpokladajme, že tyč v kl’udovej polohe je poṕısaná funkciou w(x) ≡ 0

a že na tyč pôsob́ı (len) sila P v smere osi x. Pre malé deformácie sa dá vnútorná energia tyče aproximovat’

výrazom Φi(w) = EI
2

∫ b
a (w

′′)2 dx (kde E, I sú kladné konštanty) a práca vonkaǰśıch śıl výrazom PΦe(w), kde

Φe(w) = 1
2

∫ b
a (w

′)2 dx. K ohnutiu tyče pŕıde pri kritickom zat’ažeńı P ∗, pre ktoré existuje w0 6≡ 0 sṕlňajúca dané

okrajové podmienky a Φi(w0) = P ∗Φe(w0). Nájdite P ∗ a w0 pre dané typy okrajových podmienok a a = 0, b = 2π.

7. Sedlové body

Nech Φ : X → R je triedy C1. V tomto odstavci sa budeme venovat’ kritickým bodom Φ, v ktorých
Φ nebude nadobúdat’ lokálny extrém.

Jedným z najčasteǰsie použ́ıvaných tvrdeńı pri hl’adańı sedlových bodov funkcionálov je tzv. Veta
o horskom sedle (Mountain Pass Theorem), ktorej prvú verziu dokázali v r. 1973 A. Ambrosetti
a P. Rabinowitz, vid’ [3]. Táto veta vel’mi zhruba povedané tvrd́ı, že na každom rozumnom
horskom hrebeni (a to nielen v trojrozmernom priestore) existuje horské sedlo. Presneǰsie: Nech Φ
popisuje výšku terénu nad priestorom X a majme dva body A0, A1 ∈ X také, že body (A0,Φ(A0))
a (A1,Φ(A1) ležia v rôznych údoliach, t.j. pre l’ubovol’nú spojitú cestu z A0 do A1 v X nadobúda

Φ pozd́lž tejto cesty hodnotu väčšiu alebo rovnú než β, kde β > max(Φ(A0),Φ(A1)) je pevné.
Potom (za istých dodatočných predpokladov o funkcionáli Φ) existuje kritický bod B, pre ktorý
Φ(B) ≥ β. Pre všeobecný funkcionál toto tvrdenie neplat́ı už ani pre X = R

2, vid’ Pŕıklad 7.1.
Ako uvid́ıme, postačujúca podmienka pre Φ bude nasledujúca Palais-Smaleova podmienka:

Ak je {Φ(un)} ohraničená a Φ′(un) → 0, potom je postupnost’ {un} relat́ıvne kompaktná. (PS)

Pŕıklad 7.1. Nech Φ : R
2 → R : (x, y) 7→ ex − y2, A0 = (0,−2), A1 = (0, 2). Potom Φ(A0) = Φ(A1) = −3

a l’ubovol’ná cesta od A0 k A1 muśı prejst’ cez priamku y = 0, t.j. cez miesto, kde Φ > 0. Napriek tomu Φ nemá

žiaden kritický bod, pretože Φx(x, y) = ex > 0.

Cvičenie 7.2. Ukážte, že ak X = R
n a |Φ|+ ‖Φ′‖ : Rn → R je koerćıvny potom Φ sṕlňa (PS).
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Veta 7.3. (Mountain Pass Theorem) Nech Φ : X → R je triedy C1 a spĺňa podmienku (PS). Nech
u0, u1 ∈ X, P := {p ∈ C([0, 1], X) : p(0) = u0, p(1) = u1},

M := max(Φ(u0),Φ(u1)), β := inf
p∈P

max
t∈[0,1]

Φ(p(t)).

Ak β > M , potom je β kritická hodnota Φ (t.j. existuje kritický bod v ∈ X, pre ktorý Φ(v) = β).

Dôkaz. Aby sme sa vyhli technickým problémom, dokážeme uvedenú vetu len za dodatočných
predpokladov, že X je Hilbertov priestor a Φ je triedy C2. Pre δ > 0 a α ∈ R označme

Nδ := {u ∈ X : |Φ(u)− β| ≤ δ, ‖Φ′(u)‖ ≤ δ}, Φα := {u ∈ X : Φ(u) < α}.
Predpokladajme, že β nie je kritická hodnota Φ. Z podmienky (PS) potom (dôkazom sporom)
plynie, že existuje δ > 0 tak, že Nδ = ∅. Bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladat’ δ < 1,
δ2 < β −M . Položme ε := 1

2δ
2. Nižšie ukážeme, že existuje spojité zobrazenie Θ : X × [0, 1] → X

s vlastnost’ami

(i) Θ(u, t) = u ak t = 0 alebo Φ′(u) = 0 alebo |Φ(u)− β| ≥ 2ε,

(ii) t 7→ Φ(Θ(u, t)) je nerastúca pre každé u,

(iii) Θ(Φβ+ε, 1) ⊂ Φβ−ε.

Z defińıcie β plynie existencia p ∈ P tak, že maxt∈[0,1] Φ
(
p(t)

)
< β + ε. Pretože pre i = 0, 1 plat́ı

Φ(ui) ≤M < β−δ2 = β−2ε, z vlastnosti (i) zobrazenia Θ plynie, že p1 : t 7→ Θ
(
p(t), 1

)
je prvkom

P . Vlastnost’ (iii) však zaručuje maxt∈[0,1] Φ
(
p1(t)

)
≤ β − ε, čo je spor s defińıciou β.

β − 2ε β β + 2ε

ϕ

1

1

ψ
1

✲

✻

✲

✻

Zostáva dokázat’ existenciu zobrazenia Θ.
Zvol’me si funkcie ϕ,ψ : R → [0, 1] tak, aby ϕ bola hladká,

ϕ(t) = 1 pre |t− β| ≤ ε, ϕ(t) = 0 pre |t− β| ≥ 2ε,

ψ(t) = 1 pre t ≤ 1, ψ(t) = 1/t pre t > 1.

Vektorové pole

F : X → X : u 7→ −ϕ
(
Φ(u)

)
ψ
(
‖Φ′(u)‖

)
∇Φ(u)

je (lokálne) lipschitzovské a ohraničené, takže pre každé u ∈ X
existuje jediné riešenie počiatočnej úlohy

Θt(u, t) = F
(
Θ(u, t)

)
, pre t ∈ [0, 1],

Θ(u, 0) = u.

Takto definované zobrazenie Θ je zrejme spojité a sṕlňa (i). Ďalej pri označeńı v := Θ(u, t) plat́ı

d

dt
Φ
(
Θ(u, t)

)
=

d

dt
Φ(v) = Φ′(v)F (v) = −ϕ

(
Φ(v)

)
ψ
(
‖Φ′(v)‖

)
‖Φ′(v)‖2 ≤ 0,

takže plat́ı (ii).
Sporom dokážeme ešte (iii). Nech u ∈ Φβ+ε a predpokladajme Θ(u, 1) /∈ Φβ−ε. Potom z (ii) plynie
|Φ
(
Θ(u, t)

)
− β| ≤ ε < δ pre t ∈ [0, 1], takže Nδ = ∅ implikuje ‖Φ′

(
Θ(u, t)

)
‖ ≥ δ pre t ∈ [0, 1].

S využit́ım tohto odhadu a vlastnost́ı funkcíı ϕ,ψ dostávame

Φ
(
Θ(u, 1)

)
= Φ(u) +

∫ 1

0

d

dt
Φ
(
Θ(u, t)

)
dt

= Φ(u)−
∫ 1

0

ϕ(Φ
(
Θ(u, t)

)
)

︸ ︷︷ ︸

=1

ψ(‖Φ′
(
Θ(u, t)

)
‖)‖Φ′

(
Θ(u, t)

)
‖2

︸ ︷︷ ︸

≥δ2

dt

< β + ε− δ2 ≤ β − ε,

čo je spor. �
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Poznámky 7.4. (i) Za predpokladov Vety 7.3 dokonca plat́ı, že existuje kritický bod v ∈ X, pre
ktorý Φ(v) = β a naviac bud’ Φ nadobúda vo v lokálne minimum alebo pre každé otvorené okolie
U bodu v je Φβ ∩ U = {u ∈ U : Φ(u) < β} neprázdna množina, ktorá nie je oblúkovo súvislá.
Bodom druhého druhu sa hovoŕı body typu horského sedla. Ak sú všetky kritické body Φ
s vlastnost’ou Φ(v) = β izolované, potom je aspoň jeden z nich bod typu horského sedla, vid’ [32].

(ii) Nech je X Hilbertov priestor, Φ ∈ C2, Φ′ je kompaktnou perturbáciou identity, v je izolovaný
kritický bod Φ typu horského sedla a λ1 je prvé (najmenšie) vlastné č́ıslo zobrazenia Φ′′(v). Ak
λ1 = 0, predpokladajme tiež, že λ1 je jednoduché. Potom plat́ı, že Leray-Schauderov index zobra-
zenia Φ′ v bode v je rovný -1, vid’ [33].

Cvičenie 7.5. Nech Φ : R → [0, 1] je triedy C1, Φ(u) = 1 práve ked’ u ∈ [0, 1]. Ak zvoĺıme u0 < 0, u1 > 1, potom

β = 1 a žiaden z kritických bodov v s vlastnost’ou Φ(v) = 1 nie je typu horského sedla. Ukážte.

Pŕıklad 7.6. Pomocou Vety 7.3 opät’ dokážeme existenciu netriviálneho riešenia úlohy (6.5) z Pŕıkladu 6.6. Na
rozdiel od uvedeného pŕıkladu však teraz nevyužijeme homogenitu nelinearity, takže tento postup sa dá použit’ aj
pre všeobecneǰsie nelinearity.

Nech je teda Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou, p > 2, p < 2n/(n − 2) ak n > 2. Vieme, že

slabé riešenia úlohy (6.5) zodpovedajú kritickým bodom C2-funkcionálu

Φ(u) =
1

2

∫

Ω
|∇u|2 dx− 1

p

∫

Ω
|u|p dx,

definovaného v Hilbertovom priestore X :=W 1,2
0 (Ω). V priestore X pritom môžeme uvažovat’ (ekvivalentnú) normu

generovanú skalárnym súčinom (u, v) =
∫

Ω ∇u · ∇v dx.
Pretože Φ′(0) = 0 a Φ′′(0)(v, v) =

∫

Ω |∇v|2 dx = ‖v‖2, nadobúda Φ v u0 := 0 ostré lokálne minimum Φ(0) = 0.

Navyše z vety o strednej hodnote plynie existencia ε, δ > 0 tak, že Φ(v) ≥ δ pre ‖v‖ = ε.

Zvol’me d’alej funkciu w ∈ X, w 6≡ 0, a označme a := 1
2

∫

Ω |∇w|2 dx, b := 1
p

∫

Ω |w|p dx. Potom a, b > 0, takže

Φ(tw) = t2a− tpb < 0 pre dostatočne vel’ké t > 0. Zvol’me si t tak, aby Φ(tw) < 0, ‖tw‖ > ε, a položme u1 = tw.

Pre každú cestu p z u0 = 0 do u1 existuje tε ∈ (0, 1) tak že ‖p(tε)‖ = ε, takže maxt∈[0,1] Φ
(
p(t)

)
≥ Φ

(
p(tε)

)
≥ δ.

Pretože δ > 0 = max(Φ(u0),Φ(u1)), bude z Vety 7.3 plynút’ existencia kritického bodu w s Φ(w) ≥ δ, pokial’

dokážeme, že Φ sṕlňa podmienku (PS).

Nech je teda {Φ(un)} ohraničená a Φ′(un) → 0. Potom existujú C1, C2 > 0 tak, že pΦ(un) ≤ C1 a −Φ′(un)un ≤
C2‖un‖. Sč́ıtańım týchto nerovnost́ı dostaneme p−2

2

∫

Ω |∇un|2 dx ≤ C1 + C2‖un‖, takže {un} je ohraničená.

Definujme K : Lp(Ω) → Lp′ (Ω) : u 7→ |u|p−2u, kde p′ je duálny exponent k p (1/p + 1/p′ = 1). Potom je

K spojité, a teda zobrazuje kompaktné množiny na kompaktné množiny. Identické vnorenie Ip : X → Lp(Ω)

je kompaktné, takže tiež k nemu adjungované zobrazenie I′p :
(
Lp(Ω)

)′ → X′ je kompaktné. Označme d’alej

R : X′ → X Rieszov izomorfizmus (takže RΦ′(u) = ∇Φ(u)). S využit́ım izomorfizmu J : Lp′ (Ω) →
(
Lp(Ω)

)′
,

(Jw)u =
∫

Ω uw dx pre u ∈ Lp(Ω), potom plat́ı ∇Φ(u) = u + K̃(u), kde K̃ : X → X : u 7→ RI′pJKIp(u) je

kompaktné zobrazenie. Postupnost’ K̃(un) je teda relat́ıvne kompaktná a (po výbere vhodnej podpostupnosti)

môžeme predpokladat’ K̃(un) → z. Pretože ∇Φ(un) → 0, dostávame un = ∇Φ(un)− K̃(un) → z, takže plat́ı (PS).

Cvičenie 7.7. Ukážte, že úloha z Pŕıkladu 7.6 má kladné riešenie.

Poznámka 7.8. Predpokladajme, že ohraničená oblast’ Ω ⊂ R
n s hladkou hranicou má nasle-

dujúcu vlastnost’: existuje x0 ∈ Ω tak, že pre každé x ∈ Ω lež́ı úsečka [x0, x) v Ω (túto vlastnost’
má určite každá konvexná oblast’ Ω). Potom z Pochožajevovej3 identity (vid’ [49]) plynie, že úloha
z Pŕıkladu 7.6 resp. Cvičenia 7.7 nemá netriviálne klasické riešenie ak n > 2 a p ≥ 2n/(n − 2).
Tzv. kritický Sobolevov exponent 2∗ := 2n/(n−2) je teda kritický nielen pre platnost’ vnorenia
W 1,2(Ω) →֒ Lp(Ω) ale aj pre existenciu netriviálnych riešeńı úlohy z Pŕıkladu 7.6.

Cvičenie 7.9. Nech Ω = {x ∈ R
n : 1 < |x| < 2} a X = {u ∈ W 1,2

0 (Ω) : u je radiálne symetrická}. Ukážte, že

priestor X je kompaktne vnorený do Lp(Ω) pre l’ubovol’né p > 1 a zopakovańım postupu z Pŕıkladu 7.6 ukážte, že

uvažovaná úloha má kladné riešenie pre l’ubovol’né p > 1.

3častý anglický prepis mena Pohoжaev je Pohozaev alebo Pokhozhaev
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Cvičenie 7.10. Použite Vety 5.5 a 7.3 na dôkaz existencie netriviálneho kritického bodu funkcionálu

Φ(u) =
1

2

∫

Ω

(
|∇u1|2 + |∇u2|2 + u1u

2
2

)
dx,

definovaného v Hilbertovom priestore X := W 1,2
0 (Ω) ×W 1,2

0 (Ω), kde Ω ⊂ R
n je ohraničená, n < 6. Zistite tiež,

riešeńım akého systému rovńıc je nájdený kritický bod.

Pŕıklad 7.11. Nech je Ω ⊂ R
n ohraničená oblast’ s hladkou hranicou ∂Ω, ν označuje jednotkový vektor vonkaǰsej

normály na ∂Ω a X :=W 1,2(Ω). Nech d’alej a > 0, p, q > 2, pričom v pŕıpade n > 2 predpokladajme tiež p < 2n
n−2

,

q < 2n−2
n−2

(tieto podmienky zaručujú kompaktnost’ vnorenia X →֒ Lp(Ω) aj operátora stopy T : X → Lq(∂Ω)).

Kritické body funkcionálu

Φ(u) =
1

2

∫

Ω
|∇u|2 dx+

a

p

∫

Ω
|u|p dx− 1

q

∫

∂Ω
|u|q dS, u ∈ X

zodpovedajú slabým riešeniam úlohy
∆u = a|u|p−2 v Ω,

∂u

∂ν
= |u|q−2u na ∂Ω.

Nech δ > 0. Ked’̌ze g(u) := 1
q
|u|q ∈W 1,1(Ω), z Vety 17.6 plynie

∥
∥
∥g(u)− 1

|∂Ω|

∫

∂Ω
g(u) dS

∥
∥
∥
L1(Ω)

≤ CΩ‖∇g(u)‖L1(Ω) = CΩ‖g′(u)∇u‖L1(Ω) ≤ δ‖∇u‖2
L2(Ω)

+
C2

Ω

4δ
‖g′(u)‖2

L2(Ω)
.

Pretože

−1

q

∫

∂Ω
|u|q dS =

|∂Ω|
|Ω|

∫

Ω

(

g(u)− 1

|∂Ω|

∫

∂Ω
g(u) dS

)

dx− |∂Ω|
|Ω|

∫

Ω
g(u) dx,

vol’bou δ =
|Ω|

4|∂Ω| dostávame

Φ(u) ≥ 1

4

∫

Ω
|∇u|2 dx+

a

p

∫

Ω
|u|p dx− |∂Ω|

q|Ω|

∫

Ω
|u|q dx− C2

Ω

4δ

|∂Ω|
|Ω|

∫

Ω
|u|2q−2 dx. (7.1)

Nech najprv p < q. Potom sa podobne ako v Pŕıklade 7.6 ukáže, že Φ sṕlňa podmienku (PS) a Φ(tw) → −∞ pre
w ∈ X pevné (w 6≡ 0 na ∂Ω) a t→ ∞. Naviac z odhadu (7.1) plynie

Φ(u) ≥ c1‖u‖pX − c2‖u‖qX ≥ c‖u‖pX pre ‖u‖X ≪ 1.

Pre p < q teda môžeme použit’ Vetu 7.3 a dostaneme existenciu netriviálneho kritického bodu. Tú dostaneme aj

pre p > 2q − 2, pretože vtedy je Φ koerćıvny (vd’aka (7.1)), slabo sekvenciálne zdola polospojitý (vid’ Cvičenie 4.1)

a u0 = 0 nie je lokálny minimizér (uvažujte uε ≡ ε). V oboch pŕıpadoch sa dá dokázat’ aj existencia kladného

kritického bodu.

Pre q < p < 2q − 2 je Φ zdola neohraničený (uvažujte funkcie uε(x) := ε−κ(ε − dist(x, ∂Ω))+ pre vhodné κ > 0

a ε→ 0+), u0 = 0 nie je lokálny minimizér a dá sa ukázat’ existencia a0 > 0 s nasledujúcou vlastnost’ou: pre a > a0

existujú aspoň dva kladné kritické body a pre a < a0 neexistujú žiadne kladné kritické body. Presné počty všetkých

kritických bodov Φ pre n = 1 (a rôzne hodnoty parametrov p, q, a) možno nájst’ v [16].

Veta 7.12. (Linking) Nech Φ : X → R je triedy C1 a spĺňa podmienku (PS). Nech Q je podvarieta
X s relat́ıvnou hranicou ∂Q a P := {p ∈ C(Q,X) : p(u) = u pre u ∈ ∂Q}. Nech je d’alej S ⊂ X
uzavretá množina s vlastnost’ami S ∩ ∂Q = ∅ a S ∩ p(Q) 6= ∅ pre každé p ∈ P . Označme

d := inf
S

Φ, M := sup
∂Q

Φ, β := inf
p∈P

sup
u∈Q

Φ(p(u)).

Ak d > M , potom je β kritická hodnota Φ.

Veta 7.12 je zovšeobecneńım Vety 7.3: stač́ı zvolit’ Q rovné úsečke [u0, u1] a S = {u : Φ(u) ≥
1
2 (β +M)}. Jej dôkaz je priamočiarym zovšeobecneńım dôkazu Vety 7.3, takže ho vynecháme.
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Pŕıklad 7.13. Uvažujme modifikáciu úlohy z Pŕıkladu 7.6: nech je Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’ s lipschitzovskou

hranicou, p > 2, p < 2n/(n− 2) ak n > 2, λ > 0,

∆u+ λu+ |u|p−2u = 0 v Ω,

u = 0 na ∂Ω.

Riešenia tejto úlohy sú kritickými bodmi C2-funkcionálu

Φ(u) =
1

2

∫

Ω
|∇u|2 dx− λ

2

∫

Ω
u2 dx− 1

p

∫

Ω
|u|p, u ∈ X :=W 1,2

0 (Ω).

Nech 0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ . . . sú vlastné č́ısla a ϕj , j = 1, 2, 3, . . . pŕıslušné vlastné funkcie úlohy

−∆ϕ = λ̃ϕ v Ω,

ϕ = 0 na ∂Ω.

Môžeme predpokladat’, že {ϕj} tvoria ortonormálnu bázu v X.

Ak λ ≥ λ1, potom u0 = 0 nebude lokálnym minimom Φ, takže nemôžeme použit’ Vetu 7.3 tak ako v Pŕıklade 7.6.
Zvol’me k tak, aby λk ≤ λ < λk+1 a položme X+ = lin{ϕj : j > k}, X− = lin{ϕj : j ≤ k}, W = lin{ϕj : j ≤ k+1}.
Ak u ∈ X−, potom z Courant-Weinsteinovho prinćıpu plynie

Φ(u) ≤ 1

2

∫

Ω
|∇u|2 dx− λ

2

∫

Ω
u2 dx ≤ 1

2

∫

Ω
|∇u|2 dx− λk

2

∫

Ω
u2 dx ≤ 0.

Ak je SW jednotková sféra vo W a označ́ıme a = minSW
1
p

∫

Ω |u|p dx a b = maxSW
1
2

∫

Ω |∇u|2 dx, potom a, b > 0

a pre w ∈ SW a t > 0 plat́ı Φ(tw) < t2b− tpa, takže Φ(u) → −∞ pre u ∈W , ‖u‖ → ∞.

Položme
Q = {u+ sϕk+1 : u ∈ X−, ‖u‖ ≤ R, 0 ≤ s ≤ R},
S = {u ∈ X+ : ‖u‖ = ε},

kde R je vel’ké a δ malé. Potom pre u ∈ ∂Q bude platit’ Φ(u) ≤ 0 (pretože Φ(u) ≤ 0 pre u ∈ X− a u ∈W , ‖u‖ ≫ 1

pre u ∈ ∂Q \X−) a pre u ∈ S naopak Φ(u) ≥ δ > 0, pretože pre v ∈ X+ plat́ı

Φ′′(0)(v, v) =
∫

Ω
|∇v|2 dx− λ

∫

Ω
v2 dx ≥ c‖v‖2,

kde c = 1− λ/λk+1 > 0.

Tvrdenie p(Q) ∩ S 6= ∅ pre každé p ∈ P je jednoduchým dôsledkom vlastnost́ı Brouwerovho stupňa zobrazenia

použitého na zobrazenie (P−p, ‖(I − P−)p‖ϕk+1) a hodnotu (0, εϕk+1), kde P
− je ortogonálna projekcia na X−.

Funkcionál Φ (podobne ako v Pŕıklade 7.6) sṕlňa tiež Palais-Smaleovu podmienku, takže Veta 7.12 nám zaručuje

existenciu kritického bodu v s Φ(v) ≥ δ.

Cvičenie 7.14. Ukážte podmienku (PS) pre funkcionál Φ z Pŕıkladu 7.13.

Poznámka 7.15. Nech H : R
n × R

n → R je C2 funkcia, nech 1 je regulárna hodnota H
(t.j. ∇H(x) 6= 0 pre každé x ∈ H−1(1)) a nech je H−1(1) kompaktná a súvislá množina. Uvažujme
hamiltonovský systém

ẋ = J∇H(x), kde J =

(
0 −id
id 0

)

, id : Rn → R
n : y 7→ y.

Hamiltonián H je konštantný pozd́lž každého riešenia a vyššie uvedené vety sa dajú úspešne použit’
na dôkaz existencie periodických riešeńı ležiacich v množine H−1(β) pre l’ubovol’né β bĺızke 1 (vid’

[51, Theorem II.8.7]). Pŕıslušný funkcionál má pritom tvar Φ(x) =
∫ T

0

(
1
2 ẋ·Jx−H(x)

)
dt. Podobné

tvrdenia sa dajú dokázat’ aj pre Hamiltoniány, ktoré su navyše periodicky závislé na t.
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8. Približné a numerické metódy

Veta 8.1. Nech je X reflex́ıvny Banachov priestor, nech existuje druhá Gâteauxova derivácia
funkcionálu Φ : X → R a nech je rovnomerne pozit́ıvne definitná, t.j.

(∃α > 0)(∀u, h ∈ X)D2Φ(u)(h, h) ≥ α‖h‖2.
Potom existuje jediný prvok u0 ∈ X tak, že Φ(u0) = infX Φ a naviac každá minimizujúca postup-
nost’ konverguje (v norme) k u0.

Dôkaz. Nech u,w ∈ X. Funkcia ϕ : t 7→ DΦ
(
w+ t(u−w)

)
(u−w) je diferencovatel’ná a pre každé

t ∈ (0, 1) existuje θt ∈ (0, t) tak, že

ϕ(t) = ϕ(0) + tϕ′(θt) = DΦ(w)(u− w) + tD2Φ
(
w + θt(u− w)

)
(u− w, u− w)

≥ DΦ(w)(u− w) + tα‖u− w‖2,
takže

Φ(u)−Φ(w) =

∫ 1

0

ϕ(t) dt ≥ DΦ(w)(u−w)+ α

2
‖u−w‖2 ≥ ‖u−w‖

(α

2
‖u−w‖−‖DΦ(w)‖

)

. (8.1)

Z odhadu (8.1) plynie, že Φ je koerćıvny. Ak un → u, potom (8.1) implikuje

Φ(un)− Φ(u) ≥ ‖un − u‖
(α

2
‖un − u‖ − ‖DΦ(u)‖

)

→ 0,

takže Φ je tiež zdola polospojitý. Ked’̌ze Φ je vd’aka kladnosti druhej derivácie aj striktne konvexný,
existuje jediné u0 tak, že Φ(u0) = infX Φ.

Nech je d’alej {un} l’ubovol’ná minimizujúca postupnost’ pre Φ. Potom z (8.1) a Eulerovej nutnej
podmienky DΦ(u0) = 0 plynie α

2 ‖un − u0‖2 ≤ Φ(un)− Φ(u0) → 0, odkial’ un → u0. �

Veta 8.2. (Metóda najväčšieho spádu) Nech je X Hilbertov priestor, Φ : X → R je triedy C2,
Φ′′(u)(h, h) ≥ α‖h‖2, ‖Φ′′(u)‖ ≤ M(‖u‖), kde M : R+ → [1,∞) je neklesajúca. Zvol’me u1 ∈ X,
ε0 ∈ (0, 1] a položme un+1 = un−εn∇Φ(un), kde εn ∈ [ε0/Mn, 1/Mn] aMn =M

(
‖un‖+‖Φ′(un)‖

)
.

Potom un → u0, kde u0 je jediný minimizér Φ v X.

Dôkaz. Existencia jediného minimizéru u0 plynie z Vety 8.1. Ďalej pre t ∈ [0, 1] plat́ı

‖t(un+1 − un)‖ ≤ ‖(un+1 − un)‖ ≤ εn‖Φ′(un)‖ ≤ ‖Φ′(un)‖,
takže ‖Φ′′

(
un + t(un+1 − un)

)
‖ ≤Mn a

Φ(un+1)− Φ(un) = Φ′(un)(un+1 − un)

+

∫ 1

0

(1− t)Φ′′
(
un + t(un+1 − un)

)
(un+1 − un, un+1 − un) dt

≤ −εn‖Φ′(un)‖2 +
1

2
Mnε

2
n‖Φ′(un)‖2 ≤ −εn

2
‖Φ′(un)‖2.

(8.2)

Odtial’ plynie, že {Φ(un)} je nerastúca postupnost’, takže Φ(un) → z pre vhodné z ≥ Φ(u0). Z dô-
kazu Vety 8.1 plynie, že Φ je koerćıvny, takže z ohraničenosti {Φ(un)} plynie ohraničenost’ {un},
t.j. ‖un‖ ≤ C. Ked’̌ze

‖Φ′(un)‖ = ‖Φ′(0) +

∫ 1

0

Φ′′(tun)un dt‖ ≤ ‖Φ′(0)‖+M(C)C,

je aj postupnost’ {Mn} ohraničená, a teda εn ≥ c > 0. Z (8.2) teraz plynie Φ′(un) → 0.
Pretože Φ′(u0) = 0, plat́ı

Φ′(un)(un − u0) =

∫ 1

0

Φ′′
(
u0 + t(un − u0)

)
(un − u0, un − u0) dt ≥ α‖un − u0‖2,

odkial’ ‖Φ′(un)‖ ≥ α‖un − u0‖. Z konvergencie Φ′(un) → 0 teda plynie un → u0. �
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Poznámka 8.3. Metóda najväčšieho spádu konverguje aj pre funkcionály v reflex́ıvnych Bana-
chových priestoroch (a za slabš́ıch predpokladov napr. na pozit́ıvnost’ Φ′′). Ak naopak Φ vyhovuje
silneǰśım predpokladom, potom sa dá ukázat’ konvergencia presneǰsej Newtonovej metódy

un+1 = un − [Φ′′(un)]
−1Φ′(un).

Cvičenie 8.4. Nech Ω je ohraničená oblast’ v R
m s lipschitzovskou hranicou, nechX =W 1,2(Ω) aleboX =W 1,2

0 (Ω)

(pričom v druhom pŕıpade v X uvažujeme normu ‖u‖2 =
∫

Ω |∇u|2 dx). V priestore X uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫

Ω(|∇u|2 + g(u) + fu) dx, kde g(u) = (u4 − c)/(u2 + 1), |c| < 1, a f ∈ L2(Ω). Zvol’me u1 ∈ X l’ubovol’ne a položme

un+1 = un − ε∇Φ(un). Zistite, pre aké c existuje ε > 0 nezávislé na n (a čomu sa rovná) tak, že sú splnené

predpoklady Vety 8.2. Ďalej zistite, čomu sa rovná ∇Φ(u) (vyjadrené pomocou funkcíı g, f).

Veta 8.5. (Ritzova metóda) Nech je {Xn} postupnost’ uzavretých podpriestorov X, ktorých zjed-
notenie je husté v X a Xn ⊂ Xn+1 pre každé n. Nech Φ : X → R je spojitý a nech existujú
un ∈ Xn tak, že Φ(un) = minXn Φ. Potom je postupnost’ {un} minimizujúca pre Φ.

Dôkaz. Nech αk ց infX Φ. Potom existujú vk ∈ X tak, že Φ(vk) < αk. Ďalej existujú vk,j ∈
⋃

nXn

tak, že vk,j → vk, a teda tiež Φ(vk,j) → Φ(vk). Zvol’me jk tak, aby Φ(vk,jk) < αk a nk tak, aby
vk,jk ∈ Xnk

. Môžeme predpokladat’ nk < nk+1. Položme wn = vk,jk pre nk ≤ n < nk+1. Potom
wn ∈ Xn a Φ(wn) → infX Φ. Pretože Φ(wn) ≥ minXn Φ = Φ(un), plat́ı Φ(un) → infX Φ. �

Cvičenie 8.6. Nech f ∈ L2(R), Φ(u) = Φf (u) :=
∫

R
( 1
2
(u′)2 − fu) dx pre u ∈ X := W 1,2(R) (vid’ Cvičenie 5.4)

a Xn := {u ∈ X : u(x) = 0 pre |x| > n} .
= W 1,2

0 (−n, n). Ukážte, že sú splnené predpoklady Vety 8.5. Ukážte tiež,

že ak neexistuje minX Φ, potom ‖un‖ → ∞. Zvol’me d’alej κ ∈ {0, 1/2, 1, 2}, položme fn = n−κχ[−1,1] a nech ũn je

minimizér Φfn v Xn. Vypoč́ıtajte Uκ(x) := limn→∞ ũn(x) a Lκ := limn→∞ Φfn (ũn).

Pŕıklad 8.7. (Metóda konečných prvkov) Nech X = {u ∈W 1,2(0, 1) : u(0) = u(1) = 0},

Φ(u) =
1

2

∫ 1

0
u′2 dt+

∫ 1

0
gu dt, kde g ∈ L1(0, 1).

Podl’a Vety 8.1 existuje jediný minimizér u funkcionálu Φ v X, pričom z Eulerovej nutnej podmienky plynie, že ide
o slabé (a pre g spojitú sa l’ahko oveŕı, že tiež klasické) riešenie okrajovej úlohy u′′ = g na (0, 1), u(0) = u(1) = 0.
Zvol’me n prirodzené, položme tk = k/(n+ 1) pre k = 0, 1, . . . , n+ 1 a

Xn = {u ∈ X : u je afinná na [tk, tk+1] pre k = 0, 1, . . . , n}.
Nech vk ∈ Xn sú definované požiadavkou vk(tj) = δkj/(n + 1) pre k, j = 1, 2, . . . , n. Potom tvoria funkcie

v1, v2, . . . , vn bázu priestoru Xn. Naviac Xni ⊂ Xni+1
pre ni = 2i − 1 a

⋃

iXni je hustý podpriestor X.

Nech un minimalizuje Φ na Xn a yk := un(tk) pre k = 0, 1, 2, . . . , n+ 1. Z Eulerovej nutnej podmienky plynie

0 = Φ′(un)vk =

∫ tk+1

tk−1

[u′nv
′
k + gvk] dt =

∫ tk

tk−1

u′n dt−
∫ tk+1

tk

u′n dt+
∫ tk+1

tk−1

gvk dt, k = 1, 2, . . . , n,

odkial’

−yk+1 + 2yk − yk−1 = zk, k = 1, 2 . . . , n, kde zk = −
∫ tk+1

tk−1

gvk dt.

Po dosadeńı y0 = yn+1 = 0 vid́ıme, že y = (y1, y2, . . . , yn) je riešeńım sústavy lineárnych rovńıc Ay = z s maticou

A =












2 −1 0 0 . . . 0 0 0
−1 2 −1 0 . . . 0 0 0
0 −1 2 −1 . . . 0 0 0
..
.

..

.
0 0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 0 . . . 0 −1 2












.

Vety 8.1, 8.5 a vnorenie W 1,2
0 (0, 1) →֒ C([0, 1]) zaručujú, že takto vypoč́ıtané približné riešenie un (v bodoch

t1, t2, . . . tn) bude bĺızke hl’adanému riešeniu. Podobne sa dá postupovat’ aj pre úlohy na viacrozmerných poly-

gonálnych oblastiach Ω ⊂ R
m; pokial’ však v tomto pŕıpade zvoĺıme X =W 1,2

0 (Ω) a Xn po častiach afinné funkcie,

bude zaručená bĺızkost’ približného riešenia un k hl’adanému riešeniu len v integrálnej norme. Vhodnou vol’bou

priestorov X a Xn sa však aj vo viacrozmernom pŕıpade dá často zaručit’ bodová konvergencia približných riešeńı

a dokonca odhadnút’ tiež rád tejto konvergencie.
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9. Ekelandov variačný prinćıp

Nasledujúci variačný prinćıp dokázal I. Ekeland začiatkom 70-tych rokov. Tento prinćıp si odvtedy
našiel vel’mi široké použitie (napr. na dôkaz viet o pevných bodoch, v teórii nelineárnych semigrúp,
teórii riadenia, matematickom programovańı či globálnej analýze); my sa obmedźıme na jeho dôkaz
a jednu jednoduchú aplikáciu.

Veta 9.1. (Ekelandov variačný prinćıp) Nech je (X, d) úplný metrický priestor a Φ : X → R∪{∞}
je zdola polospojitý a zdola ohraničený funkcionál. Nech je dané ε > 0 a ū ∈ X tak, že

Φ(ū) ≤ inf
X

Φ+ ε. (9.1)

Potom pre každé λ > 0 existuje uλ ∈ X tak, že

Φ(uλ) ≤ Φ(ū), d(uλ, ū) ≤ λ, Φ(uλ) < Φ(u) +
ε

λ
d(u, uλ) pre každé u 6= uλ. (9.2)

Dôkaz. Definujme na X usporiadanie ≤ predpisom

u ≤ v ⇐⇒ Φ(u) ≤ Φ(v)− ε

λ
d(u, v)

(ide zrejme o reflex́ıvnu, antisymetrickú a tranzit́ıvnu reláciu). Položme S1 = {u ∈ X : u ≤ u1},
kde u1 = ū. Indukciou nájdeme

un+1 ∈ Sn tak, že Φ(un+1) ≤ inf
Sn

Φ+ ε2−(n+1) a definujeme Sn+1 = {u ∈ X : u ≤ un+1}.

Zrejme Sn+1 ⊂ Sn; zo zdola polospojitosti Φ plynie, že Sn je uzavretá.

✲

❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍

✟✟✟✟✟

❍❍❍❍❍❍❍❍

✟✟✟✟✟✟

✛ ✲
✛ ✲

• •
u ∈ Xu1 = ū

u2

S2
S1

Φ(u)

gk(u) := Φ(uk)− ε
λ
d(u, uk)

g1(u)

g2(u)
g2(u)

Ukážeme, že diamSn → 0. Zvol’me w ∈ Sn. Potom w ≤ un, t.j.

Φ(w) ≤ Φ(un)−
ε

λ
d(w, un). (9.3)

Pretože w ∈ Sn−1, z defińıcie un plynie

Φ(un) ≤ Φ(w) +
ε

2n
. (9.4)
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Z (9.3) a (9.4) dostávame d(w, un) ≤ λ2−n pre každé w ∈ Sn, takže diamSn → 0.

Z vlatnost́ı množ́ın Sn plynie, že existuje jediný prvok uλ, ktorý patŕı do
⋂∞

n=1 Sn. Ukážeme, že

uλ sṕlňa (9.2). Pretože uλ ≤ ū, plat́ı

Φ(uλ) ≤ Φ(ū)− ε

λ
d(uλ, ū) ≤ inf

X
Φ+ ε− ε

λ
d(uλ, ū) ≤ Φ(uλ) + ε− ε

λ
d(uλ, ū),

odkial’ plynú prvé dve nerovnosti v (9.2). Nech teraz u 6= uλ. Nemôže platit’ u ≤ uλ, pretože inak
by u patrilo do prieniku množ́ın Sn. Muśı teda

Φ(u) > Φ(uλ)−
ε

λ
d(u, uλ),

odkial’ plynie tretia z dokazovaných nerovnost́ı. �

Dôsledok 1. Nech je (X, d) úplný metrický priestor a Φ : X → R ∪ {∞} je zdola polospojitý

a zdola ohraničený funkcionál. Potom pre každé ε > 0 existuje uε ∈ X tak, že

Φ(uε) ≤ inf
X

Φ+ ε a Φ(uε) < Φ(u) + εd(u, uε) pre každé u 6= uε. (9.5)

Dôkaz. V Ekelandovom prinćıpe stač́ı zvolit’ λ = 1. �

Dôsledok 2. Nech je X Banachov priestor a nech je Φ : X → R zdola polospojitý, zdola

ohraničený a gâteauxovsky diferencovatel’ný funkcionál. Potom pre každé ε > 0 existuje uε ∈ X
tak, že

Φ(uε) ≤ inf
X

Φ+ ε a ‖DΦ(uε)‖ ≤ ε. (9.6)

Dôkaz. Podl’a Dôsledku 1 existuje uε ∈ X tak, že

Φ(uε) ≤ inf
X

Φ+ ε a Φ(uε) ≤ Φ(u) + ε‖u− uε‖ pre každé u ∈ X. (9.7)

Zvol’me v ∈ X a t > 0 a v (9.7) položme u = uε + tv. Dostávame

t−1
(
Φ(uε)− Φ(uε + tv)

)
≤ ε‖v‖

a limitným prechodom pre t → 0 dostaneme −DΦ(uε)v ≤ ε‖v‖ pre každé v ∈ X. Ak miesto v
uvažujeme −v, vid́ıme, že plat́ı |DΦ(uε)v| ≤ ε‖v‖, odkial’ plynie aj druhá nerovnost’ v (9.6). �

Ako aplikáciu Dôsledku 2 si dokážme nasledujúce jednoduché tvrdenie.

Veta 9.2. Nech je X Banachov priestor a Φ : X → R je triedy C1, je zdola ohraničený a spĺňa
Palais-Smaleovu podmienku. Potom existuje globálny minimizér u0 funkcionálu Φ.

Dôkaz. Podl’a Dôsledku 2 pre každé n existuje un ∈ X tak, že

Φ(un) ≤ inf
X

Φ+
1

n
a ‖Φ′(un)‖ ≤ 1

n
.

Z podmienky (PS) plynie existencia podpostupnosti uni tak, že uni → u0. Tvrdenie plynie zo
spojitosti Φ. �

Cvičenie 9.3. Použite Ekelandov variačný prinćıp na dôkaz toho, že funkcionál Φ sṕlňajúci predpoklady Vety 9.2

je koerćıvny.
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II. Variačný počet v R
n

10. Konvexný pŕıpad

V tomto paragrafe budeme predpokladat’, že Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’, f : Ω×(RN×R

Nn) → R

je Carathéodoryho funkcia a Φ(u) =
∫

Ω
f
(
x, u(x),∇u(x)

)
dx pre u : Ω → R

N .

Ak je funkcia f(x, ·, ·) : RN × R
Nn → R konvexná pre s.v. x ∈ Ω, potom je zrejme Φ konvexný

funkcionál, takže jeho pŕıpadná spojitost’ implikuje slabú zdola polospojitost’, ktorá je kl’́učovou
podmienkou pre existenciu minima.

Ak je f = f(x, u, s) konvexná len v premennej s, potom funkcionál Φ môže ale nemuśı byt’ konvexný
(vid’ Cvičenie 10.1). Naš́ım hlavným ciel’om bude ukázat’, že konvexita f v premennej s zaruč́ı
slabú zdola polospojitost’ Φ aj v pŕıpade, ked’ Φ nebude konvexný.

Cvičenie 10.1. Nech Φ(u) =
∫ 1
0

(
1
2
(u2 − 1)2 + (u′)2

)
dx pre u ∈ C1, u(0) = u(1) = 0. Je Φ konvexný?

Nájdite postačujúcu podmienku pre hladké funkcie g, h, aby bol funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0

(
g(u) + h(u′)

)
dx konvexný.

Cvičenie 10.2. Ukážte, že funkcia f(u, s) = us je separátne konvexná, ale funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 uu

′ dx nie je

konvexný (vo W 1,2(0, 1)).

Veta 10.3. Nech je Ω ⊂ R
n ohraničená oblast’, f ∈ CAR, Φ(u) =

∫

Ω
f
(
x, u(x),∇u(x)

)
dx. Nech

je f konvexná v premennej s a nech existuje a ∈ L1(Ω) tak, že f(·, u, s) ≥ a (pre každé u ∈ R
N ,

s ∈ R
Nn a s.v. x ∈ Ω). Potom je Φ slabo sekvenciálne zdola polospojitý vo W 1,1(Ω,RN ).

Dôkaz. Nech uk ⇀ u vo W 1,1(Ω,RN ), nech L := lim inf Φ(uk). Máme dokázat’ Φ(u) ≤ L. Ak
L = +∞, sme hotov́ı. Nech teda L < +∞. Pretože Φ je zdola ohraničený (Φ(u) ≥

∫

Ω
a dx), plat́ı

L > −∞. Môžeme predpokladat’, že Φ(uk) → L (inak prejdeme k vybranej postupnosti). Môžeme

tiež predpokladat’ f ≥ 0 (inak stač́ı uvažovat’ f̃(x, u, s) = f(x, u, s)− a(x)). Pretože priestor W 1,1

je kompaktne vnorený do L1, plat́ı uk → u v L1(Ω,RN ) a prechodom k vybranej postupnosti
môžeme dosiahnut’, aby uk(x) → u(x) pre s.v. x ∈ Ω.

Zo slabej konvergencie uk ⇀ u voW 1,1(Ω,RN ) plynie slabá konvergencia∇uk ⇀ ∇u v L1(Ω,RNn).
Pretože uzávery konvexnej množiny v slabej a silnej topológii sú zhodné, pre každé k0 prirodzené

existujú konvexné kombinácie funkcíı ∇uk tvaru sj(x) =
∑j

k=k0
αk,j∇uk(x) tak, že sj → ∇u pre

j → ∞ v L1. Prechodom k vybranej postupnosti môžeme predpokladat’, že tiež sj(x) → ∇u(x)
pre s.v. x ∈ Ω. Pre l’ubovol’nú meratel’nú podmnožinu Ω̃ ⊂ Ω teraz s využit́ım Fatouovej lemy
a konvexity f v premennej s dostávame

∫

Ω̃

f
(
x,u(x),∇u(x)

)
dx =

∫

Ω̃

lim
j→∞

f
(
x, u(x), sj(x)

)
dx ≤ lim inf

j→∞

∫

Ω̃

f
(
x, u(x), sj(x)

)
dx

≤ lim inf
j→∞

∫

Ω̃

j
∑

k=k0

αk,jf
(
x, u(x),∇uk(x)

)
dx ≤ sup

k≥k0

∫

Ω̃

f
(
x, u(x),∇uk(x)

)
dx,

odkial’ limitným prechodom pre k0 → ∞ plynie

∫

Ω̃

f
(
x, u(x),∇u(x)

)
dx ≤ lim sup

k→∞

∫

Ω̃

f
(
x, u(x),∇uk(x)

)
(10.1)
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Na konci dôkazu ukážeme, že existuje podpostupnost’ postupnosti {uk} (ktorú opät’ budeme značit’
{uk}) tak, že

f
(
x, uk(x),∇uk(x)

)
− f

(
x, u(x),∇uk(x)

)
→ 0 podl’a miery, (10.2)

t.j. že pre každé ε > 0 miera |Ωε,k| množiny

Ωε,k = {x : |f
(
x, uk(x),∇uk(x)

)
− f

(
x, u(x),∇uk(x)

)
| ≥ ε}

konverguje k nule pre k → ∞. Zvol’me kj tak, že |Ωε,kj | < ε2−j a položme Ωε =
⋃∞

j=1 Ωε,kj .

Potom |Ωε| ≤ ε a pre x /∈ Ωε plat́ı

|f
(
x, ukj (x),∇ukj (x)

)
− f

(
x, u(x),∇ukj (x)

)
| < ε pre všetky j. (10.3)

S využit́ım nerovnosti (10.1) (odvodenej pre postupnost’ ukj ), (10.3) a nezápornosti f postupne
dostávame

∫

Ω\Ωε

f
(
x, u(x),∇u(x)

)
dx ≤ lim sup

j→∞

∫

Ω\Ωε

f
(
x, u(x),∇ukj (x)

)
dx

≤ lim sup
j→∞

∫

Ω\Ωε

f
(
x, ukj (x),∇ukj (x)

)
dx+ ε|Ω|

≤ lim sup
j→∞

Φ(ukj ) + ε|Ω|,

odkial’ limitným prechodom ε→ 0 (s využit́ım Fatouovej lemy) dostávame dokazované tvrdenie.

Zostáva dokázat’ (10.2); toto tvrdenie dokážeme sporom. Nech teda existuje ε > 0 tak, že
|Ωε,k| 6→ 0. Prechodom k vybranej postupnosti a pŕıpadným zmenšeńım ε môžeme predpokladat’
lim infk→∞ |Ωε,k| ≥ 2ε. Zo slabej konvergencie ∇uk v L1 plynie ohraničenost’ tejto postupnosti
v L1 vhodnou konštantou C1. Pre Cε := C1/ε potom plat́ı

|{x : |∇uk(x)| ≥ Cε}| ≤
1

Cε

∫

Ω

|∇uk(x)| dx ≤ C1

Cε
= ε.

Ak teda polož́ıme Ωk = {x ∈ Ωε,k : |∇uk(x)| ≤ Cε}, potom lim infk→∞ |Ωk| ≥ ε, takže pre
Ω∞ := lim supΩk =

⋂∞
m=1

⋃∞
k=m Ωk plat́ı |Ω∞| ≥ ε. Pŕıpadným zmenšeńım Ω∞ o množinu miery

nula môžeme predpokladat’, že f(x, ·, ·) je spojitá a uk(x) → u(x) pre každé x ∈ Ω∞.
Zvol’me x ∈ Ω∞ pevne. Potom x ∈ Ωk pre nekonečne vel’a k; prechodom k vybranej pos-
tupnosti môžeme predpokladat’ x ∈ Ωk pre všetky k. Ďalej plat́ı |∇uk(x)| ≤ Cε, prechodom

k vybranej postupnosti môžeme predpokladat’ ∇uk(x) → s pre vhodné s ∈ R
Nn. Zo spojitosti

f(x, ·, ·) a konvergencíı uk(x) a ∇uk(x) plynie teraz f
(
x, uk(x),∇uk(x)

)
→ f

(
x, u(x), s

)
, ale tiež

f
(
x, u(x),∇uk(x)

)
→ f

(
x, u(x), s

)
, čo je spor s x ∈ Ωk ⊂ Ωε,k a defińıciou Ωε,k. �

Poznámky 10.4. (i) Podobné tvrdenie ako vo Vete 10.3 plat́ı aj pre neohraničené oblasti Ω. Pre
Φ(u) ≤ lim inf Φ(uk) potom stač́ı predpokladat’, že uk, u sú funkcie, ktoré sú lokálne voW 1,1, uk →
u v L1(Ω′), ∇uk ⇀ ∇u v L1(Ω′) pre každú ohraničenú oblast’ Ω′, ktorej uzáver je podmnožinou Ω
(vid’ [51]).

(ii) Ak je f : Ω × R
N × R

Nn → R spojitá, existuje spojitá fs a funkcia a vo Vete 10.3 je spojitá,
potom sa dá tvrdenie Vety 10.3 dokázat’ podstatne jednoduchšie:

Nech totiž uk ⇀ u vo W 1,1(Ω,RN ). Podobne ako v dôkaze Vety 10.3 môžeme predpokladat’, že

existuje konečná L := limk→∞ Φ(uk), že uk → u v L1(Ω,RN ), uk → u s.v. a f ≥ 0.
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Zvol’me ε > 0. Z Jegorovovej vety plynie existencia meratel’nej množiny Eε ⊂ Ω tak, že |Ω\Eε| < ε
a uk → u rovnomerne v Eε. Ak polož́ıme

Fε := {x ∈ Ω : |u(x)|+ |∇u(x)| < 1

ε
}, Ωε := Eε ∩ Fε,

potom |Ω \ Fε| → 0 pre ε→ 0, takže tiež |Ω \ Ωε| → 0 pre ε→ 0.

Na množine Ωε konverguje uk k u rovnomerne a u,∇u sú ohraničené, takže zo spojitosti f
a fs plynie rovnomerná konvergencia f

(
x, uk(x),∇u(x)

)
k f

(
x, u(x),∇u(x)

)
a fs

(
x, uk(x),∇u(x)

)

k fs
(
x, u(x),∇u(x)

)
na Ωε. Pretože tiež ∇uk ⇀ ∇u v L1(Ω,RNn), plat́ı

Φ(uk) =

∫

Ω

f
(
x, uk(x),∇uk(x)

)
dx ≥

∫

Ωε

f
(
x, uk(x),∇uk(x)

)
dx

≥
∫

Ωε

f
(
x, uk(x),∇u(x)

)
dx+

∫

Ωε

fs
(
x, uk(x),∇u(x)

)
·
(
∇uk(x)−∇u(x)

)
dx

→
∫

Ωε

f
(
x, u(x),∇u(x)

)
dx, k → ∞,

takže L ≥
∫

Ωε
f
(
x, u(x),∇u(x)

)
dx. Limitným prechodom ε → 0 dostávame dokazované tvrdenie

(zvol’te fk := fχΩεk
, kde |Ω \ Ωεk | < 2−k, a použite Fatouovu lemu).

Dôsledok 10.5. Za predpokladov Vety 10.3 je funkcionál Φ slabo sekvenciálne zdola polospojitý
vo W 1,p(Ω,RN ) pre každé p > 1.

Dôkaz. Pretože W 1,p(Ω,RN ) →֒ W 1,1(Ω,RN ), plynie zo slabej konvergencie uk ⇀ u v priestore

W 1,p(Ω,RN ) slabá konvergencia uk ⇀ u vo W 1,1(Ω,RN ). �

Veta 10.6. Nech je Ω ⊂ R
n ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou, f : Ω×(RN×R

Nn) → R

je Carathéodoryho funkcia, Φ(u) =
∫

Ω
f
(
x, u(x),∇u(x)

)
dx. Nech je f(x, u, ·) konvexná (pre s.v. x

a každé u),
C1|s|p + C2|u|r + a(x) ≥ f(x, u, s) ≥ C0|s|p − a(x), (10.4)

kde C0, C1, C2 sú kladné konštanty, a ∈ L1(Ω), p > 1 a bud’ p ≥ n alebo r ≤ np/(n − p). Potom

existuje (konečné) minX Φ, kde X =W 1,p
0 (Ω,RN ).

Dôkaz. Z rastových podmienok (10.4) a vnorenia X →֒ Lr(Ω,RN ) plynie, že Φ(u) < ∞ pre každé

u ∈ X. Z dolného odhadu v (10.4) a Poincarého nerovnosti d’alej plynie Φ(u) ≥ C̃0‖u‖pX −C3 (kde
C3 :=

∫

Ω
a(x) dx), takže Φ je koerćıvny a A := infX Φ je konečné č́ıslo. Nech {uk} je minimizujúca

postupnost’ pre Φ. Z koercivity Φ plynie ohraničenost’ {uk}; z reflexivity X plynie, že môžeme
predpokladat’uk ⇀ u vX. Z Vety 10.3 teraz plynie Φ(u) ≤ A, takže muśı Φ(u) = A = minX Φ. �

Poznámky 10.7. (i) Ak p > n potom je W 1,p(Ω,RN ) →֒ C(Ω̄,RN ), takže odhad na rast f
zhora v (10.4) možno nahradit’ odhadom f(x, u, s) ≤ M(|u|)(a(x) + |s|p), kde M : R+ → R

+ je

neklesajúca funkcia. Existenciu minima Φ vo Vete 10.6 zrejme dostaneme aj pre f , ktoré nesṕlňajú
horný odhad v podmienke (10.4). Potom však Φ môže nadobúdat’ aj hodnoty +∞ (a aj samotné
minimum môže byt’ +∞).
(ii) Nájdené minimum funkcionálu Φ v X je súčasne minimom Φ vo väčšom priestore X1 := {u ∈
W 1,1(Ω,RN ) : u = 0 na ∂Ω}. Ak totiž u ∈ X1 a Φ(u) <∞, potom z (10.4) plynie u ∈ X.
(iii) Ak je f(x, u, s) konvexná v s a f(x, ·, ·) je separátne spojitá v u aj v s, potom je tiež f

(
x, (·, ·)

)

spojitá v (u, s) (vid’ [51]).

Cvičenie 10.8. Nájdite dodatočné predpoklady na funkciu f , za ktorých bude funkcionál Φ vo Vete 10.6 triedy C1

a zistite, akú okrajovú úlohu bude minimizér u (v slabom zmysle) riešit’.
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Cvičenie 10.9. Vyslovte a dokážte vetu o existencii minima funkcionálu Φ z Vety 10.6 v množine M = {u ∈
W 1,p(Ω,RN ) : u = u0 na ∂Ω}, kde u0 ∈W 1,p(Ω,RN ) je daná funkcia.

Cvičenie 10.10. Ukážte, že ak f vo Vete 10.6 sṕlňa nasledujúci silneǰśı dolný odhad f(x, u, s) ≥ C0(|s|p+|u|)−a(x),
potom existuje minimum Φ v celom priestore W 1,p(Ω,RN ). Pre Φ ∈ C1 je potom pŕıslušný minimizér slabým

riešeńım úlohy s Neumannovou okrajovou podmienkou.

Regularita minimizérov pre N = 1

V tomto odstavci bez dôkazu uvedieme niekol’ko známych tvrdeńı o regularite minimizérov v ska-
lárnom pŕıpade (N = 1); ich dôkazy presahujú rámec tohto učebného textu. Pre N > 1 sú už aj
samotné tvrdenia o regularite dost’ komplikované: za všeobecných predpokladov sa vie dokázat’ len
parciálna regularita minimizérov, t.j. ich hladkost’ na Ω\Σ, kde množina Σ je v istom zmysle malá.
Takéto výsledky sú pritom vo vektorovom pŕıpade optimálne, pretože ani pre hladký uniformne
konvexný Lagrangián tvaru f = f(∇u(x)) (s ohraničenými druhými deriváciami) nemuśı byt’
pŕıslušný minimizér C1 funkcia, vid’ [45, 54].

Nech teda N = 1. Veta 10.6 zaručuje existenciu minimizéra u0 ∈W 1,p(Ω), kde p je dané rastovou
podmienkou (10.4). Ak p ≤ n, potom funkcie z W 1,p nemusia byt’ spojité (ani ohraničené),
nájdený minimizér však bude hölderovská funkcia, ak v (10.4) naviac predpokladáme a ∈ L∞(Ω)
a r < np/(n − p). Takáto regularita globálneho minimizéra plat́ı dokonca aj bez predpokladu
konvexity f v premennej s a bola dokázaná v r. 1982 M. Giaquintom a E. Giustim.

Ak naviac predpokladáme, že funkcia f je dvakrát diferencovatel’ná v premennej s a plat́ı

|fss(x, u, s)| ≤ C,

fsisj (x, u, s)ξiξj ≥ ν|ξ|2, ν > 0,

ν|s|2 − C ≤ f(x, u, s) ≤ C(|s|2 + 1),

|f(x, u, s)− f(y, v, s)| ≤ C(1 + |s|2)(|x− y|+ |u− v|)σ, σ > 0,

potom je pŕıslušný globálny minimizér triedy C1,α (ide opät’ o výsledok M. Giaquintu a E. Giustiho
z r. 1983).

Ak napr. fss sṕlňa vyššie uvedené podmienky, f je diferencovatel’ná aj v u a sṕlňa rastové pod-
mienky zaručujúce diferencovatel’nost’ Φ vo W 1,2(Ω), potom sa dá vyššia hladkost’ ukázat’ pre
každý kritický bod u0 skúmaného funkcionálu. Funkcionál Φ bude totiž triedy C1, takže u0 bude
slabým riešeńım pŕıslušnej okrajovej úlohy. Vol’bou vhodných testovaćıch funkcíı sa dá najprv
ukázat’ u0 ∈ W 2,2(Ω). Použit́ım Greenovej vety (integrácie per partes) potom pre u0 dostaneme
lineárnu rovnicu (s ohraničenými meratel’nými koeficientami tvaru fsisj

(
x, u0(x),∇u0(x)

)
), na

ktorú môžeme použit’ výsledok o regularite slabých riešeńı dokázaný v r. 1957 nezávisle DeGiorgim
a Nashom: dostaneme u0 ∈ C1,α. Na dôkaz vyššej regularity takýchto riešeńı (pre hladšie f)
môžeme potom použit’ Schauderove odhady (vid’ [28]). Podobné tvrdenie o regularite kritických
bodov pre n = 1 dokážeme v nasledujúcej kapitole; v tomto pŕıpade je však dôkaz podstatne l’ahš́ı.
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11. Polykonvexita a kvazikonvexita

V tomto paragrafe budeme (pre jednoduchost’) predpokladat’, že Ω ⊂ R
n je ohraničená oblast’,

p > 1, f : RNn → R je spojitá funkcia sṕlňajúca rastový predpoklad 0 ≤ f(s) ≤ C(1 + |s|p)
a Φ(u) =

∫

Ω
f
(
∇u(x)

)
dx pre u : Ω → R

N . Bude nás zauj́ımat’ najmä slabá sekvenciálna zdola

polospojitost’ Φ vo W 1,p(Ω) pre funkcie f , ktoré nie sú konvexné.

Veta 11.1. Nech N = 1. Funkcionál Φ je slabo sekvenciálne zdola polospojitý vo W 1,p(Ω) práve
vtedy, ked’ je f konvexná.

Dôkaz. Ak je f konvexná, plynie slabá sekvenciálna zdola polospojitost’ Φ z Dôsledku 10.5.

Nech f nie je konvexná a nech najprv n = 1, Ω = (0, 1). Pŕıpadným odč́ıtańım afinnej funkcie od
f a (afinnou) substitúciou môžeme dosiahnut’, že f(−1) = f(1) = 0, ale f(s) > 0 pre |s| < 1 (slabá
sekvenciálna zdola polospojitost’ Φ sa pri takýchto úpravách f nemeńı).

�❅�❅�❅ �❅ ❅�❅
0 1

u5 Nech U(x) = x pre x ∈ [0, 1/2], U(x) = 1 − x pre x ∈ [1/2, 1]
a nech je U dodefinovaná 1-periodicky pre x > 1. Položme
uk(x) = 1

kU(kx) pre x ∈ [0, 1]. Potom uk ⇀ 0 vo W 1,p(0, 1)
pre l’ubovol’né 1 < p <∞, ale 0 = Φ(uk) < Φ(0), takže Φ nie je

slabo sekvenciálne zdola polospojitý.

Pre n > 1 je konštrukcia protipŕıkladu podobná (funkcie uk budú závisiet’ len od jedného parame-
tra). �

Aj ked’ Φ nie je slabo sekvenciálne zdola polospojitý, môže nadobúdat’ svoje infimum na vhodných
podmnožinách W 1,p(Ω). Uvažujme pre jednoduchost’ pŕıpad N = n = 1, Ω = (a, b) a označme
Ap := {u ∈W 1,p(a, b) : u(a) = A, u(b) = B}. Ďalej položme θ = B−A

b−a ,

ũ0(x) := A+θ(x−a), f̃(s) := sup{g(s) : g ≤ f a g je konvexná} a Φ̃(u) :=

∫ b

a

f̃(u′(x)) dx.

Funkcia f̃ je konvexná (nazýva sa konvexná obálka f), takže existuje L ∈ R tak, že f̃(s) ≥
f̃(θ) + L(s− θ) pre všetky s ∈ R, a teda

Φ̃(ũ0 + ϕ) =

∫ b

a

f̃(θ + ϕ′(x)) dx ≥ Φ̃(ũ0) +

∫ b

a

Lϕ′(x) dx = Φ̃(ũ0) pre všetky ϕ ∈ D((a, b)).

Vzhl’adom k spojitosti Φ̃ vo W 1,p a hustote D((a, b)) vo W 1,p
0 (a, b) je teda ũ0 globálny minimizér

Φ̃ v Ap.

f̃(θ)

γ θ δ s

f

✲

✻
Ak je f superlineárna (t.j. lim inf |s|→∞ f(s)/|s| = +∞), potom
zrejme existujú λ ∈ [0, 1] a γ, δ ∈ R tak, že

θ = λγ + (1− λ)δ, f̃(θ) = λf(γ) + (1− λ)f(δ)

a funkcia

u0(x) :=

{
γ(x− a) +A ak x ∈ [a, a+ λ(b− a)],

δ(x− b) +B ak x ∈ [a+ λ(b− a), b]
(11.1)

je globálnym minimizérom Φ v Ap, pretože Φ(u0) = Φ̃(ũ0).

Na druhú stranu, ak je napr. f(s) = 1/(1 + s2) a A = B = 0, potom f̃ = 0, ũ0 = 0, ale infAp Φ sa
nenadobúda.
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Cvičenie 11.2. Ako vyzerá f̃ a minimizér u0 v (11.1) v pŕıpade a = 0, b = 1, A = B = 0 a f(s) = (s2 − 1)2 ?

Ukážte, že funkcie uk z dôkazu Vety 11.1 sú v tomto pŕıpade tiež globálnymi minimizérmi Φ.

Pre N > 1 tvrdenie vo Vete 11.1 neplat́ı. Aby sme mohli poṕısat’ nutné a postačujúce podmienky
pre slabú sekvenciálnu zdola polospojitost’ Φ, potrebujeme si zaviest’ niekol’ko nových pojmov:
Funkcia f sa nazýva
- rank-1 konvexná, ak pre každé A,B ∈ R

Nn plat́ı: ak je hodnost’ (rank) matice B rovná 1,
potom je funkcia R → R : t 7→ f(A+ tB) konvexná;

- kvazikonvexná, ak pre každé A ∈ R
Nn a ϕ ∈ D(Ω,RN ) plat́ı

∫

Ω
f
(
A+∇ϕ(x)

)
dx ≥

∫

Ω
f(A) dx;

- polykonvexná, ak sa f(A) dá naṕısat’ ako konvexná funkcia minorov matice A.

Dá sa ukázat’, že za našich predpokladov je kvazikonvexita nutná a postačujúca podmienka pre
slabú sekvenciálnu zdola polospojitost’Φ voW 1,p(Ω,RN ). Problém tejto podmienky spoč́ıva v tom,
že je len t’ažko overitel’ná. Plat́ı však, že z konvexity f plynie polykonvexita, z polykonvexity
kvazikonvexita a z kvazikonvexity rank-1 konvexita, takže polykonvexita je postačujúca a rank-
1 konvexita nutná podmienka pre slabú sekvenciálnu zdola polospojitost’ Φ. Pre N = 1 všetky
spomenuté pojmy konvexity splývajú, pre všeobecné N,n ≥ 2 však žiadne dva z nich nie sú totožné
(to, že z rank-1 konvexity nevyplýva kvazikonvexita, bol skoro 40 rokov otvorený problém a bol
vyriešený pre n ≥ 3 a N ≥ 2 v [53]; pŕıslušný protipŕıklad je pritom vel’mi jednoduchý: ide
o polynóm 4. stupňa).

Ak je f triedy C2, potom konvexita f je ekvivalentná s tzv. Legendrovou podmienkou

n∑

i,j=1

N∑

α,β=1

fai
αaj

β
(A)ζαi ζ

β
j ≥ 0 pre všetky ζ ∈ R

Nn

a rank-1 konvexita s tzv. Legendre-Hadamardovou podmienkou

n∑

i,j=1

N∑

α,β=1

fai
αaj

β
(A)ξαξβηiηj ≥ 0 pre všetky ξ ∈ R

N , η ∈ R
n.

Pŕıklad 11.3. Nech N = n = 2. Ukážme, že z polykonvexity plynie kvazikonvexita.

Nech f(A) = g(A, detA), kde g je konvexná. Zvol’me A pevne. Existuje afinná funkcia L ≤ g tak, že g(A, detA) =

L(A, detA). Stač́ı zrejme dokázat’
∫

Ω L
(
A + ∇ϕ, det(A + ∇ϕ)

)
dx =

∫

Ω L(A, detA) dx pre ϕ ∈ D(Ω,R2). To však

plynie z Greenovej vety, pretože napr.
∫

Ω det(∇ψ) dx =
∫

Ω[∂1(ψ1ψ2,2) − ∂2(ψ2,1ψ1)] dx záviśı len na hodnotách,

ktoré ψ nadobúda na hranici Ω.

Pŕıklad 11.4. Ukážme, že kvazikonvexita je nutná pre slabú sekvenciálnu zdola polospojitost’.

Nech Ω = (0, 1)n a
∫

Ω f(A + ∇ϕ) dx <
∫

Ω f(A) dx, kde ϕ ∈ D(Ω,RN ). Nech je u lineárna, ∇u = A. Položme

uj(x) = u(x)+ 1
j
ϕ̃(jx), kde ϕ̃ je funkcia ϕ periodicky rozš́ırená na R

n. Potom uj ⇀ u voW 1,p, ale limj→∞ Φ(uj) =

Φ(u+ ϕ) < Φ(u) (dokážte!).

Pŕıklad 11.5. Nech je f kvadratická forma. Ukážme, že potom je f kvazikonvexná práve vtedy, ked’ je rank-1

konvexná. (Pre n = N = 2 tiež plat́ı, že kvadratická forma f je rank-1 konvexná práve vtedy, ked’ je polykonvexná.)

Forma f(ξ) = aijαβξ
α
i ξ

β
j je rank-1 konvexná práve vtedy, ked’ f(ξ) ≥ 0 pre všetky ξ hodnosti 1, t.j. ξαi = λiη

α.

Z Greenovej vety plynie
∫

Ω f(A+∇ϕ) dx =
∫

Ω f(A) dx+
∫

Rn f(∇ϕ) dx; s použit́ım Fourierovej transformácie máme
∫

Rn f(∇ϕ) dx =
∫

Rn a
ij
αβ∂jϕ

β∂iϕ
α dx = c

∫

Rn a
ij
αβξiξj ϕ̂

α ¯̂ϕβ dξ = c
∫

Rn a
ij
αβξiξj(Reϕ̂αReϕ̂β + Imϕ̂αImϕ̂β) dξ ≥ 0.

V d’aľsom dokážeme priamo (bez pojmu kvazikonvexity), že polykonvexita f implikuje slabú
sekvenciálnu zdola polospojitost’ Φ a ukážeme si tiež typickú aplikáciu takéhoto výsledku.

Pre uk, u ∈ L1(Ω) budeme hovorit’, že uk ⇀∗ u v M(Ω) (slabá∗ konvergencia v mierach), ak
pre každú ϕ ∈ Cc(Ω) plat́ı

∫

Ω
ukϕdx →

∫

Ω
uϕdx. (Táto terminológia plynie z Rieszovej vety

o reprezentácii duálu k Cc(Ω) prostredńıctvom priestoru borelovských mier.)



40

Veta 11.6. Nech je Ω ⊂ R
n otvorená a ohraničená. Nech je G : Rm → R

+ ∪ {+∞} konvexná
a zdola polospojitá, uk, u ∈ L1(Ω,Rm), uk ⇀

∗ u v M(Ω). Potom
∫

Ω

G(u) dx ≤ lim inf
k→∞

∫

Ω

G(uk) dx.

Dôkaz. Označme uε = Rεu a uk,ε = Rεuk, kde Rε je operátor regularizácie (vid’ (17.4)). Potom
plat́ı uε ∈ C∞(Ω̄), uε → u v L1(Ω,Rm) a s.v. pre ε→ 0+ a podobne pre funkcie uk.

Označme C =
∫

Ω
G(u) dx a nech C ′ < C. Zvol’me K ⊂ Ω kompaktnú tak, aby

∫

K
G(u) dx > C ′.

Pretože uε → u s.v. a G je zdola polospojitá, použit́ım Fatouovej lemy dostávame
∫

K

G(u) dx ≤
∫

K

lim inf
ε→0

G(uε) ≤ lim inf
ε→0

∫

K

G(uε) dx,

takže existuje ε < 1
2dist(∂Ω,K) tak, aby

∫

K
G(uε) dx > C ′.

Zo slabej∗ konvergencie uk → u v M(Ω,Rm) plynie uk,ε(x) → uε(x) pre všetky x, takže s použit́ım
slabej zdola polospojitosti G, Fatouovej lemy, Jensenovej nerovnosti, Fubiniho vety a nezápornosti
G postupne dostávame

C ′ <

∫

K

G(uε) dx ≤
∫

K

lim inf
k→∞

G(uk,ε) dx ≤ lim inf
k→∞

∫

K

G(uk,ε) dx

≤ lim inf
k→∞

∫

K

(∫

Rn

G
(
uk(y)

)
ωε(x− y) dy

)

dx ≤ lim inf
k→∞

∫

Ω

G(uk) dx.

Vzhl’adom k l’ubovol’nosti C ′ < C odtial’ plynie lim infk→∞

∫

Ω
G(uk) dx ≥ C =

∫

Ω
G(u) dx. �

Veta 11.7. Nech je Ω ⊂ R
n ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou. Nech uj ⇀ u vo

W 1,p(Ω,RN ), nech je k prirodzené, k ≤ p a nech Jk(A) je pevne zvolený subdeterminant matice

A ∈ R
n×N rádu k. Potom Jk(∇uj)⇀∗ Jk(∇u) v M(Ω).

Dôkaz. Indukciou. Pre k = 1 je tvrdenie zrejmé. Nech 1 < k ≤ p a nech tvrdenie plat́ı pre k − 1.
Bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladat’, že Jk(A) je hlavným minorom matice A rádu k,
t.j.

Jk(A) = det





a11 . . . a1k
...

...
ak1 . . . akk



 =
k∑

l=1

a1lX
1l(A),

kde

X1l(A) = (−1)l+1 det





a21 . . . â2l . . . a2k
...

...
ak1 . . . âkl . . . akk





(strieškou je označený vynechaný st́lpec). Pre v ∈ C∞(Ω,RN ) sa indukciou l’ahko ukáže

k∑

l=1

[X1l(∇v)],l = 0, (11.2)

kde f,l označuje deriváciu f podl’a xl (napr. pre k = n = N = 2 je X11 = v2,2, X
12 = −v2,1

a
∑2

l=1[X
1l(∇v)],l = v2,21−v2,12 = 0). Ak rovnost’ (11.2) vynásob́ıme funkciou v1Φ, kde Φ ∈ D(Ω),

zintegrujeme cez Ω a použijeme Greenovu vetu, dostaneme

∫

Ω

k∑

l=1

X1l(∇v)(v1Φ),l dx = 0. (11.3)
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Ak teraz v ∈ W 1,p(Ω,RN ), potom existujú vj ∈ C∞(Ω,RN ) tak, že vj → v vo W 1,p(Ω,RN ).

Limitným prechodom v (11.3) (pre funkcie vj) dostaneme, že (11.3) plat́ı aj pre v ∈W 1,p(Ω,RN ).
Pre takúto funkciu v a Φ ∈ D(Ω) teda plat́ı

∫

Ω

Jk(∇v)Φ dx =

∫

Ω

k∑

l=1

v1,lX
1l(∇v)Φ dx = −

∫

Ω

k∑

l=1

X1l(∇v)v1Φ,l dx. (11.4)

Pretože uj sú ohraničené vo W 1,p(Ω,RN ), je postupnost’ funkcíı X1l(∇uj) ohraničená v Lp′

(Ω)

pre p′ = p/(p−1). Ďalej z kompaktnosti vnorenia W 1,p →֒ Lp plynie, že (uj)1Φ,l → u1Φ,l v L
p(Ω)

(kde uj =
(
(uj)1, . . . , (uj)N

)
). Nech d’alej (u1Φ,l)ε ∈ D(Ω), (u1Φ,l)ε → u1Φ,l v L

p(Ω) pre ε→ 0+.

Pretože tiež X1l(∇uj)⇀∗ X1l(∇u) v M(Ω), dostávame pre j → ∞ a ε→ 0+

∫

Ω

X1l(∇uj)(uj)1Φ,l dx−
∫

Ω

X1l(∇u)u1Φ,l dx

=

∫

Ω

{

X1l(∇uj)
[(
(uj)1Φ,l − u1Φ,l

)
+

(
u1Φ,l − (u1Φ,l)ε

)]

+
[
X1l(∇uj)−X1l(∇u)

]
(u1Φ,l)ε +X1l(∇u)

[
(u1Φ,l)ε − u1Φ,l

]}

dx→ 0,

odkial’
∫

Ω

Jk(∇uj)Φ dx→
∫

Ω

Jk(∇u)Φ dx (11.5)

pre každé Φ ∈ D(Ω). Ak teraz využijeme hustotu D(Ω) v Cc(Ω) a ohraničenost’ Jk(∇uj) v L1(Ω),
dostaneme, že (11.5) plat́ı aj pre Φ ∈ Cc(Ω). �

Pŕıklad 11.8. (Nelineárna pružnost’) Nech N = n = 3, Ω ⊂ R
3 je ohraničená s lipschitzovskou hranicou, u0 : ∂Ω →

R
3, λ > 0, f(A) = |A|3 + g(detA), kde g(t) = t−λ pre t > 0, g(t) = +∞ pre t ≤ 0, Φ(u) =

∫

Ω f(∇u) dx,

A = {u ∈W 1,3(Ω,R3) : u = u0 na ∂Ω,

∫

Ω
f(∇u) dx <∞}.

Ukážeme, že ak A 6= ∅, potom existuje min{Φ(u) : u ∈ A}.
Nech je {uj} ⊂ A minimizujúca postupnost’. Z koercivity Φ plynie, že {uj} je ohraničená vo W 1,3, takže môžeme

predpokladat’ uj ⇀ u vo W 1,3. Z Vety 11.7 plynie ∇uj ⇀∗ ∇u a det(∇uj) ⇀∗ det(∇u) v M(Ω). Funkcia f

je zrejme polykonvexná, f(∇u) = G
(
∇u, det(∇u)

)
, kde G(A, t) = |A|3 + g(t) je konvexná a zdola polospojitá.

Z Vety 11.6 plynie Φ(u) ≤ limj→∞ Φ(uj) = inf{Φ(v) : v ∈ A} <∞, takže u ∈ A je globálny minimizér Φ v A.

Cvičenie 11.9. Nech N = n = 2, Ω = (0, a)2, 0 < a < 1, Φ(u) =
∫

Ω det∇u dx dy a

uk(x, y) =
1√
k
(1− y)k(sin kx, cos kx).

Ukážte, že uk ⇀ 0 vo W 1,2(Ω,R2), ale lim infk→∞ Φ(uk) = −a
2
< 0 = Φ(0). Ďalej dokážte, že funkcionál

Φ̃(u) =
∫

Ω |det∇u| dx dy je slabo sekvenciálne zdola polospojitý vo W 1,2(Ω,R2).
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12. Koncentrovaná kompaktnost’

Mnohé (nielen) fyzikálne problémy vedú k minimalizácii funkcionálov Φ, v ktorých je hl’adaná
funkcia definovaná na celom R

n. Pokial’ je takýto funkcionál translačne invariantný (t.j. Φ(u) =
Φ
(
u(· + x0)

)
pre l’ubovol’né x0 ∈ R

n), uk je minimizujúca postupnost’ a xk ∈ R
n, potom je

postupnost’ ũk(x) = uk(x + xk) tiež minimizujúca, a teda nemôžeme očakávat’, že postupnost’ uk
bude relat́ıvne kompaktná. Postupnost’ uk : Rn → R

N nazveme relat́ıvne kompaktnou až na
translácie (v topologickom priestore T ), ak existujú xk ∈ R

n tak, že postupnost’ uk(· + xk) je
relat́ıvne kompaktná (v T ).

Pŕıklad 12.1. Nech a : R
n → R je spojitá a kladná, a(x) → a∞ > 0 pre |x| → ∞, p > 2. Skúsme hl’adat’

(netriviálne) riešenia diferenciálnej rovnice −∆u+ a(x)u = u|u|p−2 v R
n (kde p < 2n/(n− 2) pre n > 2) pomocou

hl’adania minimizéra funkcionálu Φ(u) = 1
2

∫

Rn [|∇u|2 + a(x)u2] dx na množine M = {u ∈W 1,2(Rn) :
∫

Rn |u|p dx =

1} (vid’ analogický Pŕıklad 6.6 a Cvičenie 6.7). Položme Φ∞(u) = 1
2

∫

Rn [|∇u|2 + a∞u2] dx a označme I = infM Φ,

I∞ = infM Φ∞. Dá sa ukázat’ (vid’ [51]), že podmienka I < I∞ je v tomto pŕıpade nutná a postačujúca pre relat́ıvnu
kompaktnost’ (l’ubovol’nej) minimizujúcej postupnosti {uk} funkcionálu Φ v M a je tiež postačujúca pre existenciu

hl’adaného netriviálneho riešenia (netriviálne riešenie však existuje napr. aj pre a(x) ≡ a∞). My si dokážeme len
nutnost’ tejto podmienky pre relat́ıvnu kompaktnost’ minimizujúcich postupnost́ı.

Nech teda I ≥ I∞ (čo napr. triviálne plat́ı, ak a ≥ a∞) a nech uk je minimizujúca postupnost’ pre Φ∞ (na množine

M). Vzhl’adom na translačnú invarianciu Φ∞ je ũk(x) = uk(x + xk) minimizujúca postupnost’ pre Φ∞ pre každé
xk ∈ R

n. Zvol’me teraz k pevné a uvažujme postupnost’ bodov ym ∈ R
n, |ym| → ∞. Pre dané ε > 0 existujú

kompaktné množiny Ka a Ku tak, že |a(x) − a∞| < ε pre x /∈ Ka,
∫

Rn\Ku
u2k(x) dx < ε. Naviac existuje A tak,

že |a(x) − a∞| ≤ A pre všetky x ∈ R
n. Zvol’me m tak vel’ké, aby (ym +Ka) ∩Ku = ∅ a položme xk := ym. Pre

ũk(x) := uk(x+ xk) bude platit’

|Φ(ũk)− Φ∞(ũk)| =
∣
∣
∣

∫

Rn
(a(x)− a∞)ũ2k(x) dx

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∫

Ka

· · ·+
∫

Rn\Ka

. . .
∣
∣
∣

≤
∫

Ka

Au2k(x+ xk) dx+

∫

Rn\Ka

εũ2k(x) dx

≤ A

∫

xk+Ka

u2k(x) dx+ ε

∫

Rn
u2k(x) dx ≤ ε(A+ ‖uk‖22),

pretože (xk +Ka) ⊂ R
n \Ku. Vhodnou vol’bou ε teda môžeme dosiahnut’ |Φ(ũk)− Φ∞(ũk)| < 1/k, odkial’ plynie

vzhl’adom k I ≥ I∞, že postupnost’ ũk je minimizujúca pre Φ (a tiež I = I∞). Ked’̌ze (pŕıpadným zväčšeńım m pri

vol’be xk môžeme dosiahnut’) ũk → 0 v L2
loc(R

n), postupnost’ ũk nie je relat́ıvne kompaktná v M ⊂ Lp(Rn).

Uvažujme teraz funkcionál

Φ(ρ) =

∫

R3

j
(
ρ(x)

)
dx− 1

2

∫∫

R3×R3

ρ(x)ρ(y)

|x− y| dx dy,

ktorý sa vyskytuje v astrofyzike, v teórii rotujúcich hviezd: prvý z integrálov zodpovedá vnútornej
energii, druhý, dvojný, gravitačnej energii, ρ je hustota. Budeme predpokladat’, že j(t) = µ|t|p,
kde p > 4/3, a budeme minimalizovat’ Φ na množine

Aλ = {ρ ∈ L1(R3) ∩ Lp(R3) : ρ ≥ 0,

∫

R3

ρ = λ},

kde λ > 0 reprezentuje hmotnost’ hviezdy. Ukážeme, že existuje minimizér Φ na Aλ a že každá
minimizujúca postupnost’ je kompaktná až na translácie v L1(R3) ∩ Lp(R3).

Nižšie uvedený pŕıstup k tomuto špeciálnemu problému sa dá použit’ aj pre vel’a iných funkcionálov
z kvantovej a štatistickej fyziky (vid’ napr. [41]) pŕıpadne pre iné úlohy; napr. na dôkaz existencie
extremálnych funkcíı pre Sobolevove vnorenie W k,p(Rn) →֒ Lq(Rn), kde kp < n, p > 1, 1/q =
1/p− k/n (t.j. funkcíı, ktoré mimimalizujú hodnotu ‖u‖k,p/‖u‖q).
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Pri vyšetrovańı vlastnost́ı funkcionálu Φ budeme často použ́ıvat’ Vety 17.2, 17.3 ako aj vlastnosti
Rieszovho potenciálu (vid’ Dodatok).

Pre ρ ∈ Aλ s využit́ım (17.2) a (17.3) dostávame

Φ(ρ) ≥ µ‖ρ‖pp − C‖ρ‖26/5 ≥ µ‖ρ‖pp − C‖ρ‖2/31 ‖ρ‖4/34/3 = µ‖ρ‖pp − Cλ2/3‖ρ‖4/34/3. (12.1)

Pretože podl’a (17.3) plat́ı ‖ρ‖4/3 ≤ λ1−t‖ρ‖tp pre vhodné t ∈ (0, 1), plynie z (12.1) koercivita Φ

v Lp(R3) na množine Aλ. Každá minimizujúca postupnost’ v množine Aλ muśı byt’ teda ohraničená
v L1(R3) aj v Lp(R3). Relat́ıvnu kompaktnost’ minimizujúcich postupnost́ı dokážeme pomocou
nasledujúcich dvoch tvrdeńı.

Tvrdenie 12.2. Nech
Eλ := inf{Φ(ρ) : ρ ∈ Aλ}.

Potom
pre každé α ∈ (0, λ) plat́ı Eλ < Eα + Eλ−α. (12.2)

Dôkaz. Nech ρ ∈ Aλ. Vol’bou ρε = εχBε , kde Bε ⊂ R
3 je gul’a so stredom v počiatku a s vlast-

nost’ou |Bε| = λ/ε, dostávame

Φ(ρε) ≤ µεp|Bε| − 1

2
ε2

∫∫

Bε×Bε

1

|x− y| dx dy ≤ λµεp−1 − cε2
(λ

ε

)5/3

< 0

pre malé ε, takže
Eλ < 0. (12.3)

Nech je d’alej θ ∈ (0, 1) a zvol’me ε > 0. Potom existuje ρ ∈ Aλ tak, že Φ(ρ) > Eλ− ε. Pre funkciu
ρθ(x) = ρ(x/θ1/3) potom plat́ı ρθ ∈ Aθλ a použit́ım vety o substitúcii dostávame

Eθλ ≥ Φ(ρθ) = θ

∫

R3

µρp dx− θ5/3
1

2

∫∫

R3×R3

ρ(x)ρ(y)

|x− y| dx dy

> θ5/3Φ(ρ) > θ5/3(Eλ − ε),

takže
Eθλ ≥ θ5/3Eλ. (12.4)

Z (12.4) a (12.3) plynie
Eθλ > θEλ pre každé θ ∈ (0, 1). (12.5)

Na dôkaz (12.2) zrejme stač́ı predpokladat’ α ≥ λ/2. Opätovným použit́ım (12.5) dostávame

Eλ <
λ

α
Eα = Eα +

λ− α

α
Eα ≤ Eα + Eλ−α,

odkial’ plynie (12.2). �

Lema 12.3. (O koncentrovanej kompaktnosti) Nech µk je postupnost’ pravdepodobnostných mier
na R

n (t.j. µk je borelovská, nezáporná a
∫

Rn dµk = 1). Potom existuje podpostupnost’ (ktorú opät’
označ́ıme µk) tak, že pre ňu plat́ı práve jedna z nasledujúcich podmienok:
(i) existujú xk ∈ R

n tak, že pre každé ε > 0 existuje R > 0 tak, že
∫

BR(xk)
dµk ≥ 1− ε pre všetky

k, kde BR(xk) := {x ∈ R
n : |x− xk| < R},

(ii) pre každé R <∞ plat́ı supx∈Rn

∫

BR(x)
dµk → 0 pre k → ∞

(iii) existuje θ ∈ (0, 1) tak, že pre každé ε > 0 existujú xk ∈ R
n a R0, Rk > 0, Rk → ∞ tak, že

∣
∣
∣

∫

BR0
(xk)

dµk − θ
∣
∣
∣ ≤ ε a

∣
∣
∣

∫

BRk
(xk)

dµk − θ
∣
∣
∣ ≤ ε. (12.6)
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Dôkaz. Pre r > 0 položme

Qk(r) = sup
x∈Rn

(∫

Br(x)

dµk

)

.

Funkcia Qk je nezáporná a neklesajúca, Qk(R) → 1 pre R → ∞. Postupnost’ Qk je relat́ıvne
kompaktná v L1

loc(R
+) (vid’ Vetu 17.11), takže existuje podpostupnost’ (ktorú opät’ označ́ıme Qk)

tak, že Qk(x) → Q(x) s.v. Limitná funkcia Q je zrejme neklesajúca, takže existuje

θ := lim
R→∞

Q(R), θ ∈ [0, 1].

Ak θ = 0, potom zrejme nastáva pŕıpad (ii). Ukážeme, že pre θ = 1 resp. θ ∈ (0, 1) nastáva pŕıpad
(i) resp. (iii).

Nech teda θ = 1. Potom existuje R0 tak, že Qk(R0) → Q(R0) >
1
2 . Zvol’me xk tak, aby

Qk(R0) <

∫

BR0
(xk)

dµk +
1

k
.

Pre dané ε ∈ (0, 12 ) zvol’me R′ tak, aby Qk(R
′) → Q(R′) > 1− ε a nech yk je také, že

Qk(R
′) <

∫

BR′ (yk)

dµk +
1

k
.

Pre k vel’ké potom plat́ı

∫

BR′ (yk)

dµk +

∫

BR0
(xk)

dµk > 1 =

∫

Rn

dµk,

takže BR′(yk) ∩ BR0
(xk) 6= ∅ a BR′(yk) ⊂ B2R′+R0

(xk). V pŕıpade (i) teda stač́ı zvolit’ R =
2R′ +R0.

Nech konečne θ ∈ (0, 1). K danému ε > 0 zvol’me R0 a postupnost’ xk (závislú na ε aj R0) tak,
aby (pre vel’ké k platilo)

∫

BR0
(xk)

dµk > θ − ε.

Označme d’alej αk = sup{R : Qk(R) < θ+ε}. Keby lim inf αk <∞, potom pre R ≥ R̃ > lim inf αk

(a vybranú postupnost’) dostávame Qk(R) ≥ θ+ ε, takže nemôže platit’Qk(R) → Q(R) ≤ θ, spor.
Plat́ı teda αk → ∞, takže (pre k vel’ké) existujú Rk → ∞ tak, že Qk(R0) ≤ Qk(Rk) < θ + ε.
Celkove dostávame

θ − ε <

∫

BR0
(xk)

dµk ≤
∫

BRk
(xk)

dµk ≤ Qk(Rk) < θ + ε,

odkial’ plynie (iii). �

Poznámka 12.4. Pŕıpad (i) v Leme 12.3 zodpovedá relat́ıvnej kompaktnosti až na translácie.

Pŕıpadu (iii) sa hovoŕı dichotómia, pŕıpad (ii) nastáva napr. pre miery dµk = (πk)−n/2e−|x|2/k dx.

Pokračujme v dôkaze kompaktnosti minimizujúcich postupnost́ı funkcionálu Φ. Nech je teda
{ρk} ⊂ Aλ minimizujúca postupnost’ a položme dµk = (ρk/λ)dx. Podl’a Lemy 12.3 existuje
vybraná postupnost’, pre ktorú plat́ı jedna z uvedených alternat́ıv (i),(ii) a (iii). Najprv sporom
dokážeme, že v našom pŕıpade nastáva alternat́ıva (i).
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Predpokladajme teda najskôr, že nastáva alternat́ıva (iii), t.j. existuje θ ∈ (0, 1) tak, že pre každé
ε > 0 existujú xk ∈ R

n a R0, Rk > 0, Rk → ∞ tak, že plat́ı (12.6). Položme ρ1,k = ρkχBR0
(xk),

ρ2,k = ρkχBC
Rk

(xk) a ρ3,k = ρk − (ρ1,k + ρ2,k), kde B
C označuje doplnok množiny B v R

3. Potom

plat́ı
Φ(ρk) = Φ(ρ1,k) + Φ(ρ2,k) + I − II − III,

kde

I =

∫

R3

µρp3,k dx ≥ 0,

II =
1

2

∫∫

R3×R3

2ρ1,k(x)ρ2,k(y)

|x− y| dx dy ≤ 1

Rk −R0

∫∫

R3×R3

ρ1,k(x)ρ2,k(y) dx dy ≤ λ2

Rk −R0
→ 0,

III =
1

2

∫∫

R3×R3

(2ρ1,k + 2ρ2,k + ρ3,k)(x)ρ3,k(y)

|x− y| dx dy ≤ 1

2

∫∫

R3×R3

2ρk(x)ρ3,k(y)

|x− y| dx dy

≤ C1‖ρk‖6/5‖ρ3,k‖6/5 ≤ C2‖ρ3,k‖1/31 ‖ρ3,k‖2/34/3 ≤ C3‖ρ3,k‖1/31 ≤ C4ε
1/3,

kde sme použili (17.2), ohraničenost’ ρk v L1 ∩ Lp a (12.6). Odtial’ súhrnom dostávame odhad

Eλ = lim
k

Φ(ρk) ≥ lim sup
k

(
Eαkλ + Eβkλ

)
− C4ε

1/3, (12.7)

kde αk = ‖ρ1,k‖1/λ a βk = ‖ρ2,k‖1/λ. Môžeme predpokladat’ αk → α, βk → β. Z (12.6) plynie
|α − θ| ≤ ε a |β − (1 − θ)| ≤ ε. Pretože funkcia λ 7→ Eλ je spojitá (dokážte!), plynie limitným
prechodom ε→ 0+ z (12.7) nerovnost’

Eλ ≥ Eθλ + E(1−θ)λ,

čo je spor s (12.2).

Predpokladajme teraz alternat́ıvu (ii), t.j. Q̃k(R) := supx
∫

BR(x)
ρk dx → 0 pre l’ubovol’né R > 0.

Potom plat́ı

∫∫

R3×R3

ρk(x)ρk(y)

|x− y| dx dy =

∫

R3

ρk(x)
(∫

AI∪AII∪AIII

ρk(y)

|x− y| dy
)

dx = I + II + III,

kde
AI = {y : |x− y| ≤ δ},
AII = {y : δ < |x− y| < M},
AIII = {y : |x− y| ≥M},

I ≤ δ1/2
∫∫

R3×R3

ρk(x)ρk(y)

|x− y|3/2 dx dy ≤ C̃1δ
1/2‖ρk‖24/3 ≤ C1δ

1/2,

II ≤ 1

δ

∫

R3

ρk(x)
(

sup
x

∫

BM (x)

ρk(y) dy
)

dx =
Q̃k(M)

δ
‖ρk‖1 → 0,

III ≤ 1

M
‖ρk‖21.

Odtial’ dostávame ∫∫

R3×R3

ρk(x)ρk(y)

|x− y| dx dy → 0,

takže Eλ ≥ 0, čo je spor s (12.3).
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Plat́ı teda alternat́ıva (i), takže existujú xk ∈ R
n tak, že pre každé ε > 0 existuje R > 0 s vlast-

nost’ou
∫

BR(xk)
ρk dx ≥ λ− ε. Položme ρ̃k(x) = ρk(x+ xk). Potom plat́ı

∫

BR

ρ̃k dx ≥ λ− ε,

∫

BC
R

ρ̃k dx ≤ ε. (12.8)

Ukážeme, že z postupnost’i funkcíı ρ̃k sa dá vybrat’ podpostupnost’, ktorá konverguje v L1 aj v Lp

k minimizéru funkcionálu Φ na množine Aλ.

Z ohraničenosti ρ̃k v Lp(R3) a reflexivity Lp(R3) plynie, že môžeme predpokladat’ ρ̃k → ρ̃ slabo
v Lp(R3). Pretože {u ∈ Lp(R3) : u ≥ 0} je konvexná a uzavretá, je tiež slabo uzavretá, takže
ρ̃ ≥ 0. Zo slabej konvergencie ρ̃k → ρ̃ tiež plynie

∫

BR

ρ̃k dx =

∫

R3

ρ̃kχBR
dx→

∫

R3

ρ̃χBR
dx =

∫

BR

ρ̃ dx,

odkial’ vzhl’adom k (12.8) plynie
∫

R3

ρ̃ dx = λ. (12.9)

Položme d’alej Φ(ρ) = Φ1(ρ)− 1
2Φ2(ρ), kde

Φ1(ρ) = µ

∫

R3

ρp dx, Φ2(ρ) =

∫∫

R3×R3

ρ(x)ρ(y)

|x− y| dx dy.

Pretože Φ1 je konvexný a spojitý, je tiež slabo zdola polospojitý v Lp(R3), takže

lim inf
k

Φ1(ρ̃k) ≥ Φ1(ρ̃). (12.10)

Funkcionál Φ2 môžeme ṕısat’ v tvare

Φ2(ρ̃k) =

∫

BR∪BC
R

ρ̃k(x)
( 1

| · | ∗ ρ̃k
)

(x) dx = I + II.

Postupnost’ 1
|·| ∗ ρ̃k je podl’a (17.9) ohraničená vo W 2,p(BR) a priestor W 2,p(BR) je kompaktne

vnorený do Lp′

(BR) (kde 1/p + 1/p′ = 1 a využ́ıvame p > 6/5), takže (vybraná) postupnost’

konverguje v Lp′

(BR) k nejakej funkcii ϕ. Postupnost’ ρ̃k konverguje slabo k ρ̃ v L1(BR), takže
1
|·| ∗ ρ̃k → 1

|·| ∗ ρ̃ slabo v L1(BR); z jednoznačnosti slabej limity dostávame ϕ = 1
|·| ∗ ρ̃. Plat́ı teda

I =

∫

BR

ρ̃k(x)
( 1

| · | ∗ ρ̃k
)

(x) dx→
∫

BR

ρ̃(x)
( 1

| · | ∗ ρ̃
)

(x) dx.

Ak definujeme ψk = ρ̃kχBC
R
, potom pre člen II dostávame odhad

II =

∫∫

R3×R3

ψk(x)ρ̃k(y)

|x− y| dx dy ≤ C1‖ψk‖6/5‖ρ̃k‖6/5

≤ C2‖ψk‖1/31 ‖ψk‖2/34/3 ≤ C3‖ψk‖1/31 ≤ C3ε
1/3,

kde sme okrem (17.2) a (17.3) použili (12.8). Z odhadov pre I a II plynie

Φ2(ρ̃k) → Φ2(ρ̃), (12.11)
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takže spolu s (12.10) dostávame
lim inf

k
Φ(ρ̃k) ≥ Φ(ρ̃).

Pretože podl’a (12.9) je ρ̃ ∈ Aλ a ρ̃k bola minimizujúca postupnost’, muśı

lim
k

Φ(ρ̃k) = Φ(ρ̃) (12.12)

a ρ̃ je minimizér Φ v Aλ. Ostáva dokázat’ silnú konvergenciu ρ̃k k ρ̃ v L1 ∩ Lp. Z (12.10)-(12.12)
plynie Φ1(ρ̃k) → Φ1(ρ̃), t.j. ‖ρ̃k‖p → ‖ρ̃‖p. Pretože Lp(R3) je uniformne konvexný a ρ̃k → ρ̃

slabo, plynie z konvergencie noriem ρ̃k → ρ̃ silno v Lp(R3). Odtial’ tiež plynie ρ̃k → ρ̃ v L1
loc(R

3),

a vzhl’adom k odhadom
∫

BC
R
ρ̃k dx ≤ ε a

∫

BC
R
ρ̃ dx ≤ ε tiež ρ̃k → ρ̃ v L1(R3). Tým sú všetky

av́ızované tvrdenia dokázané. �

V pŕıpade intenźıvne študovanej polynomiálnej nelinearity |u|p−1u z Pŕıkladu 12.1 je na vylúčenie
alternat́ıvy (ii) z Lemy o koncentrovanej kompaktnosti často užitočná nasledujúca lema.

Lema 12.5. (Lions) Nech n ≥ 3 a p ∈ (2, 2∗), kde 2∗ := 2n/(n − 2). Nech je {uk} ⊂ W 1,2(Rn)

ohraničená postupnost’ spĺňajúca

lim
k→∞

(

sup
y∈Rn

∫

BR(y)

|uk|p dx
)

= 0 pre každé R > 0.

Potom uk → 0 v Lq(Rn) pre každé q ∈ (2, 2∗).

Dôkaz. Pre s ∈ (p, 2∗) definujme θ ∈ (0, 1) vzt’ahom 1/s = (1 − θ)/p + θ/2∗. Pre B := BR(y)
potom z interpolačnej nerovnosti (17.3) a vnorenia W 1,2(Rn) →֒ L2∗(Rn) plynie pre u ∈W 1,2(Rn)

‖u‖Ls(B) ≤ ‖u‖1−θ
Lp(B)‖u‖θL2∗ (B) ≤ C‖u‖1−θ

Lp(B)‖u‖θW 1,2(B),

takže ak zvoĺıme s tak, aby θ = 2/s, dostaneme

∫

B

|u|s dx ≤ Cs‖u‖s(1−θ)
Lp(B) ‖u‖2W 1,2(B) ≤ Cs

(

sup
y∈Rn

∫

BR(y)

|u|p dx
)s(1−θ)/p

∫

B

(|u|2 + |∇u|2) dx.

(12.13)
Pre pevné R zvol’me také pokrytie Rn gul’ami tvaru B = BR(y), aby každý bod v R

n bol obsiahnutý
v nanajvýšK guliach z tohto pokrytia (pričomK nezáviśı od x). Potom použit́ım (12.13) pre každú
z týchto guĺı a sč́ıtańım výsledných nerovnost́ı dostaneme

∫

Rn

|u|s dx ≤ KCs
(

sup
y∈Rn

∫

BR(y)

|u|p dx
)s(1−θ)/p

∫

Rn

(|u|2 + |∇u|2) dx,

odkial’ plynie uk → 0 v Ls(Rn). Tvrdenie teraz plynie z interpolačnej nerovnosti (17.3). �
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III. Variačný počet v R


V tejto kapitole budeme vyšetrovat’ funkcionály typu Φ(u) =
∫ b

a
f
(
x, u(x), u′(x)

)
, kde

−∞ < a < b < +∞, u : [a, b] → R
N , f : [a, b]× R

2N → R, f ∈ CAR.

Mnohé tvrdenia budú mat’ lokálny charakter: v tom pŕıpade samozrejme bude stačit’, aby f
bola definovaná (pŕıpadne mala isté vlastnosti) napr. pre (x, u, s) ∈ [a, b] × D, kde D je vhodná

podmnožina R
2N . Implicitne budeme predpokladat’N = 1; pŕıpadu N > 1 sa budeme venovat’ len

v poznámkach a pŕıkladoch. Okrem bežných symbolov budeme použ́ıvat’ nasledujúce značenie:

C1
0 = C1

0 ([a, b]) := {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}.

Toto značenie nie je úplne štandardné: symbol C1
0 (Ω) sa použ́ıva aj na označenie uzáveru priestoru

D(Ω) v C1 norme pŕıpadne na označenie priestoru C1 funkcíı s kompaktným nosičom v Ω.

13. Regularita minimizérov a Eulerova rovnica

V tomto odstavci budeme vyšetrovat’ regularitu minimizérov Φ v množine funkcíı u sṕlňajúcich
okrajové podmienky u(a) = A, u(b) = B. Presneǰsie, budeme skúmat’ (globálne aj lokálne)
minimizéry Φ v množinách

AC : = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = A, u(b) = B},
Ap : = {u ∈W 1,p(a, b) : u(a) = A, u(b) = B}, 1 ≤ p ≤ ∞.

Zrejme AC ⊂ Ap ⊂ Aq pre 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞. Priestor W 1,1(a, b) (absolútne spojité funkcie) je
zrejme najväčš́ı možný, na ktorom je Φ

”
rozumne” definovaný (pre u ∈ W 1,1(a, b) existuje u′(x)

s.v., u′ ∈ L1(a, b) a
∫ b

a
u′(x) dx = u(b)− u(a)).

Z Vety 10.6 a z poznámok a pŕıkladov uvedených za ňou plynie nasledujúca veta.

Veta 13.1. Nech je f(x, u, ·) konvexná a f(x, u, s) ≥ C0|s|p − ϕ(x), kde ϕ ∈ L1(a, b) a p > 1.
Potom existuje globálne minimum Φ na množine A1.

Rastový predpoklad pre f vo Vete 13.1 sa dá ešte zoslabit’ na podmienku typu f(x, u, s) ≥ ψ(|s|),
kde ψ je zdola ohraničená a ψ(t)/t→ ∞ pre t→ ∞.

Pretože (lokálne) maximá funcionálu Φ zodpovedajú (lokálnym) minimám funkcionálu−Φ, budeme
naše tvrdenia a defińıcie formulovat’ len pre minimá. Nech A ∈ {AC ,Ap : p ≥ 1}. Povieme, že
u ∈ A je slabý (resp. silný) lokálny minimizér funkcionálu Φ v A, ak existuje ε > 0 tak, že

Φ(u) ≤ Φ(v) pre každé v ∈ A sṕlňajúce podmienku ess sup x∈[a,b](|u(x)−v(x)|+|u′(x)−v′(x)|) ≤ ε
(resp. maxx∈[a,b] |u(x)− v(x)| ≤ ε). Povieme tiež, že u ∈ Ap je lokálny minimizér funkcionálu Φ

v Ap, ak existuje ε > 0 tak, že Φ(u) ≤ Φ(v) pre každé v ∈ Ap sṕlňajúce podmienku ‖u−v‖1,p ≤ ε.
Z týchto defińıcíı plynie, že každý silný lokálny minimizér v A je slabý lokálny minimizér v A,
každý silný lokálny minimizér v Ap je lokálny minimizér v Ap a každý lokálny minimizér v Ap je
slabý lokálny minimizér v Ap. Obrátené implikácie všeobecne neplatia (vid’ Pŕıklady 13.3, 13.4
a 13.5).

Cvičenie 13.2. Nech je Φ(u) =
∫ b
a f(x, u(x), u

′(x)) dx spojitý vo W 1,p(a, b) a nech u0 ∈ C1([a, b]) je silný lokálny

minimizér Φ v AC (pre nejaké A,B). Ukážte, že potom je u0 lokálny minimizér Φ v Ap.
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Pŕıklad 13.3. (Scheeffer) Nech Φ(u) =
∫ 1
0 (u′2 + u′3) dx, u(0) = u(1) = 0. Ked’̌ze s2 + s3 ≥ 0 pre malé s ∈ R,

je u0 ≡ 0 slabý lokálny minimizér Φ. Funkcionál Φ je triedy C2 vo W 1,3(0, 1), Φ′′(0)(w,w) ≥ ‖w‖21,2 pre w ∈
W 1,3

0 (0, 1). Funkcia u0 však nie je lokálny minimizér Φ v A3 = W 1,3
0 (0, 1): pre funkcie uh definované afinne na

[0, h2] a [h2, 1], uh(0) = uh(1) = 0, uh(h
2) = −h3/2 a h → 0+ plat́ı uh → 0 vo W 1,3, ale Φ(uh) < 0 pre malé

h > 0.

Ked’̌ze funkcia u0 nie je lokálnym minimizérom vo W 1,3
0 , nemôže byt’ ani silným lokálnym minimizérom. Pre

ũh := uh/
√
h dokonca plat́ı sup |ũh| → 0, ale Φ(ũh) → −∞ pre h → 0+. Vhodnou aproximáciou ũh v okoĺı bodu

h2 dostaneme aj C1 funkcie s rovnakými vlastnost’ami ako ũh.

Pŕıklad 13.4. Uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 [(u′)2 − (u′)4u2] dx s okrajovými podmienkami u(0) = 0, u(1) = 0.

Ukážeme, že u0 ≡ 0 je jeho lokálnym minimizérom v A4, ale nie je silným lokálnym minimizérom.

Ak 0 < ‖u‖1,4 < ε < 1, potom η := max |u| = |u|(x0) > 0. Ďalej
∫ x0

0 (u′)2 dx ≥ |
∫ x0

0 u′ dx|2 = η2,
∫ 1
0 (u′)4u2 dx ≤

η2ε4, takže Φ(u) ≥ η2(1 − ε4) > 0 = Φ(0). Nech uε je spojitá, po častiach afinná funkcia, uε(x) = x pre x ≤ ε,

uε = 1− x pre x ≥ 1− ε, |u′ε| = ε−2 a ε/2 ≤ uε ≤ ε pre x ∈ [ε, 1− ε]. Zrejme Φ(uε) < 0 pre malé ε. Vo W 1,4-okoĺı

uε môžeme teraz zvolit’ ũε ∈ C1 tak, aby Φ(ũε) < 0.

Pŕıklad 13.5. Nech a, b > 0. Ukážeme, že u0 ≡ 0 je lokálnym minimizérom funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (au′2−4buu′3+

2bxu′4) dx v priestore X :=W 1,4
0 (0, 1), ale nie je silným lokálnym minimizérom.

Predpokladajme u ∈ X, ‖u‖X < ε a Φ(u) < 0. Potom existuje x ∈ (0, 1) tak, že u′(x)2(a − 4bu(x)u′(x) +

2bxu′(x)2) < 0. Ked’̌ze a+ 2bxu′(x)2 ≥ 2
√
2abx|u′(x)|, muśı 4bu(x)u′(x) > 2

√
2abx|u′(x)|, a teda

√
ax

2b
< |u(x)| ≤

∫ x

0
|u′(t)| dt ≤

(∫ x

0
u′(t)4 dt

)1/4
x3/4 ≤ εx3/4,

odkial’ ε > εx1/4 >
√
a/(2b), čo je spor pre malé ε.

Pre funkcie u afinné na intervaloch [0, ε], [ε, 1] s hodnotami u(0) = u(1) = 0, u(ε) = δ, kde δ ≪ 1 a ε ≪ δ2, plat́ı

Φ(u) < Φ(0) = 0. Preto plat́ı Φ(ũ) < 0 aj pre vhodnú ũ ∈ AC ležiacu bĺızko u napr. vo W 1,4, takže u0 ≡ 0 nie je

silný lokálny minimizér.

Ak je u minimizér Φ v Ap (resp. AC) a označ́ıme uA,B(x) = A+(B−A)(x− a)/(b− a), potom je

v := u−uA,B minimizér funkcionálu Φ̃(v) =
∫ b

a
f
(
x, v(x)+uA,B(x), v

′(x)+u′A,B(x)
)
dx v priestore

W 1,p
0 (a, b) (resp. C1

0 ). Funkcionál Φ je pritom konvexný resp. koerćıvny na konvexnej množine Ap

(alebo AC) práve vtedy, ked’ je Φ̃ konvexný resp. koerćıvny vo W 1,p
0 (a, b) (alebo C1

0 ).

Ak funkcia f sṕlňa predpoklady pŕıslušnej vety o diferencovatel’nosti funkcionálu Φ v priestore
W 1,p (resp. C1), potom je zrejme tiež Φ̃ diferencovatel’ný a z defińıcie (slabého) minimizéru vyplýva

Φ′(u)h = Φ̃′(u − uA,B)h = 0 pre každé h ∈ C1
0 . Pretože priestor C1

0 ([a, b]) je hustý vo W 1,p
0 (a, b)

pre p <∞, plat́ı Φ′(u)h = 0 v pŕıpade u ∈ Ap tiež pre h ∈W 1,p
0 (a, b). Pretože

Φ′(u)h =

∫ b

a

(
fu

(
x, u(x), u′(x)

)
h(x) + fs

(
x, u(x), u′(x)

)
h′(x)

)
dx,

je u slabým riešeńım okrajovej úlohy

− d

dx
fs
(
x, u(x), u′(x)

)
+ fu

(
x, u(x), u′(x)

)
= 0 v (a, b), u(a) = A, u(b) = B. (13.1)

Pre u ∈ C1([a, b]) okrem hladkosti funkcie f na odvodenie tohto faktu nepotrebujeme žiadne
d’aľsie podmienky; pre u ∈W 1,p(a, b) muśıme od f okrem hladkosti požadovat’ rastové podmienky
v premennej s. Pre hl’adanie extrémov pomocou riešenia úlohy (13.1) je teda dôležité vediet’
dopredu niečo o hladkosti pŕıpadného minimizéra.

Tvrdenie 13.6. Nech f je triedy C3, nech je ohraničená zdola a spĺňa podmienku fss > 0. Ak
je u silný lokálny minimizér Φ v A1, potom existuje uzavretá množina Σ ⊂ [a, b] miery 0 tak, že
u ∈ C1([a, b] \ Σ) a pre každé x ∈ Σ existuje limy→x u

′(y) = ±∞.
Ak navyše f nezáviśı od x alebo od u a lim|s|→∞ f(x, u, s)/|s| = ∞ pre každé x ∈ [a, b] a u ∈ R,

potom Σ = ∅, t.j. u ∈ C1([a, b]).
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Poznámka 13.7. Množina Σ v Tvrdeńı 13.6 sa nazýva Tonelliho množina podl’a L. Tonelliho,
ktorý v r. 1915 dokázal prvú verziu uvedeného tvrdenia (vid’ [56]). To, že množina Σ za daných
predpokladov skutočne môže byt’ neprázdna, ukázali až J. Ball a V. Mizel v r. 1985 (vid’ [4], kde
možno tiež nájst’ dôkaz Tvrdenia 13.6). V ich pŕıklade má funkcia f tvar f(x, u, s) = (x4−u6)2|s|p+
ε|s|2, kde ε > 0 a p ≥ 27; vid’ tiež Pŕıklad 13.10. Prázdnost’ množiny Σ možno dokázat’ aj v iných

pŕıpadoch než sú spomenuté v Tvrdeńı 13.6: napr. ak f sṕlňa vhodné rastové podmienky (vid’
Vetu 13.11). Podobne existenciu Tonelliho množiny možno dokázat’ aj za iných predpokladov ako
v Tvrdeńı 13.6: napr. miesto f ∈ C3, fss > 0 stač́ı spojitost’ f v x, lokálna lipschitzovskost’ v (u, s),
striktná konvexita a istá superlinearita v gradientnej premennej s (vid’ napr. [17]). Konvexitu f
v premennej s tiež možno z predpokladov vylúčit’ (vid’ [18]); v tom pŕıpade však bude minimizér
len lokálne lipschitzovský v [a, b] \ Σ. Takýmto pŕıkladom sa budeme venovat’ pri vyšetrovańı
minimizérov, ktoré sú po častiach C1.

Funkcionály v nasledujúcich pŕıkladoch majú pozoruhodnú vlastnost’: ich infimum v množine A∞

je väčšie než ich minimum v množine A1. Na tento jav prvýkrát poukázal M. Lavrentiev v r. 1926
(vid’ [38]). Takmer súčasne L. Tonelli ukázal (vid’ [57]), že takýto jav nemôže nastat’, ak sa napr. f
dá naṕısat’ v tvare g+h, kde |g(x, u, s)|+ |hu(x, u, s)| ≤M(|u|)(1+ |s|) aM : R+ → R

+ je rastúca.

Pŕıklad 13.8. (Lavrentievov jav; Manià [43]) Uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 f(x, u, u

′) dx s okrajovými podmien-

kami u(0) = 0, u(1) = 1 a Lagrangiánom f(x, u, s) = (x − u3)2s6. Ak p < 3/2, potom je zrejme u1(x) = x1/3

globálny minimizér Φ v Ap a Φ(u1) = 0. Ukážeme, že ak p > 3/2, potom infAp Φ > 0.

0
✲
x1

✻u(x)

1

α β

1
2
x1/3

1
4
x1/3

Predpokladajme teda p > 3/2 a zvol’me u ∈ Ap. Sporom najprv

dokážeme, že existuje x ∈ (0, 1) tak, že u(x) < 1
4
x1/3. Nech

naopak u(x) ≥ 1
4
x1/3 pre všetky x ∈ (0, 1). Potom pre každé

x ∈ (0, 1) s využit́ım Hölderovej nerovnosti dostávame

‖u‖p ≥
∫ x

0
|u′|p dt ≥

(∫ x

0
u′ dt

)p/(
∫ x

0
1 dt
)p−1

=
u(x)p

xp−1
≥ 1

4p
x1−2p/3 → ∞

pre x→ 0+, spor.
Pretože u(x) > 1

2
x1/3 pre x = 1, existujú 0 < α < β < 1 tak, že

u(α) =
α1/3

4
, u(β) =

β1/3

2
,
x1/3

4
≤ u(x) ≤ x1/3

2
, x ∈ (α, β).

Odtial’ potom plynie okrem iného x ≥ 8u3 pre x ∈ [α, β], takže

Φ(u) ≥
∫ β

α
(x− u3)2(u′)6 dx ≥

(7

8

)2
∫ β

α
(2uu′)6 dx ≥

(7

8

)2(
∫ β

α
2uu′ dx

)6/(
∫ β

α
1
)5

=
(7

8

)2(1

4
β2/3 − 1

16
α2/3

)6/

(β − α)5 =
(7

8

)2 1

46
1

β

(

1− 1

4

(α

β

)2/3
)6/(

1− α

β

)5
≥
(7

8

)2( 3

16

)6
.

Cvičenie 13.9. Uvažujte funkcionál Φ a jeho minimizér u1 z Pŕıkladu 13.8. Nech vk ∈ Ap pre p > 3/2, vk → u1

v A1. Ukážte, že potom Φ(uk) → ∞. Ukážte tiež, že infA3/2
Φ > 0.

Pŕıklad 13.10. Nech Φ(u) =
∫ 1
−1 f(x, u, u

′) dx, kde f(x, u, s) = (u5 − x3)2s20 + εs2 a u(±1) = ±1. Ukážeme, že

pre ε > 0 malé je minA1
Φ < infA∞

Φ a pre pŕıslušný minimizér v A1 je Tonelliho množina neprázdna.
Existencia minimizéra u v A1 plynie z Vety 13.1. Vzhl’adom k symetrii úlohy môžeme predpokladat’ u(0) ≤ 0. Keby

bola derivácia u v okoĺı nuly ohraničená, potom by existovali 0 ≤ α < β < 1 tak, že u(α) = 0, u(β) = (β3/2)1/5

a 0 < u(x) < (x3/2)1/5 pre x ∈ (α, β). Podobne ako v Pŕıklade 13.8 dostaneme

Φ(u) ≥
∫ β

α
(u5 − x3)2(u′)20 dx ≥

∫ β

α
u10(u′)20 dx ≥ 1

(β − α)19

(∫ β

α

√
uu′ dx

)20

=
1

(β − α)19

(2

3

)20(β3

2

)6
≥ 214

320
=: I.

Pre u1(x) := |x|3/5signx a ε malé ale plat́ı Φ(u1) =
18
5
ε < I, čo je spor. Z odhadov vyššie pre takéto ε tiež plynie

infA∞
Φ ≥ I > minA1

Φ.
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Veta 13.11. (Regularita minimizéra vo W 1,p) Nech p > 1 a p′ = p/(p − 1). Predpokladajme, že

f ∈ C0,1([a, b] × R
2), že existuje spojitá fss, funkcie g0 ∈ L1(a, b), g1 ∈ Lp′

(a, b) a neklesajúca
funkcia M : R+ → R

+ tak, že pre všetky x, u, s plat́ı

|fu(x, u, s)| ≤M(|u|)
(
g0(x) + C|s|p

)
,

|fs(x, u, s)| ≤M(|u|)
(
g1(x) + C|s|p−1

)
.

Nech u0 je lokálny minimizér Φ v množine Ap. Nech fss
(
x, u0(x), s

)
> 0 pre každé x ∈ [a, b],

s ∈ R, a nech funkcia fs(x, u0(x), ·) zobrazuje R na R pre každé x ∈ [a, b]. Potom u0 ∈ C1([a, b]).

Dôkaz. Z Cvičenia 3.8 (vid’ rastové predpoklady (3.6) pre q = 1) plynie, že Φ : W 1,p(a, b) → R je

triedy C1, takže Φ′(u0)h = 0 pre všetky h ∈W 1,p
0 (a, b). Odtial’

∫ b

a

[fu
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
h(x) + fs

(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
h′(x)] dx = 0 (13.2)

pre všetky h ∈W 1,p
0 (a, b), takže integrovańım per partes dostaneme, že pre funkciu

H(x) := fs
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
−
∫ x

a

fu
(
ξ, u0(ξ), u

′
0(ξ)

)
dξ (13.3)

plat́ı
∫ b

a
H(x)h′(x) dx = 0 pre všetky h ∈ W 1,p

0 (a, b). Pretože množina {h′ : h ∈ W 1,p
0 (a, b)}

obsahuje funkcie ϕ ∈ D(a, b) s vlastnost’ou
∫ b

a
ϕ(x) dx = 0, existuje podl’a du Bois-Reymondovej

lemy (Lema 17.12) konštanta C tak, že H(x) = C s.v.

Pre x ∈ [a, b] a s ∈ R položme

F (x, s) := fs
(
x, u0(x), s

)
−
∫ x

a

fu
(
ξ, u0(ξ), u

′
0(ξ)

)
dξ − C. (13.4)

Funkcia F je triedy C0,1 a Fs(x, s) = fss
(
x, u0(x), s

)
> 0. Pretože F (x, ·) je rastúca a podl’a

predpokladov zobrazuje R na R, existuje pre každé x ∈ [a, b] jediné s = s(x) tak, že F (x, s) = 0.
Z vety o implicitnej funkcii d’alej plynie, že funkcia s : [a, b] → R je spojitá. Pretože F

(
x, u′0(x)

)
=

H(x) − C = 0 s.v., muśı u′0(x) = s(x) s.v. Funkcia u0 je absolútne spojitá, takže u0(x) =
A+

∫ x

a
s(t) dt. Ked’̌ze s je spojitá, plat́ı u′0 = s všade, a teda u′0 : [a, b] → R je spojitá. �

Poznámky 13.12. (i) Z dôkazu Vety 13.11 plynie, že analogické tvrdenie o regularite plat́ı pre
všetky kritické body daného funkcionálu (nielen minimizéry).
(ii) Ak sú predpoklady vety o funkcii fs(x, u0(x), ·) splnené len lokálne (t.j. v okoĺı nejakého bodu
x0), potom z dôkazu plynie, že pŕıslušný minimizér u0 bude lokálne triedy C1.

Cvičenie 13.13. Nech g ∈ C1(R) a u0 je lokálny minimizér funkcionálu Φ(u) =
∫ b
a ((u

′)2 + g(u)) dx vo W 1,2
0 (a, b).

Ukážte, že u0 ∈ C1.

Pŕıklad 13.14. Nech g ∈ C1(R) a uvažujme funkcionál tvaru Φ(u) =
∫ b
a ((u

′)2+g(u)) dx s okrajovými podmienkami
u(a) = u(b) = 0. Predpokladajme , že u0 ≡ 0 je slabý lokálny minimizér. Ukážeme, že potom je u0 tiež silný lokálny
minimizér (porovnajte napr. s Pŕıkladmi 13.3, 13.4 a 13.5).

Bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladat’ g(0) = 0. Ked’̌ze Φ′(0)h =
∫ b
a g

′(0)h dx = 0 pre každé h ∈ C1
0 ,

plat́ı g′(0) = 0. Ukážme najprv, že u0 je lokálny minimizér vo W 1,2
0 (a, b). Predpokladajme opak, t.j. že existujú

vk ∈W 1,2
0 (a, b) tak, že ‖vk‖2 :=

∫ b
a (v

′
k)

2 dx→ 0, ale Φ(vk) < 0. Vzhl’adom k tomu, že Φ je slabo sekvenciálne zdola

polospojitý vo W 1,2
0 (vid’ Cvičenie 4.14), existuje jeho minimizér uk na množine Bk := {u ∈ W 1,2

0 (a, b) : ‖u‖ ≤
‖vk‖}. Zrejme εk := ‖uk‖ ∈ (0, ‖vk‖] a uk je minimizér Φ na množine Sk := {u ∈ W 1,2

0 (a, b) : Ψ(u) = ε2k}, kde
Ψ(u) := ‖u‖2. Z Vety 6.1 plynie existencia multiplikátorov λk tak, že Φ′(uk) = λkΨ

′(uk), takže
∫ b

a
(2u′kh

′ + g′(uk)h− 2λku
′
kh

′) dx = 0 pre každé h ∈W 1,2
0 (a, b).
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Odtial’ rovnako ako v dôkaze Vety 13.11 dostávame existenciu konštánt Ck tak, že

2(1− λk)u
′
k(x) = Ck +

∫ x

a
g′(uk(ξ)) dξ pre s.v. x ∈ (a, b). (13.5)

Ked’̌ze Φ(uk) ≤ Φ(tuk) pre t ∈ [0, 1], muśı platit’ Φ′(uk)uk ≤ 0, takže λk ≤ 0. Pravá strana v rovnosti (13.5) je

C1 funkcia, takže uk ∈ C2 a 2(1 − λk)u
′′
k = g′(uk). Z ohraničenosti uk vo W 1,2 teraz plynie, že uk sú rovnako

ohraničené v C2 a z Arzelà-Ascoliho vety dostávame relat́ıvnu kompaktnost’ tejto postupnosti v C1. Môžeme teda

predpokladat’, že vybraná postupnost’ z {uk} konverguje v C1. Ked’̌ze uk → u0 vo W 1,2, je limita nájdenej vybranej

postupnosti v C1 tiež u0, čo je spor s predpokladom, že u0 je slabý lokálny minimizér.

Ukážme teraz, že u0 je silný lokálny minimizér. Predpokladajme opak. Potom existujú wk ∈ W 1,2
0 (a, b) tak, že

sup |wk| → 0 ale Φ(wk) < 0. Ked’̌ze u0 je lokálny minimizér vo W 1,2
0 , existuje ε < 0 tak, že ‖wk‖ > ε, a teda

0 > Φ(wk) > ε2 +
∫ b
a g(wk) dx. Z Lebesgueovej vety však plynie

∫ b
a g(wk) dx→ 0, čo dáva spor.

Úvahy, ktoré sme použili na dôkaz faktu, že slabý lokálny minimizér funkcionálu Φ muśı byt’ lokálny minimizér vo

W 1,2
0 , sa dajú použit’ aj na (nenulové) lokálne minimizéry funkcionálov tvaru Φ(u) =

∫

Ω(|∇u|p + g(x, u)) dx, kde

Ω ⊂ R
n a g sṕlňa vhodné rastové podmienky. Takéto tvrdenia sa potom dajú použit’ na dôkaz multiplicity riešeńı

pŕıslušných úloh, vid’ napr. [10, 25].

Cvičenie 13.15. Nech Φ(u) =
∫ π
0 ((u′)2 + g(u)) dx, kde g ∈ C2, g(0) = g′(0) = 0 a u(0) = u(π) = 0, u0 ≡ 0.

Ukážte, že ak je g′′(0) > −2, potom je u0 silný lokálny minimizér, a ak g′′(0) < −2, potom u0 nie je minimizér ani

maximizér. Ďalej vyšetrite u0 pre g(u) = −u2 ± u4.

Veta 13.16. (Eulerova nutná podmienka) Nech f : [a, b] × R
2 → R je triedy C0,1, nech je u0 ∈

C1([a, b]) slabý lokálny minimizér Φ na množine AC . Potom je funkcia x 7→ fs
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)

triedy C1([a, b]) a pre každé x ∈ [a, b] plat́ı Eulerova (alebo tiež prvá Euler-Lagrangeova) rovnica

− d

dx
fs
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
+ fu

(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
= 0.

Dôkaz. Funkcionál Φ : C1[a, b] → R je diferencovatel’ný a pre každé h ∈ C1
0 plat́ı Φ′(u0)h = 0.

Pre každé h ∈ C1
0 teda plat́ı (13.2), a teda tiež

∫ b

a
H(x)h′(x) dx = 0 pre všetky h ∈ C1

0 , kde H
je definovaná v (13.3). Z du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) plynie existencia konštanty C
tak, že H(x) = C s.v.; pretože H je spojitá, muśı H(x) = C všade. Z defińıcie H plynie teraz

fs
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
= C +

∫ x

a

fu
(
ξ, u0(ξ), u

′
0(ξ)

)
dξ. (13.6)

Pretože pravá strana v (13.6) je spojite diferencovatel’ná, má túto vlastnost’ aj l’avá strana. De-
rivovańım (13.6) dostaneme Eulerovu rovnicu. �

Poznámky 13.17. (i) Riešenia Eulerovej rovnice sa nazývajú extremály. Z dôkazu Vety 13.16
vidiet’, že tvrdenie vety plat́ı pre l’ubovol’ný kritický bod u0 funkcionálu Φ (t.j. pre u0 ∈ AC také,
že Φ′(u0)h = 0 pre všetky h ∈ C1

0 ). Zrejme plat́ı aj obrátené tvrdenie: Ak pre u0 ∈ AC je funkcia
fs
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
triedy C1 a je splnená Eulerova rovnica, potom je u0 kritickým bodom Φ (stač́ı

vynásobit’ Eulerovu rovnicu funkciou h ∈ C1
0 , zintegrovat’ pre x ∈ [a, b] a použit’ integráciu per

partes).
(ii) Nech f ∈ C0,1 : [a, b] × R

2 → R, p > 1, nech je u0 ∈ W 1,p(a, b) slabý lokálny minimizér Φ na
množine Ap. Ak je Φ : W 1,p(a, b) → R diferencovatel’ný, potom Φ′(u0)h = 0 pre všetky h ∈ C1

0 ,
takže podobne ako v dôkazoch Viet 13.11 a 13.16 dostávame pre funkciu H definovanú v (13.3)
H(x) = C s.v., takže

fs
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
=

∫ x

a

fu
(
ξ, u0(ξ), u

′
0(ξ)

)
dξ + C s.v. v [a, b]. (13.7)

Takýto integrovaný tvar Eulerovej rovnice sa dá odvodit’ aj za všeobecneǰśıch predpokladov.
(iii) L’ahko sa vid́ı, že analógia Vety 13.16 plat́ı aj pre N > 1 (vyslovte ju a dokážte!).



53

Cvičenie 13.18. Nech g ∈ C1(R). S použit́ım Cvičenia 13.13 a Vety 13.16 ukážte, že (l’ubovol’ný) globálny mini-

mizér funkcionálu Φ z Cvičenia 4.14 je C2 funkcia a je riešeńım Eulerovej rovnice −2u′′ + g′(u) = 0. Ďalej ukážte,

že pre K > 4 a g = −K2χ[1,∞) je globálnym minimizérom Φ funkcia uK(x) = min(Kx, 1,K(1− x)).

Pŕıklad 13.19. (Klasická mechanika) Uvažujme systém n hmotných bodov s m stupňami vol’nosti, ktorých poloha

je daná (zovšeobecnenými) súradnicami q = (q1, q2, . . . , qm), a nech v čase t0 plat́ı q(t0) = q0. K základným

problémom klasickej mechaniky patŕı určenie polohy q v čase t > t0. Označme q̇ = dq
dt

súradnice rýchlosti, T (t, q, q̇)

kinetickú a U(t, q) potenciálnu energiu. Potom Hamiltonov prinćıp (1835) hovoŕı, že pohyb uvažovaného systému
v čase [t0, t1] bude poṕısaný funkciou q : [t0, t1] → R

m, ktorá bude kritickým bodom funkcionálu účinku Φ(q) =
∫ t1
t0
L(t, q, q̇) dt, kde L(t, q, q̇) = T (t, q, q̇) − U(t, q) je Lagrangeova funkcia daného systému. Pŕıslušná Eulerova

rovnica má zrejme tvar d
dt
(Lq̇) = Lq . Špeciálne, ak uvažujeme pohyb jedného hmotného bodu v časove nemennom

potenciálovom poli U(t, q) = U(q) a predpokladáme T (t, q, q̇) = T (q̇) = 1
2
m|q̇|2, potom má uvedená Eulerova rovnica

tvar mq̈ = −∇U(q), čo je Newtonov pohybový zákon.

Hl’adaná funkcia pritom nemuśı minimalizovat’ Φ (pokial’ rozdiel t1 − t0 nie je
”
malý”). Ak napŕıklad uvažujeme

kl’udový stav hmotného bodu s hmotnost’ou m = 2 upevneného na strunu, ktorá naň pri jeho pŕıpadnej (jed-

norozmernej) výchylke q pôsob́ı silou −mq, potom L(t, q, q̇) = q̇2 − q2 a pre t1 − t0 > π nebude q ≡ 0 minimizérom
Φ, ale jeho sedlovým bodom (vid’ napr. Pŕıklad 14.14).

Ak uvažujeme uzavretý systém (t.j. súčet T + U je konštantný), potom pri hl’adańı kritických bodov funkcionálu

účinku môžeme funkciu L = T−U zrejme nahradit’ funkciou 2T = L+(T+U), t.j. hl’adáme kritické body funkcionálu

Φ̃(u) =
∫ t1
t0

2T (t, q, q̇) dt (Maupertuisov prinćıp).

Cvičenie 13.20. (Cykloidálne kyvadlo, Huygens) Určite pohyb kyvadla, ktorého závažie sa pohybuje po cykloide

(t.j. x = a(ϕ+ sinϕ), y = a(1− cosϕ)). Ukážte, že doba kyvu nezáviśı na amplitúde.

Pŕıklad 13.21. (Keplerove zákony) Uvažujme periodický rovinný pohyb hmotného bodu v centrálnom poli (t.j. poli,

kde potenciál záviśı len od vzdialenosti od počiatku). V polárnych súradniciach má kinetická energia tvar T =
1
2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2) a pre potenciál tvaru U = −k/r (kde k > 0) dostávame Eulerove rovnice const = Lϕ̇ = mr2ϕ̇,

0 = d
dt
Lṙ −Lr = mr̈−mrϕ̇2 + k/r2. Prvá rovnica vyjadruje prvý Keplerov zákon, z druhej sa pri využit́ı prvej dá

l’ahko odvodit’, že uvažovaný pohyb bude prebiehat’ po elipse (vid’ napr. [9]) a tiež vzt’ah pre podiel T 2/a3, kde T je

doba obehu a a je d́lžka hlavnej poloosi danej elipsy.

Pŕıklad 13.22. (Geodetické krivky na sfére) Majme dva body A,B na jednotkovej sfére S v R
3 také, že A 6= −B a

hl’adajme C1-krivku v S spájajúcu A s B s minimálnou d́lžkou. Ak je sféra poṕısaná lokálne pomocou troch funkcíı

x, y, z dvoch premenných u, v a s je parameter d́lžky krivky, potom pre jeho diferenciál ds plat́ı

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 = P (u, v) (du)2 + 2Q(u, v) du dv +R(u, v) (dv)2,

kde

P = x2u + y2u + z2u, R = x2v + y2v + z2v , Q = xuxv + yuyv + zuzv .

Zvol’me na S polárne súradnice

x = sinu cos v, y = sinu sin v, z = cosu, 0 ≤ u ≤ π, −π ≤ v ≤ π,

tak, aby pre súradnice bodov A,B platilo vA = vB = 0, 0 < uA < uB < π. Pre krivku ϕ v S spájajúcu bod A
s bodom B a poṕısanú funkciou v : [uA, uB ] → [−π, π], v(uA) = v(uB) = 0, s využit́ım P = 1, Q = 0 a R = sin2 u

dostávame pre d́lžku ϕ vyjadrenie

Φ(v) =

∫ uB

uA

(
P (u, v) + 2Q(u, v)v′ +R(u, v)v′2

)1/2
du =

∫ uB

uA

(
1 + v′2 sin2 u

)1/2
du.

Funkcionál Φ je striktne konvexný a Eulerova rovnica v′ sin2 u = C
(
1 + v′2 sin2 u

)1/2
má riešenie v ≡ 0, takže ide

o globálny minimizér. Hl’adanou krivkou (a dá sa ukázat’, že nielen v triede vyššie uvažovaných kriviek) je teda čast’

hlavnej kružnice, prechádzajúcej bodmi A,B. Každá hlavná kružnica je teda geodetická krivka (lokálne minimalizuje
vzdialenost’ medzi jej bodmi).

Existencia (viacerých) uzavretých geodetických kriviek na kompaktnej Riemannovej variete patŕı k slávnym prob-

lémom variačného počtu; významný pokrok v tomto smere urobili Ljusternik a Schnirelman koncom 20-tych rokov

20. storočia.
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Pŕıklad 13.23. (Minimálny čas na preplávanie rieky) Predpokladajme, že lod’, ktorá je schopná vyvinút’maximálnu
rýchlost’ 1, má preplávat’ z jedného brehu rieky (z bodu [0, 0]) na druhý (do bodu [b, B]), kde brehy rieky sú
rovnobežné s osou y (t.j. š́ırka rieky je b) a rýchlost’ prúdu r záviśı iba od x-ovej súradnice, r(x) ∈ (0, 1).

0

B −B+

b

B

r(x) = 1−3x
2

✻

✻

✻

✻

✻

Ak označ́ıme θ ∈ (−π/2, π/2) uhol, ktorý zviera smer pohybu lode s osou x, potom
skutočná rýchlost’ lode je v = (cos θ, r + sin θ) a čas potrebný na preplávanie je T =
∫ b
0 1/ cos θ dx. Ak je u : [0, b] → R hl’adaná dráha (u(0) = 0, u(b) = B), potom

u′ = (r + sin θ)/ cos θ, odkial’ (vzhl’adom ku cos θ > 0)

cos θ = [u′r +
√

(u′r)2 + (1− r2)(1 + u′2)]/(1 + u′2);

po dosadeńı do funkcionálu času T a úprave dostaneme

T (u) =

∫ b

0
[α
√

1 + (αu′)2 − α2u′r] dx, kde α =
1√

1− r2
.

Pre Lagrangián f(x, s) plat́ı fss > 0, takže funkcionál je striktne konvexný. Z Eulerovej

rovnice αu′ = [C(1− r2) + r]
√

1 + (αu′)2 dostaneme

u′2[(1− Cr)2 − C2] = [C(1− r2) + r]2

pre vhodnú konštantu C, takže muśı (1− Cr)2 − C2 > 0 s.v. a

B =

∫ b

0
u′ dx =

∫ b

0

C(1− r2) + r
√

(1− Cr)2 − C2
dx.

Podmienka pre C sa dá tiež naṕısat’ v tvare C ∈ (−(1 − r)−1, (1 + r)−1) s.v. Ak

je r konštantné, potom vhodnou vol’bou C dosiahneme zrejme l’ubovol’nú predṕısanú
hodnotu B. Ak je však napr. b = 1/6 a r(x) = 1

2
(1−3x), potom r ∈ [ 1

4
, 1
2
] a hodnoty B,

ktoré dostaneme pre C ∈ [−4/3, 2/3], vyplnia len ohraničený interval hodnôt [B−, B+],
pričom napr. B+ sa nadobúda pre C = 2/3:

B+ =

∫ b

0

2 + 3r − 2r2√
5− 12r + 4r2

dx =
1

2

∫ 1/6

0

6− 3x− 9x2√
12x+ 9x2

dx =
7

16
+

ln 2

3

.
= 0.67.

Interpretácia: Pre hodnoty B > B+ bude prvá čast’ ideálnej dráhy spoč́ıvat’ v plavbe

popri
”
rýchlom” brehu až do vzdialenosti B − B+; pre B < B− bude záverečná čast’

dráhy spoč́ıvat’ v plavbe proti prúdu pri
”
pomalom” brehu. Podobne, keby napr. b = 1,

r(x) = min(1/4 + x, 5/4 − x), potom by pre vel’ké B čast’ optimálnej dráhy spoč́ıvala

v plavbe po prúde v strede rieky (a teda by nebola funkciou premennej x).

Uvedený pŕıklad je vel’mi špeciálnym pŕıpadom tzv. Zermelovho navigačného problému, vid’ napr. [14].

Pŕıklad 13.24. (Ramseyov model z ekonómie; úloha o optimálnej spotrebe) Hl’adajme maximum funkcionálu
∫ T
0 e−δtU(c(t)) dt, kde funkcia c : [0, T ] → (0,∞) reprezentuje spotrebu, U ∈ C2(0,∞) je úžitková funkcia

sṕlňajúca podmienky U ′ > 0, U ′′ ≤ 0 a δ > 0 je parameter, ktorý zodpovedá miere netrpezlivosti spotrebitel’a.

Ak u = u(t) označuje kapitál, p = p(u) produkčnú funkciu a r ≥ 0 koeficient znehodnocovania kapitálu, po-
tom pre u dostávame diferenciálnu rovnicu u′(t) = p(u(t)) − ru(t) − c(t), takže máme maximalizovat’ funkcionál

Φ(u) =
∫ T
0 e−δtU(p(u(t)) − ru(t) − u′(t)) dt. Uvažujme okrajové podmienky u(0) = A > 0, u(T ) = 0 a uvažujme

tiež pre jednoduchost’ pŕıpad p(u) = qu, kde q > 0 (q môže predstavovat’ úrok, r infláciu). Ak označ́ıme m := q− r,
potom má podintegrána funkcia f tvar f(t, u, s) := e−δtU(mu − s) a Eulerova rovnica má za predpokladu u ∈ C2

tvar (u′′−mu′)U ′′(mu−u′) = (m−δ)U ′(mu−u′). Pre c = mu−u′, dostávame teda rovnicu U ′′(c)c′+(m−δ)U ′(c),
odkial’ U ′(c) = Ce−(m−δ)t. Špeciálne pre U(c) = ln c dostávame c(t) = C̃e(m−δ)t, u(t) = emt(C1 + C2e−δt), takže
vzhl’adom k okrajovým podmienkam

u(t) = Aemt e
−δt − e−δT

1− e−δT
, c(t) = δA

e(m−δ)t

1− e−δT
.

S použit́ım teórie pol’a extremál (vid’ Veta 15.11) je jednoduché dokázat’, že nájdená funkcia u je globálnym

maximizérom funkcionálu Φ medzi všetkými C1 funkciami sṕlňajúcimi dané okrajové podmienky a podmienku

mu− u′ > 0. Nájdite optimálnu spotrebu pre δ = 0.
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Pŕıklad 13.25. (Weierstrass) Nech Φ(u) =
∫ 1
−1 x

2(u′)2 dx pre u ∈W 1,2(−1, 1), u(−1) = −1, u(1) = 1. Funkcionál

Φ je konvexný, ale nie je koerćıvny. Ak je u slabý lokálny minimizér, potom z (13.7) dostaneme rovnicu 2u′x2 = C,

ktorá nemá riešenie ani v triede A1 (C/x2 /∈ L1 pre C 6= 0).

Pŕıklad 13.26. (Hilbert) Uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 x

2/3(u′)2 dx s okrajovými podmienkami u(0) = 0, u(1) =

1. Riešeńım Eulerovej rovnice x2/3u′ = C dostaneme podozrivú funkciu u0(x) = x1/3, ktorá śıce nepatŕı do
W 1,2(0, 1), ale Φ(u0) <∞. Ukážme, že ide o globálny minimizér v triede A1.

Predpokladajme naopak, že existuje v ∈ A1 a η > 0 tak, že Φ(v) ≤ Φ(u0) − η. Pre δ ∈ (0, 1) označme Φδ(u) =
∫ 1
δ x

2/3(u′)2 dx a vδ = v|[δ,1]. Ked’̌ze Φδ(vδ) < ∞, plat́ı vδ ∈ W 1,2(δ, 1). Funkcionál Φδ je konvexný, koerćıvny

a spojitý na množine A2,δ := {u ∈ W 1,2(δ, 1) : u(δ) = v(δ), u(1) = 1}, takže existuje jeho globálny minimizér

uδ. Podl’a Vety 13.11 je uδ triedy C1. Riešeńım Eulerovej rovnice dostaneme uδ(x) = Cδx
1/3 + 1 − Cδ, kde

Cδ = (1− v(δ))/(1− δ1/3) → 1 pre δ → 0+. Zrejme plat́ı

Φ(u0)− η ≥ Φ(v) ≥ Φδ(vδ) ≥ Φδ(uδ) → Φ(u0),

čo je spor. Ukážte tiež Φ(u0 + v) = Φ(u0) +Φ(v) ≥ Φ(u0) a s pomocou per partes ukážte, že substitúcia u = x1/3v

vedie k minimalizácii funkcionálu Φ̃(v) = 1
3
+
∫ 1
0 x

7/9(v′(x))2 dx.

Cvičenie 13.27. Ukážte, že u0(x) = x1/3 je globálny minimizér funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 x

2(u′)4 dx na množine

{u ∈W 1,1(0, 1) : u(0) = 0, u(1) = 1}.

Pŕıklad 13.28. Nech Φ(u) =
∫ 1
−1 x

2/5(u′)2 dx pre u ∈ W 1,2(−1, 1), u(−1) = −1, u(1) = 1. Funkcionál Φ je

konvexný (a kvadratický), nie je koerćıvny. Z (13.7) dostaneme jedinú podozrivú funkciu u0(x) = x3/5. L’ahko sa

oveŕı, že pre h ∈W 1,2
0 (−1, 1) plat́ı Φ′(u0)h = 0, Φ′′(u0)(h, h) = 2

∫ 1
−1 x

2/5(h′)2 dx ≥ 0, čo vzhl’adom k tomu, že ide

o kvadratický funkcionál, znamená Φ′′(u)(h, h) ≥ 0 pre každé u ∈W 1,2(−1, 1), takže u0 je globálny minimizér.

Cvičenie 13.29. (Hilbert) Nech Φ(u) =
∫ 1
0 (x2(u′)2 + 12u2) dx, u(0) = A, u(1) = 1. Ukážte, že Φ nadobúda svoje

infimum v triede A2 práve vtedy, ked’ A = 0. Označme d’alej IA := infA2
Φ. Ukážte, že IA = I0 pre každé A.

Cvičenie 13.30. Nech Φ(u) =
∫ 1
0 (x(u′)2 + u2/x) dx, u(0) = 0, u(1) = 1. Ukážte, že u0(x) = x je globálny

minimizér v triede A2.

Pŕıklad 13.31. Nech Φ(u) =
∫ 2
1

1
x

√
1 + (u′)2 dx pre u sṕlňajúce okrajové podmienky u(1) =

√
3, u(2) = 0.

Funkcionál Φ je koerćıvny v Ap len pre p = 1; priestor W 1,1 nie je reflex́ıvny. Funkcia f(x, u, s) = 1
x

√
1 + s2 je pre

dané x triedy C2 s ohraničenými deriváciami, takže Φ je triedy C1 vo W 1,p pre každé p > 1. Integráciou (13.7)

dostaneme pri hl’adańı minima Φ jedinú podozrivú funkciu u0(x) =
√
4− x2. Zrejme u0 nie je triedy C1, u0 ∈W 1,p

práve ked’ p < 2. Plat́ı fss(x, u, s) =
1
x
(1 + s2)−3/2 > 0, ale Φ nie je triedy C2 vo W 1,p pre p < 2. Pretože je však

Φ konvexný a v priestore W 1,p pre 1 < p < 2 plat́ı Φ′(u0)h = 0 pre h ∈ W 1,p
0 , je u0 globálny minimizér Φ v Ap.

Zo spojitosti Φ vo W 1,1 plynie, že ide aj o globálny minimizér v A1. Toto sa dá dokázat’ aj priamo, pretože Φ je

konvexný vo W 1,1 a v tomto priestore plat́ı δΦ(u0;h) = 0 pre každú h ∈ W 1,1
0 . Ktorý z predpokladov Vety 13.11

nie je splnený?

Pŕıklad 13.32. Nech Φ(u) =
∫ π/2
0

√
u2 + (u′)2 dx, u(0) = u(π/2) = 1. Funkcionál Φ je zrejme konvexný; jeho

pŕıpadný kritický bod teda bude globálnym minimizérom. Eulerova rovnica pre u 6= 0 má tvar u′′u− 2(u′)2 = u2,

t.j. (1/u)′′ = −(1/u); jej riešeńım sú funkcie tvaru u = C1/ sin(x + C2). Z okrajových podmienok dostaneme

extremálu u0(x) = 1/[
√
2 sin(x + π/4)], ktorá je teda globálnym minimizérom. Funkcionál Φ śıce nie je striktne

konvexný vo W 1,1(0, π/2) (uvažujte funkcie s disjunktnými nosičmi), ale funkcia ϕ(t) = Φ(u0 + th) je striktne

konvexná pre každé h ∈ C1
0 (dokážte), takže u0 je jediný minimizér Φ v A1. Pre funkcionál Φ na intervale [0, 1]

s okrajovými podmienkami u(0) = 0, u(1) = 1 pritom minimizér v A1 neexistuje (vid’ Cvičenie 4.11).

Pŕıklad 13.33. Nech Φ(u) =
∫ 2
1 u

′(1+x2u′) dx pre u ∈W 1,2(1, 2) a vyšetrujme extrémy Φ pre okrajové podmienky

u(1) = −1, u(2) = 1. Pretože Φ′′(u)(h, h) =
∫ 2
1 2x2(h′(x))2 dx ≥ c‖h‖2 pre vhodné C > 0 a pre všetky h ∈

W 1,2
0 (1, 2), existuje jediný lokálny minimizér Φ v A2 a súčasne ide o minimizér globálny. Vzhl’adom k Vete 13.11 je

toto minimum C1-funkcia. Eulerova rovnica má tvar 1 + 2x2u′ = C. Riešeńım tejto rovnice s danými okrajovými

podmienkami je jediná funkcia u0(x) = 3− 4
x
, takže ide o hl’adaný globálny minimizér. Všimnite si, že pre u sṕlňajúce

dané okrajové podmienky plat́ı Φ(u) =
∫ 2
1 x

2(u′)2 dx+2, takže stačilo vyšetrovat’ funkcionál Φ̃(u) =
∫ 2
1 x

2(u′)2 dx.



56

Cvičenie 13.34. Nájdite globálne minimizéry nasledujúcich funkcionálov na množine funkcíı u ∈W 1,2(0, 1), ktoré

sṕlňajú zadané okrajové podmienky. (Najprv dokážte existenciu a regularitu týchto minimizérov.)

(i) Φ(u) =
∫ 1
0 [1 + (1 + x2)(u′)2] dx, u(0) = 0, u(1) = π

4
;

(ii) Φ(u) =
∫ 1
0

(
(u′)2 − 6x2u+ u3u′

)
dx, u(0) = 1, u(1) = 2;

(iii) Φ(u) =
∫ 1
0 [(u′)2 − 2xu− 3u′u2] dx, u(0) = 0, u(1) = −1;

(iv) Φ(u) =
∫ 2
1 x

3(u′)2 dx, u(1) = 5, u(2) = 2;

(v) Φ(u) =
∫ π
0 [4(u′)2 + 2uu′ − u2] dx, u(0) = 2, u(π) = 0.

Cvičenie 13.35. Nájdite globálny minimizér funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0

4
√

1 + u′2 dx na množine M = {u ∈ C1 :

u(0) = 0, u(1) = 1, |u′| <
√
2}. Ide o globálny minimizér v X = {u ∈ C1 : u(0) = 0, u(1) = 1}?

Veta 13.36. (Regularita C1-minimizéra) Nech f ∈ C0,1 a fs ∈ C1. Nech je u0 slabý lokálny
minimizér Φ v AC . Ak x0 ∈ (a, b), fss

(
x0, u0(x0), u

′
0(x0)

)
6= 0, potom existuje δ > 0 tak, že

u0 ∈ C2
(
(x0 − δ, x0 + δ)

)
. Ak fss

(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
6= 0 pre žiadne x ∈ [a, b], potom u0 ∈ C2([a, b]).

Ak naviac f ∈ Ck, k ≥ 3, potom u0 ∈ Ck.

Dôkaz. Definujme funkciu F vzt’ahom (13.4) (kde C je konštanta z (13.6)). Z dôkazu Vety 13.16
plynie F

(
x, u′0(x)

)
= 0. Z vety o implicitnej funkcii plynie, že rovnica F (x, s) = 0 má pre x bĺızke

k x0 a s bĺızke k u′0(x0) jediné riešenie s = s(x) a naviac s ∈ C1. Z lokálnej jednoznačnosti
a spojitosti u′0 plynie s(x) = u′0(x) pre x bĺızko x0, takže u0 ∈ C2

(
(x0 − δ, x0 + δ)

)
.

Označme d’alej f0(x) := f
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
(a podobne f0s , f

0
ss atd’.) a predpokladajme f0ss 6= 0

v [a, b]. Podl’a vyššieho plat́ı u0 ∈ C2
(
(a, b)

)
. Rozderivovańım v Eulerovej rovnici dostaneme

f0u − f0sx − f0suu
′
0 − f0ssu

′′
0 = 0 v (a, b),

takže v intervale (a, b) plat́ı

u′′0 =
1

f0ss
[f0u − f0sx − f0suu

′
0]. (13.8)

Pretože pravá strana v (13.8) je spojitá funkcia v [a, b], je aj u0 ∈ C2([a, b]). Ak je f triedy Ck,
potom derivovańım (13.8) dostaneme u0 ∈ Ck. �

Poznámka 13.37. (i) Vo Vete 13.36 je napr. predpoklad existencie fsx nutný (vid’Cvičenie 13.39).
Uvedenú vetu pritom budeme v d’aľsom potrebovat’ pre funkcionály s funkciou f tvaru f(x, u, s) =
P (x)s2+Q(x)u2, kde P ∈ C1([a, b]) a Q ∈ C([a, b]), takže sme (z dôvodov jednoduchosti) nemohli
predpokladat’ napr. f ∈ C2.
(ii) Podobne ako v Poznámke 13.17(i) dostaneme, že Veta 13.36 plat́ı nielen pre slabé lokálne
minimizéry, ale všetky kritické body funkcionálu Φ.

Pŕıklad 13.38. Zrejme existuje globálny minimizér funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 [(u′)4 − 4u] dx vo W 1,4 s okrajovými

podmienkami u(0) = 1, u(1) = 1
4
(funkcionál je konvexný, spojitý a koerćıvny). Funkcionál Φ je diferencovatel’ný,

takže každý jeho slabý minimizér muśı sṕlňat’ (13.7). Odtial’ integráciou dostaneme, že jeho jediný minimizér je

funkcia u0(x) = 1 − 3
4
x4/3. Funkcia u0 je triedy C1, ale nie je triedy C2, pŕıslušná funkcia f sṕlňa fss(x, u, s) =

12s2 > 0 pre s 6= 0.

Cvičenie 13.39. Nech Φ(u) =
∫ 1
−1(u

′ − 2|x|)2 dx pre u ∈W 1,2(−1, 1) sṕlňajúce okrajové podmienky u(±1) = ±1.

Ukážte, že u0(x) = x|x| je globálny minimizér, u0 ∈ C1 \C2, pričom f(x, s) = (s−2|x|)2 je triedy C0,2, fss = 2 > 0.
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Pŕıklad 13.40. Uvažujme vozidlo, ktoré je schopné na ceste s uhlom stúpania ϑ vyvinút’ maximálnu rýchlost’
v = v(ϑ) = cosϑ, a kopec v tvare hemisféry, na ktorý treba postavit’ cestu tak, aby po nej uvažované vozidlo vyšlo
na vrchol v čo najkratšom čase.

❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳③

✻

❆❯θ0

✻
ϕ

x

z

B

A

Pokial’ je uhol stúpania hl’adanej cesty v danom bode
ϑ, potom vertikálna zložka (maximálnej) rýchlosti
vozidla bude

g(ϑ) = v(ϑ) sinϑ = cosϑ sinϑ =
1

2
sin(2ϑ).

Funkcia g : [0, π/2] → [0, 1/2] je rastúca na inter-
vale [0, π/4] a klesajúca na intervale [π/4, π/2]. Pre
optimálnu cestu bude teda uhol stúpania rovný π/4

(pokial’ sme na tej časti kopca, kde maximálne stú-
panie je aspoň π/4), resp. bude rovný maximálnemu
možnému stúpaniu ak je toto menšie než π/4. Pred-

pokladajme, že uvažovaná hemisféra má polomer 1
a zaved’me si sférické súradnice θ ∈ [0, π/2], ϕ ∈
[0, 2π), t.j.

x = sin θ cosϕ, y = sin θ sinϕ, z = cos θ,

vid’ obrázok. Ak si optimálnu cestu parametrizujeme parametrom θ, potom pre θ < π/4 muśı táto cesta viest’ po

”
poludńıku” (bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladat’ ϕ(θ) = 0) a pre θ > π/4 muśı pre uhol stúpania

platit’ ϑ = π/4, t.j. v pŕıslušnom bode (θ, ϕ(θ) plat́ı

1√
2
= sinϑ =

sin θ
√

1 + ϕ′(θ)2
, odkial’ |ϕ′(θ)| =

√

2 sin2 θ − 1.

Všimnime si, že funkcia ϕ pre optimálnu cestu v vode θ0 := π/4 je C1, ale nie je C2.

Pre všeobecnú C1 funkciu ϕ = ϕ(θ) popisujúcu hladkú klesajúcu cestu z vrcholu B do bodu A = (π/2, ϕ(π/2)) je
pritom čas potrebný na jej prekonanie v opačnom smere rovný

T (ϕ) =

∫ B

A

1

v
ds =

∫ π/2

0

1

cosϑ

√

1 + ϕ′(θ)2dθ =

∫ π/2

0
f(θ, ϕ′(θ)) dθ, kde f(θ, s) =

1 + s2

(1 + s2 − sin2 θ)1/2
.

Ked’̌ze

fs(θ, s) =
s(1 + s2 − 2 sin2 θ)

(1 + s2 − sin2 θ)3/2
, fss(θ, s) =

s2(1 + sin2 θ) + (1− 2 sin2 θ)(1− sin2 θ)

(1 + s2 − sin2 θ)5/2
,

je vidno, že nami nájdená optimálna cesta rieši Eulerovu rovnicu fs(θ, ϕ′(θ)) = C a tiež plat́ı fss(θ, ϕ′(θ)) > 0 pre
θ ∈ [0, π/2) \ {π/4}, fss(θ, ϕ′(θ)) = 0 pre θ = π/4.

Zistite, ako sa situácia zmeńı, ak pre maximálnu rýchlost’ plat́ı v(ϑ) = cos3(ϑ) (takýto pŕıklad skúmal Maxwell

v r. 1876).

Cvičenie 13.41. Nech Φ(u) =
∫ 1
−1 u

2(2x − u′)2 dx pre u ∈ W 1,2(−1, 1), u(−1) = 0, u(1) = 1. Ukážte (priamo

z defińıcie), že u0(x) = 0 pre x ≤ 0, u0(x) = x2 pre x ≥ 0, je jediný globálny minimizér, u0 /∈ C2. Funkcia

f(x, u, s) = u2(2x− s)2 je pritom hladká, fss ≥ 0.

Cvičenie 13.42. Ukážte, že ak 0 < α < 1, potom je kvadratický funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2x−α dx triedy C2

v C1([0, 1]) a jeho globálnym minimizérom pre okrajové podmienky u(0) = 0, u(1) = 1 je funkcia u0(x) = xα+1,

ktorá nie je triedy C2.

Cvičenie 13.43. Ukážte, že funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 [(u′)2+(u/x)2] dx je definovaný (a triedy C2) v X = {u ∈W 1,2 :

u(0) = 0} a že jeho globálny minimizér na množine {u ∈ X : u(1) = 1} je funkcia u0(x) = xα, kde α = (1+
√
5)/2.
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Veta 13.44. (du Bois-Reymondova nutná podmienka) Nech f ∈ C1, u0 ∈ C2 je slabý lokálny
minimizér Φ v AC , g

0(x) := g
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
pre g ∈ {f, fx, fs, . . . }. Potom je funkcia f0−u′0f0s

triedy C1 a u0 spĺňa du Bois-Reymondovu (druhú Euler-Lagrangeovu) rovnicu

d

dx
(f0 − u′0f

0
s ) = f0x .

Dôkaz. Hladkost’ funkcie f0 − u′0f
0
s plynie z Vety 13.16 a predpokladov f ∈ C1 a u0 ∈ C2. Ďalej

s využit́ım Eulerovej rovnice d
dxf

0
s = f0u dostaneme

d

dx
(f0 − u′0f

0
s ) = f0x + f0uu

′
0 + f0s u

′′
0 − u′′0f

0
s − u′0

d

dx
f0s = f0x . �

Poznámky 13.45. (i) Ak f ∈ C2, u0 ∈ C2 je riešeńım du Bois-Reymondovej rovnice a u′0 6= 0
s.v., potom otočeńım postupu v dôkaze Vety 13.44 dostaneme, že u0 je tiež riešeńım Eulerovej
rovnice, t.j. ide o kritický bod funkcionálu Φ.
(ii) Du Bois-Reymondovu rovnicu možno odvodit’ aj za slabš́ıch predpokladov, napr. u0 ∈ C1.
Použit́ım substitúcie x = y + εv, u = v (kde ε je malé) prejdú funkcie u ∈ AC v C1-okoĺı
minimizéru u0 na funkcie v(y) = u

(
y + εv(y)

)
triedy C1([α, β]) (kde α = a − εA, β = b − εB)

sṕlňajúce podmienky v(α) = A, v(β) = B a minimizér u0 prejde na minimizér v0 pre funkcionál

Φ̃(v) =

∫ β

α

f̃
(
y, v(y), v′(y)

)
dy, kde f̃(y, v, z) := f

(
y + εv, v, z/(1 + εz)

)
(1 + εz).

Z integrovaného tvaru Eulerovej rovnice pre Φ̃(v0) a Eulerovej rovnice pre Φ(u0) sa l’ahko odvod́ı
integrovaný tvar du Bois-Reymondovej rovnice

f
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
− u′0(x)fs

(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
=

∫ x

a

fx
(
ξ, u0(ξ), u

′
0(ξ)

)
dξ + C, (13.9)

odkial’ zderivovańım dostaneme du Bois-Reymondovu rovnicu (pravá strana v (13.9) je C1-funkcia).
Pri tomto odvodeńı sa skutočne využije to, že u0 je lokálny minimizér (uvedený dôkaz sa nedá
zovšeobecnit’ tak, aby sme dostali (13.9) pre l’ubovol’ný kritický bod Φ; vid’ tiež (iv)).
(iii) V pŕıpade kritických bodov sme miesto u0 ∈ C2 vo Vete 13.44 mohli vzhl’adom k Vete 13.36
predpokladat’ napr. u0 ∈ C1, fs ∈ C1 a f0ss 6= 0; vid’ tiež Cvičenie 13.46.
(iv) Analógia Vety 13.44 plat́ı aj pre kritické body Φ v pŕıpade N > 1. Pre takéto N ale existuje

f = f(s) ∈ CN−1(RN ) a C1 funkcia u0 : [0, 1] → R
N tak, že f0s ≡ 0 (t.j. u0 je extremála), ale f0

nie je konštantná (vid’ [58]); t.j. tvrdenie vyžaduje vyššiu hladkost’ u0 než C1 (napr. u0 ∈W 2,1).

Cvičenie 13.46. Nech f, fs ∈ C1, f = f(u, s), K ⊂ R je konečná, Gi ⊂ R, i = 1, 2, . . . ,m, sú otvorené, gi ∈ C1(Gi),

limt→t0 |gi(t)| = ∞ pre každé i a t0 ∈ ∂Gi. Nech plat́ı fss(u, s) = 0 ⇒ [u ∈ K alebo (∃i)(u ∈ Gi, s = gi(u))]. Ak

je u0 C1-extremála, potom je F := f0 − u′0f
0
s konštantná v [a, b]. Dokážte.

Pŕıklad 13.47. Nech Φ(u) =
∫ 1
0 u(u

′)2 dx, u(0) = u(1) = 1. Nech je u0 ∈ AC extremála. Z Cvičenia 13.46 plynie

u(u′)2 = C na [0, 1]. Ked’̌ze u′0(x0) = 0 pre vhodné x0, muśı C = 0. Jediným C1 riešeńım rovnice u(u′)2 = 0 s

počiatočnou podmienkou u(0) = 1 je funkcia u0(x) ≡ 1; táto funkcia rieši aj Eulerovu rovnicu, takže je to extremála.

Priamo z defińıcie plynie, že u0 je silný lokálny minimizér (Φ(u) ≥ Φ(u0) = 0 pre u ≥ 0). L’ahko sa zist́ı, že u0 nie

je globálny minimizér Φ v AC .

Pŕıklad 13.48. Nech Φ(u) =
∫ 2
−2 f(u, u

′) dx, u(±2) = ±1, f(u, s) = s4 + 3u2. Z du Bois-Reymondovej rovnice

dostaneme podmienku (u − u′2)(u + u′2) = C, odkial’ nájdeme podozrivú funkciu u0(x) = |x|x/4. Funkcia u0 nie

je triedy C2, ale je riešeńım Eulerovej rovnice. Pretože Φ je striktne konvexný, ide o globálny minimizér.
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Cvičenie 13.49. (Poincarého geometria) Ak hornú polrovinu [y > 0] v R
2 chápeme ako Riemannovu varietu

s metrikou ds = 1
y

√
dx2 + dy2, potom vzdialenost’ dvoch bodov (x1, y1), (x2, y2) (x1 < x2, y1, y2 > 0) môžeme

zrejme nájst’ minimalizáciou funkcionálu Φ(u) =
∫ x2

x1

1
u

√

1 + u′2 dx pre funkcie u sṕlňajúce podmienky u(x1) = y1,

u(x2) = y2. Nájdite kritické body Φ triedy C2 a určte pŕıslušnú hodnotu Φ. Ak y1 = y2 = C, ukážte priamo, že

takto vypoč́ıtaná hodnota je menšia ako hodnota Φ(u1), kde u1 ≡ C.

Cvičenie 13.50. (Izoperimetrická úloha, Dido) Aká najväčšia plocha v R
2 sa dá ohraničit’ osou x a hladkou krivkou

d́lžky l? Prepokladajte, že hl’adaná krivka existuje a je grafom funkcie u : [0, b] → R
+, u(0) = u(b) = 0.

Cvičenie 13.51. (Fermatov prinćıp) Nech Φ(u) =
∫ b
a ϕ(u)

√

1 + u′2 dx, kde ϕ ∈ C2, C0 ≥ ϕ(t) ≥ c0 > 0 pre všetky

t, u(a) = A, u(b) = B. Ukážte, že pŕıpadný (C1-)minimizér rieši diferenciálnu rovnicu ϕ(u) = C
√

1 + u′2.

Pŕıklad 13.52. (Geodetické krivky na rotačnej ploche)

r

k

p

ω

Majme rotačnú plochu zadanú cylindrickými súradnicami

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = g(r)

a na nej geodetickú krivku k zadanú funkciou r = r(ϕ) (vid’ obrázok). Tá muśı
byt’ kritickým bodom funkcionálu

Φ(r) =

∫ ϕ2

ϕ1

ds =

∫ ϕ2

ϕ1

√

r2 + (1 + g′(r)2)(r′)2 dϕ,

kde ds je diferenciál d́lžky. Z du-Bois Reymondovej rovnice dostaneme

r2
√
r2 + (1 + g′(r)2)(r′)2

= C, t.j. r2
dϕ

ds
= C.

Ked’̌ze rdϕ
ds

= sinω, kde ω je uhol medzi krivkou k a pŕıslušným poludńıkom p

(vid’ obrázok), plat́ı r sinω = C. Tento vzt’ah medzi r a ω odvodil A.C. de Clairaut v 18. storoč́ı.

Pŕıklad 13.53. Uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2u2 dx s okrajovými podmienkami u(0) = −1, u(1) = 1.

Ukážeme, že Φ nadobúda svoje infimum v A1 ale nie v A2.
Z viet o regularite W 1,p-minimizéra a C1 minimizéra dostaneme, že každý lokálny A2-minimizér u0 muśı byt’ triedy
C2 tam, kde u0 6= 0 (a u0 tam rieši Eulerovu a du Bois-Reymondovu rovnicu). Ak označ́ıme x0 najmenš́ı nulový

bod u0, potom riešeńım du Bois-Reymondovej rovnice (u′u)2 = C na [0, x0] dostaneme u0(x) = −
√

1− x/x0 pre

x ≤ x0, ale u0 /∈W 1,2(0, x0), takže neexistuje lokálny minimizér v A2. Pre funkciu u0 ∈ A1 definovanú predpisom

u0(x) = −
√
1− 2x pre x ≤ 1/2, u0(x) =

√
2x− 1 pre x ≥ 1/2 plat́ı Φ(u0) = 1. Nech u ∈ A1. Ak u′u /∈ L2(0, 1),

potom Φ(u) = ∞ > Φ(u0). Ak u′u ∈ L2(0, 1), potom existuje x0 ∈ (0, 1) tak, že u(x0) = 0 a

Φ(u) =

∫ x0

0
(u′u)2 dx+

∫ 1

x0

(u′u)2 dx ≥ 1

x0

(∫ x0

0
u′u dx

)2
+

1

1− x0

(∫ 1

x0

u′u dx
)2

=
1

4

( 1

x0
+

1

1− x0

)

≥ 1,

takže u0 je globálny minimizér.

Cvičenie 13.54. Uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 u

′2(u− 1/2)2 dx s okrajovými podmienkami u(0) = 0, u(1) = 1.

Ukážte, že infA2
Φ = 1/16.
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14. Nutné podmienky pre lokálny minimizér

V tomto paragrafe budeme pre jednoduchost’ predpokladat’, že f je triedy C2, u0 je extremála
triedy C1 a budeme hl’adat’ nutné podmienky pre to, aby u0 mohla byt’ lokálnym minimizérom
funkcionálu Φ.

Veta 14.1. (Legendreova nutná podmienka) Nech je u0 slabý lokálny minimizér Φ v AC . Potom
plat́ı fss

(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
≥ 0 pre všetky x ∈ [a, b].

Dôkaz. Dokazovanú nerovnost’ stač́ı zrejme dokázat’ pre x ∈ (a, b), pretože funkcia x 7→ f0ss(x) :=
fss

(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
je spojitá. Zvol’me teda x0 ∈ (a, b). Pretože u0 je slabý minimizér, muśı

Φ′′(u0)(ϕ,ϕ) ≥ 0 pre všetky ϕ ∈ C1
0 . Pre h ∈W 1,2

0 (a, b) označme

Ψ(h) =

∫ b

a

[f0ssh
′2 + 2f0ushh

′ + f0uuh
2] dx.

Funkcionál Ψ : W 1,2
0 (a, b) → R je zrejme spojitý a Ψ(ϕ) = Φ′′(u0)(ϕ,ϕ) ≥ 0 pre ϕ ∈ C1

0 , takže

z hustoty C1
0 voW 1,2

0 (a, b) plynie Ψ(h) ≥ 0 pre každé h ∈W 1,2
0 (a, b). Vol’bou h(x) =

(
ε−|x−x0|

)+
,

vydeleńım nerovnosti Ψ(h) ≥ 0 č́ıslom 2ε a limitným prechodom ε → 0+ dostaneme požadované
tvrdenie. �

Poznámka 14.2. Pre N > 1 dostaneme ako Legendrovu nutnú podmienku nezápornost’ všetkých
hlavných minorov matice (fsisj ).

Cvičenie 14.3. Zistite, či pre funkcionál Φ(u) =
∫ 1
−1(u

′)2(u′ − x) dx v množine {u ∈ C1([−1, 1]) : u(−1) = u(1) =

0} existujú slabé lokálne minimizéry.

❄

✻
❄

✻

(q − s)hs(s)

E(x, u, s, q)

h

L

s q

Weierstrassova funkcia E je pre x ∈ [a, b] a u, s, q ∈ R

definovaná nasledovne

E(x, u, s, q) = f(x, u, q)− f(x, u, s)− (q − s)fs(x, u, s).

Ak teda pre pevné x, u označ́ıme h = f(x, u, ·) a L bude
afinná funkcia, ktorá sa dotýka grafu h v bode [s, h(s)], potom
E(x, u, s, q) meria rozdiel funkčných hodnôt h a L v bode q.
Ak je h konvexná, potom je zrejme E(x, u, ·, ·) nezáporná.

Veta 14.4. (Weierstrassova nutná podmienka) Ak je u0 slabý lokálny minimizér Φ v AC , potom
existuje δ > 0 tak, že E

(
x, u0(x), u

′
0(x), q) ≥ 0 pre všetky x ∈ [a, b] a q ∈ [u′0(x)− δ, u′0(x) + δ]. Ak

je u0 silný lokálny minimizér Φ v AC , potom plat́ı E
(
x, u0(x), u

′
0(x), q) ≥ 0 pre všetky x ∈ [a, b]

a q ∈ R.

Dôkaz. Podobne ako vo Vete 14.1 stač́ı dokázat’ tvrdenie pre x ∈ (a, b). Pre h ∈W 1,∞
0 označme

Ψ(h) =

∫ b

a

[f
(
x, u0(x) + h(x), u′0(x) + h′(x)

)
− f0(x)− f0u(x)h(x)− f0s (x)h

′(x)] dx.
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Ak je u0 slabý (resp. silný) minimizér Φ, potom existuje δ > 0 tak, že

Ψ(ϕ) = Φ(u0 + ϕ)− Φ(u0)− Φ′(u0)ϕ ≥ 0 (14.1)

pre každé ϕ ∈ C1
0 , ktorého C

1 (resp. C) norma je menšia než δ.
Zvol’me x0 ∈ (a, b), λ ∈ R a pre ε > 0 malé (ε < min(1, x0 − a, (b− x0)

2)) položme

x0x0 − ε x0 +
√
ε

λε
hε

hε(x) :=







λ(x+ ε− x0) pre x ∈ [x0 − ε, x0],

λ
√
ε(
√
ε− x+ x0) pre x ∈ [x0, x0 +

√
ε],

0 inak.

Pre pevné ε môžeme zhladeńım funkcie hε v okoĺı bodov x0 − ε, x0, x0 +
√
ε nájst’ funkcie ϕn ∈ C1

0

tak, že ϕn → hε vo W 1,1(a, b), pričom ‖ϕ′
n‖C ≤ |λ| a ‖ϕn‖C ≤ ε|λ|. Ak je u0 slabý lokálny

minimizér, potom pre |λ| < δ použit́ım (14.1) dostávame Ψ(ϕn) ≥ 0 a limitným prechodom
Ψ(hε) ≥ 0. Ak je u0 silný lokálny minimizér, potom túto nerovnost’ dostaneme pre l’ubovol’né
λ ∈ R a ε dostatočne malé (ε|λ| < δ).
Vydeleńım nerovnosti Ψ(hε) ≥ 0 č́ıslom ε a limitným prechodom ε → 0+ dostaneme požadované
tvrdenie. Reškálované integrály od (x0−ε) po x0 konvergujú totiž k E

(
x0, u0(x0), u

′
0(x0), u

′
0(x0)+

λ
)
a integrály od x0 po (x0 +

√
ε) k nule (na intervale (x0, x0 +

√
ε) možno pomocou Taylorovej

vety integrand odhadnút’ zhora č́ıslom C supx[h
′2(x) + h2(x)] ≤ Cε). �

Cvičenie 14.5. Ukážte, že pre slabý lokálny minimizér u0 = 0 z Pŕıkladu 13.3 nie je splnená Weierstrassova nutná

podmienka pre silný lokálny minimizér.

Pŕıklad 14.6. Uvažujme funkcionál
∫ 1
−1(x

2(u′)2 + x(u′)3) dx s okrajovými podmienkami u(−1) = u(1) = 0. Eu-

lerova rovnica má tvar xu′(2x+3u′) = C, vol’bou x = 0 dostávame C = 0 a extremály u0(x) = 0 a u1(x) = (1−x2)/3.
Plat́ı fss(x, u0(x), u′0(x)) ≥ 0 a fss(x, u1(x), u′1(x)) ≤ 0, pričom rovnost’ nastáva len pre x = 0, takže v oboch

pŕıpadoch je splnená Legendrova nutná podmienka. Ďalej dostávame E(x, u, s, q) = (q − s)2x(q + x + 2s), takže

E(x, u0(x), u′0(x), q) = xq2(x + q). Pre každé x existuje okolie δ(x) > 0 tak, že E(x, u0(x), u′0(x), q) ≥ 0 pre

|q − u′0(x)| < δ(x), ale δ sa nedá zvolit’ rovnomerne vzhl’adom k x, takže nie je splnená Weierstrassova nutná pod-

mienka pre slabý lokálny extrém. Taký istý výsledok dostaneme aj pre E(x, u1(x), u′1(x), q) = x2q2 +xq3 − 4x4/27.

Tvrdenie sa dá dokázat’ priamo, napr. pre uε definovanú predpismi uε(x) = 0 pre |x| > ε, uε(x) = ε1/2(ε− |x|) pre
|x| ≤ ε plat́ı Φ(uε) < 0. Ak funkciu uε aproximujeme C1 funkciou, vid́ıme, že u0 = 0 nie je slabý lokálny minimizér.

Cvičenie 14.7. Nech Φ(u) =
∫ 1
0 (sin(u′)2 + (u′)4/3) dx. Vyšetrite C1-extremály Φ sṕlňajúce okrajové podmienky

u(0) = 0 a u(1) =
√
π/2.

Konjugované body

V tomto odstavci budeme predpokladat’, že f je triedy C3, u0 ∈ C2 a

f0ss(x) := fss
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
> 0 pre x ∈ [a, b].

Označ́ıme

P (x) = f0ss(x), Q(x) = f0uu(x)−
d

dx
f0us(x),

Ψ(h) =

∫ b

a

[P (x)h′
2
(x) +Q(x)h2(x)] dx pre h ∈W 1,2

0 (a, b).
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Funkcie P,Q sú ohraničené a spojité (P je triedy C1), P (x) ≥ p0 > 0 pre x ∈ [a, b]. Pre h ∈ C1
0

integráciou per partes dostávame

Ψ(h) =

∫ b

a

[f0ssh
′2 + f0uuh

2 − d

dx
f0ush

2] dx =

∫ b

a

[f0ssh
′2 + f0uuh

2 + 2f0ushh
′] dx = Φ′′(u0)(h, h),

takže nezápornost’ resp. kladnost’ funkcionálu Ψ hrá významnú úlohu pri skúmańı, či je bod u0
lokálnym minimizérom funkcionálu Φ (vid’ Vetu 5.5). Eulerova rovnica pre kvadratický funkcionál
Ψ má tvar

− d

dx
[Ph′] +Qh = 0

a nazýva sa Jacobiho rovnica (pre funkcionál Φ a funkciu u0). Ak y ∈ (a, b] a Jacobiho rovnica má

netriviálne (klasické) riešenie h na intervale [a, y] sṕlňajúce okrajové podmienky h(a) = h(y) = 0,
potom sa bod y nazýva konjugovaný bod.

Cvičenie 14.8. Nech f(x, u, s) = ϕ(x)s2+ψ(x)us+η(x)u2, kde ϕ,ψ, η ∈ C1, a nech Φ(u) =
∫ b
a f
(
x, u(x), u′(x)

)
dx.

Ukážte, že funkcie P,Q a funkcionál Ψ nezávisia od vol’by u0 a D2Φ(u)(h, h) = Ψ(h) pre každé u ∈ AC a h ∈ C1
0 .

Eulerova rovnica pre Φ má rovnaký tvar ako Jacobiho rovnica.

Význam konjugovaných bodov plynie z nasledujúcej vety.

Veta 14.9. (O konjugovaných bodoch) Funkcionál Ψ je pozit́ıvne definitný resp. pozit́ıvne semi-

definitný vo W 1,2
0 (a, b) práve vtedy, ked’ v intervale (a, b] resp. (a, b) neexistuje konjugovaný bod.

Tvrdenie práve uvedenej vety o konjugovaných bodoch bude plynút’ z nasledujúcej vety, pre for-
muláciu ktorej potrebujeme zaviest’ dodatočné pomocné pojmy:

Pre y ∈ (a, b] v priestore Xy :=W 1,2
0 (a, y) uvažujme skalárny súčin (u, v)y :=

∫ y

a
Pu′v′ dx. Z vlast-

nost́ı P plynie, že tento skalárny súčin definuje v Xy normu ‖·‖y, ktorá je ekvivalentná štandardnej
norme v tomto Sobolevovom priestore. Ak y < z ≤ b a funkciu h ∈ Xy dodefinujeme na intervale
(y, z] nulou, potom h ∈ Xz, takže Xy môžeme chápat’ ako podmnožinu Xz (špeciálne Xy ⊂
W 1,2

0 (a, b)). Nech je d’alej Sy jednotková sféra v Xy a

λ1(y) := 1 + inf
h∈Sy

∫ y

a

Qh2 dx = inf
h∈Sy

∫ y

a

(P (h′)2 +Qh2) dx = inf
h∈Sy

Ψ(h) = inf
06=h∈Xy

Ry(h),

kde Ry : Xy \{0} → R : h 7→ Ψ(h)/‖h‖2y. Funkcionál g(h) =
∫ y

a
Qh2 dx je zrejme slabo sekvenciálne

spojitý, takže existuje jeho minimum na jednotkovej guli v Xy. Pokial’ je toto minimum záporné,
muśı sa nadobúdat’ na sfére Sy, takže λ1(y) = Ψ(hy) pre vhodné hy ∈ Sy.

Nasledujúca veta dáva do súvislosti kladnost’ (resp. nezápornost’) λ1(b) s existenciou konjugovaných
bodov v intervale (a, b] (resp. (a, b)).

Veta 14.10. Funkcia λ1 : (a, b] → R je nerastúca a spojitá, limy→a+ λ1(y) = 1. Ak λ1(y) = 0,
potom je y konjugovaný bod a λ1(z) < 0 pre z > y. Ak je y ∈ (a, b] konjugovaný bod, potom
λ1(y) ≤ 0.

Pre h ∈ W 1,2
0 (a, b) plat́ı Ψ(h) ≥ λ1(b)‖h‖2b . Ak je λ1(b) < 0, potom existuje h ∈ W 1,2

0 (a, b) tak, že
Ψ(h) < 0.

Dôkaz. Pretože Sy ⊂ Sz pre y < z, je monotónnost’ λ1 zrejmá z defińıcie.
Ak y ∈ (a, b] a ε > 0, potom λ1(y)+ε > Ψ(hy) pre vhodné hy ∈ Sy. Pre δ ∈ (0, y−a) ležia funkcie
hδ(x) := hy

(
a+ (x− a)(y − a)/(y − a− δ)

)
v Xy−δ a

λ1(y − δ) ≤ Ry−δ(h
δ) → Ry(hy) = Ψ(hy) < λ1(y) + ε pre δ → 0+,
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takže λ1 je spojitá v bode y zl’ava.
Ak y ∈ (a, b), ε > 0 a δ ∈ (0, b− y), potom existuje hy+δ ∈ Sy+δ tak, že λ1(y+ δ)+ ε > Ψ(hy+δ) =
Ry+δ(hy+δ). Pre funkcie hδ(x) = hy+δ

(
a + (x − a)(y − a + δ)/(y − a)

)
potom plat́ı hδ ∈ Sy a

(
Ry+δ(hy+δ) − Ry(h

δ)
)
→ 0, takže z odhadu λ1(y) ≤ Ry(h

δ) a monotónnosti λ1 plynie spojitost’
λ1 v bode y sprava.
Z Poincarého nerovnosti (6.8) pre každé h ∈ Sy plynie

∣
∣
∣

∫ y

a

Q(x)h2(x) dx
∣
∣
∣ ≤ ‖Q‖∞

∫ y

a

h2(x) dx ≤ ‖Q‖∞
(y − a

π

)2
∫ y

a

(h′)2(x) dx ≤ ‖Q‖∞
p0

(y − a

π

)2

→ 0

pre y → a+, takže λ1(y) → 1 pre y → a+.
Nech λ1(y) = 0 a nech hy je pŕıslušný minimizér Ψ na Sy. Pretože Ψ je kvadratický funkcionál

a Ψ(hy) = 0, je hy globálny minimizér Ψ voW 1,2
0 (a, y) a z vyššie dokázaných viet o regularite plynie

hy ∈ C2. Funkcia hy ako minimizér Ψ sṕlňa pŕıslušnú Eulerovu rovnicu, a teda ide o netriviálne
riešenie Jacobiho rovnice na [a, y] s podmienkami hy(a) = hy(y) = 0. Bod y je teda konjugovaný.
Nech teraz naviac z > y a prepokladajme λ1(z) = 0. Potom je funkcia hy (dodefinovaná nulou pre
x ∈ (y, z]) globálny minimizér Ψ na Sz, takže muśı byt’ triedy C2 na [a, z]. Pretože hy(x) = 0 pre
x ≥ y, muśı hy(y) = h′y(y) = 0, z jednoznačnosti riešenia počiatočnej úlohy pre Jacobiho rovnicu
dostávame hy ≡ 0, spor. Muśı teda λ1(z) < 0.
Nech je y ∈ (a, b] konjugovaný bod a nech h je pŕıslušné netriviálne riešenie Jacobiho rovnice na
[a, y] s okrajovými podmienkami h(a) = h(y) = 0. Potom plat́ı

Ψ(h) =

∫ y

a

[Ph′
2
+Qh2] dx =

∫ y

a

[

− d

dx
[Ph′] +Qh

]

h dx = 0,

takže λ1(y) ≤ Ψ(h)/‖h‖2y = 0.
Zvyšné tvrdenia vety sú zrejmé. �

Poznámka 14.11. Analógie predošlých viet platia aj pre N > 1. V tomto pŕıpade zvol’me
fundamentálny systém riešeńı (u(1), u(2), . . . , u(N)) pŕıslušneho Jacobiho systému rovńıc (u(i) =

(u
(i)
1 , . . . , u

(i)
N )) s počiatočnou podmienkou u(i)(a) = 0, d

dxu
(i)(a) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) a po-

ložme U(x) =
(
u
(i)
j (x)

)
. Bod y ∈ (a, b] sa nazýva konjugovaný, ak detU(y) = 0. Najmenš́ı

konjugovaný bod opät’ zodpovedá pŕıpadu, ked’ pŕıslušný funkcionál Ψ prestáva byt’ pozit́ıvne
definitný. Defekt matice U(y) pritom zodpovedá násobnosti pŕıslušného nulového vlastného č́ısla.

Poznámka 14.12. Uved’me si užitočnú podmienku zaručujúcu existenciu konjugovaných bodov
v intervale (a, b). Predpokladajme, že f je triedy C3 a existuje ε > 0 a funkcia u : [a, b]×[−ε, ε] → R

tak, že u(·, α) ∈ C2([a, b]) a je to extremála (t.j. riešenie Eulerovej rovnice) pre každé α ∈ [−ε, ε],
u(·, 0) = u0 ∈ AC , existuje spojitá ∂u

∂α ,
∂u
∂α (·, α) ∈ C2([a, b]). Derivovańım Eulerovej rovnice pre

u(·, α) podl’a α zist́ıme, že funkcia w(x) = ∂u
∂α (x, 0) je riešeńım Jacobiho rovnice pre extremálu u0.

Ak w 6≡ 0, ale existujú a ≤ x1 < x2 < b tak, že w(x1) = w(x2) = 0, a zvoĺıme h(x) = w(x) pre
x ∈ (x1, x2), h(x) = 0 pre x /∈ (x1, x2), potom podobne ako v závere dôkazu Vety 14.10 dostávame

Ψ(h) =

∫ b

a

[Ph′
2
+Qh2] dx =

∫ x2

x1

[Ph′
2
+Qh2] dx =

∫ x2

x1

[

− d

dx
[Ph′] +Qh

]

h dx = 0,

takže λ1(x2) ≤ 0 a pre prvý konjugovaný bod y muśı platit’ y ≤ x2.

Veta 14.13. (Jacobiho nutná podmienka) Nech je f triedy C3, u0 ∈ C1([a, b]) a f0ss(x) > 0 pre
x ∈ [a, b]. Ak je u0 slabý lokálny minimizér Φ v AC , potom v intervale (a, b) neexistuje konjugovaný
bod.
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Dôkaz. Podl’a vety o regularite C1-minimizéra je u0 triedy C3. Pretože u0 je slabý lokálny mini-
mizér, muśı Φ′′(u0)(h, h) ≥ 0 pre každé h ∈ C1

0 , odkial’ Ψ(h) ≥ 0 pre h ∈ W 1,2
0 . Tvrdenie je teraz

dôsledkom vety o konjugovaných bodoch. �

Pŕıklad 14.14. (Mayer) Skúmajme C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ b
0 ((u

′)2 − u2) dx sṕlňajúce okrajové pod-

mienky u(0) = 0, u(b) = sin b, kde b ∈ (0, 2π). Ked’̌ze Eulerova rovnica má tvar u′′ + u = 0, pre b 6= π je jedinou

takouto extremálou funkcia u0(x) = sinx a pre b = π je takouto extremálou každá funkcia tvaru u0(x) = α sinx,
α ∈ R. Podl’a Cvičenia 14.8 je Jacobiho rovnica (pre l’ubovol’nú extremálu) rovnaká ako Eulerova rovnica.
Ak b > π, potom v (0, b) existuje konjugovaný bod y = π, takže u0 nie je ani slabý lokálny minimizér, pričom

Legendrova aj Weierstrassova podmienka pre slabý lokálny minimizér sú splnené.
Ak b ≤ π, potom v (0, b) neexistujú konjugované body, takže z Cvičenia 14.8 a Vety 14.9 plynie D2Φ(u)(h, h) =
Ψ(h) ≥ 0 pre každé u ∈ AC a h ∈ C1

0 a z vety o strednej hodnote a rovnosti Φ′(u0)h = 0 dostaneme Φ(u) ≥ Φ(u0)

pre každé u ∈ AC . Extremály u0 sú teda globálne minimizéry Φ v AC .
Ak b = π, potom dokázané tvrdenie plynie aj z Pŕıkladu 6.16, kde bolo dokázané, že nájdené extremály sú globálne

minimizéry vo W 1,2
0 (0, π). Tvrdenie pre b < π môžeme teraz dokázat’ aj nasledovne: Pre v ∈ AC definujeme

v(x) = sinx pre x ∈ (b, π] a Cb :=
∫ π
b ((v′)2 − v2) dx. Potom v ∈W 1,2

0 (0, π) a

Φ(v) + Cb =

∫ π

0
((v′)2 − v2) dx ≥ 0 =

∫ π

0
((u′0)

2 − u20) dx = Φ(u0) + Cb,

takže u0 je globálny minimizér v AC .

Cvičenie 14.15. Nech Φ(u) =
∫ b
0

(
(u′)2 + 2uu′ − 16u2

)
dx, kde 0 < b < π/2. Vyšetrite C1 extremály sṕlňajúce

okrajové podmienky u(0) = u(b) = 0.

Cvičenie 14.16. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ π/4
0

(
(u′)2−4u2−8u

)
dx s okrajovými podmienkami

u(0) = −1, u(π/4) = 0.

Cvičenie 14.17. Nech b ∈ (0, 2π), Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ b
0

(
2(u′)2 + uu′ − 2u2

)
dx s okrajo-

vými podmienkami u(0) = 1, u(b) = 0.

Cvičenie 14.18. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 4
1 (u′2 − u2/(4x2)) dx s podmienkami u(1) = 1,

u(4) = 6. Návod: Riešenia Eulerovej rovnice hl’adajte najprv v tvare u1(x) = xα, potom u(x) = z(x)u1(x).

15. Postačujúce podmienky pre lokálny minimizér

Veta 15.1. (Klasická postačujúca podmienka pre slabý extrém) Nech je f triedy C3, u0 ∈
C1([a, b]) je extremála a f0ss(x) > 0 pre x ∈ [a, b]. Ak v intervale (a, b] neexistuje konjugovaný
bod, potom je u0 slabý lokálny minimizér v AC .

Dôkaz. Z Vety 13.36 a Poznámky 13.37(ii) plynie u0 ∈ C3([a, b]). Z vety o konjugovaných bodoch

plynie, že pre pŕıslušný funkcionál Ψ existuje α > 0 tak, že Ψ(h) ≥ α‖h‖21,2 pre h ∈ W 1,2
0 (a, b),

takže tiež Φ′′(u0)(h, h) ≥ α‖h‖21,2 pre h ∈ C1
0 . Funkcionál Φ : C1([a, b]) → R je triedy C2 (dokonca

C3), a pre u1 ∈ AC , h ∈ C1
0 plat́ı

Φ′′(u1)(h, h) =

∫ b

a

[f1ssh
′2 + f1uuh

2 + 2f1ushh
′] dx,

kde f1ss(x) = fss
(
x, u1(x), u

′
1(x)

)
a podobne pre f1uu a f1us. Ak je u1 bĺızke k u0 v C1, potom je

zrejme sup[a,b] |f1ss − f0ss| malé (a podobne pre fuu,fus), takže z tvaru Φ′′ plynie |Φ′′(u0)(h, h) −
Φ′′(u1)(h, h)| < α

2 ‖h‖21,2, a teda Φ′′(u1)(h, h) ≥ α
2 ‖h‖21,2. Ak teda zvoĺıme h ∈ C1

0 malé v C1-norme,
potom pre funkciu ϕ(t) = Φ(u0 + th) dostávame z vety o strednej hodnote

Φ(u0 + h)− Φ(u0) = ϕ(1)− ϕ(0) =
1

2
ϕ′′(θ) =

1

2
Φ′′(u0 + θh)(h, h) ≥ α

4
‖h‖21,2,
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takže u0 je slabý lokálny minimizér. �

Pŕıklad 15.2. Nech Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)3 dx, u(0) = 0, u(1) = B > 0.

Z Eulerovej rovnice 3(u′)2 = C plynie, že jedinou C1 extremálou je u0(x) = Bx. Jacobiho rovnica je ekvivalentná

s rovnicou h′′ = 0 (P ≡ 6B, Q ≡ 0), takže neexistuje konjugovaný bod. Pretože f0ss > 0, je u0 slabý lokálny

minimizér. Weierstrassova funkcia E(x, u0(x), u′0(x), q) = (q − B)2(q + 2B) meńı znamienko, takže u0 nie je silný

lokálny minimizér.

Dokážte priamo z defińıcie, že u0 nie je silný lokálny minimizér: vol’te u afinnú na [0, ε] aj [ε, 1], u(ε) = −δ, u(0) = 0,

u(1) = B a ukážte, že Φ(u) → −∞ pre ε → 0 a δ ≪ 1 pevné; potom aproximujte u C1-funkciou. Vol’bou δ = ε3/4

tiež ukážte, že u0 nie je lokálny minimizér v A3.

Pomocou Poznámky 13.17(ii) ukážte, že keby existoval slabý lokálny minimizér u1 v A3, u1 6= u0, potom by

existovala konštanta C > B tak, že |u′1| = C s.v. a body x1 < x2 tak, že u1(x1) > u1(x2). Vol’bou h ∈ W 1,3
0 (0, 1)

takou, že |h′| = 1 s.v. na (x1, x2), h = 0 na [0, 1] \ (x1, x2) dostaneme Φ′′(u1)(h, h) < 0, spor.

Ukážte tiež, že pre B = 0 v priestore A3 = W 1,3
0 (0, 1) neexistuje žiaden slabý lokálny minimizér a že pre každé

ε > 0 a pre každú v ∈ D(0, 1) (a teda aj každú v ∈ W 1,3
0 (0, 1)) existuje kritický bod u ∈ W 1,3

0 (0, 1) funkcionálu Φ

tak, že max[0,1] |v(x)− u(x)| < ε.

Cvičenie 15.3. Vyšetrite C1-minimizéry funkcionálu Φ(u) =
∫ 2
1 (u′)2(u′−x) dx s okrajovými podmienkami u(1) =

1, u(2) = 2 a porovnajte výsledok s výsledkom Cvičenia 14.3.

Cvičenie 15.4. Nech Φ(u) =
∫ b
0

((
(u′)2 − 1

)2
+ u2

)
dx, u(0) = u(b) = 0 a b ∈ {1, 5}. Vyšetrite extremálu u0 = 0.

Ukážte tiež, že Φ je koerćıvny vo W 1,4
0 (0, b), ale nenadobúda tam svoje infimum.

Cvičenie 15.5. Vyšetrite C1-extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2u(u′ − 2) dx sṕlňajúce okrajové podmienky

u(0) = 1, u(1) = 2. Vyšetrite tiež pŕıslušnú úlohu na intervale (−1, 1) pre okrajové podmienky u(−1) = u(1) = 1 a

u(±1) = ±1.

Cvičenie 15.6. Vyšetrite C1-extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2u(u′ − 4) dx sṕlňajúce okrajové podmienky

u(0) = −1, u(1) = 1 resp. u(0) = u(1) = 1.

Cvičenie 15.7. Vyšetrite C1-extremály pre Φ(u) =
∫ 2
1 (u′)3x4 dx, u(1) = 1, u(2) = 0.

Pole extremál a Hilbertov invariantný integrál

a x b

v

u(·, ε)

u(·,−ε)

T

T (y) = v + ψ(x, v)(y − x)

u(·, α(x, v))

Nech u0 ∈ C2([a, b])∩AC je extremála Φ a ε > 0. Zobrazenie

u : [a, b]× [−ε, ε] → R : (x, α) 7→ u(x, α)

sa nazýva pole extremál pre u0, ak u aj ∂u
∂x sú triedy C1,

∂u
∂α > 0 a pre každé α ∈ [−ε, ε] plat́ı

(i) u(·, α) je extremála, u(·, 0) = u0,

(ii) ∂u
∂α (·, α) ∈ C2([a, b]).

Ak je u pole extremál, potom pre každé

(x, v) ∈ P := {
(
x, u(x, α)

)
: x ∈ [a, b], α ∈ [−ε, ε]}

existuje jediné α = α(x, v) ∈ [−ε, ε] tak, že u(x, α) = v.
Funkcia ψ : P → R : (x, v) 7→ ∂u

∂x (x, α(x, v)) sa nazýva
sklon pol’a extremál.
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Ak existuje pole extremál, f ∈ C3 a f0ss > 0, potom je funkcia w(x) = ∂u
∂α (x, 0) kladným riešeńım

Jacobiho rovnice pre extremálu u0 (vid’ tiež Poznámku 14.12), takže v intervale (a, b] neexistuje
konjugovaný bod (v opačnom pŕıpade by sa vhodný násobok riešenia Jacobiho rovnice s okra-
jovými podmienkami h(a) = h(y) = 0 dotkol zospodu kladného riešenia w, čo by bol spor s jed-
noznačnost’ou riešenia pŕıslušnej počiatočnej úlohy). Naopak možno dokázat’ nasledujúce tvrdenie
(vid’ [27],[26] alebo [24] pre f ∈ C4).

Tvrdenie 15.8. Nech je f triedy C3, u0 ∈ C2([a, b]) je extremála Φ, f0ss > 0 v [a, b] a v intervale
(a, b] neexistuje konjugovaný bod. Potom pre extremálu u0 existuje pole extremál.

Pretože dôkaz Tvrdenia 15.8 nie je jednoduchý a pri konkrétnych pŕıkladoch budeme aj tak
väčšinou potrebovat’ explicitný tvar pol’a extremál (odkial’ bude jeho existencia zrejmá), spomı́nané
tvrdenie dokazovat’ nebudeme.

Dôležitú úlohu v dôkaze postačujúcej podmienky pre silný extrém bude hrat’ Hilbertov inva-
riantný integrál. Pre funkciu v ∈ C1([a, b]), ktorej graf lež́ı v poli extremál P, je definovaný
nasledovne:

I(v) =

∫ b

a

[f
(
x, v(x), ψ

(
x, v(x)

))
+
(
v′(x)− ψ

(
x, v(x)

))
fs
(
x, v(x), ψ

(
x, v(x)

))
] dx.

Lema 15.9. Nech f ∈ C2. Hilbertov invariantný integrál nezáviśı na ceste, t.j. I(v1) = I(v2) pre
l’ubovol’né v1, v2 ∈ C1([a, b]), ktorých grafy ležia v P a v1(a) = v2(a), v1(b) = v2(b).

Dôkaz. Zderivovańım identity ux(x, α) = ψ
(
x, u(x, α)

)
dostaneme (bez ṕısania pŕıslušných argu-

mentov)
uxx = ψx + ψvux = ψx + ψvψ.

Ak tento vzt’ah dosad́ıme do Eulerovej rovnice

fssuxx + fsuux + fsx − fu = 0,

(kde argumenty derivácíı funkcie f sú
(
x, u(x, α), ux(x, α)

)
), dostaneme

fss(ψx + ψvψ) + fsuψ + fsx − fu = 0. (15.1)

Pre (x, v) ∈ P označme d’alej

M1(x, v) := f
(
x, v, ψ(x, v)

)
− fs

(
x, v, ψ(x, v)

)
ψ(x, v),

M2(x, v) := fs
(
x, v, ψ(x, v)

)
.

(15.2)

Potom z rovnosti (15.1) plynie ∂M1

∂v = ∂M2

∂x , takže z jednoduchej súvislosti P plynie existencia

S ∈ C2(P) tak, že Sx =M1 a Sv =M2. Pre v ∈ C1([a, b]), ktorej graf lež́ı v P, potom dostávame

I(v) =

∫ b

a

[M1+M2v
′] dx =

∫ b

a

[Sx+Svv
′] dx =

∫ b

a

d

dx
S
(
x, v(x)

)
dx = S

(
b, v(b)

)
−S

(
a, v(a)

)
. �

Poznámky 15.10. (i) Pre N > 1 je pole extremál definované pre α ∈ R
N a miesto podmienky

∂u
∂α > 0 muśı platit’ det( ∂ui

∂αj
) 6= 0. Hilbertov invariantný integrál má tvar

I(u) =

∫ b

a

[f(x, u, ψ) + (u′ − ψ) · fs(x, u, ψ)] dx.



67

Položme M1 := f − fs · ψ, M2 := (fs1 , . . . , fsN ), kde argumenty funkcíı f, fs sú (x, v, ψ(x, v)). Ak
plat́ı

∂M2,i

∂vj
(a, v) =

∂M2,j

∂vi
(a, v),

potom z Eulerových rovńıc d
dx (fsi) = fui plynie, že M1,M2 opät’ sṕlňajú podmienky na existenciu

potenciálu S:
∂M2,i

∂x = ∂M1

∂vi
,

∂M2,i

∂vj
=

∂M2,j

∂vi
.

(ii) Označme
F (x, v, s) :=M1(x, v) +M2(x, v)s, (15.3)

kde M1,M2 sú definované predpismi (15.2). Potom sa Hilbertov invariantný integrál dá naṕısat’

v tvare I(v) =
∫ b

a
F (x, v(x), v′(x)) dx. Zvol’me v ∈ C1 tak, aby graf v|(a,b) ležal vo vnútri pol’a

extremál P. Ak je ϕ ∈ D(a, b), potom pre dostatočne malé t sṕlňajú funkcie v1 := v a v2 := v+ tϕ
predpoklady Lemy 15.9, takže I(v) = I(v+tϕ), a teda I ′(v)ϕ = 0, t.j. v je extremála pre I. Ak teda
označ́ıme LF Eulerov operátor pre F a predpokladáme F, v ∈ C2, potom LF v = 0. Lagrangián
F s takouto vlastnost’ou sa nazýva null Lagrangián. Presneǰsie, ak uvažujeme variačný integrál
tvaru Φ(u) =

∫

Ω
F (x, u,∇u) dx, kde Ω ⊂ R

n a F ∈ C2 je Lagrangián definovaný na otvorenej

množine U ⊂ R
n × R

N × R
nN , potom F sa nazýva null Lagrangián, ak LF (v) = 0 pre každú C2

funkciu v s vlastnost’ou {(x, v(x),∇v(x)) : x ∈ Ω} ⊂ U .
Ak sú Mi =Mi(x, v), i = 1, 2, l’ubovol’né hladké funkcie definované na jednoducho súvislej oblasti

v R
2 a sṕlňajú podmienku ∂M1

∂v = ∂M2

∂x (napr. konštantné funkcie), potom z dôkazu Lemy 15.9
plynie, že funkcia F definovaná v (15.3) je null Lagrangián. Typickými pŕıkladmi viacrozmerných

null Lagrangiánov (pre n = N > 1 a F = F (s), kde gradientnú premennú s ∈ R
n2

chápeme často
ako maticu typu n×n) sú Lagrangiány F (s) =

∑

i sii (t.j. F (∇v) = div v) alebo F (s) = det s: vid’
napr. ich použitie v Pŕıklade 11.3 alebo Vete 11.7. Null Lagrangiány sa použ́ıvajú aj pri defińıcii
rôznych invariantov (napr. Brouwerovho stupňa zobrazenia) a nájdeme ich aj v komplexnej analýze
(pre n = 1 a N = 2): Nech H je holomorfná funkcia v oblasti D ⊂ C, H(z) = H1(u, v)+ iH2(u, v),
kde H1 resp. H2 označuje reálnu resp. imaginárnu zložku H, u resp. v označuje reálnu resp. imagi-
nárnu zložku komplexného č́ısla z a z = u+ iv ∈ C stotožňujeme s dvojicou (u, v) ∈ R

2. Definujme

F (u, v, s, t) := H1(u, v)s−H2(u, v)t, G(u, v, s, t) := H2(u, v)s+H1(u, v)t

a pre C1 krivku ϕ : [a, b] → D : ξ 7→ (u(ξ), v(ξ))

F(ϕ) :=

∫ b

a

F (u(ξ), v(ξ), u′(ξ), v′(ξ)) dξ, G(ϕ) :=
∫ b

a

G(u(ξ), v(ξ), u′(ξ), v′(ξ)) dξ.

Potom z Cauchy-Riemannových podmienok ∂H1

∂u = ∂H2

∂v a ∂H1

∂v = −∂H2

∂u plynie, že F,G sú null La-

grangiány a ako dôsledok dostávame Cauchyho vetu (nezávislost’ krivkového integrálu
∫

ϕ
H(z) dz =

∫ b

a
H(ϕ(ξ))ϕ′(ξ) dξ = F(ϕ) + iG(ϕ) od krivky ϕ).

Veta 15.11. (Postačujúca podmienka pre silný extrém) Nech je f triedy C2 a u0 ∈ C2([a, b])∩AC

je extremála. Ak existuje pole extremál a

E
(
x, v, ψ(x, v), s

)
≥ 0 pre každé (x, v, s) ∈ P × R, (15.4)

potom je u0 silný lokálny minimizér Φ v AC . Podmienka (15.4) je napr. splnená, ak

fss(x, v, s) ≥ 0 pre každé (x, v, s) ∈ P × R.

Dôkaz. Nech graf u ∈ AC lež́ı v poli extremál P. Potom plat́ı

Φ(u)− Φ(u0) = Φ(u)− I(u0) = Φ(u)− I(u) =

∫ b

a

E
(
x, u(x), ψ

(
x, u(x)

)
, u′(x)

)
dx ≥ 0.

Ak je fss ≥ 0, potom (15.4) plynie z vety o strednej hodnote. �
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Poznámky 15.12. (i) Z dôkazu Vety 15.11 plynie, že ak je pole extremál P globálne (t.j. P =
[a, b]× R) a plat́ı (15.4), potom je u0 globálny minimizér v AC .
(ii) Z dôkazu Vety 15.11 tiež plynie, že pokial’ je podmienka (15.4) splnená len pre všetky (x, v, s) ∈
P × R sṕlňajúce |s− u′0(x)| ≤ δ pre nejaké δ > 0, potom je u0 slabý lokálny minimizér.
(iii) Nech f ∈ C2, u0 ∈ C2((a, b)) ∩ C([a, b]) je extremála, u0(a) = A, u0(b) = B a funkcia

u = u(x, α) je definovaná a sṕlňa vlastnosti pol’a extremál len pre x ∈ (a, b) a α ∈ [−ε, ε]. Potom
je funkcia S = S(x, v) z dôkazu Lemy 15.9 definovaná len pre

(x, v) ∈ P̃ := {(x, u(x, α)) : x ∈ (a, b), α ∈ [−ε, ε]}.

Predpokladajme, že plat́ı (15.4) (s P̃ miesto P) a že existujú konečné

Sa(u0) := lim
x→a+

S(x, u0(x)) a Sb(u0) := lim
x→b−

S(x, u0(x)). (15.5)

Označme Φε(u) =
∫ b−ε

a+ε
f(x, u(x), u′(x)) dx a podobne Iε(u). Potom z (15.5) plynie existencia

limity
lim

ε→0+
Φε(u0) = lim

ε→0+
Iε(u0) = Sb(u0)− Sa(u0)

(takže pokial’ Lebesgueov integrál Φ(u0) neexistuje, môžeme definovat’ Φ(u0) := limε→0+ Φε(u0)).

Nech v ∈ AC a predpokladajme tiež, že graf v|(a,b) lež́ı v P̃ a plat́ı

Sa(v) = Sa(u0), Sb(v) = Sb(u0). (15.6)

Potom z rovnost́ı (15.6) plynie, že rozdiel

Iε(v)− Iε(u0) = S(b− ε, v(b− ε))− S(a+ ε, v(a+ ε))− S(b− ε, u0(b− ε)) + S(a+ ε, u0(a+ ε))

konverguje k nule pre ε→ 0+, takže podobne ako v dôkaze Vety 15.11 dostaneme

Φ(v)− Φ(u0) = lim
ε→0+

(
Φε(v)− Φε(u0)

)
= lim

ε→0+

(
Φε(v)− Iε(u0)

)
= lim

ε→0+

(
Φε(v)− Iε(v)

)

= lim
ε→0+

∫ b−ε

a+ε

E
(
x, v(x), ψ(x, v(x)), v′(x)

)
dx ≥ 0.

Pomocou takto zovšeobecneného pol’a extremál je teda opät’ možno dokázat’, že u0 je minimizér.
Pŕıkladmi takýchto poĺı sú u(x, α) = α sinx pre funkcionál Φ(u) =

∫ π

0
((u′)2 − u2) dx (vid’ Pŕı-

klad 14.14) alebo u(x, α) = x3 + αx−4 pre Φ(u) =
∫ 1

0
(x2(u′)2 + 12u2) dx (vid’ Cvičenie 13.29):

sklon pol’a ψ(x, v) a teda aj ∇S(x, v) sú v oboch pŕıpadoch ohraničené funkcie pre |v| ≤ Cx,
a = A = 0, takže napr. Sa(v) existuje pre každé v ∈ AC a nezáviśı od v. Ked’̌ze polia sú globálne

(P̃ = (a, b)×R) a fss ≥ 0, pŕıslušné extremály u0 = 0 resp. u0(x) = x3 sú globálnymi minimizérmi
v triede AC .

Podobne pre funkcionál Φ(u) =
∫ 1

0
(u′)2u dx, extremálu u0(x) = x2/3 a pole u(x, α) = (α+ 1)x2/3

plat́ı odhad |∇S(x, v)| ≤ C̃x−2/3 pre |v| ≤ Cx2/3, takže Sa(u0) = Sa(v) pre každé v ∈ AC . Ked’̌ze
fss ≥ 0 pre u ≥ 0, plat́ı Φ(u0) ≤ Φ(v) pre všetky v ∈ AC , v ≥ 0. Odtial’ vd’aka spojitosti Φ vo
W 1,2 plynie, že u0 je globálny minimizér Φ v množine {u ∈ A2 : u ≥ 0}. Tieto úvahy použijeme
pri riešeńı Cvičenia 15.29.

Pŕıklad 15.13. (Bolza) Nech Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2(1 + u′)2 dx, u(0) = 0, u(1) = B.

Nájdime najprv extremály triedy C1. Eulerova rovnica 2u′(1 + u′)(1 + 2u′) = C má pre pevné x ako kubická

rovnica neznámej u′(x) nanajvýš tri riešenia s1, s2, s3 (ktoré nezávisia od x). Pretože u0 ∈ C1, muśı byt’ u′0 ≡ c,

kde c ∈ {s1, s2, s3}. Z okrajových podmienok plynie c = B, u0(x) = Bx.
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Plat́ı fuu = fus = 0, f0ss = 2(1+ 6B+6B2). Rovnica 1+ 6B+6B2 = 0 má dva korene −1 < B1 < B2 < 0, pričom

f0ss > 0 pre B ∈ (−∞, B1) ∪ (B2,∞), f0ss < 0 pre B ∈ (B1, B2). Pretože Jacobiho rovnica je pre B /∈ {B1, B2}
ekvivalentná s h′′ = 0, neexistuje v tomto pŕıpade konjugovaný bod v (0, 1], takže u0 je slabý lokálny minimizér pre

B /∈ [B1, B2] a slabý lokálny maximizér pre B ∈ (B1, B2).

Pre B ∈ {B1, B2} plat́ı D2Φ(u0) ≡ 0, D3Φ(u0)(v, v, v) =
∫ 1
0 12(2B + 1)(v′(x))3 dx 6= 0 pre vhodné v ∈ C1

0 . Odtial’

plynie, že pre B ∈ {B1, B2} nemá Φ lokálny extrém na množine AC .

Pole extremál má tvar u(x, α) = Bx + α, jeho sklon ψ(x, u) = u′0(x) = B. Weierstrassova funkcia E(x, u,B, q) =

(q−B)2
(
q2+2(1+B)q+(1+B)(1+3B)

)
nemeńı znamienko pre q ∈ R práve vtedy, ked’ je diskriminant kvadratickej

rovnice q2 +2(1+B)q+ (1+B)(1 + 3B) = 0 nekladný, t.j. ked’−2B(1 +B) ≤ 0. Odtial’ plynie, že pre B ∈ (−1, 0)

nemá Φ v u0 silný lokálny extrém (podl’a Weierstrassovej nutnej podmienky), zatial’̌co pre B ∈ (−∞,−1] ∪ [0,∞)

je u0 silný lokálny minimizér.

Vzhl’adom k tomu, že nájdené pole extremál je globálne, je pre B ∈ (−∞,−1] ∪ [0,∞) nájdený minimizér u0

dokonca globálny minimizér v AC ; z hustoty AC v A4 a spojitosti Φ vo W 1,4(0, 1) plynie, že ide tiež o globálny

minimizér v A4. Funkcionál Φ̃(u) = Φ(u + u0) je pritom koerćıvny vo W 1,4
0 (0, 1), ale nie je slabo sekvenciálne

zdola polospojitý vo W 1,4(0, 1), pretože funkcia f̃(s) = f(s + B) nie je konvexná. Ukážte, že Φ̃ nie je slabo

sekvenciálne zdola polospojitý ani vo W 1,4
0 (0, 1). (Návod: funkcia f̃ je kladná pre s ∈ (−B − 1,−B) a nulová pre

s ∈ {−B−1,−B}. Zvol’te s0 ∈ (−B−1,−B), definujte u(x) = s0x pre x ∈ [0, 1/2], u(x) = s0(1−x) pre x ∈ [1/2, 1],

a funkcie uk ∈W 1,4
0 (0, 1) také, že uk = u na [1/2, 1], u′k(x) ∈ {−B,−B − 1} pre s.v. x ∈ [0, 1/2] a uk → u v slabej

topológii W 1,4.) Pre B ∈ (−1, 0) je u globálnym minimizérom v A4 práve vtedy, ked’ u′(x) ∈ {0,−1} pre s.v. x.

Cvičenie 15.14. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)4(1+u′)2 dx s okrajovými podmienkami u(0) =

0, u(1) = B pre hodnoty B = 1,−1/2,−2.

Cvičenie 15.15. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0

(
(u′)2 − 1

)(
(u′)2 − M

)
dx, M ≥ 1, sṕlňajúce

okrajové podmienky u(0) = 0, u(1) = 1.

Cvičenie 15.16. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0

(
(u′)2 − 1

)2
dx sṕlňajúce okrajové podmienky

u(0) = 0, u(1) = B. Zistite tiež, či Φ nadobúda globálne infimum v A4.

Cvičenie 15.17. Vyšetrite C1-extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2u(u′ − 2) dx sṕlňajúce okrajové podmienky

u(0) = 0, u(1) = 1.

Pŕıklad 15.18. Uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫ 2
−2((u

′)4 − 2x2(u′)2) dx s okrajovými podmienkami u(−2) = 0

a u(2) = 2 resp. u(2) = 0. Skúmajme najprv C1 extremály. Eulerova rovnica je u′(u′ − x)(u′ + x) = C. Pre

u(2) = 2 dostávame extremály u0(x) = 0 pre x < 0, u0(x) = x2/2 pre x ≥ 0 a u1(x) = (4 − x2)/2 pre x < 0,

u1(x) = 2 pre x ≥ 0. Ked’̌ze fss = 12s2 − 4x2, funkcie P = f0ss resp. P = f1ss menia znamienko, takže u0, u1 nie sú

minimizéry ani maximizéry.

Pre u(2) = 0 dostávame extremály u0 ≡ 0, u1(x) = (x2 − 4)/2, u2 = −u1. Plat́ı f0ss(x) = −4x2 ≤ 0, ale

E(x, u0(x), u′0(x), q) = q4 − 2q2x2 nesṕlňa Weierstrassovu nutnú podmienku pre slabý extrém, takže u0 nie je

maximizér ani minimizér. Pre polia extremál ui(x, α) = ui(x)+α, i = 1, 2 plat́ı E(x, u, ψ(x, u), q) = (q2−x2)2 ≥ 0,

takže u1, u2 sú globálne minimizéry. To plynie aj priamo z vyjadrenia Φ(u) =
∫ 2
−2((u

′)2 − x2)2 dx+ C.

Pre u(2) = 0 sú extremály u1, u2 zrejme striktnými lokálnymi minimizérmi Φ v C1
0 ([−2, 2]), takže pokial’ by boli

splnené predpoklady Vety 7.3, bol by u0 kritický bod, ktorého existenciu zaručuje Veta 7.3. Ukážeme, že tomu tak

nie je. Uvažujme Φ najprv v priestore X := W 1,4
0 (−2, 2). Potom u1, u2 sú opät’ globálnymi minimizérmi, ale nie

striktnými: v tomto pŕıpade je globálnym minimizérom totiž aj každá funkcia u ∈ X, pre ktorú |u′(x)| = |x| s.v.
Pre α ∈ (1, 2) zvol’me funkciu uα ∈ X tak, aby u′α(x) = x pre |x| > 2(α − 1), u′α(x) = −x pre |x| < 2(α − 1).

Funkcie uα sú globálne minimizéry a zobrazenie p : [0, 1] → X : t 7→ ut+1 je spojité, takže hodnota β vo Vete 7.3

je rovná globálnemu minimu Φ: β = Φ(u1) < Φ(u0). Pomocou vhodnej C1 aproximácie funkcíı uα sa l’ahko ukáže,

že hodnota β vo Vete 7.3 sa nezmeńı, ak miesto priestoru X uvažujeme priestor C1
0 . Ukážte tiež, že Φ nesṕlňa

v priestore C1
0 Palais-Smaleovu podmienku.

Cvičenie 15.19. Vyšetrite C1-extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 ((u′)4 + 12x2u) dx s okrajovými podmienkami

u(0) = u(1) = 0.
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Cvičenie 15.20. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 4
1 [(u′)4 − (u′)2/(2x)] dx s okrajovými podmienkami

u(1) = 0, u(4) = 1 resp. u(1) = u(4) = 0.

Cvičenie 15.21. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
−1(3(u

′)4 − 4x(u′)3) dx s okrajovými podmienkami

u(−1) = u(1) = 0.

Cvičenie 15.22. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (3(u′)4 − 4x(u′)3 + 144x2u) dx s okrajovými pod-

mienkami u(0) = 0, u(1) = B, kde B ∈ [0, 1].

Cvičenie 15.23. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 2
0 ((u′)4 − 2x(u′)3) dx s okrajovými podmienkami

u(0) = 0, u(2) = 3, resp. u(0) = u(2) = 0.

Cvičenie 15.24. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Nech Φ(u) =
∫ 2
1

(
x(u′)4 − 2u(u′)3

)
dx sṕlňajúce okrajové

podmienky u(1) = 0, u(2) = 1.

Cvičenie 15.25. Nech a, b > 0, c ∈ R. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (au′2 − 4buu′3 + 2bxu′4) dx

sṕlňajúce okrajové podmienky u(0) = u(1) = c.

Pŕıklad 15.26. Uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2(u+1) dx s okrajovými podmienkami u(0) = 0, u(1) = −3/4.

Podl’a Poznámky 13.45(ii) rieši každý C1-minimizér (a podl’a Cvičenia 13.46 aj každá C1-extremála) u0 du Bois-

Reymondovu rovnicu (u′)2(u + 1) = C, odkial’ u0(x) = −1 + (1 − 7x/8)2/3. Pretože u0 ∈ C2 a u′0 6= 0, je

u0 extremála. Plat́ı P (x) = 2(1 − 7x/8)2/3 > 0, Q(x) = (7/12)2(1 − 7x/8)−4/3 > 0, takže v (0, 1] neexistuje

konjugovaný bod a u0 je slabý lokálny minimizér. Pre pole extremál u(x, α) = −1 + (1 + α− 7x/8)2/3, α > −1/8,

plat́ı fss(x, u, s) = 2(u+ 1) ≥ 0 (a E(x, u, ψ(x, u), q) = (q − ψ)2(u+ 1) = [q(1 + α− 7x/8)1/3 + 7/12]2 ≥ 0), takže

u0 je silný lokálny minimizér (nie však globálny: Φ je zdola neohraničený).

L’ahko sa oveŕı, že spojité funkcie u, ktoré sú tvaru −1 + (C2 − C1x)2/3 na intervaloch [0, y1] aj [y2, 1] (0 < y1 ≤
y2 < 1), u(x) = −1 pre x ∈ [y1, y2] a ktoré sṕlňajú okrajové podmienky, sú kritické body Φ v A2. Ukážme teraz

priamo (bez využitia Poznámky 13.45(ii) alebo Cvičenia 13.46), že jedinou extremálou v AC je funkcia u0.

Ak u1 je C1-extremála, potom v okoĺı bodu x = 0 plat́ı u1(x) > −1, f1ss = 2(u1 + 1) > 0, takže u1 je tam triedy

C2 a rieši du Bois-Reymondovu rovnicu (u′)2(u + 1) = C. Plat́ı C ≥ 0, pričom nemôže C = 0 (inak u1 ≡ 0),

takže C > 0. Riešeńım uvedenej rovnice (v okoĺı x = 0, kde u1(x) > −1) dostaneme u1(x) = −1 + (1 − C1x)2/3.

Táto funkcia nemôže dosiahnut’ hodnotu u1(x) = −1, lebo by v tomto bode nemala konečnú deriváciu. Hl’adaná

extremála teda rieši du Bois-Reymondovu rovnicu na celom [0, 1], u1 = u0.

Cvičenie 15.27. Vyšetrite C1 extremály pre Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2(1 + uu′) dx, u(0) = 0, u(1) = 0.

Cvičenie 15.28. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2u2 dx, u(0) = 1, u(1) = 2. Ukážte, že Φ

nie je koerćıvny ani konvexný v A2, ale existuje jeho globálne minimum v A2. Porovnajte tento výsledok s Pŕı-

kladom 13.53.

Cvičenie 15.29. Nech Φ : W 1,2(0, 1) → R : u 7→
∫ 1
0 (u′)2u dx, A2 = {u ∈ W 1,2(0, 1) : u(0) = 1, u(1) = 22/3},

A+
2 = {u ∈ A2 : u ≥ 0}, A0

2 = {u ∈ A+
2 : u(x0) = 0 pre nejaké x0 ∈ (0, 1)}, v0(x) = (x+1)2/3, w0(x) = (3x−1)2/3.

Ukážte, že v0 je globálny minimizér Φ v A+
2 , w0 je kritický bod Φ v A2 a globálny minimizér Φ v A0

2, ale nie je ani

slabý lokálny minimizér Φ v A2: ide o kritický bod typu horského sedla.

Cvičenie 15.30. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2u dx s okrajovými podmienkami u(0) = u(1) =

1 resp. u(0) = u(1) = 0 resp. u(0) = 1, u(1) = 4.

Cvičenie 15.31. Vyšetrite C1 extremály pre Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2/(1 + u2) dx, u(0) = 0, u(1) = 1.

Cvičenie 15.32. Nech Φ(u) =
∫ 1
0 (sin(u′)2 + k(u′)2) dx, kde k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Vyšetrite C1 extremály Φ sṕlňajúce

okrajové podmienky u(0) = 0 a u(1) = 0 resp. u(1) =
√
π a zistite tiež, či ide o lokálne extrémy v triede A2.

Ďalej skúmajte funkcionál Φ pre k ≥ 0 vo W 1,2
0 : Je koerćıvny resp. zdola ohraničený resp. slabo sekvenciálne zdola

polospojitý? Existuje jeho globálny minimizér? V pŕıpade k = 0 tiež zistite, čomu sa rovná D2Φ(0)(h, h).

Cvičenie 15.33. Ukážte, že u0(x) =
√
πx je slabý ale nie silný lokálny minimizér funkcionálov

Φ1(u) =

∫ 1

0
(x(sin(u′)2 + 2(u′)2) + 2

√
πu) dx a Φ2(u) =

∫ 1

0
(2
√
πu− x sin(u′)2) dx
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v triede C1 funkcíı u sṕlňajúcich okrajové podmienky u(0) = 0, u(1) =
√
π. Ukážte tiež, že u0 je globálny minimizér

funkcionálu Φ = Φ1 +Φ2 a Φ(u) = C +
∫ 1
0 2x(u′ −√

π)2 pre u sṕlňajúce uvažované okrajové podmienky.

Cvičenie 15.34. Nájdite chybu v nasledujúcej úvahe. Nech K ∈ R a ΦK(u) =
∫ 1
0 ((u′)4 + (u′)2 −Ku3) dx.

Funkcionál ΦK je vo W 1,4
0 (0, 1) koerćıvny a slabo sekvenciálne zdola polospojitý, takže existuje jeho globálny

minimizér (pričom ide zrejme o funkciu u ≡ 0 ak napr. K = 0). Z Viet 13.11 a 13.36 plynie, že tento minimizér

muśı byt’ triedy C2. Riešeńım du Bois-Reymondovej rovnice 3(u′)4 + (u′)2 +Ku3 = C nájdeme extremálu u0 ≡ 0.

Globálne pole extremál u(x, α) = α má sklon ψ ≡ 0 a E(x, u, 0, q) = q4 + q2 ≥ 0, takže u0 je globálny minimizér.

Uvažujme teraz l’ubovol’nú hladkú funkciu w ∈ W 1,4
0 (0, 1), w > 0 v (0, 1). Potom zrejme existuje K > 0 tak, že

ΦK(w) < 0, čo je v spore s tým, že u0 = 0 je globálny minimizér pre ΦK .

Cvičenie 15.35. Nech (k,m) ∈ {(4, 24), (8, 70)}. Ukážte, že u0 ≡ 0 je silný lokálny ale nie globálny minimizér pre

funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 (2(u′)6 − 5(u′)4 + k(u′)2 −mu2) dx s okrajovými podmienkami u(0) = u(1) = 0.

Cvičenie 15.36. Uvažujte funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 ((u′)3 − 108xuu′) dx s okrajovými podmienkami u(0) = 0, u(1) =

B. Ukážte, že Φ nemá silné lokálne extrémy v AC a že existuje B1 < 0 s nasledujúcou vlastnost’ou: C2-extremála v

AC existuje len ak B /∈ [B1, 0), kde B1 < 0. Táto extremála je slabý lokálny minimizér ak B > 1, nie je minimizér

ani maximizér ak B ∈ [0, 1] a je slabý lokálny maximizér ak B < B1.

Pŕıklad 15.37. Nech ε ≥ 0 a k > 0. Vyšetrujme C2-extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (u′)2

(
(u′)2 + ε − ku2

)
dx

sṕlňajúce okrajové podmienky u(0) = u(1) = 0. Vzhl’adom k tomu, že pre u ∈ AC plat́ı u′(x0) = 0 pre vhodné
x0, muśı byt’ konštanta C v du Bois-Reymondovej rovnici (u′)2(3(u′)2 + ε− ku2) = C rovná nule a takáto rovnica
(spolu s okrajovými podmienkami) má jediné C1 riešenie u0 ≡ 0. Ide o extremálu a u(x, α) ≡ α je pole extremál so

sklonom ψ ≡ 0. Weierstrassova funkcia E(x, u, ψ, q) = q2(q2 + ε− ku2) je nezáporná pre u ≤
√
ε/k a každé q ∈ R,

takže v pŕıpade ε > 0 je u0 silný lokálny minimizér. V pŕıpade ε = 0 nám lokálna teória nedáva žiadnu odpoved’.
Priamym výpočtom ukážeme, že ak ε ≥ 0 a k ≤ 8, potom je u0 globálny minimizér. Na druhú stranu pre k > 12

ukážeme, že u0 nie je globálny (a pre ε = 0 ani slabý lokálny) minimizér.

Nech k ≤ 8 a u ∈ AC . Pre x ∈ [0, 1/2] s využit́ım Hölderovej nerovnosti dostávame |u(x)| ≤
∫ x
0 |u′(t)| · 1 dt ≤

(
∫ 1/2
0 |u′(t)|4 dt)1/4x3/4, čo spolu s analogickým odhadom na intervale [1/2, 1] dokazuje Poincarého nerovnost’

∫ 1
0 u

4(t) dt ≤ C4

∫ 1
0 u

′(t)4 dt s konštantou C4 = 1/64 (optimálna konštanta C4 je 4/(3π4)
.
= 1/73). Vol’bou

C :=
√
C4 potom s pomocou tejto nerovnosti dostávame odhad

∫ 1
0 (u′)2u2 dt ≤ C

2

∫ 1
0 (u′)4 dt + 1

2C

∫ 1
0 u

4 dt ≤√
C4

∫ 1
0 (u′)4 dt. Ked’̌ze k

√
C4 ≤ 1, plat́ı Φ(u) ≥ 0 = Φ(u0).

Nech je d’alej k > 12 a u(x) := M min(x, 1 − x), kde M > 0 je vel’ké ak ε > 0 a malé ak ε = 0. Potom plat́ı

Φ(u) =M4
∫ 1
0 (1 + ε

M2 − kmin(x, 1− x)2) dx < 0, pretože
∫ 1
0 kmin(x, 1− x)2 dx > 1. Ak aproximujeme u vo W 1,4

0

hladkou funkciou v ∈ AC s vlastnost’ou |v′| ≤M , dostávame Φ(v) < 0.

Pŕıklad 15.38. (Minimálna rotačná plocha; Euler 1744) Uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 u
√

1 + (u′)2 dx s okra-

jovými podmienkami u(0) = u(1) = A > 0. Ak graf G := {(x, u(x)) : x ∈ [0, 1]} funkcie u chápeme ako krivku

v nadrovine {(x, y, z) : z = 0} ⊂ R
3, potom funkcionál Φ až na multiplikat́ıvnu konštantu vyjadruje vel’kost’ rotačnej

plochy, ktorú dostaneme rotáciou G okolo osi x.

Nájdime najprv C2 extremály funkcionálu Φ. Riešeniami du Bois-Reymondovej rovnice u = C
√

1 + (u′)2 s uve-

denými okrajovými podmienkami sú konštanta A (to však nie je extremála) a funkcie tvaru vk(x) := k cosh t, kde

t = t(x, k) := (x − 1/2)/k a k je určené podmienkou 2A = 2k cosh
(
1/(2k)

)
. Funkcia f(z) = z cosh(1/z), z > 0, je

rýdzo konvexná, limz→0+ f(z) = limz→+∞ f(z) = +∞, takže nadobúda minimum v bode z0 sṕlňajúcom f ′(z0) = 0,

t.j. z0 = tanh(1/z0), z0
.
= 0.8335. Označme si A0 := f(z0)/2

.
= 0.745. Všimnime si tiež, že pre k ≥ k0 := z0/2 je

funkcia k 7→ vk(x) rastúca pre každé x ∈ [0, 1], takže extremály vk pre k ≥ k0 tvoria pole extremál. Na druhú stranu,

funkcia wk = d
dk
vk meńı pre k < k0 v intervale (0, 1) dvakrát znamienko a wk0

> 0 v (0, 1), wk0
(0) = wk0

(1) = 0.

Pre dané A > A0 zrejme existujú k1 < k0 < k2 tak, že f(2k1) = f(2k2) = 2A, pričom extremály vk1
, vk2

sú jediné,

ktoré vyhovujú okrajovým podmienkam vk(0) = vk(1) = A. Podobne pre A = A0 dostávame jedinú extremálu vk0
,

pre A < A0 extremály sṕlňajúce dané okrajové podmienky neexistujú.

Nech d’alej A > A0. Pre vk2
existuje pole extremál tvorené extremálami vk = k cosh t, k ≥ k0, pričom sklon tohto

pol’a je ψ = sinh t, takže pre Weierstrassovu funkciu dostávame E = u
(√

1 + q2 − q tanh t− 1/ cosh t
)
≥ 0 pre každé

q, t ∈ R. Extremála vk2
je teda globálny minimizér v triede funkcíı v ∈ AC sṕlňajúcich v ≥ vk0

, a špeciálne tiež

silný lokálny minimizér. Pre extremálu vk1
naopak z Poznámky 14.12 (a vlastnost́ı funkcie wk1

) plynie existencia
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konjugovaného bodu v (0, 1), takže vk1
nie je minimizér ani maximizér.

V pŕıpade A = A0 plat́ı wk0
∈ C1

0 (0, 1), Φ
′′(vk0

)(wk0
, wk0

) = 0 (ked’̌ze wk0
je riešeńım Jacobiho rovnice pre vk0

)

a priamy výpočet dáva Φ′′′(vk0
)(wk0

, wk0
, wk0

) > 0, takže vk0
nie je minimizér ani maximizér.

Označme d’alej A+
C := {u ∈ AC : u > 0}. Ukážte, že pre A dostatočne vel’ké (napr. A > 3/2) je vk2

globálnym

minimizérom v A+
C , ale pre A bĺızke A0 (A > A0) extremála vk2

nie je globálnym minimizérom v A+
C .

(Návod: Pre funkcie un definované predpisom un(x) = A−nx pre x < A/n, un(x) = A−n(1−x) pre 1−x < A/n,

un(x) = 0 pre x ∈ [A/n, 1 − A/n] zrejme plat́ı Φ(un) → A2 pre n → ∞. Ukážte, že Φ(vk2
) > A2 pre A bĺızke

A0 a aproximujte vhodné un funkciou z A+
C . Nech d’alej A > 3/2. Ak u ∈ A+

C sṕlňa u ≥ A0, potom u lež́ı v poli

extremál vk, k ≥ k0 (pretože vk0
≤ A0), takže Φ(u) ≥ Φ(vk2

). Pre každú funkciu u ∈ A+
C s vlastnost’ou minu < A0

pritom existujú 0 < x1 < x2 < 1 tak, že u(x1) = u(x2) = A0, takže Φ(u) ≥
∫ x1

0 −uu′ dx+
∫ 1
x2
uu′ dx = A2 −A2

0 >

A = Φ(A) ≥ Φ(vk2
).)

Dá sa ukázat’, že pre A > A0 je infAC
Φ = min(A2,Φ(vk2

)) (a infAC
Φ = A2 pre A ≤ A0). Ukážte, že funkcia

D : (A0,∞) → R : A 7→ Φ(vk2
)−A2 má jediný nulový bod A1 (D(A) = 1

2
k22(−1− e−1/k2 + 1/k2); A1

.
= 0.9475).

Podobné výsledky platia aj na l’ubovol’nom intervale [0, b], pričom kritické hodnoty A1 = A1(b) a A0 = A0(b) sú

rastúce v b, A1(b) > A0(b) a limb→∞ A0(b) = ∞. Zvol’me si A > A1(1) pevne. Z vlastnost́ı funkcíı Ai plynie, že

existujú 1 < b1 < b0 tak, že A = A1(b1) = A0(b0). Pre b ∈ [1, b0) plat́ı A > A0(b) a pŕıslušný silný lokálny minimizér

si označme ako ub. Minimálnu rotačnú plochu poṕısanú funkciou u1 = vk2
si môžeme predstavit’ ako mydlový film

natiahnutý medzi kruhovými obručami s polomerom A a so stredmi v bodoch x = 0 a x = b = 1 (ktorých roviny

sú kolmé na os x). Postupným zväcšovańım hodnoty b (t.j. vzdialenosti medzi obručami) dosiahneme hodnotu b0.

Vtedy sa film roztrhne a zaujme vnútra oboch obruč́ı: to zodpovedá singulárnemu tzv. Goldschmidtovmu riešeniu

uG (s hodnotou Φ(uG) = A2). Pre b ∈ (b1, b0) śıce plat́ı Φ(uG) < Φ(ub), ale ub je stále silný lokálny minimizér,

takže pri pomalom zväcšovańı hodnoty b k roztrhnutiu filmu pri takýchto b nedôjde.

Pŕıklad 15.39. (Minimálne plochy) Nech Ω = {x ∈ R
2 : B < |x| < A} a predpokladajme, že existuje minimizér v0

funkcionálu Ψ(v) :=
∫

Ω

√
1 + |∇v|2 dx na množine

W := {v ∈W 1,1(Ω) : v(x) = 1 pre |x| = B, v(x) = 0 pre |x| = A}.

Ked’̌ze Ψ je konvexný a invariantný vzhl’adom na rotácie funkcie v, z regularity v0 (vid’ [29]) plynie, že pre funkciu

w0(r) := 1
2πr

∫

|y|=r v0(y) dSy je ṽ0(x) := w0(|x|) radiálne symetrický minimizér Ψ. Funkcia w0 rieši pŕıslušnú

Eulerovu rovnicu w′(r)r = c
√

1 + w′(r)2, takže muśı byt’ klesajúca. Inverzná funkcia u0 : [0, 1] → [A,B] je potom

minimizérom funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 u
√

1 + (u′)2 dx s okrajovými podmienkami u(0) = A, u(1) = B. Ak je A > 0

pevné a 0 < B ≪ 1, potom podobne ako v Pŕıklade 15.38 dostaneme, že Φ nenadobúda svoje infimum, takže pre

takéto A,B nenadobúda svoje infimum ani konvexný spojitý koerćıvny funkcionál Ψ vo W . (Neexistencia w0 sa dá

dokázat’ aj priamo, vid’ [29, Example 12.15].) Na druhú stranu, pre konvexnú ohraničenú oblast’ Ω s lipschitzovskou

hranicou a
”
rozumné” okrajové podmienky funkcionál Ψ svoje infimum nadobúda, vid’ napr. [24, 29].

Pŕıklad 15.40. Uvažujme funkcionál

Φ(u, v) =

∫ 1

−1
f(u(x), v(x), u′(x), v′(x)) dx, f(u, v, s, t) =

√

u2 + v2
√

1 + s2 + t2,

ktorý zodpovedá momentu krivky {(x, u(x), v(x)) : x ∈ [−1, 1]} vzhl’adom k osi x (a v špeciálnom pŕıpade v = 0 ide
o funkcionál vyšetrovaný v Pŕıklade 15.38). Eulerove rovnice majú tvar

d

dx

( u′
√
u2 + v2

√
1 + (u′)2 + (v′)2

)

=
u
√

1 + (u′)2 + (v′)2√
u2 + v2

,
d

dx

( v′
√
u2 + v2

√
1 + (u′)2 + (v′)2

)

=
v
√

1 + (u′)2 + (v′)2√
u2 + v2

a du Bois-Reymondova rovnica f − u′fs − v′ft = fx má po zintegrovańı tvar
√
u2 + v2 = c

√
1 + (u′)2 + (v′)2. Ak

túto rovnost’ dosad́ıme do Eulerových rovńıc, dostávame rovnice u = c2u′′, v = c2v′′, odkial’

u = c1 cosh(x/c) + c2 sinh(x/c), v = c3 cosh(x/c) + c4 sinh(x/c).

Po dosadeńı do rovnosti
√
u2 + v2 = c

√
1 + (u′)2 + (v′)2 dostávame podmienku c21+c

2
3 = c22+c

2
4+c

2. Ak si zvoĺıme

ci v tvare
c1 = c cosα cosh(β/c), c2 = c cosα sinh(β/c),

c3 = c sinα cosh(γ/c), c4 = c sinα sinh(γ/c),
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potom je uvedená podmienka splnená a dostávame extremály v tvare

u = c cosα cosh
x+ β

c
, v = c sinα cosh

x+ γ

c
, (15.7)

kde α, β, γ, c sú nezávislé parametre.
Ked’̌ze fss ≥ 0, ftt ≥ 0 aj fssftt ≥ (fst)2, je pre každú extremálu splnená Legendrova nutná podmienka (vid’
Poznámku 14.2). Podobne Weierstrassova funkcia

E(u, v, s, t, q, r) = f(u, v, q, r)− f(u, v, s, t)− (q − s)fs(u, v, s, t)− (r − t)ft(u, v, s, t)

je nezáporná, takže je splnená Weierstrassova nutná podmienka pre silný extrém a extremála bude silným lokálnym
minimizérom, pokial’ pre ňu bude existovat’ pole extremál (vid’ Poznámku 15.10(i)). Podobne ako v Pŕıklade 15.38
(vid’ tiež Tvrdenie 15.8, Poznámky 14.12 a 14.11), existencia pol’a extremál je úzko spojená s neexistenciou konjugo-

vaných bodov. Výpočet konjugovaných bodov pre všeobecné extremály tvaru (15.7) možno nájst’ v [22, str. 199-202],
my sa pre jednoduchost’ obmedźıme na jeden špeciálny pŕıpad α = π/4, β = 0 a γ = 1. Budeme teda skúmat’ ex-
tremály

u =
c√
2
cosh

x

c
, v =

c√
2
cosh

x+ 1

c
.

Derivovańım extremál v (15.7) podl’a parametrov α, β, γ a c dostávame nasledujúce riešenia (w, z) Jacobiho rovńıc

w1 = − cosh x
c
, w2 = sinh x

c
, w3 = 0, w4 = cosh x

c
− x

c
sinh x

c
,

z1 = cosh x+1
c

, z2 = 0, z3 = sinh x+1
c

, z4 = cosh x+1
c

− x+1
c

sinh x+1
c

.

Podl’a Poznámky 14.11 hl’adáme riešenia (w, z) a (w̃, z̃), pre ktoré bude platit’ w′(−1) 6= 0, w(−1) = z(−1) =

z′(−1) = 0, z̃′(−1) 6= 0 a w̃(−1) = w̃′(−1) = z̃(−1) = 0. Stač́ı zrejme položit’ (w̃, z̃) = (w3, z3) = (0, z3) a riešenie

(w, z) hl’adat’ v tvare w =
∑

i Ciwi, z =
∑

i Cizi. Podmienky v bode x = −1 vyžadujú C4 = −C1, C3 = 0

a C2 = C4(2 coth(1/c)−1/c), takže vol’bou C1 = −1 dostávame riešenie w(x) = 2 cosh x
c
+(2 coth 1

c
− 1

c
− x

c
) sinh x

c
.

Ked’̌ze det

(
w z

w̃ z̃

)

= wz̃ a z̃(y) 6= 0 pre y > −1, stač́ı skúmat’ nulové body funkcie w. Všimnime si, že w(0) > 0

a w(1) = 4 cosh 1
c
− 2

c
sinh 1

c
, takže napr. pre c dostatočne malé bude w(1) < 0 a v intervale (−1, 1) muśı existovat’

konjugovaný bod.

Cvičenie 15.41. (Priehyb ret’aze) Za predpokladu existencie nájdite minimizér funkcionálu

Φ(u) :=

∫ b

0
u
√

1 + (u′)2 dx, b = 2 ln(
√
2 + 1),

sṕlňajúci okrajové podmienky u(0) = u(b) = 0 a väzbovú podmienku Ψ(u) :=
∫ b
0

√
1 + (u′)2 dx = 2.

Pŕıklad 15.42. (Problém z balistiky) Uvažujme dráhu strely hmotnosti m, ktorá je vystrelená z bodu (0, 0)

rýchlost’ou v0 > 0 a traf́ı ciel’ umiestnený v bode (b, B) (b, B > 0), pričom zanedbáme odpor vzduchu. Podl’a
Maupertuisovho prinćıpu pôjde o kritický bod funkcionálu

Φ(u) =

∫ t1

t0

2T dt =

∫ t1

t0

mv2 dt = m

∫ t1

t0

v
ds

dt
dt = m

∫ b

0
v
ds

dx
dx = m

√
2g

∫ b

0

√
h− u

√

1 + u′2 dx,

kde h = v20/(2g) je maximálna výška, ktorú by strela dosiahla pri vystreleńı smerom kolmo hore, a u(x) označuje

výšku strely v bode x ∈ [0, b] (takže u(0) = 0, u(b) = B, 1
2
mv2 +mgu = mgh).

Predpokladajme, že hl’adané kritické body budú C2-funkcie. Z du Bois-Reymondovej rovnice dostávame f −u′fs =

C1, takže
√
h− u = C1

√

1 + u′2, odkial’ 4C2
1 (h − C2

1 − u) = (x − C2)2. Z podmienky u(0) = 0 dostaneme C2
2 =

4C2
1 (h−C2

1 ) a −4C2
1u = x2−2C2x. Vol’bou parametra α = u′(0) = C2

2C2
1

dostávame extremály uα(x) = αx− 1+α2

4h
x2,

kde α sa urč́ı z podmienky u(b) = B. Špeciálne pre b = h a B = h/2 dostaneme dve riešenia sṕlňajúce obe okrajové

podmienky: α1 = 1, α2 = 3, u1(x) = x− x2/(2h), u3(x) = 3x− 5x2/(2h). Plat́ı max[0,h] ui < h, i = 1, 3.

Funkcia wα(x) =
d
dα
uα(x) = x(1− α

2h
x) je riešeńım Jacobiho rovnice pre extremálu uα. Ked’̌ze w1(0) = 0, w1 > 0

v (0, h], pre u1 neexistuje konjugovaný bod v (0, h]. Podobne w3(0) = w3(2h/3) = 0, takže pre u3 je x = 2h/3
konjugovaný bod a u3 nie je (slabý) lokálny minimizér.

Ked’̌ze pre u1 neexistuje konjugovaný bod v (0, h] a fss > 0 v C-okoĺı u1, pre u1 existuje pole extremál a u1 je silný

lokálny minimizér.
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Cvičenie 15.43. (Fermatov prinćıp) Vyšterite kladné C2 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0

√

u(1 + u′2) dx s okra-

jovými podmienkami u(0) = u(1) = 1/
√
2.

Pŕıklad 15.44. (Úloha o minimálnom odpore) Uvažujme funkcionál

Φ(u) =

∫ 1

0
f
(
x, u′(x)

)
dx, f(x, s) =

x

1 + s2
,

definovaný na množine M := {u ∈ W 1,1(0, 1) : u(0) = A, u(1) = 0, u′ ≤ 0} (vid’ Pŕıklad 2.7). Chceme dokázat’,
že pre Φ existuje v M jediný minimizér u0 a naviac je to konkávna funkcia, a := sup{x : u0(x) = A} ∈ (0, 1),

u0|[a,1] ∈ C2 a (u0|[a,1])′ ≤ −1 na intervale [a, 1].

Ak miesto funkcie u ∈ M uvažujeme funkciu ũ ∈ M s nerastúcou deriváciou (t.j. ũ je konkávna) a s vlastnost’ou
|{x : u′(x) > α}| = |{x : ũ′(x) > α}| pre každé α, potom Φ(ũ) ≤ Φ(u) (a Φ(ũ) < Φ(u) ak u nie je konkávna); vid’
[40, Theorem 3.4]. Ak teda existuje minimizér Φ v M , muśı to byt’ konkávna funkcia a preto stač́ı hl’adat’ minimum

Φ v triede

N := {u ∈M : u je konkávna}.

Všimnime si, že z konkávnosti a okrajových podmienok plynie pre každé u ∈ N odhad

|u′(x)| ≤ A/(1− x) pre s.v. x. (15.8)

Nech {uk} ⊂ N je minimizujúca postupnost’ pre Φ. Zvol’me si p ∈ (1,∞). Z odhadu (15.8) plynie pre každé ε > 0
rovnomerný odhad uk v priestore W 1,p(0, 1− ε) a z reflex́ıvnosti tohto priestoru plynie, že (postupným vyberańım
a vol’bou diagonálnej postupnosti) vieme nájst’ podpostupnost’ (ktorú opät’ označ́ıme {uk}), ktorá konverguje slabo

k limitnej funkcii u vo W 1,p(0, 1 − ε) pre každé ε > 0. Z kompaktnosti vnorenia W 1,p(0, 1 − ε) →֒→֒ C([0, 1 − ε])
dostávame u ∈ C([0, 1))∩W 1,p(0, 1−ε) pre každé ε > 0 a uk(x) → u(x) pre každé x ∈ [0, 1), odkial’ plynie u(0) = A,
u je nerastúca a konkávna, a teda tiež existuje u(1) := limx→1− u(x) ≥ 0. Pre s.v. x ∈ (0, 1), s.v. ε < min(x, 1− x)

a k → ∞ plat́ı

u′k(x) ≤
1

ε

∫ x

x−ε
u′k → 1

ε

∫ x

x−ε
u′ ≤ u′(x− ε),

takže lim supk→∞ u′k(x) ≤ u′(x− ε) a podobne lim infk→∞ u′k(x) ≥ u′(x+ ε). Ked’̌ze funkcia u′ je monotónna, pre

s.v. x je spojitá v bode x, takže u′k → u′ s.v. Z Lebesgueovej vety teraz dostávame Φ(u) = limk→∞ Φ(uk) = infN Φ.
Keby u(1) > 0, potom pre funkciu v(x) := u(x)−u(1)x zrejme plat́ı v ∈ N , Φ(v) < Φ(u) = infN Φ, čo je spor. Plat́ı
teda u(1) = 0, u ∈ N , čiže ide o globálny minimizér Φ v N , a teda aj v M .

Nech je teraz u0 l’ubovol’ný globálny minimizér Φ v M . Podl’a vyššie uvedeného muśı u0 ∈ N . Označme a :=

sup{x ≥ 0 : u(x) = A} a všimnime si, že u′0 < 0 s.v. v (a, 1), takže z konkávnosti u plynie, že pre každý kompaktný
interval K ⊂ (a, 1) existuje CK > 0 tak, že u′0 ≤ −CK s.v. v K. Pre l’ubovol’nú hladkú funkciu h s kompaktným

nosičom v (a, 1) teda plat́ı u0 + th ∈M pre dostatočne malé t ∈ R, a teda

∫ 1

a
fs(x, u

′
0(x))h

′(x) dx = lim
t→0

Φ(u0 + th)− Φ(u0)

t
= 0.

Z du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) plynie existencia konštanty C tak, že fs(x, u′0(x)) = C s.v. v (a, 1),

t.j. h(u′0(x)) = C/x s.v., kde h(s) = −2s/(1 + s2)2 je rastúca na (−∞,−1/
√
3] a klesajúca na [−1/

√
3, 0],

lims→−∞ h(s) = h(0) = 0. Muśı teda C > 0, a > 0 a C/a ≤ h(−1/
√
3). Ak x > a a h(u′0(x)) = C/x, potom pre

s = u′0(x) existujú dve riešenia rovnice h(s) = C/x: jedno v intervale (−∞,−1/
√
3) a druhé v intervale (−1/

√
3, 0).

Keby pre nejaké x0 > a platilo u′0(x0) ∈ (−1/
√
3, 0), potom z monotónnosti u′0 plynie, že pre s.v. x ∈ (a, x0) muśı

tiež platit’ u′0(x) ∈ (−1/
√
3, 0). Funkcia u′0 je na (a, x0) nerastúca, funkcia h je na intervale (−1/

√
3, 0) klesajúca,

takže h(u′0) je neklesajúca, čo je spor s h(u′0(x)) = C/x. Pre s.v. x ∈ (a, 1) teda plat́ı u′0(x) = h−1
1 (C/x) kde

h1 : (−∞,−1/
√
3) → (0, h(−1/

√
3)) : s 7→ h(s) je hladká rastúca funkcia. Ked’̌ze u0 je absolútne spojitá, plat́ı

u′0(x) = h−1
1 (C/x) pre všetky x ∈ [a, 1] a u0 ∈ C2([a, 1]). Z dôkazu Weierstrassovej nutnej podmienky naviac plynie

E(x, u0(x), u′0(x), q) ≥ 0 pre každé x ∈ (a, 1) a q ≤ 0. Ked’̌ze E(x, u, s, q)(1+ q2)(1+ s2)2 = x(q− s)2(2qs+ s2 − 1),

vol’ba q = 0 dáva |s| = |u′0(x)| ≥ 1, a teda u′0(x) ≤ −1. Z Pŕıkladu 2.7 dostávame u′0(a+) = −1, takže
C/a = h(−1) = 1/2, C = a/2. K dôkazu jednoznačnosti u0 teda stač́ı dokázat’ jednoznačnost’ hodnoty a.

Predpokladajme, že existujú dva globálne minimizéry u0, ũ0 s hodnotami a < ã. Uvažujme funkcionál

Φa(u) =

∫ 1

a
f
(
x, u′(x)

)
dx, f(x, s) =

x

1 + s2
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na množine Ma := {u : u(a) = A, u(1) = 0, u′ ≤ 0}. Funkcia U(x, α) = u0(x) + α je globálne pole extremál
so sklonom ψ(x, u) = u′0(x) a E(x, u, s, q) ≥ 0 pre q ≤ 0, E(x, u, s, q) > 0 ak s < −1 a 0 ≥ q 6= s. Ak funkciu

u := ũ0|[a,1] aproximujeme C1 funkciami uk sṕlňajúcimi rovnaké okrajové podmienky, potom z dôkazu postačujúcej
podmienky pre silný extrém a limitným prechodom pre k → ∞ dostaneme

Φ(u)− Φ(u0) =

∫ 1

a
E(x, u(x), u′0(x), u

′(x)) dx > 0, čo je spor.

Cvičenie 15.45. Uvažujte funkcionál Φ z Pŕıkladu 15.44. Ukážte, že pre l’ubovol’né A > 0 a množiny M1 = {u ∈
C1([0, 1]) : u(0) = A, u(1) = 0}, M2 = {u ∈ C1([0, 1]) : u(1) = 0, u′ ≤ 0} plat́ı infM1

Φ = infM2
Φ = 0 a že nájdený

minimizér u0 funkcionálu Φ z prvej časti pŕıkladu nie je ani slabý lokálny minimizér v triede všetkých (nie nutne

nerastúcich) po častiach C1-funkcíı.

Cvičenie 15.46. Nájdite globálny minimizér funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (1+u2)/(u′)2 dx v triede C2 funkcíı sṕlňajúcich

podmienky u(0) = 0, u(1) = 1, u′ > 0 a ukážte, že nejde o lokálny minimizér v triede Ap pre žiadne p <∞.

Cvičenie 15.47. Uvažujte funkcionál Φ(u) =
∫ 1
0 (uu′)−1 dx definovaný pre C1 funkcie sṕlňajúce u, u′ > 0. Ukážte,

že u0(x) =
√
3x+ 1 je globálnym minimizérom Φ pre okrajové podmienky u(0) = 1, u(1) = 2.

Cvičenie 15.48. Vyšetrite kladné C2 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ π
0 −u

√
1− (u′)2 dx sṕlňajúce podmienky

u(0) = u(π) =
√
2 a |u′| < 1.

Cvičenie 15.49. Vyšetrite C2 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0

√
u
√

1− u′2 dx pre funkcie u sṕlňajúce pod-

mienky u(0) = u(1) = 1, u > 0, |u′| < 1. Táto úloha sa vyskytuje pri riešeńı izoperimetrickej úlohy (vid’ riešenie

Cvičenia 13.50).

Cvičenie 15.50. (Guldberg) Vyšetrite extremálu u0(x) = −1/x pre funkcionál Φ(u) =
∫ 2
1

√
u′/(x− u) dx v triede

funkcíı sṕlňajúcich podmienky u(1) = −1, u(2) = −1/2 a u′ > 0.

Cvičenie 15.51. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 2
1

√

1 + u′2/x dx sṕlňajúce okrajové podmienky

u(1) = −2, u(2) = −1. Nájdite tiež pole extremál pre extremálu u0 ≡ 0.

Cvičenie 15.52. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 ((u′)2 − 1)3 dx sṕlňajúce okrajové podmienky

u(0) = 0, u(1) = B, kde B ∈ {0, 1/2, 1, 1 + ε, 2}, 0 < ε≪ 1.

Cvičenie 15.53. Vyšetrite C2 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 u

3(u′)4 dx s okrajovými podmienkami u(0) =

u(1) = 1 resp. u(0) = 1 a u(1) = 16.

Hamilton-Jacobiho rovnica

Predpokladajme, že f je triedy C3 a že pre extremálu u0 funkcionálu Φ(u) =
∫ b

a
f(x, u, u′) dx

existuje pole extremál P so sklonom ψ(x, u). V dôkaze invariantnosti Hilbertovho integrálu sme
ukázali, že existuje funkcia S ∈ C2(P) tak, že

Sx(x, u) = f
(
x, u, ψ(x, u)

)
− fs

(
x, u, ψ(x, u)

)
ψ(x, u),

Su(x, u) = fs
(
x, u, ψ(x, u)

)
,

takže Sx(x, u)− f
(
x, u, ψ(x, u)

)
+ ψ(x, u)Su(x, u) = 0. Ak teda definujeme funkciu

H̃(x, u, s, λ) = λs− f(x, u, s),

potom
Sx(x, u) + H̃

(
x, u, ψ(x, u), Su(x, u)

)
= 0.



76

Ak predpokladáme fss 6= 0, potom sa z rovnice λ = fs(x, u, s) dá (lokálne) vypoč́ıtat’ s = ξ(x, u, λ),
pričom ξ(x, u, Su) = ψ(x, u). Ak teda definujeme Hamiltonovu funkciu (Hamiltonián)

H(x, u, λ) = H̃
(
x, u, ξ(x, u, λ), λ

)
= λξ(x, u, λ)− f(x, u, ξ(x, u, λ)),

potom dostávame Hamilton-Jacobiho parciálnu diferenciálnu rovnicu

Sx +H
(
x, u, Su

)
= 0.

Takú istú rovnicu dostaneme aj pre N > 1; potom však nová nezávislá premenná λ ∈ R
N a napr.

H(x, u, λ) =
∑

i

λiξi(x, u, λ)− f(x, u, ξ(x, u, λ)).

Pŕıklad 15.54. Nech Φ(u) =
∫ b
a

√

1 + u′2 dx, d > b a D ∈ R sú pevné. Priamky prechádzajúce bodom [d,D] majú
tvar u(x, α) = D − α(x− d) a tvoria globálne pole extremál so sklonom ψ(x, u) = (D − u)/(d− x). Pretože

fs =
s√

1 + s2
=

D − u
√

(d− x)2 + (D − u)2
, f − sfs =

1√
1 + s2

=
d− x

√
(d− x)2 + (D − u)2

,

funkciu S môžeme definovat’ nasledovne

S = −
√

(d− x)2 + (D − u)2.

Z rovnice λ = s/
√
1 + s2 môžeme vypoč́ıtat’ s = ξ(x, u, λ) = λ/

√
1− λ2, odkial’

H = λξ − f = −
√

1− λ2,

takže Hamilton-Jacobiho rovnica má tvar Sx −
√

1− S2
u = 0 alebo tiež

S2
x + S2

u = 1.

Cvičenie 15.55. Hamiltonova funkcia sa tiež často definuje ako Legendrova transformácia f

H(x, u, λ) := sup
ξ∈R

(
λξ − f(x, u, ξ)

)
.

Ukážte, že ak f ∈ C2, fss > 0 a lim|s|→∞ f(x, u, s)/|s| = +∞ pre všetky x, u, potom pri tejto definićıi pre každé

x, u, λ existuje ξ = ξ(x, u, λ) tak, že

H(x, u, λ) = λξ − f(x, u, ξ), λ = fs(x, u, ξ). (15.9)

Za uvedených predpokladov sa dá tiež dokázat’ ξ ∈ C1 a H ∈ C2 (vid’ [19, Lemma 4.27]). Ukážte, že zderivovańım
prvej rovnice v (15.9) a využit́ım druhej dostaneme

Hx(x, u, λ) = −fx(x, u, ξ), Hu(x, u, λ) = −fu(x, u, ξ), Hλ(x, u, λ) = ξ.

Ďalej ukážte, že pre hladký konvexný koerćıvny Lagrangián f(s) = 1
4
s4 je ξ(λ) = λ1/3 /∈ C1 a H(λ) = 3

4
λ4/3 /∈ C2.

V klasickej mechanike sa vyšetrujú funkcionály Φ(q) =
∫ t1
t0
L(t, q, q̇), kde q sú zovšeobecnené polo-

hové súradnice a L je Lagrangeova funkcia (vid’ pŕıklady za Eulerovou rovnicou). Nové premenné λi
sa tu označujú ako pi, t.j. pi = Lq̇i(t, q, q̇) (konjugované momenty) a táto rovnost’ spolu s Eulerovou
rovnicou sa teraz dá skrátene zaṕısat’ ako

pi = Lq̇i , ṗi = Lqi .
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Ak polož́ıme v nových premenných gi(t, q, p) = Lqi(t, q, ξ(t, q, p)), potom dostávame pohybové
rovnice

q̇i(t) = ξi
(
t, q(t), p(t)

)
, ṗi(t) = gi

(
t, q(t), p(t)

)
,

alebo pri vyjadreńı pomocou Hamiltonovej funkcie

q̇i(t) = Hpi

(
t, q(t), p(t)

)
, ṗi(t) = −Hqi

(
t, q(t), p(t)

)
. (15.10)

Odtial’ tiež plynie, že pre extremály plat́ı

d

dt
H
(
t, q(t), p(t)

)
= Ht

(
t, q(t), p(t)

)
. (15.11)

Pretože L = p · q̇ −H, dá sa funkcionál účinku ṕısat’ v tvare

J(p, q) =

∫ b

a

[p(t) · q̇(t)−H
(
t, q(t), p(t)

)
] dt. (15.12)

Špeciálne, ak Ht = 0, potom z (15.11) plynie že H je konštantná pozd́lž extremál a miesto

funkcionálu (15.12) sa minimalizuje Jacobiho funkcionál
∫ b

a
p(t) · q̇(t) dt s okrajovými podmienkami

pre q a s väzbovou podmienkou H
(
q(t), p(t)

)
= const.

Všimnime si tiež, že rovnice (15.10) sú Euler-Lagrangeove rovnice funkcionálu J v (15.12).

16. Zovšeobecnenia a modifikácie

Minimizéry triedy po častiach C1

V tomto odstavci budeme uvažovat’ funkcie z priestorov

Ĉ1([a, b]) := {u ∈ C([a, b]) : existujú a = x0 < x1 < x2 < · · · < xk = b tak, že

u|[xi−1,xi] ∈ C1([xi−1, xi]), i = 1, 2, . . . , k}
Ĉ1

0 := Ĉ1
0 ([a, b]) := {u ∈ Ĉ1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}.

a polož́ıme

AĈ = A ∩ Ĉ1([a, b]) = {u ∈ Ĉ1([a, b]) : u(a) = A, u(b) = B}.

Pre funkciu u ∈ Ĉ1([a, b]) polož́ıme Z = Z(u) = {x ∈ (a, b) : neexistuje u′(x)}.
Analógiou Eulerovej nutnej podmienky pre slabý lokálny minimizér v triede AĈ je nasledujúca
veta.
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Veta 16.1. Nech f ∈ C1 : [a, b] × R
2 → R, nech je u0 ∈ Ĉ1([a, b]) slabý lokálny minimizér Φ

na množine AĈ . Potom je funkcia x 7→ f0s (x) := fs
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
triedy Ĉ1([a, b]) a pre každé

x ∈ [a, b] \ Z(u0) plat́ı

− d

dx
fs
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
+ fu

(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
= 0.

Platia tiež integrované tvary Eulerovej a du Bois-Reymondovej rovnice (vid’ dôkaz) a naviac pre
každé c ∈ Z(u0) platia nasledujúce Weierstrass-Erdmannove podmienky:
(i) f0s (c−) = f0s (c+),
(ii) (f0 − u′0f

0
s )(c−) = (f0 − u′0f

0
s )(c+).

Dôkaz. Dôkaz platnosti rovńıc je analogický dôkazom v pŕıpade u0 ∈ C1. Weierstrass-Erdmannove
podmienky plynú z integrovaného tvaru Eulerovej a du Bois-Reymondovej rovnice

fs
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
=

∫ x

a

fu
(
ξ, u0(ξ), u

′
0(ξ)

)
dξ + C s.v. v [a, b],

f
(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
− u′0(x)fs

(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
=

∫ x

a

fx
(
ξ, u0(ξ), u

′
0(ξ)

)
dξ + C s.v. v [a, b]

a zo spojitosti pravých strán v týchto rovniciach. �

Poznámka 16.2. Ako dôsledok podmienky (i) vo Vete 16.1 dostávame, že ak je pre c ∈ Z(u0)
definovaná fss

(
c, u0(c), s

)
, potom sa pre nejaké s ∈ R rovná 0. To plynie z vety o strednej hodnote

pre funkciu s 7→ fs
(
c, u0(c), s

)
, ktorá nadobúda v dvoch rôznych bodoch γ := u′0(c−) a δ := u′0(c+)

tú istú hodnotu.
Ak f = f(s) ∈ C1, potom Weierstrass-Erdmannove podmienky znamenajú, že graf f má spoločnú
dotyčnicu v bodoch γ a δ, vid’ obrázok pri (11.1). Ukážte, že ak je u0 silný lokálny minimizér,
potom graf f medzi bodmi γ a δ nemôže ležat’ pod touto dotyčnicou.

Cvičenie 16.3. Za predpokladov Vety 16.1 ukážte, že pre Weierstrassovu funkciu E a každé c ∈ Z(u0) plat́ı

E(c, u0(c), u
′
0(c−), u′0(c+)) = E(c, u0(c), u

′
0(c+), u′0(c−)) = 0.

Pŕıklad 16.4. Nech Φ(u) =
∫ 2
0 (u′)2(1 + u′)2 dx, u(0) = 1, u(2) = 0. V triede C1 je u0(x) = 1 − x

2
slabý

lokálny maximizér (vid’ Pŕıklad 15.13), v triede funkcíı Ĉ1 je globálny minimizér každá Ĉ1-funkcia, ktorej derivácia

nadobúda len hodnoty 0 a −1 a ktorá sṕlňa okrajové podmienky, napr. u(x) = min(1, 2− x).

Pŕıklad 16.5. Nech Φ(u) =
∫ 3
0 [u′4−8u′2] dx, u(0) = 0 a u(3) = 2 resp. u(3) = 8. Z Eulerovej rovnice 4u′3−16u′ =

C dostávame, že u′ môže nadobúdat’ len jednu z (nanajvýš) troch hodnôt {s1, s2, s3}, kde 4s3i − 16si = C pre
i = 1, 2, 3. Ak c ∈ Z(u), potom u′(c+) = si a u′(c−) = sj pre vodné i, j, si 6= sj . Z Weierstrass-Erdmannových
podmienok plynie, že

4si(s
2
i − 4) = 4sj(s

2
j − 4) a s2i (s

2
i − 8/3) = s2j (s

2
j − 8/3),

odkial’ nie je t’ažké ukázat’ {si, sj} = {−2, 2}, takže |u′| = 2 v [0, 3]. Pre okrajovú podmienku u(3) = 2 existuje
nekonečne vel’a extremál u takéhoto typu (pričom pre dve z nich je množina Z(u) jednobodová). Pretože pre tieto
extremály je f(s) = s4−8s2 = −16 = inf f , ide o globálne minimizéry. Pre extremálu u(x) = (2/3)x je fss < 0 a ide

o slabý (ale nie silný) lokálny maximizér (neexistujú konjugované body, Weierstrassova funkcia meńı znamienko).

Pre okrajovú podmienku u(3) = 8 existuje len C1 extremála u(x) = (8/3)x. Pretože pole extremál je globálne

a Weierstrassova funkcia nezáporná, ide o globálny minimizér v AC , a teda aj v A4.

Pŕıklad 16.6. Nech Φ(u) =
∫ 2
0 u

2(1 − u′)2 dx, u(0) = A, u(2) = B. Uvažujme najprv slabé lokálne minimizéry

u0 triedy AĈ \ AC . Ak c ∈ Z(u0), potom z Poznámky 16.2 plynie u0(c) = 0. Ked’̌ze pre x /∈ Z(u0) plat́ı

(f0 − u′0f
0
s )(x) = u20(x)(1− (u′0(x))

2) = C, muśı C = 0 a u′0(x) ∈ {−1, 0, 1}.
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V d’aľsom budeme hl’adat’ globálny minimizér Φ v A2 resp. A1. Ak napr. A = 0 a B = 1, potom pre u0(x) :=
max(0, x− 1) plat́ı Φ(u0) = 0 ≤ Φ, takže u0 je globálny minimizér.
Zvol’me d’alej A = 0, B = −1 a ukážme, že u0(x) := min(0, 1 − x) je globálny minimizér Φ v A2. Funkcia u0 rieši

Eulerovu rovnicu na (0, 1) aj (1, 2) a sṕlňa prvú Weierstrass-Erdmannovu podmienku v bode c = 1, takže rieši tiež

Eulerovu rovnicu v integrovanom tvare na celom intervale (0, 2). Z diferencovatel’nosti Φ : W 1,2(0, 2) → R plynie

Φ′(u0)h = 0 pre h ∈ W 1,2
0 (0, 2). Keby bol Φ konvexný, bolo by tvrdenie zrejmé. Funkcia f je separátne konvexná

v u aj s; použit́ım integrácie per partes dostávame

1

2
D2Φ(u)(h, h) =

∫ 2

0
((hu′ + uh′)2 + 2uu′hh′ + h2) dx

(odkial’ opät’ integráciou per partes 1
2
D2Φ(u0)(h, h) =

∫ 1
0 h

2 dx+
∫ 2
1 (x− 1)2(h′)2 dx > 0 pre h 6= 0), ale jednoduchá

modifikácia argumentov v Cvičeńı 15.28 ukazuje, že pre l’ubovol’né okrajové podmienky vieme nájst’ u ∈ A2 a h ∈
W 1,2

0 tak, že D2Φ(u)(h, h) < 0, takže Φ konvexný nie je. Vd’aka konvexite f v premennej s je Φ slabo sekvenciálne

zdola polospojitý, ale nie je koerćıvny v A2, takže existencia globálneho minimizéra Φ v A2 tiež nie je jasná. To,
že Φ nadobúda globálne minimum v u0 ukážeme teda inak.
Pole extremál u(x, α) = 1 + α − x je globálne, fss ≥ 0, a ked’̌ze Lema 15.9 o Hilbertovom invariantnom integráli

I(u) plat́ı aj pre funkcie u ∈ Ĉ1 a Φ(u0) = I(u0), z dôkazu Vety 15.11 plynie Φ(u) ≥ Φ(u0) pre každé u ∈ AC .

Z hustoty AC v A2 a spojitosti Φ vo W 1,2 plynie, že u0 je globálny minimizér v A2.
Uved’me si ešte iný argument, ktorý bude užitočný aj pre iné okrajové podmienky a umožńı nám tiež dokázat’, že

u0 je globálny minimizér v A1. Ked’̌ze Φ(u) ≥ Φ(u−), kde u−(x) = min(u(x), 0), stač́ı vyšetrovat’ funkcie u ≤ 0.
Pre takéto u ∈ A1 môžeme použit’ substitúciu v = u2, u = −√

v. Pre každé u ∈ A1 s vlastnost’ou Φ(u) <∞ plat́ı

v = u2 ∈ B := {v ∈W 1,2(0, 2) : v ≥ 0, v(0) = 0, v(2) = 1}, Φ(u) = Ψ(v) :=

∫ 2

0

(1

2
v′ +

√
v
)2
dx.

Funkcionál Ψ je na konvexnej množine B koerćıvny a slabo sekvenciálne zdola polospojitý, takže existuje jeho

globálny minimizér v∗. Označme c = max{x : v∗(x) = 0}. Zrejme v∗ ≡ 0 na [0, c]. Ukážme najprv, že v∗ je

triedy C2 na intervale (c, 2]. Pre d ∈ (c, 2) položme η := 1
2
min{v∗(x) : x ∈ [d, 2]} > 0 a zvol’me C2 funkciu g

takú, že g(v) =
√
v pre v > η, g ∈ BC2 na intervale (−∞, η]. Funkcia v∗|[d,2] je potom lokálnym minimizérom

Ψ̃d(v) :=
∫ 2
d ( 1

2
v′+g(v))2 dx na množine Bd := {v ∈W 1,2(d, 2) : v(d) = v∗(d), v(2) = 1}, takže z Viet 13.11 a 13.36

plynie v∗|[d,2] ∈ C2, a teda v∗ ∈ C2 na intervale (c, 2] a rieši tam du Bois-Reymondovu rovnicu (v′)2 = 4v + C.

Riešeńım tejto rovnice a okrajových podmienok dostaneme c ≥ 1 a v∗(x) = (x−c)2+D(x−c) pre x > c, kde D ≥ 0

je dané vzt’ahom (2− c)2 +D(2− c) = 1. Ukážeme, že Ψ(u20) ≤ Ψ(v∗), odkial’ plynie, že u20 je globálnym minizérom
Ψ v B, a teda u0 je globálnym minimizérom Φ v A1.

✲

✻2

1

1/2

u

x0 2

Globálne minimizéry pre |A| = |B|.

✲

✻ 2

1

1/2

u

x0 2

−2

−1

−1/2
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Položme v1 = u20. Keby Ψ(v∗) < Ψ(v1), potom môžeme v∗ aproximovat’ funkciou ṽ ∈ C1([0, 2]) ∩ B tak, že Ψ(ṽ) <

Ψ(v1), ṽ = v1 na intervale [0, 1 + ε] pre vhodné ε > 0, ṽ > 0 na [1 + ε, 2]. Položme Ψε(v) :=
∫ 2
1+ε(

1
2
v′ +

√
v)2 dx.

Potom Ψε(ṽ|[1+ε,2]) < Ψε(v1|[1+ε,2]), čo je však spor, pretože pre pŕıslušný Lagrangián plat́ı fss ≥ 0 a pre extremálu

v1|[1+ε,2] vieme skonštruovat’ zovšeobecnené pole extremál v(x, α) = v1(x) + α(2− x) (definované pre každé α ∈ R

a pre x také, že v(x, α) > 0) pokrývajúce graf ṽ|[1+ε,2].
Podobnými úvahami ako vyššie je teraz jednoduché ukázat’, že pre A = B ≥ 1 je globálnym minimizérom v A1

funkcia u0(x) =
√

(x− 1)2 +A2 − 1 a pre 0 < A = B < 1 funkcia u0(x) = max(A− x, 0, x+A− 2) (vid’ obrázok).

Nech d’alej A = −2 a B = 2. Použit́ım substitúcie v = u2 nájdeme pre dané 0 < c1 ≤ c2 < 2 podobne ako vyššie

minimizér u1 funkcionálu Φ1(u) =
∫ c1
0 u2(1− u′)2 dx s okrajovými podmienkami u(0) = −2, u(c1) = 0 a minimizér

u2 funkcionálu Φ2(u) =
∫ 2
c2
u2(1 − u′)2 dx s okrajovými podmienkami u(c2) = 0, u(2) = 2. Pre tieto minimizéry

plat́ı u1, u2 ∈ W 1,1 \W 1,2 a funkcia u definovaná predpismi u(x) = u1(x) pre x ≤ c1, u(x) = 0 pre x ∈ (c1, c2),

u(x) = u2(x) pre x ≥ c2 je zjavne minimizér Φ v triede {u ∈ A1 : u(c1) = u(c2) = 0}, Φ(u) = Φ1(u1) + Φ2(u2).

L’ahko sa oveŕı, že funkcia F (c1, c2) = Φ1(u1) + Φ2(u2) nadobúda svoje minimum pre c1 = c2 = 1 a hl’adaný

minimizér Φ na množine A1 je teda funkcia u0(x) =
√

(x− 1)(x+ 2) pre x ≥ 1, u0(x) = −
√

(1− x)(4− x) pre

x ≤ 1. Minimizéry pre −A = B = 1 a −A = B = 1/2 sú naznačené na obrázku.

Cvičenie 16.7. Nájdite globálny minimizér funkcionálu Φ z Pŕıkladu 16.6 pre A = −2 a B = 1 resp. B = 5/6.

Cvičenie 16.8. Nech Φ(u) =
∫ 1
0

(
(u′)2 − 1

)2
dx, u(0) = u(1) = 0. Vyšetrite lokálne minimizéry.

Cvičenie 16.9. Nech Φ(u) =
∫ 2
0 u

′2(1− u′)2 dx, u(0) = 0, u(2) = 1. Vyšetrite lokálne minimizéry.

Pŕıklad 16.10. Pre minimizéry u triedy Ĉ1 \ C1 vo vyššie uvedených cvičeniach a pŕıkladoch (ako aj v (11.1))

nadobúda u′ len konečne vel’a hodnôt. Toto vo všeobecnosti nemuśı byt’ pravda. Uvažujme napr. nezáporný

funkcionál Φ(u) =
∫ 2
0 (u′ − 1)2(u′ − u)2 dx s okrajovými podmienkami u(0) = 0 a u(2) = B ∈ {1, 2, e3/2/2, e}. Pre

okrajovú podmienku B = 1 je zrejme funkcia u1(x) = max(0, x− 1) globálnym minimizérom Φ, pretože Φ(u1) = 0.

Podobne pre B = 2 je globálnym minimizérom funkcia u2(x) = x, pre B = e3/2/2 funkcia u3(x) = x pre x ≤ 1/2,

u3(x) = ex−1/2/2 pre x ≥ 1/2 a pre B = e funkcia u4(x) = x pre x ≤ 1, u4(x) = ex−1 pre x ≥ 1. Derivácie funkcíı

u4 ∈ C1 \ C2 a u3 ∈ Ĉ1 \ C1 nadobúdajú pritom nekonečne vel’a hodnôt.

Cvičenie 16.11. Vysvetlite, prečo minimizér v Pŕıklade 15.44 nesṕlňa 1. Weierstrass-Erdmannovu podmienku.

Cvičenie 16.12. Vyšetrite C2-extremály pre Φ(u) =
∫ 4
1 3(u′)2 − 4u(u′)3 + 2x(u′)4 dx, u(1) = 1, u(4) = 2, a nájdite

tiež po častiach afinné extremály u0 ∈ Ĉ1 s vlatnost’ou |Z(u0)| = 1. Ukážte infA4
Φ < −1.
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Úlohy s vol’ným koncom

Ak hl’adáme extrémy funkcionálu Φ(u) =
∫ b

a
f
(
x, u(x), u′(x)

)
dx napr. na množine B = {u ∈

C1([a, b]) : u(a) = A} a f ∈ C0,1([a, b] × R
2), potom podobne ako v dôkaze Eulerovej nutnej

podmienky dostaneme pre každý slabý lokálny minimizér u0 ∈ B splnenie Eulerovej rovnice a na-
vyše v bode b dostaneme podmienku fs

(
b, u0(b), u

′
0(b)

)
= 0. Špeciálne, ak napr. f(x, u, s) =

g(x, u)+P (x, u)s2, kde P (x, u) 6= 0, potom je nájdená podmienka v bode b ekvivalentná požiadavke
u′0(b) = 0 (Neumannova okrajova podmienka).

Ak je f triedy C3, u0 ∈ C2 je extremála, fs
(
b, u0(b), u

′
0(b)

)
= 0, fss

(
x, u0(x), u

′
0(x)

)
> 0 a definu-

jeme funkcie P,Q a funkcionál Ψ ako v odstavci o konjugovaných bodoch, potom zrejme plat́ı

Φ′′(u0)(h, h) = Ψ(h) + fus
(
b, u0(b), u

′
0(b)

)
h2(b)

pre každé h ∈ C1([a, b]), h(a) = 0. Ak teda budeme pre jednoduchost’ predpokladat’ f0us(b) = 0,
potom zrejme môžeme zopakovat’ úvahy o pozit́ıvnej definitnosti funkcionálu Ψ, pričom bod y ∈
[a, b) bude konjugovaný, ak existuje netriviálne riešenie h Jacobiho rovnice na [y, b] s okrajovými
podmienkami h(y) = 0, h′(b) = 0. Ak cb := f0us(b) 6= 0, potom muśıme uvažovat’ funkcionál

Ψ̃(h) =

∫ b

a

[Ph′
2
+Qh2] dx+ cbh

2(b) =

∫ b

a

[Ph′
2
+Qh2 + cb2hh

′] dx.

Jacobiho rovnica sa teda nezmeńı, ale okrajové podmienky majú tvar h(y) = 0, Ph′(b)+cbh(b) = 0.

Pri poli extremál u(x, α) pre u0 muśıme zase požadovat’ fs
(
b, u(b, α), ux(b, α)

)
= 0; rovnost’

S
(
b, u(b)

)
= S

(
b, u0(b)

)
v Leme o Hilbertovom invariantnom integráli potom dostaneme z vety

o strednej hodnote.

Pŕıklad 16.13. Hl’adajme minimizéry pre Φ(u) =
∫ 1
0 (u′2 − 2βuu′) dx (β 6= 0) na množine B = {u ∈ C1([0, 1]) :

u(0) = 0}. Extremály v B sú u0 ≡ 0 a pre β = 1 tiež u1(x) = Cx. Pre u0 dostávame P ≡ 2, Q ≡ 0, cb = −2β, takže

Jacobiho rovnica s okrajovými podmienkami h(y) = 0, h′(1) − βh(1) = 0, má netriviálne riešenie u(x) = C(x − y)

pre vhodné y ∈ [0, 1) len ak β ≥ 1. Pre β < 1 je teda u0 slabý lokálny minimizér. Pre β < 1 máme tiež globálne

pole extremál u(x, α) = α(βx/(1− β) + 1) a fss > 0, takže u0 je vtedy tiež silný a súčasne globálny minimizér.

Podobné analógie možno samozrejme robit’ aj pre tvrdenia o extrémoch v priestoroch W 1,p či Ĉ1.
Vo vektorovom pŕıpade N > 1 pritom pre niektoré z funkcíı ui (kde u = (u1, u2, . . . , uN )) môžeme
požadovat’ splnenie pevnej okrajovej podmienky ui(a) = Ai resp. ui(b) = Bi, pre iné nie.

Cvičenie 16.14. Ak s(t), p(t), v(t) označujú postupne stav tovaru na sklade, rýchlost’ jeho predaja a rýchlost’ jeho
výroby (všetko v čase t) a koeficient α ≥ 0 určuje znehodnocovanie skladových zásob, potom

s′(t) = v(t)− p(t)− αs(t).

Predpokladajme, že v minulom obdob́ı [−T, 0] (napr. roku) dosiahli hodnoty v(t) a s(t) optimálnu úroveň a že pre
nasledujúce obdobie [0, T ] sa predpokladá rovnaká rýchlost’ predaja ako v minulom obdob́ı (t.j. p(t) = p(t − T )

pre t ∈ (0, T ]), avšak pre hodnotu skladových zásob plat́ı s(0) 6= s(−T ). Úlohou je určit’ rýchlost’ výroby v(t)

pre t ∈ (0, T ] tak, aby sa minimalizoval funkcionál
∫ T
0 [β2(s(t) − s(t − T ))2 + (v(t) − v(t − T ))2)] dt, kde β > 0

(chceme teda, aby skladové zásoby aj rýchlost’ výroby boli v nasledujúcom obdob́ı v istom zmysle čo najbližšie k ich

optimálnym hodnotám z minulého obdobia). Ak označ́ıme u(t) := s(t)− s(t−T ) pre t ∈ [0, T ] a A := s(0)− s(−T ),
potom v(t)− v(t− T ) = u′(t) + αu(t), takže budeme minimalizovat’ kvadratický funkcionál

Φ(u) =

∫ T

0
[β2u2 + (u′ + αu)2](t) dt na množine {u ∈ C1([0, T ]) : u(0) = A}.

Riešeńım Eulerovej rovnice s okrajovými podmienkami u(0) = A, u′(T ) + αu(T ) = 0 dostaneme jediné riešenie

u(t) = A(eγt + ρe−γt)/(1 + ρ), kde γ2 = α2 + β2 a ρ = e2γT (γ + α)/(γ − α). Optimálne skladové zásoby potom
vypoč́ıtame zo vzt’ahu s(t) = u(t) + s(t− T ) a optimálnu rýchlost’ výroby zo vzt’ahu v(t) = s′(t) + αs(t) + p(t).
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Uvedené riešenie možno nájst’ napr. v [55]. Zistite, prečo sa nájdené riešenie nemuśı dat’ vždy aj zrealizovat’ (t.j. na

čo sa pri zostaveńı optimalizačnej úlohy zabudlo).

Cvičenie 16.15. Nech f ∈ C1 a u ∈ C1([a, b]) je silný lokálny minimizér Φ(u) =
∫ b
a f(x, u(x), u

′(x)) dx v triede

B := {u ∈ C1([a, b]) : u(b) = B}. Ukážte, že u′(a) je globálny minimizér funkcie s 7→ f(a, u(a), s).

Cvičenie 16.16. Vyšetrite C1 extremály funkcionálu Φ(u) =
∫ 1
0 (((u′)2 − 1)2 + 4(3x2 − 1)u) dx s okrajovou pod-

mienkou u(0) = 0.

Cvičenie 16.17. Vyšetrite C1 extremály pre Φ(u) =
∫ 1
0 ((u′)4 + 12x2u) dx s okrajovou podmienkou u(0) = 0.

Cvičenie 16.18.Vyšetrite C1-minimizéry pre Φ(u) =
∫ 1
−1((u

′)4/12−(u′)2u) dx s okrajovými podmienkami u(−1) =

u(1) = 0 a ukážte tiež, že existuje globálny minimizér Φ vo W 1,4
0 (−1, 1) aj Ĉ1

0 ([−1, 1]). To isté pre Φ(u) =
∫ 1
−1(u

′)2((u′)2 + 12u− 12) dx.

Návod: Skúmajte funkcionál Φ na intervale [−1, 0] s okrajovou podmienkou u(−1) = 0.

Úlohy s vyšš́ımi deriváciami

Uvažujme funkcionál Φ(u) =
∫ b

a
f
(
x, u(x), u′(x), u′′(x)

)
dx na množine

B = {u ∈ C2([a, b]) : u(a) = A, u(b) = B, u′(a) = α, u′(b) = β},

kde f = f(x, u, s, z) je spojitá v x a triedy C1 v premenných u, s, z. Položme d’alej

C2
0 := {ϕ ∈ C2([a, b]) : ϕ(a) = ϕ(b) = ϕ′(a) = ϕ′(b) = 0}.

Ak je u0 lokálny minimizér Φ na B (v topológii C2), potom muśı zrejme Φ′(u0)ϕ = 0 pre všetky
ϕ ∈ C2

0 , odkial’
∫ b

a

[f0u(x)ϕ(x) + f0s (x)ϕ
′(x) + f0z (x)ϕ

′′(x)] dx = 0. (16.1)

Ak definujeme

g(x) =

∫ x

a

f0u(ξ) dξ a h(x) =

∫ x

a

[f0s (ξ)− g(ξ)] dξ,

potom dvojnásobnou integráciou per partes v (16.1) dostaneme

∫ b

a

[f0z (x)− h(x)]ϕ′′(x) dx = 0 pre všetky ϕ ∈ C2
0 .

Odtial’ sa dá podobne ako v pŕıpade du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) dokázat’ existencia
C1, C2 takých, že f0z (x)− h(x) = C1x+ C2, t.j.

f0z (x) =

∫ x

a

[f0s (ξ)− g(ξ)] dξ + C1x+ C2.

Funkcia f0z je teda triedy C1 a zderivovańım dostaneme

d

dx
f0z (x)− f0s (x) = −

∫ x

a

f0u(ξ) dξ + C1.

Funkcia na l’avej strane v poslednej rovnosti opät’ muśı byt’ C1 a jej zderivovańım dostávame
Eulerovu rovnicu

d

dx

[ d

dx
f0z (x)− f0s (x)

]

= −f0u(x). (16.2)

Jej riešenia sa nazývajú extremály.
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Podobne ako v pŕıpade úloh, v ktorých sa vyskytuje len prvá derivácia u, možno aj pre úlohy
s vyšš́ımi deriváciami odvodit’ rôzne nutné podmienky pre lokálne minimizéry, napr. Legendrovu
(vyžadujúcu nezápornost’ f0zz) alebo Jacobiho, vid’ [22]. V [22, §129] možno nájst’ aj zauj́ımavú
geometrickú úlohu s Lagrangiánom f(x, u, s, z) = (1+s2)2/z, v ktorej sú uvedené nutné podmienky
pre lokálny minimizér splnené, ale pŕıslušná funkcia nie je silným lokálnym minimizérom.

Cvičenie 16.19. Ukážte, že v pŕıpade hl’adania extrémov Φ na množinách

B1 = {u ∈ C2([a, b]) : u(a) = A, u(b) = B, u′(a) = α},
B2 = {u ∈ C2([a, b]) : u(a) = A, u(b) = B},
B3 = {u ∈ C2([a, b]) : u(a) = A, u′(a) = α}

dostaneme opät’ rovnicu (16.2) a navyše podmienku
(i) f0z (b) = 0,
(ii) f0z (a) = f0z (b) = 0,

(iii) f0z (b) = 0 a d
dx
f0z (x)|x=b = f0s (b).

Nájdite analogické podmienky aj pre množinu

B1 = {u ∈ C2([a, b]) : u′(a) = α, u′(b) = β}.

Cvičenie 16.20. Nech Φ(u) =
∫ 2
1 [x3u′′2 − 12xu] dx. Nájdite globálny minimizér Φ na množine {u ∈ W 2,2(1, 2) :

u(1) = 1/2, u(2) = 2, u′(1) = 1, u′(2) = 2}.

Cvičenie 16.21. Nech Φ(u) =
∫ 1
0 [u′′2−360x2u] dx. Ukážte, že globálny minimizér Φ na množine {u ∈W 2,2(0, 1) :

u(0) = 0, u′(0) = 1, u(1) = 0, u′(1) = 5/2} je funkcia u0(x) = (x6 + 3x3 − 6x2 + 2x)/2.

Cvičenie 16.22. Ukážte, že ak má Lagrangián tvar f(x, u, s, z) = zg(x, u, s)+h(x, u, s), potom je Eulerova rovnica

rovnica druhého rádu. Ďalej ukážte, že ak má Lagrangián tvar f(x, u, s, z) = zgs + sgu + gx, kde g = g(x, u, s) je

hladká funkcia, potom je Eulerova rovnica splnená pre každú hladkú funkciu u.

Cvičenie 16.23. Nech f ∈ C3 a nech je u0 ∈ C3 extremála. Ukážte, že u0 je riešeńım (druhej Euler-Lagrangeovej)
rovnice

f0(x)− u′0(x)
[

f0s (x)−
d

dx
f0z (x)

]

− u′′0 (x)f
0
z (x) =

∫ x

a
f0x(ξ) dξ + C.

Cvičenie 16.24. Nájdite Eulerovu rovnicu pre funkcionál Φ(u) =
∫ b
a f
(
x, u(x), u′(x), u′′(x), u′′′(x)

)
dx, kde f =

f(x, u, s, z, t) a ukážte, že v pŕıpade hladkosti f aj u0 ide o rovnicu

f0u(x)−
d

dx
f0s (x) +

d2

dx2
f0z (x)−

d3

dx3
f0t (x) = 0.

Podobne pre funkcionál Φ(u) =
∫ b
a f
(
x, u(x), u′(x), . . . , u(m)(x)

)
dx s Lagrangiánom f = f(x, u, s1, s2, . . . , sm)

dostávame tzv. Euler-Poissonovu rovnicu

f0u(x)−
d

dx
f0s1 (x) +

d2

dx2
f0s2 (x)− · · ·+ (−1)m

dm

dxm
f0sm (x) = 0.

Cvičenie 16.25. Uvažujme funkcionál Φ̃(u) =
∫ b
a f̃(x, u(x), u

′(x), u′′(x)) dx so skalárnou funkciou u a položme

u1 := u, u2 = u′, f(x, u1, u2, s1, s2) = f̃(x, u1, u2, s2) a h(x, u1, u2, s1, s2) = s1 − u2. Úlohu minimalizovat’ Φ̃

môžeme zrejme previest’ na úlohu minimalizovat’ funkcionál Φ(u1, u2) =
∫ b
a f(x, u1(x), u2(x), u

′
1(x), u

′
2(x)) dx s väz-

bovou podmienkou h(x, u1(x), u2(x), u′1(x), u
′
2(x)) = 0. Táto úloha vedie k Eulerovým rovniciam pre Lagrangián

F (x, u1, u2, s1, s2) = λ0f(x, u1, u2, s1, s2) + λ1(x)h(x, u1, u2, s1, s2),

vid’ (6.6). Ukážte, že vol’bou λ0 = 1 dostaneme z týchto rovńıc rovnicu (16.2).
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Úlohy v parametrickom tvare

Vel’a variačných úloh vedie k hl’adaniu (v nejakom zmysle optimálnych) kriviek spájajúcich v rovine
xy dva zadané body, pričom nie je jasné, či optimálna krivka bude grafom funkcie premennej x
(pŕıpadne y), vid’ napr. Cvičenie 2.6.
Predpokladajme, že G1 ⊂ R

2 je otvorená, obsahuje body (a,A), (b, B) a položme

K = {(x, y) ∈ C1([α, β], G1) : α < β, (x′)2 + (y′)2 > 0,

x(α) = a, y(α) = A, x(β) = b, y(β) = B}.
(16.3)

Prvky K budeme označovat’ K (každý taký prvok je daný funkciami x, y a implicitne tiež č́ıslami

α, β) a budeme vyšetrovat’ funkcionál Φ(K) =
∫ β

α
f(t, x(t), y(t), x′(t), y′(t)) dt, kde K ∈ K. L’ahko

sa zist́ı, že pokial’ funkcionál Φ nemá závisiet’ od konkrétnej parametrizácie danej krivky, muśı byt’
funkcia f = f(t, x, y, u, v) nezávislá od premennej t a naviac pre každé λ > 0 a x, y, u, v muśı platit’

f(x, y, λu, λv) = λf(x, y, u, v). (16.4)

Nech teda funkcia f = f(x, y, u, v) sṕlňa (16.4) a

f ∈ C1(G), kde G := {(x, y, u, v) ∈ G1 × R
2 : u2 + v2 > 0}. (16.5)

Predpokladajme tiež, že K0 = (x0, y0) : [α, β] → G1 je globálny minimizér Φ na množine K
a označme f0u(t) = fu(x0(t), y0(t), x

′
0(t), y

′
0(t)), podobne pre fv, fx, fy. Za týchto predpokladov sa

l’ahko ukáže (vid’ napr. [24]), že funkcie f0u a f0v sú triedy C1 na [α, β] a platia Eulerove rovnice

d

dt
f0u = f0x ,

d

dt
f0v = f0y . (16.6)

Cvičenie 16.26. Ukážte, že Lagrangián f(x, y, u, v) =

√
u2+v2
√

y
z Pŕıkladu 2.5 (vid’ (2.9)) sṕlňa predpoklady (16.4)

a (16.5) pre G1 = {(x, y) : y > 0}, ale f /∈ C1(G1 × R
2). Ukážte tiež, že ak f ∈ C1(R4) sṕlňa (16.4), potom fu, fv

nezávisia od u ani od v.

Nech d’alej f ∈ C2(G) sṕlňa (16.4). Derivovańım tejto rovnice podl’a λ dostávame fuu+ fvv = f
a d’aľśım derivovańım

fuxu+ fvxv = fx, fuyu+ fvyv = fy, fuuu+ fvuv = fvvv + fvuu = 0. (16.7)

Pre (x, y, u, v) ∈ G definujme

f1(x, y, u, v) := − 1

(u2 + v2)2
det





fuu fuv u
fvu fvv v
u v 0



 =
fuu + fvv
u2 + v2

,

kde argumenty derivácíı funkcie f sú (x, y, u, v). Potom zrejme plat́ı

fuu = v2f1, fvv = u2f1, fuv = −uvf1. (16.8)

Ak predpokladáme x0, y0 ∈ C2, potom sa prvá z Eulerových rovńıc (16.6) dá naṕısat’ v tvare

f0uxx
′
0 + f0uyy

′
0 + f0uux

′′
0 + f0uvy

′′
0 − f0x = 0.

Ak od tejto rovnice odpoč́ıtame prvú rovnicu v (16.7) a využijeme (16.8), dostaneme

y′0[f
0
uy − f0vx + f01 (x

′′
0y

′
0 − x′0y

′′
0 )] = 0

a analogicky
x′0[f

0
vx − f0uy + f01 (y

′′
0x

′
0 − y′0x

′′
0)] = 0.
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Ked’̌ze (x′0)
2 + (y′0)

2 > 0, plynie odtial’ Euler-Weierstrassova rovnica

f0uy − f0vx + f01 (x
′′
0y

′
0 − x′0y

′′
0 ) = 0,

a teda tiež
f0uy − f0vx

f01 ((x
′
0)

2 + (y′0)
2)3/2

=
x′0y

′′
0 − x′′0y

′
0

((x′0)
2 + (y′0)

2)3/2
= κ0, (16.9)

kde κ0 označuje krivost’ extremály (x0, y0).
Ak k vyššie uvedeným predpokladom o funkcii f pridáme predpoklad, že minimizujúca krivka K0

je parametrizovaná svojou d́lžkou a f01 (t0) 6= 0, potom sa dá ukázat’, že x0, y0 sú triedy C2 v okoĺı
t0 (vid’ [24]), takže ide o riešenie Euler-Weierstrassovej rovnice. Všeobecné tvrdenie o existencii
minimizéra funkcionálu Φ (v triede zovšeobecnených riešeńı) možno tiež nájst’ napr. v [24].

Pŕıklad 16.27. Nech f(x, y, u, v) =
√
u2 + v2 + a(xv − yu), kde a > 0. Potom fuy = −a, fvx = a, f1 = fuu/v2 =

(u2 + v2)−3/2, vid’ (16.8). C2 extremály funkcionálu
∫ β
α f(x(t), y(t), x′(t), y′(t)) dt musia riešit’ (16.9), takže ich

krivost’ κ0 = −2a je konštantná, a teda extremály ležia na kružniciach.

Pŕıklad 16.28. (Kelvin) Nech je rovina xy pokrytá hmotou s hladkou hustotou ρ(x, y) a majme danú hladkú krivku

K1 ∈ K, vid’ (16.3). Úlohou je nájst’ krivku K ∈ K predṕısanej d́lžky l, ktorá spolu s krivkou K1 ohraničuje oblast’

D s maximálnou hmotou (porovnajte s izoperimetrickou úlohou v Cvičeniach 6.18 a 13.50).
Položme V (x, y) :=

∫ x
0 ρ(ξ, y) dξ. Potom z Greenovej vety plynie

∫

D ρ dx dy =
∫

D Vx dx dy =
∫

Γ V dy, kde Γ = ∂D

je tvorená krivkami K a K1, symbolicky Γ = K ∪K1. Hodnota M :=
∫

K1
V dy je daná, stač́ı teda maximalizovat’

funkcionál
∫

K V dy =
∫ β
α V (x(t), y(t))y′(t) dt s väzbovou podmienkou

∫ β
α

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt = l. Ked’̌ze tvrdenia

o Lagrangeových multiplikátoroch platia aj pre úlohy v parametrickom tvare, uvažujme Lagrangián

f(x, y, u, v) := V (x, y)v + λ
√

u2 + v2.

Potom fuy = 0, fvx = Vx = ρ, f1 = fuu/v2 = λ(u2 + v2)−3/2, takže z rovnice (16.9) dostávame, že krivost’

extremály sṕlňa rovnicu κ0 = −ρ/λ. V špeciálnom pŕıpade konštantnej hustoty ρ muśı byt’ krivost’ konštantná,

takže extremály ležia na kružniciach.

Pŕıklad 16.29. (Geodetické krivky) Nech G1 ⊂ R
2 je otvorená a w = w(ξ1, ξ2) : G1 → R

3 je triedy C2, pričom
vektory derivácíı wξ1 a wξ2 sú lineárne nezávislé v každom bode (ξ1, ξ2) ∈ G1. Tzv. metrický tenzor gij = gij(ξ1, ξ2),

i, j = 1, 2 je definovaný ako skalárny súčin wξi · wξj . Ak je K = (ξ1, ξ2) ∈ C1([α, β], G1) krivka, potom výraz

Φ(K) =

∫ β

α

( 2∑

i,j=1

gij(ξ1(t), ξ2(t))ξ
′
i(t)ξ

′
j(t)

)1/2
dt

určuje d́lžku krivky w(K) ležiacej na ploche poṕısanej zobrazeńım w. Eulerove rovnice pre Φ majú tvar

d

dt

( ∑2
j=1 gkj(ξ1(t), ξ2(t))ξ

′
j(t)

(∑2
i,j=1 gij(ξ1(t), ξ2(t))ξ

′
i(t)ξ

′
j(t)

)1/2

)

=
1

2

∑2
i,j=1

∂gij
∂ξk

(ξ1(t), ξ2(t))ξ′i(t)ξ
′
j(t)

(∑2
i,j=1 gij(ξ1(t), ξ2(t))ξ

′
i(t)ξ

′
j(t)

)1/2
, k = 1, 2

a ich riešenia sa nazývajú geodetické krivky.

Zvol’me r > 0 pevne a funkcia w nech popisuje valec s polomerom r: w(ξ1, ξ2) = (r cos ξ1, r sin ξ1, ξ2), kde (ξ1, ξ2) ∈
G1 = R

2. Potom g11 = r2, g12 = g21 = 0 a g22 = 1, takže rovnice pre geodetické krivky majú tvar

d

dt

( r2ξ′1(t)

r2ξ′1(t)
2 + ξ′2(t)

2

)

= 0,
d

dt

( ξ′2(t)

r2ξ′1(t)
2 + ξ′2(t)

2

)

= 0.

Pre ξ′1 = 0 dostávame zvislé priamky, pre ξ′1 6= 0 skrutkovice. Porovnajte tento výsledok s Pŕıkladom 13.52.
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17. Dodatok

V tomto dodatku uvedieme (často bez dôkazu) niektoré často použ́ıvané tvrdenia z reálnej a funkcionálnej analýzy.

Nerovnosti

Veta 17.1. (Jensenova nerovnost’) Nech ϕ : R
n → R

+ je integrovatel’ná,
∫
ϕ(x) dx = 1, nech G : R

m →
R ∪ {+∞} je konvexná a zdola polospojitá a nech u : Rn → R

m je taká, že funkcie (G ◦ u)ϕ,uϕ sú integrovatel’né
(v R

n). Potom plat́ı G
(∫
uϕdx

)
≤
∫
G(u)ϕdx (kde všetky integrály sú integrály cez R

n).

Dôkaz. Nech naviac G ∈ C1 a označme t =
∫
uϕdx. Potom pre každé x plat́ı G

(
u(x)

)
−G(t) ≥ G′(t)[u(x)− t]. Ak

túto nerovnost’ vynásob́ıme ϕ(x) a zintegrujeme pre x ∈ R
n, dostaneme dokazované tvrdenie.

Ak G /∈ C1, potom treba miesto G′(t) uvažovat’ opornú nadrovinu konvexnej množiny epi(G) = {(u, y) : y ≥ G(u)}
v bode (t, G(t)). �

Z Jensenovej nerovnosti a Fubiniho vety l’ahko plynie nasledujúce tvrdenie.

Veta 17.2. Nech f ∈ L1
loc(R

n), K ⊂ Rn je kompaktná a 1 ≤ p < ∞. Potom konvolučné zobrazenie Lp(K) →
Lp(K) : ϕ 7→ (f ∗ ϕ) definované predpisom (f ∗ ϕ)(x) =

∫

K f(x − y)ϕ(y) dy je lineárne a spojité, a teda tiež slabo
spojité. Naviac ‖f ∗ ϕ‖p,K ≤ ‖ϕ‖p,K‖f‖1,K−K , kde ‖ · ‖q,A označuje normu v Lq(A).

Veta 17.3. (Sobolevova nerovnost’) Nech 1 < p, q < ∞, 0 < r < n, 1
p
+ 1

q
+ r

n
= 2, f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn).

Potom plat́ı
∫∫

Rn×Rn

f(x)g(y)

|x− y|r dx dy ≤ C‖f‖p‖g‖q . (17.1)

Špeciálne pre n = 3, r = 1 a p = q = 6/5 dostaneme
∫∫

R3×R3

f(x)g(y)

|x− y| dx dy ≤ C‖f‖6/5‖g‖6/5. (17.2)

Dôkaz. Tvrdenie plynie z nerovnosti (17.6) a Hölderovej nerovnosti. �

Veta 17.4. (Interpolačná nerovnost’) Nech 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, t ∈ [0, 1], 1/p = (1 − t)/p0 + t/p1 a f ∈
Lp0 (Rn) ∩ Lp1 (Rn). Potom f ∈ Lp(Rn) a

‖f‖p ≤ ‖f‖(1−t)
p0 ‖f‖tp1 . (17.3)

Dôkaz. Pre p1 = ∞ je tvrdenie zrejmé. Pre p1 <∞ z Hölderovej nerovnosti plynie
∫

Rn
|f(x)|p dx =

∫

Rn
|f(x)|(1−t)p|f(x)|tp dx ≤

(∫

Rn
|f(x)|p0

)(1−t)p/p0
(∫

Rn
|f(x)|p1

)tp/p1
. �

Veta 17.5. (Hardyho nerovnost’) Nech a < b, p > 1 a u ∈ Lp(a, b). Potom
∫ b

a

( 1

x− a

∫ x

a
|u(ξ)| dξ

)p
dx ≤

( p

p− 1

)p
∫ b

a
|u(x)|p dx.

Dôkaz. Zrejme môžeme predpokladat’ a = 0. Pre prirodzené k > 1/b položme uk = uχ(1/k,b). Integrovańım per
partes a použit́ım Hölderovej nerovnosti dostaneme

∫ b

0

1

xp

(∫ x

0
|uk(ξ)| dξ

)p
dx =

1

(1− p)bp−1

(∫ b

0
|uk(ξ)| dξ

)p

︸ ︷︷ ︸

≤0

+
p

p− 1

∫ b

0

1

xp−1

(∫ x

0
|uk(ξ)| dξ

)p−1
|uk(x)| dx

≤ p

p− 1

(∫ b

0

1

xp

(∫ x

0
|uk(ξ)| dξ

)p
dx
)(p−1)/p(

∫ b

0
|uk(x)|p dx

)1/p
.

Odtial’ a z defińıcie uk plynie
∫ b

0

( 1

x

∫ x

0
|uk(ξ)| dξ

)p
dx ≤

( p

p− 1

)p
∫ b

0
|u(x)|p dx.

Dokazovaná nerovnost’ teraz plynie z Fatouovej lemy. �
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Veta 17.6. (Poincarého nerovnost’) Nech je Ω ⊂ R
n ohraničená oblast’ s lipschitzovskou hranicou a 1 ≤ p <∞.

Potom existuje konštanta C = C(Ω, p) > 0 tak, že pre každé u ∈W 1,p(Ω) plat́ı

∥
∥
∥u− 1

|∂Ω|

∫

∂Ω
u dS

∥
∥
∥
Lp(Ω)

≤ C‖∇u‖Lp(Ω).

Výraz 1
|∂Ω|

∫

∂Ω u dS v tejto nerovnosti možno nahradit’ výrazom Au, kde A je l’ubovol’ný spojitý lineárny funkcionál

vo W 1,p(Ω) s vlastnost’ou A(1) = 1.

Teória miery a integrálu

Veta 17.7. (Jegorov) Nech (X,µ) je priestor s konečnou mierou a fj , f : X → R sú meratel’né, fj(x) → f(x)

pre každé x ∈ X. Potom fj konverguje k f µ-skoro rovnomerne, t.j. pre každé δ > 0 existuje meratel’ná množina
A tak, že µ(X \A) < δ a fj konverguje k f na množine A rovnomerne.

Dôkaz. Návod: Najprv dokážte, že pre každé ε, η > 0 existuje prirodzené č́ıslo k a meratel’ná množina A tak, že
µ(X \ A) < η a |fj(x) − f(x)| < ε pre každé x ∈ A a j ≥ k (dokážte, že pre pevné ε > 0 a Xk := {x ∈ X :
|fj(x)− f(x)| < ε pre j ≥ k} plat́ı Xk ⊂ Xk+1 a X =

⋃

kXk, takže limµ(Xk) = µ(X) a lim(X \Xk) = 0). Potom

zvol’te ε = 1/j a η = δ2−j , aby ste dostali množinu Aj , a potom položte A =
⋂

j Aj . �

Nech a, b ∈ R, a < b. Funkcia u : [a, b] → R sa nazýva absolútne spojitá, ak pre každé ε > 0 existuje δ > 0 tak,
že pre každé a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk s vlastnost’ou a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ ak < bk ≤ b plat́ı

ak
k∑

i=1

(bi − ai) < δ, potom
k∑

i=1

|u(bi)− u(ai)| < ε.

Veta 17.8. Ak je u : [a, b] → R absolútne spojitá, potom s.v. v (a, b) existuje derivácia u′ a plat́ı u′ ∈ L1(a, b),

u(b)− u(a) =
∫ b
a u

′(x) dx.

Ak v ∈ L1(a, b), potom je funkcia u(x) :=
∫ x
a v(t) dt absolútne spojitá a u′ = v s.v. v (a, b).

Lebesgueove priestory

Budeme predpokladat’, že Ω je otvorená množina v R
n a označ́ıme Br = {x ∈ R

n : |x| ≤ r}. Symbolom D(Ω)

budeme označovat’ priestor hladkých (C∞) funkcíı f : Ω → R, pre ktoré je ich nosič supp f := {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}
kompaktná podmnožina Ω.

Operátor regularizácie (regularizátor). Nech ω ∈ D(Rn) je nezáporná, má nosič v B1 a
∫

Rn ω(x) dx = 1. Pre

ε > 0 položme ωε(x) =
1
εn
ω
(
x
ε

)
; potom má ωε nosič v Bε a

∫

Rn ωε(x) dx = 1. Pre u ∈ Lp(Ω) (kde 1 ≤ p < ∞ a Ω

je otvorená v R
n) definujme

(Rεu)(x) := (ωε ∗ u)(x) =
∫

Ω
ωε(x− y)u(y) dy, x ∈ R

n. (17.4)

Ak dodefinujeme u nulou mimo Ω, potom zrejme plat́ı tiež (Rεu)(x) =
∫

Bε
u(x− z)ωε(z) dz.

Z vety o derivovańı Lebesgueovho integrálu závislého na parametri dostaneme, že Rεu ∈ C∞(Rn).

Veta 17.9. Ak u ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, potom Rεu ∈ Lp(Ω) a Rεu → u v Lp(Ω) pre ε → 0+. Naviac

Rεu(x) → u(x) pre s.v. x.

Jednoduchým dôsledkom Vety 17.9 je nasledujúce tvrdenie.

Veta 17.10. Nech 1 ≤ p <∞. Potom je D(Ω) hustá podmnožina Lp(Ω).
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Pomocou Arzelà-Ascoliho vety a operátora regularizácie je tiež jenoduché dokázat’ nasledujúce kritérium relat́ıvnej
kompaktnosti v Lp(Ω).

Veta 17.11. Nech je Ω ⊂ R
n otvorená a 1 ≤ p < ∞. Množina M ⊂ Lp(Ω) je relat́ıvne kompaktná práve vtedy,

ked’ je ohraničená a platia nasledujúce dve podmienky:

(i) ‖u‖p,Ω\Bk
→ 0 pre k → ∞, rovnomerne pre u ∈M ;

(ii) ‖u(·+ h)− u‖p → 0 pre h→ 0, rovnomerne pre u ∈M .

Lema 17.12. (du Bois-Reymond; základná lema variačného počtu) Nech je Ω ⊂ R
n otvorená a u ∈ L1

loc(Ω).

(i) Ak
∫

Ω
u(x)ϕ(x) dx = 0 (17.5)

pre všetky ϕ ∈ D(Ω), potom u = 0 s.v.
(ii) Ak (17.5) plat́ı pre všetky ϕ ∈ D(Ω) s vlastnost’ou

∫

Ω ϕ(x) dx = 0, potom existuje konštanta C tak, že u = C
s.v.

Dôkaz. (i) Nech je K ⊂ Ω kompaktná a ϕ(x) := sign(u(x))χK(x). Potom pre ε > 0 malé plat́ı ϕε := Rεϕ ∈ D(Ω),

takže
∫

Ω uϕε dx = 0, odkial’ limitným prechodom (vd’aka Lebesgueovej vete) dostaneme
∫

K |u| dx =
∫

Ω uϕdx = 0,
t.j. u = 0 s.v. v K.

(ii) Zvol’me ϕ1 ∈ D(Ω) tak, aby
∫

Ω ϕ1(x) dx = 1 a označme C =
∫

Ω u(x)ϕ1(x) dx. Pre ϕ ∈ D(Ω) položme

ϕ∗(x) = ϕ(x)− ϕ1(x)

∫

Ω
ϕ(y) dy.

Potom plat́ı
∫

Ω ϕ
∗(x) dx = 0, takže

∫

Ω

(
u(x)− C

)
ϕ(x) dx =

∫

Ω
u(x)ϕ∗(x) dx

︸ ︷︷ ︸

=0

+
(∫

Ω
u(x)ϕ1(x) dx− C

︸ ︷︷ ︸

=0

)∫

Ω
ϕ(y) dy = 0,

odkial’ na základe prvej časti tvrdenia plynie u = C s.v. �

Pre 1 < p <∞, 0 < α < n/p a f ∈ Lp(Rn) definujme Rieszov potenciál

(Iαf)(x) =
( 1

| · |n−α
∗ f
)

(x) =

∫

Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy.

Ak polož́ıme p# = np/(n− αp), potom plat́ı Iα ∈ Lp# (Rn) a

‖Iαf‖p# ≤ C‖f‖p; (17.6)

vid’ napr. [42, Veta 1.33]. Ak α = 2, n ≥ 3 (a p < n/2), potom ide o Newtonov potenciál a u = I2f je riešeńım

rovnice ∆u = −cnf pre vhodné cn > 0 (c3 = 4π). V tomto pŕıpade plat́ı

‖D2u‖p ≤ C‖f‖p, (17.7)

a ak naviac f ∈ Lq(B2R) pre nejaké 1 < q <∞, potom

u ∈W 2,q(BR), ‖u‖2,q,BR
≤ C(‖u‖q,2R + ‖f‖q,2R), (17.8)

kde ‖ · ‖2,q,BR
označuje normu v Sobolevovom priestore W 2,q(BR); vid’ [28, Theorem 9.9 a 9.11].

Z nerovnost́ı (17.3), (17.6) a (17.8) plynie, že ak f ∈ L1 ∩ Lq(R3), 1 < q < ∞, a u = I2f , potom pre každé R > 0

plat́ı

u ∈W 2,q(BR), ‖u‖2,q,BR
≤ C(‖f‖1, ‖f‖q , R). (17.9)
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Sobolevove priestory

Nech je Ω ⊂ R
n je otvorená oblast’ s (rovnomerne) lipschitzovskou hranicou, vid’ napr. [1, Definition 4.5]. Nech k

je prirodzené a p ∈ [1,∞]. Sobolevov priestor Wk,p(Ω) je priestor funkcíı u ∈ Lp(Ω), ktorých všetky distribut́ıvne
derivácie Dαu rádu |α| ≤ k sú v Lp(Ω). V tomto priestore uvažujeme normu

‖u‖k,p =
∑

|α|≤k

‖Dαu‖p,

kde ‖ · ‖p je norma v Lp(Ω). Priestory Wk,p(Ω) sú reflex́ıvne pre 1 < p <∞ a sú separabilné pre p <∞ (pre p <∞
a Ω ohraničenú je priestor Ck(Ω̄) hustý vo Wk,p(Ω)). Priestor Wk,2(Ω) je Hilbertov priestor.

Pre Sobolevove priestory platia nasledujúce vety o vnoreńı:
Ak kp < n a p ≤ q ≤ np/(n−kp), potom Wk,p(Ω) →֒ Lq(Ω), pričom ide o kompaktné vnorenie, ak q < np/(n−kp)
a Ω je ohraničená. Ak kp = n, potom toto vnorenie plat́ı pre každé q ∈ [p,∞).

Ak kp > n, potom Wk,p(Ω) →֒ BUCλ(Ω) pre 0 < λ ≤ k − n/p, λ < 1, pričom opät’ ide o kompaktné vnorenie, ak
λ < k − n/p a Ω je ohraničená.

Ak W 1,2
r (Rn) = {u ∈W 1,2(Rn) : u je radiálne symetrická}, potom

pre n ≥ 2 a 2 < q < 2n/(n− 2) je vnorenie W 1,2
r (Rn) →֒ Lq(Rn) kompaktné. (17.10)

Idea dôkazu (17.10) je založená na odhade |u(|x|)| ≤ C‖u‖W1,2 |x|−(n−1)/2 pre |x| ≥ 1 a u ∈ D, z ktorého plynie
splnenie podmienky (i) vo Vete 17.11 pre vhodné p ∈ (2n/(n − 1), 2n/(n − 2)), p ≥ q, a teda kompaktnost’ pre

vnorenie W 1,2
r (Rn) →֒ Lp(Rn) (a interpoláciou tiež pre W 1,2

r (Rn) →֒ Lq(Rn)). Ak označ́ıme m = (n − 1)/2

a r = |x|, uvedený odhad plynie integrovańım (na [0, |x|] resp. [|x|,∞) pre n ≥ 3 resp. n = 2) nerovnosti

|(r2mu2)r| = |2(rmu)rrmu| ≤ ((rmu)r)
2 + (rmu)2 = rn−1(u2r + u2) +m(rn−2u2)r − 1

4
(n− 1)(n− 3)rn−3u2.

Pre ohraničené oblasti s lipschitzovskou hranicou plat́ı tiež nasledujúce tvrdenie o stopách: Nech p, q ≥ 1, q ≤
p(n − 1)/(n − p) ak p < n. Potom existuje jediné spojité lineárne zobrazenie T : W 1,p(Ω) → Lq(∂Ω) tak, že

Tu = u|∂Ω pre u ∈ C∞(Ω̄), pričom toto zobrazenie je kompaktné ak q(n− p) < p(n− 1).

V priestore W 1,p
0 (Ω) := {u ∈ W 1,p(Ω) : Tu = 0} je ‖u‖ :=

∑

|α|=1 ‖Dαu‖p norma ekvivalentná norme ‖ · ‖1,p, vid’
Vetu 17.6. Ovel’a všeobecneǰsie tvrdenie o ekvivalentných normách možno nájst’ napŕıklad v knihách [44] alebo [37].

Lineárna funkcionálna analýza

Nech je X Banachov priestor, X′ jeho duál, B = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} a B′ = {f ∈ X′ : ‖f‖ ≤ 1}.

Veta 17.13. (a) Ak je M ⊂ X slabo ohraničená, potom je ohraničená v norme.
(b) Ak je M ⊂ X konvexná a uzavretá, potom je slabo uzavretá.
(c) Ak je X reflex́ıvny, potom sú ohraničené množiny v X slabo relat́ıvne kompaktné a z každej ohraničenej pos-

tupnosti v X sa dá vybrat’ slabo konvergentná podpostupnost’.
(d) (B,w) je metrizovatel’ný topologický priestor práve vtedy, ked’ je priestor X′ separabilný.

(e) (B′, w∗) je metrizovatel’ný topologický priestor práve vtedy, ked’ je priestor X separabilný.
(f) Ak je X′ separabilný, potom je aj X separabilný.

Poznámky 17.14. (i) Ak je X′ separabilný a M ⊂ X ohraničená, potom je (M,w) metrizovatel’ný topologický
priestor. To plynie z tvrdenia (d) Vety 17.13 a analogický dôsledok plat́ı aj pre tvrdenie (e). Ak je dim(X) = ∞,
potom (X′, w∗) nie je metrizovatel’ný.

(ii) Ak je X reflex́ıvny, potom je (B,w) kompaktný topologický priestor. Ak je naviac X separabilný, ide o kompakt-
ný metrický priestor. Množinu B možno pritom nahradit’ l’ubovol’nou uzavretou ohraničenou konvexnou množinou.
(iii) Ak je X reflex́ıvny, A ⊂ X ohraničená a x patŕı do slabého uzáveru A, potom existujú xn ∈ A, xn ⇀ x. Bez

ohraničenosti A takéto tvrdenie neplat́ı.
(iv) Ak je X uniformne konvexný (t.j. pre každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pre každé x, y z jednotkovej sféry
S1 plat́ı ‖x− y‖ > ε =⇒ ‖x+ y‖ < 2(1− δ)), un ⇀ u v X a ‖un‖ → ‖u‖, potom un → u.
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Bochnerov integrál

Nech X je (reálny) Banachov priestor a T je σ-kompaktný metrický priestor s nezápornou úplnou Radonovou
mierou µ (špeciálne T ⊂ R

n je otvorená a µ je Lebesgueova miera). Funkcia u : T → X sa nazýva jednoduchá, ak
nadobúda len konečne vel’a nenulových hodnôt x1, x2, . . . , xk, pričom množiny u−1(xj), j = 1, 2, . . . , k, sú meratel’né

a majú konečnú mieru. Funkcia u : T → X sa nazýva meratel’ná, ak existuje postupnost’ jednoduchých funkcíı
uk tak, že uk(t) → u(t) pre s.v. t ∈ T . Ak je X separabilný, potom je u meratel’ná práve vtedy, ked’ je slabo
meratel’ná, t.j. fu : T → R je meratel’ná pre každé f ∈ X′ (dôsledok Pettisovej vety).

Pre u jednoduchú definujeme Bochnerov integrál
∫

T
u dµ =

∑

0 6=xj∈u(T )

xjµ
(
u−1(xj)

)
.

Povieme, že funkcia u : T → X je bochnerovsky integrovatel’ná, ak existuje postupnost’ jednoduchých funkcíı
uk tak, že uk → u s.v. a

∫

T ‖uk − u‖ dµ → 0. V tomto pŕıpade definujeme Bochnerov integrál
∫

T u dµ =

limk→∞
∫

T uk dµ, pričom sa dá l’ahko dokázat’, že uvedená limita existuje a nezáviśı na bližšej vol’be uk. Naviac

plat́ı nasledujúce tvrdenie:

Funkcia u : T → X je bochnerovsky integrovatel’ná práve vtedy, ked’ je meratel’ná a funkcia ‖u‖ : T → R je

lebesgueovsky integrovatel’ná. Potom plat́ı ‖
∫

T u dµ‖ ≤
∫

T ‖u‖ dµ a pre každé spojité lineárne zobrazenie A : X → Y

je funkcia Au : T → Y bochnerovsky integrovatel’ná, pričom
∫

T Audµ = A(
∫

T u dµ).

Nelineárna funkcionálna analýza

Nech sú X,Y reálne Banachove priestory a Ω ⊂ X je otvorená. Povieme, že zobrazenie F : Ω → Y je triedy C1,

ak pre každé a ∈ Ω existuje Fréchetova derivácia F ′(a) a zobrazenie a 7→ F ′(a) je spojité (ako zobrazenie z Ω do
priestoru L(X,Y ) spojitých lineárnych zobrazeńı X do Y ). Zobrazenie F : Ω → X′ sa nazýva potenciálne, ak
existuje funkcia f : Ω → R triedy C1 (potenciál) tak, že f ′ = F .

Ak je X Hilbertov priestor so skalárnym súčinom (·, ·), Y = R a existuje F ′(a) ∈ H′, potom podl’a Rieszovej vety
o reprezentácii existuje práve jeden prvok ∇F (a) ∈ H tak, že F ′(a)x =

(
x,∇F (a)

)
pre každé x ∈ H, a naviac plat́ı

‖∇F (a)‖ = ‖F ′(a)‖. Prvok ∇F (a) sa nazýva gradient (zobrazenia F v bode a).

Veta 17.15. Ak má F : X → Y n-tú deriváciu v smere h, . . . , h v každom bode úsečky [a, a + h] a zobrazenie

t 7→ δnF (a+ th;h, . . . , h) je spojité na [0, 1], potom

F (a+ h) = F (a) + δF (a;h) + · · ·+ δn−1F (a;h, . . . , h)

(n− 1)!
+

1

(n− 1)!

∫ 1

0
(1− t)n−1δnF (a+ th;h, . . . , h) dt.

Veta 17.16. Nech je Ω ⊂ X otvorená a jednoducho súvislá a nech F : Ω → X′ je triedy C1. Zobrazenie F je
potenciálne práve vtedy, ked’ pre každé x ∈ Ω plat́ı

(
F ′(x)h

)
k =

(
F ′(x)k

)
h pre každé h, k ∈ X.

Ak je F : X × Y → Z a pre a ∈ X existuje Fréchetova derivácia zobrazenia F (a, ·) : Y → Z v bode b ∈ Y , budeme

túto (parciálnu Fréchetovu) deriváciu značit’ symbolom F ′
Y (a, b) (ide o spojité lineárne zobrazenie Y do Z). Ďalej

označ́ıme UX(a, δ) := {x ∈ X : ‖x− a‖ < δ}.

Veta 17.17. (O implicitnej funkcii) Nech je zobrazenie F : X × Y → Z spojité v bode (a, b) a F (a, b) = 0. Nech
v okoĺı bodu (a, b) existuje parciálna derivácia F ′

Y a nech je spojitá v bode (a, b) (ako zobrazenie X×Y → L(Y, Z)).
Ak je F ′

Y (a, b) izomorfizmus priestoru Y na Z, potom existujú ε, δ > 0 tak, že plat́ı

(
∀x ∈ UX(a, δ)

) (
∃!y ∈ UY (b, ε)

)
F (x, y) = 0.

Zobrazenie x 7→ y je pritom spojité v bode a. Ak je naviac F triedy Cn v okoĺı bodu (a, b), potom je zobrazenie

x 7→ y triedy Cn v okoĺı bodu a a plat́ı

y′(x) = −[F ′
Y

(
x, y(x)

)
]−1F ′

X

(
x, y(x)

)
.
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Riešenia a návody k cvičeniam

Cvičenie 2.10. Ak Ψ(u) <∞, potom existujú xk → ∞ tak, že u2(xk)xk → 0. Z nerovnosti (xu′)2+(2u)2−2u2 ≥
−4xu′u− 2u2 = (−2u2x)′ plynie Ψ(u) = limk→∞

∫ xk
1 ((xu′)2 +2u2) dx ≥ limk→∞

∫ xk
1 (−2u2x)′ dx = 2u2(1) = 2 =

Ψ(u1). Označme Θ1(u) =
∫ 0
−1((xu

′)2 +2u2) dx. Z nerovnosti (2.17) plynie, že u2(x) = x je (jediným) minimizérom

Θ1 na množine funkcíı {u|[−1,0] : u ∈ Z}. Ak definujeme u3(x) = x pre x ≤ 0 a u3(x) = 0 pre x ≥ 0, potom pre

u ∈ Z plat́ı Θ(u) ≥ Θ1(u|[−1,0]) ≥ Θ1(u2) = Θ(u3). Odtial’ a z vhodnej aproximácie u3 funkciami zo Z dostaneme

infZ Θ = Θ(u3). Vzhl’adom k jednoznačnosti minimizéra u2 sa toto infimum nenadobúda.

Cvičenie 3.7. Zobrazenie Au : h 7→ cos(u) · h je zrejme prvkom L
(
L2(0, 1), L2(0, 1)

)
. K existencii Gâteauxovej

derivácie stač́ı teda dokázat’, že limt→0
1
t
(f♮(u + th) − f♮(u)

)
= Auh v L2(0, 1), čo plynie z Lebesgueovej vety.

K dôkazu neexistencie Fréchetovej derivácie stač́ı uvažovat’ funkcie hε(x) = πχ(0,ε).

Cvičenie 3.8. Použite poznámky za vetami o spojitosti a diferencovatel’nosti Nemyckého zobrazenia v Lp-

priestoroch. Podmienky pre F ∈ C2 ak má Ω konečnú mieru a p > n: f ∈ CAR2, p > 2q, fu(·, 0, 0) ∈ Lr0 (Ω),
fs(·, 0, 0) ∈ Lr1 (Ω),

|fuu(x, u, s)| ≤M(|u|)(a0(x) + |s|p/r0 ),
|fus(x, u, s)| ≤M(|u|)(a1(x) + |s|p/r1 ),
|fss(x, u, s)| ≤M(|u|)(a2(x) + |s|p/r2 ),

kde aj ∈ Lrj (Ω) a rj := 1/q − j/p, j = 0, 1, 2.

Podmienka p > 2q samozrejme nie je nutná ak je napr. q = 1, p = 2 a f je kvadratická funkcia v premenných u a s.

Cvičenie 3.14. Na dôkaz nespojitosti resp. neohraničenosti f♮ pre α ≤ 2 resp. α < 2 zvol’te postupnost’uk(x) ≡ 1/k

a odhadnite ‖f♮(uk)‖1 ≥
∫ 1/k2

0
1/kα

x2+1/k4 dx = ck2−α.

Cvičenie 4.2. Využite to, že uniformne konvexný priestor je reflex́ıvny a že zo slabej konvergencie un ⇀ u

a konvergencie ‖un‖ → ‖u‖ v takomto priestore plynie un → u.

Cvičenie 4.10. Pre k = 3 použite Poincarého nerovnost’ (6.8). Φ je na M5 koerćıvny a slabo sekvenciálne zdola
polospojitý (vid’ Cvičenie 4.1), takže existuje globálny minimizér u0. Pre u1(x) = min(20x, 5, 20(1 − x)) plat́ı

Φ(u0) ≤ Φ(u1) < 0, takže u0 6≡ 0. Keby m := max |u0| < 5, potom 5
m
u0 ∈M5, Φ( 5

m
u0) < Φ(u0), spor.

Cvičenie 4.11. Pre uk(x) =
(
1+ k(x− 1)

)+
plat́ı Φ(uk) → 1, ale Φ(u) > 1 pre každé u v uvažovaných množinách.

Cvičenie 4.13. Nech uk(x) = min(1,− ln x
ln k

) pre x > 0. Potom Φ(uk) → 0, ale Φ(u) > 0 pre každé u.

Cvičenie 4.14. Φ je koerćıvny a slabo sekvenciálne zdola polospojitý (použite vnorenie W 1,2
0 (0, 1) →֒→֒ C([0, 1]),

meratel’nost’ zdola polospojitých funkcíı a Fatouovu lemu). Pre g = χ[0,∞) minimizér neexistuje, inf Φ = 0 (uvažujte

funkcie uε(x) = εmax(−x, x− 1)).

Cvičenie 4.15. Globálnym minimizérom v X1 je l’ubovol’ná funkcia u ∈ X1, pre ktorú |u′| = 1 s.v., napr. u0(x) =
1 − |x|. Vhodnou C1 aproximáciou u0 zist́ıme, že infX2

Φ = 0, ale toto infimum sa zrejme v X2 nenadobúda. Ak
uk konverguje slabo k u v X2, potom sú u′k rovnako okraničené a u′k(x) → u′(x) pre každé x, takže z Lebesgueovej

vety Φ(uk) → Φ(u). Ak zvoĺıme uk ∈ X1 tak, aby |u′k| = 1 s.v. a |uk| ≤ 1/k, potom uk konverguje slabo k u ≡ 0
v X1, ale Φ(0) > limk→∞ Φ(uk) = 0. Φ je koerćıvny v X1 ale nie v X2.

Cvičenie 4.16. Φ ∈ C2 pre n = 5, 6; Φ je koerćıvny, striktne konvexný a slabo sekvenciálne zdola polospojitý.

Cvičenie 4.17. Ked’̌ze W 1,2(R3) →֒ L2(R3) ∩ L6(R3) a s.v. plat́ı

u2

|x| ≤ C
(χ|x|<1

|x|3/2 + u2 + u6
)

,
|u|
|x|2 ≤ C

(χ|x|>1

|x|4 +
χ|x|<1

|x|12/5 + u2 + u6
)

,

je splnená rastová podmienka (3.2) s p1 = 2, p̃1 = 6 a q = 1. Pre ε > 0 je funkcionál Φ koerćıvny, pretože

∫

R3

|u|
|x|2 dx ≤

(∫

|x|>1

1

|x|4 dx
)1/2(

∫

|x|>1
u2 dx

)1/2
+
(∫

|x|<1

1

|x|12/5 dx
)5/6(

∫

|x|<1
u6 dx

)1/6
≤ C‖u‖.

Naviac Φ je aj striktne konvexný a spojitý, a teda slabo zdola polospojitý. Ak ε = 0, vol’te uR(|x|) := 1/3 pre
|x| < 1, uR(|x|) := 1/(3|x|) pre 1 ≤ |x| < R, uR(|x|) := (R + 1 − |x|)/(3R) pre R ≤ |x| < R + 1, u(|x|) := 0 pre

|x| ≥ R+ 1 a ukážte Φ(uR) → −∞ pre R → ∞.

Cvičenie 5.3. Keby Φ(x) < Φ(w), zvol’te h ∈M bĺızko x−w tak, aby Φ(w+ h) < Φ(w). Funkcia ϕ : R → R : t 7→
Φ(w + th) je konvexná, ϕ′(0) = 0, takže muśı byt’ nezáporná, spor.
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Cvičenie 5.4. Zvol’me ϕ ∈ D(R) tak, aby 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 pre |x| ≤ 1, ϕ(x) = 0 pre |x| ≥ 2. Nech
uk(x) = ±ϕ(x/k), kde znamienko zvoĺıme tak, aby

∫

R
fuk dx ≥ 0. Potom ‖uk‖ → ∞ a lim supΦ(uk) ≤ 0. Pre

f ∈ M1 := {g ∈ D(R) :
∫

R
g dx 6= 0} a vk(x) = k1/4ϕ(x/k) sign (

∫

R
f dx) plat́ı Φ(vk) → −∞. Pretože nula patŕı do

spojitého spektra realizácie diferenciálneho operátora −u′′ v L2(R), má rovnica −u′′ = f riešenie u = uf ∈W 2,2(R)

pre f z hustej množiny M2 ⊂ L2(R). Pre f ∈M2 ukážte Φ′(uf )h = 0 pre h ∈ D(R) a použite Cvičenie 5.3.

Cvičenie 5.7. Uvažujte funkcie uε(x) = (ε− x)+. Vyšetrite tiež kritický bod u(x) = 2x/3.

Cvičenie 5.8. Pre m = 4 použite nerovnost’ a2 + b2 ≥ 2ab. Nech d’alej m > 4, uε(x) = ε(ε + x) pre x ∈ [−ε, 0],
uε(x) = ε(ε − x) pre x ∈ [0, ε], uε(x) = 0 pre |x| > ε. Potom Φ(uε) < 0 pre ε > 0 malé. Zvol’te také ε pevne

a nájdite uk ∈ C1
0 tak, že Φ(uk) → Φ(uε) a ‖uk‖C1 ≤ ε.

Cvičenie 5.9. Uvažujte u =
√

3π/2χ(0,ε), resp. u ∈W 1,2
0 sṕlňajúce |u′| =

√
3π/2 s.v. v (0, ε), u(x) = 0 pre x > ε.

Cvičenie 5.10. Ak X = C(Ω), potom Φ ∈ C∞, Φ′′(0)(h, h) =
∫

Ω 2h2 dx > 0 pre h 6= 0. Lagrangeova postačujúca

podmienka sa nedá použit’, ale u0 je lokálny minimizér, lebo | sin t| ≥ |t|/
√
2 pre |t| malé.

Ak X = L2(Ω), potom δ2Φ(0;h, h) = 2‖h‖2, ale Φ /∈ C2. Pre uε :=
√
πχ(0,ε) plat́ı uε → u0 pre ε → 0+,

Φ(uε) < Φ(u0), takže u0 nie je lokálny minimizér.

Nech je d’alej X = W 1,2(Ω). Potom Φ ∈ C2 len ak W 1,2 →֒ L4, t.j. n ≤ 4. Pre n = 1 je W 1,2 →֒ C, takže u0 ≡ 0

je lokálny minimizér. Pre n > 2 zvol’me x0 ∈ Ω, 0 < ε ≪ δ ≪ 1 tak, aby δn ≪ ε2 a u(x) =
( δ−|x−x0|

ε

)+
. Potom

‖u‖1,2 ≪ 1 a Φ(u) < 0, takže u0 ≡ 0 nie je lokálny minimizér. Pre n = 2 skúmajte funkcie definované predpisom
u(x) = [ln(δ/|x− x0|)]α (α < 1/2) pre |x− x0| < ε, u(x) = C(2ε− |x− x0|)+ inak.

Cvičenie 5.11. Φ ∈ C2 pre n ≤ 3, u0 ≡ 0 je lokálny minimizér vo W 1,2
0 (Ω) ale nie vo W 1,2(Ω). (Φ(uε) < 0

pre uε ≡ ε; ak n ≤ 3 potom Φ′′(0)(h, h) ≥ c‖h‖2 pre h ∈ W 1,2
0 (Ω). Ak n > 3, nájdite f ∈ BC2(R) tak,

že sinu3 ≤ f(u), f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0 a využite to, že Φ(u) ≥ Ψ(u) :=
∫

Ω(|∇u|2 − f(u)) dx, Ψ ∈ C2,

Ψ′′(0)(h, h) ≥ c‖h‖2 pre h ∈ W 1,2
0 (Ω)). Funkcionál Φ je koerćıvny a slabo sekvenciálne zdola polospojitý vo

W 1,2
0 (Ω) (pre každé n), takže existuje jeho globálne minimum v tomto priestore. V priestore W 1,2(Ω) je zrejme

u ≡ (π/2 + 2kπ)1/3 globálny minimizér pre každé celé k. Nech n = 1, Ω = (0, ω) a X = W 1,2
0 (Ω). Ak u ∈ X

a ũ := min((π/2)1/3,max(−(3π/2)1/3, u)), potom zrejme Φ(ũ) ≤ Φ(u) a |ũ| ≤ (3π/2)1/3. Pre každé v ∈ X sṕlňajúce

|v| ≤ (3π/2)1/3 pritom vd’aka Poincarého nerovnosti a odhadu | sin v3| ≤ |v3| ≤ (3π/2)1/3v2 plat́ı

Φ(v) =

∫ ω

0
[(v′)2 − sin v3] dx ≥

∫ ω

0
[(π/ω)2 − (3π/2)1/3]v2 dx ≥ 0

pre ω malé, takže tiež Φ(u) ≥ Φ(ũ) ≥ 0. Ukážte, že pre ω vel’ké a u(x) = min(x, ω − x, (π/2)1/3) plat́ı Φ(u) < 0.

Cvičenie 5.12. Φ je koerćıvny a slabo sekvenciálne zdola polospojitý; existuje globálne minimum. Ak
∫

Ω |∇h|2 dx ≥
∫

Ω h
2 dx pre každé h ∈ X (čo plat́ı pre dostatočne

”
malé” oblasti Ω), potom

Φ′′(u)(h, h) = 2

∫

Ω

(

|∇h|2 +
−1 + 3u2

(1 + u2)3
h2
)

dx ≥ 0

pre každé u, h ∈ X, takže Φ je konvexný a u = 0 je globálny minimizér. V opačnom pŕıpade Φ nie je konvexný

a u = 0 nie je lokálny minimizér (Φ′′(0)(h, h) < 0 pre vhodné h).

Cvičenie 5.13. Φ ∈ C2 pre n = 2, 3, 4. u0 ≡ 0 je kritický bod, ktorý nie je minimizérom (D2Φ(0)(h, h) = −h2/|x|
pre h konštantnú). Φ je koerćıvny a slabo sekvenciálne zdola polospojitý takže existuje globálny minimizér u1.

Pretože Φ(−u1) = Φ(u1), je aj −u1 minimizér.

Cvičenie 5.14. Zvol’te u, h ∈ X, h 6≡ 0, tak, aby nosič h ležal v množine {x : u(x) = 1} a ukážte, že Φ′′(u)(h, h) < 0.
Odtial’ plynie, že Φ nie je konvexný. Na dôkaz slabej sekvenciálnej zdola polospojitosti využite Cvičenie 4.1.

Cvičenie 5.15. Nech X = C(Ω). Eulerovu nutnú podmienku sṕlňajú funkcie u0 = 0 a u±1 = ±1. Ked’̌ze 0

je lokálnym maximizérom a ±1 sú globálnymi minimizérmi funkcie f : R → R : u 7→ u2 + 4
1+u2 , je u0 lokálnym

maximizérom a u±1 sú globálnymi minimizérmi funkcionálu Φ v C(Ω).

V pŕıpade X = L2(Ω) sú funkcie u sṕlňajúce podmienku |u| = 1 s.v. globálnymi minimizérmi. Funkcia u0 = 0 nie

je lokálny minimizér (pretože je striktný lokálny maximizér v C(Ω)) ani maximizér (pretože pre množiny Aε ⊂ Ω
s mierou |Aε| = ε > 0 a funkcie uε = 2χAε plat́ı Φ(uε) > Φ(u0) a uε → u0 pre ε → 0+). Plat́ı pritom

D2Φ(0)(h, h) = −6‖h‖2. Meratel’né funkcie u s vlastnost’ami |u(x)| ∈ {0, 1} pre s.v. x a 0 < |{x : u(x) = 0}| < |Ω|
sú tiež kritickými bodmi, v ktorých Φ nenadobúda extrém.

Cvičenie 5.16. Φ ∈ C2, Φ′′(0))(h, h) = 2
∫ π
0 ((h′)2 − (ln a)h2) dx.
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Cvičenie 5.17. Φ′(u0)u0 < 2Φ(u0) < 0, Φ′′(u1)(u1, u1) < Φ′(u1)u1 = 0.

Cvičenie 5.18. Použite Vetu 17.15 a Φ′′(u, v)(H,H) = 2Φ(H) > 0 pre H ∈ {(h, 0), (0, h), (h, h), (h,−h)}, h 6= 0.

Cvičenie 6.8. Ukážte najprv, že sa jedná o globálny minimizér Φ na množine {u ∈ W 1,2
0 (0, 1) :

∫ 1
0 (u′)2 dx ≤ 1},

ktorého existencia je zrejmá. Výsledok: u(x) =
√
5
2
(x3 − x).

Cvičenie 6.9. Nech g je gravitačné zrýchlenie a ρ hustota kávy. Potenciálna energia nekonečne tenkej vertikálnej

vrstvy vo vzdialenosti r od stredu šálky je 2πrρg
∫ u(r)
0 y dy = πρgru2(r), kde u(r) je výška uvažovanej vrstvy.

Podobne kinetická energia tejto vrstvy sa rovná (2πru(r)ρ)(ω2r2)/2. Jedná sa teda o nájdenie kritických bodov

funkcionálu Φ(u) = ρπ
∫R
0 [gu2 − ω2r2u]r dr s podmienkou Ψ(u) := 2π

∫ R
0 ru dr = V . Φ je konvexný, spojitý

a koerćıvny v Hilbertovom priestore L2(0, R) s mierou µ = r dr, Ψ je spojitý a lineárny, Φ je súčtom násobku

funkcionálu F (u) = ‖u‖2 a spojitého lineárneho funkcionálu, a teda triedy Ck pre l’ubovol’né k. Výsledok: u(r) =
1
2g

(ω2r2 − λ). Výsledok pre ω = 0: divTu = κu+ λ v Ω, x
|x| · Tu = cos γ na ∂Ω, kde Tu = ∇u/

√
1 + |∇u|2.

Cvičenie 6.10. Väzbová podmienka definuje slabo sekvenciálne uzavretú množinu, funkcionál je konvexný, spojitý

a koerćıvny, priestor reflex́ıvny. Minimizér: u = 18x
π3 (π − x)− sinx.

Cvičenie 6.11. (i) u(x) = − 5
√

7/2
√
x, (ii) u = 5x3 + x2/4 + 3x + 1, (iii) u = 3x2 + 2x, (iv) u = 12x2 − 10x + 2,

(v) u = C/b, (vi) u = −3, (vii) u = 1− x.

Cvičenie 6.17. Postupujte ako v Pŕıklade 6.16: Z Poincarého nerovnosti plynie, že skalárny súčin (u, v) =
∫ b
a u

′v′ dx
generuje v X ⊂ W 1,2(a, b) ekvivalentnú normu. S pomocou du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) ukážte, že

každá vlastná funkcia operátora A : X → X definovaného predpisom (Au, v) =
∫ b
a uv dx je klasickým periodickým

riešeńım rovnice λu′′ + u = C, kde nutne C = 0. Ukážte tiež, že prvé vlastné č́ıslo A má násobnost’ dva a pŕıslušné
vlastné funkcie sú napr. sin(2π(x − a)/(b − a)) a cos(2π(x − a)/(b − a)). V dôkaze dôsledku najprv ukážte, že

pripoč́ıtańım vhodných konštánt k u, v môžeme predpokladat’ u, v ∈ X. Z Wirtingerovej nerovnosti potom plynie
∫ 1

−1
(u′2 + v′2 − 2πuv′) dx =

∫ 1

−1
(v′ − πu)2 dx+

∫ 1

−1
(u′2 − π2u2) dx ≥ 0.

V pŕıpade rovnosti muśı platit’ v′ = πu a u muśı byt’ vlastnou funkciou A pŕıslušnou prvému vlastnému č́ıslu,
t.j. u(x) = C1 cos(πx) + C2 sin(πx).

Cvičenie 6.18. Po vhodnej reparametrizácii môžeme predpokladat’
√

u′2 + v′2 = const = L(∂A)/2. Potom

L(∂A)2 = 2
∫ 1
−1(u

′2 + v′2) dx a stač́ı použit’ nerovnost’ z Cvičenia 6.17.

Cvičenie 6.20. Nech ‖F (ut)‖2 = δ > ψ′(t) ≥ 0 a a := 1
2
(δ + ψ′(t)). Sporom ukážte, že existuje ε > 0 tak, že

‖F (u)‖2 ≥ a pre u ∈ S také, že Φ(u) ≤ ψ(t) + ε a dist
(
u, Sj(t)

)
≤ ε. Pre dostatočne malé h > 0 potom Sj(t + h)

lež́ı v ε-okoĺı množiny Sj(t), čo sa dá využit’ k dôkazu ψ(t+ h) ≥ min(ψ(t) + ε, ψ(t) + ah), odkial’ ψ′(0) ≥ a, spor.

Cvičenie 6.21. P ∗ = EI/4, w0(x) = C sin(x/2) resp. P ∗ = EI/16, w0(x) = C(1 − cos(x/4)) resp. P ∗ = EI,
w0(x) = C(1− cosx).

Cvičenie 7.2. Postupnost’ {xn} v podmienke (PS) muśı byt’ ohraničená.

Cvičenie 7.7. Miesto nelinearity g(u) = |u|p−2u uvažujte funkciu g̃(u) = max(g(u), 0) a pre takto modifikovanú
úlohu pomocou prinćıpu maxima ukážte, že každé jej netriviálne riešenie je kladné, a teda je aj kladným riešeńım
pôvodnej úlohy.

Cvičenie 7.9. Pomocou sférických súradńıc ukážte, že priestor X je izomorfný s W 1,2
0 (1, 2) a priestor radiálne

symetrických funkcíı v Lp(Ω) je izomorfný s Lp(1, 2).

Cvičenie 8.4. Pre funkciu g plat́ı g′′(u) = 2+2(1− c)(3u2 − 1)/(1+u2)3 ∈ [2c, (5− c)/2]. Funkcionál Φ′′(u)(h, h)
bude rovnomerne pozit́ıvne definitný vo W 1,2(Ω) pre c > 0 a vo W 1,2

0 (Ω) pre c > −λ1, kde λ1 je prvé vlastné č́ıslo

(−∆) na Ω s nulovými Dirichletovými podmienkami. Pre X = W 1,2(Ω) d’alej plat́ı ‖Φ′′(u)‖ ≤ (5 − c)/2 (takže

pre c > 0 stač́ı zvolit’ ε ≤ 2/(5 − c)), pre X = W 1,2
0 (Ω) plat́ı ‖Φ′′(u)‖ ≤ 2 + (5 − c)/2λ1 =: M (ε ≤ 1/M). Pre

X =W 1,2(Ω) resp. X =W 1,2
0 (Ω) je ∇Φ(u) = 2u− (∆N − I)−1(g′(u)−2u−f) resp. ∇Φ(u) = 2u−∆−1

D (g′(u)−f),
kde ∆N resp. ∆D je Laplaceov operátor na Ω s nulovými Neumannovými resp. Dirichletovými podmienkami.

Cvičenie 8.6. Ak ‖unk‖ ≤ C, potom pre vybranú postupnost’ plat́ı unkj
⇀ u0 a Φ(u0) ≤ inf⋃Xn

Φ = infX Φ.

U0 ≡ U1/2 ≡ ∞, U1 ≡ 1, U2 ≡ 0, L0 = −∞, L1/2 = −1, L1 = L2 = 0 (ũ′n(x) = n−κ sign(−x) pre n > |x| > 1).

Cvičenie 9.3. Predpokladajte naopak ‖uk‖ → ∞, Φ(uk) ≤ A. V Ekelandovom variačnom prinćıpe zvol’te ε :=
A− inf Φ, ū := uk a λ = λk := ‖uk‖/2. Ukážte, že pre postupnost’ {uλk

} neplat́ı Palais-Smaleova podmienka.
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Cvičenie 10.1. Funkcia f(u, s) = 1
2
(u2 − 1)2 + s2 nie je konvexná, ale Φ konvexný je:

D2Φ(u)(v, v) =

∫ 1

0

(
(6u2 − 2)v2 + 2(v′)2

)
dx ≥ 2

∫ 1

0

(
−v2 + v′2

)
dx ≥ c‖v‖21,2.

Pre f(u, s) = g(u) + h(s) označme g0 := inf g′′, h0 := inf h′′. Postačujúca podmienka je min(h0, π2h0 + g0) ≥ 0.

Cvičenie 10.2. Uvažujte funkcie u(x) = Ce−x.

Cvičenie 10.9. Uvažujte funkcionál Φ̃(u) =
∫

Ω f̃
(
x, u(x),∇u(x)

)
v priestore X = {u ∈ W 1,p(Ω,RN ) : u =

0 na ∂Ω}, kde f̃(x, u, s) = f
(
x, u+ u0(x), s+∇u0(x)

)
.

Cvičenie 13.9. Pre funkciu vk zvol’te č́ısla αk, βk ako v Pŕıklade 13.8, ukážte βk → 0 a využite odhad Φ(vk) ≥
C/βk. Ak p = 3/2, tak podobne ako v Pŕıklade 13.8 ukážte, že predpoklad u(x) ≥ 1

4
x1/3 pre všetky x implikuje

‖u‖p
W1,p(0,x)

≥ 1
4p

pre každé x > 0, čo nie je možné.

Cvičenie 13.15. Ak g′′(0) > −2, potom z nerovnosti (6.8) plynie Φ′′(u0)(h, h) =
∫ π
0 (2(h′)2 + g′′(0)h2) dx ≥

(2 + min(0, g′′(0)))
∫ π
0 (h′)2 dx, takže podl’a Vety 5.5 je u0 lokálny minimizér Φ vo W 1,2

0 a podl’a Pŕıkladu 13.14 je

u0 silný lokálny minimizér.
Ak g′′(0) < −2, potom pre funkciu h(x) = sinx dostávame Φ′′(0)(h, h) < 0, takže u0 nie je lokálny minimizér.
Pre dostatočne vel’ké prirodzené k a funkciu hk(x) = sin(kx) zase plat́ı Φ′′(0)(hk, hk) =

∫ π
0 (2k2 + g′′(0))h2k dx > 0,

takže u0 nie je lokálny maximizér.

Ak g(u) = −u2 + u4, potom z nerovnosti (6.8) plynie Φ(u) ≥
∫ π
0 ((u′)2 − u2) dx ≥ 0 pre každé u ∈W 1,2

0 (a, b), takže

u0 je globálny minimizér vo W 1,2
0 .

Ak g(u) = −u2 − u4, potom pre uε(x) = ε sinx (ε > 0) plat́ı Φ(uε) <
∫ π
0 ((u′ε)

2 − (uε)2) dx = 0, takže u0 nie je
lokálny minimizér a podobne ako vyššie dostaneme, že u0 nie je ani lokálny maximizér.

Cvičenie 13.18. Nech g = −K2χ[1,∞) a u0 je globálny minimizér Φ, ktorého existencia plynie z Cvičenia 4.14.

Ked’̌ze Φ(u0) ≤ Φ(uK) < 0, plat́ı maxu0 ≥ 1, a teda existujú 0 < x1 ≤ x2 < 1 tak, že u0(x1) = u0(x2) = 1 a u0 < 1
na [0, x1)∪ (x2, 1]. Ked’̌ze u0 je globálny minimizér, plat́ı u0 = 1 na [x1, x2]. Funkcia u0|[0,x1] je globálny minimizér

pre funkcionál Ψ(u) =
∫ x1

0 (u′)2 dx v triede A2, takže je triedy C1 a rieši Eulerovu rovnicu. Odtial’ u0(x) = x/x1
pre x < x1 a podobne u0(x) = (1 − x)/(1 − x2) pre x > x2. Hodnota Φ je pre takéto funkcie minimálna ak
x1 = 1− x2 = 1/K, t.j. pre u0 = uK .

Cvičenie 13.20. Pre kinetickú a potenciálnu energiu plat́ı T = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2) = ma2ϕ̇2(1 + cosϕ), U = mgy =

mga(1− cosϕ). Z Hamiltonovho prinćıpu dostaneme Eulerovu rovnicu

d

dt

(
2aϕ̇(1 + cosϕ)

)
= −aϕ̇2 sinϕ− g sinϕ.

Tam, kde cosϕ > −1, muśı zrejme ϕ ∈ C2, a teda

2(1 + cosϕ)ϕ̈− ϕ̇2 sinϕ+ (g/a) sinϕ = 0.

S využit́ım (1+cosϕ) = 2 cos2 ϕ
2
, sinϕ = 2 sin ϕ

2
cos ϕ

2
, po skráteńı cos ϕ

2
a substitúcii η = sin ϕ

2
dostávame rovnicu

η̈ + λ2η = 0, kde λ =
√

g
4a

. Ak η(0) = 0, potom odtial’ plynie η(t) = C sinλt, |C| ≤ 1. Všimnite si, že pre |C| = 1

pŕıslušné riešenie ϕ(t) nebude C1-funkcia (a tiež Lϕ̇ϕ̇ = 0 pre pŕıslušné t), ale funkcie x(t) a y(t) budú C1.

Cvičenie 13.27. Postupujte podobne ako v Pŕıklade 13.26.

Cvičenie 13.29. Eulerova rovnica (x2u′)′ = 12u má pre kladné x riešenia tvaru u(x) = C1x−4 +C2x3. Ak A = 0,

potom funkcia u0(x) = x3 je extremála, takže Φ′(u0)h = 0 pre každé h ∈ W 1,2
0 (0, 1). Ked’̌ze Φ′′(u)(h, h) ≥ 0

pre každé u ∈ W 1,2(0, 1), je u0 globálny minimizér. Alternat́ıvny dôkaz: z nerovnosti (xu′)2 + (3u)2 + 3u2 ≥
6xu′u+ 3u2 = (3u2x)′ dostaneme

Φ(u) ≥
∫ 1

0
(3u2x)′ dx = 3u2(1) = 3 = Φ(u0). (∗)

Nech teraz A 6= 0. Keby existoval globálny minimizér v0 pre Φ v A2, potom pre každé δ ∈ (0, 1) je vδ = v0|[δ,1]
globálny minimizér Φδ(u) :=

∫ 1
δ (x2(u′)2 + 12u2) dx v A2,δ := {u ∈ W 1,2(δ, 1) : u(δ) = v0(δ), u(1) = 1}. Vd’aka

Vete 13.11 plat́ı vδ ∈ C1([δ, 1]), takže v0 ∈ C1((0, 1]) ∩ C([0, 1]) a v0 muśı byt’ riešeńım Eulerovej rovnice v (0, 1].

Jediné ohraničené riešenie sṕlňajúce podmienku u(1) = 1 je však funkcia u0(x) = x3.

Nech je d’alej A 6= 0, u0(x) = x3 (takže I0 = Φ(u0)) a Φδ je definované rovnako ako vyššie. Pre δ > 0 malé
položme uδ(x) = A − (A − δ3)x/δ pre x ≤ δ, uδ(x) = u0(x) pre x ≥ δ. Potom z nerovnosti Φδ(u0) < I0 plynie

Φ(uδ) <
∫ δ
0 (x2(u′δ)

2 + 12u2δ) dx+ I0 → I0 pre δ → 0, takže IA ≤ I0. Nerovnost’ IA ≥ I0 plynie z odhadu (∗).
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Cvičenie 13.30. Postupujte podobne ako v Cvičeńı 13.29. Eulerova rovnica (xu′)′ = u/x má pre kladné x riešenia
tvaru u(x) = C1x+ C2/x. Diferencovatel’nost’ Φ v priestore {u ∈ W 1,2(0, 1) : u(0) = 0} dokážte priamo z defińıcie
s použit́ım Hardyho nerovnosti. Alternat́ıvny (elementárny) dôkaz: Z nerovnosti α2 +β2 ≥ 2αβ pre α, β ∈ R plynie

x(u′)2 + u2/x ≥ 2uu′ pre x > 0, takže Φ(u) ≥
∫ 1
0 2uu′ dx = u2(1)− u2(0) = 1 = Φ(u0) pre každé u ∈ A2.

Cvičenie 13.34. (i) arctanx; (ii) −x4

4
+ 5

4
x+1 (využite to, že

∫ 1
0 u

3u′ dx = 4− 1
4
); (iii) − 1

6
(x3 +5x) (využite to,

že
∫ 1
0 −3u′u2 dx = 1); (iv) 4x−2 + 1; (v) 2 cos x

2
.

Cvičenie 13.35. Funkcia u0(x) = x je extremála, takže Φ′(u0)h = 0 pre h ∈ C1
0 . Pretože fss = (2 − s2)(1 +

s2)−7/4/4, z vety o strednej hodnote plynie, že u0 je globálny minimizér v M . Pre funkcie uε(x) =
1
ε
x pre x < ε,

uε(x) = 1 pre x ≥ ε, zrejme plat́ı Φ(uε) → 1 < Φ(u0). Pre ũε ∈ C1 bĺızke uε v A1 bude teda tiež Φ(ũε) < Φ(u0).

Cvičenie 13.43. Použite Hardyho nerovnost’ (Veta 17.5).

Cvičenie 13.46. Označme S := {x ∈ [a, b] : u0(x) ∈ K alebo (∃i)(u0(x) ∈ Gi, u
′
0(x) = gi(u0(x)))} a Sh množinu

hromadných bodov S. Na množine [a, b] \ S plat́ı f0ss 6= 0, takže u0 ∈ C2 a F ′ = 0. Ked’̌ze je F spojitá v [a, b],
plat́ı tiež F ′(x) = 0 pre každý izolovaný bod x množiný S. Nech x ∈ Sh. Potom existujú xk ∈ S, xk → x. Ak pre
vybranú postupnost’ plat́ı u0(xk) ∈ K, potom u0(x) = u0(xk) pre dostatočne vel’ké k, takže u′0(x) = 0 = g0(u0(x)),

kde g0(u) := 0 pre u ∈ G0 := R. Ak existuje j ∈ {1, 2, . . . ,m} tak, že pre vybranú postupnost’ plat́ı u0(xk) ∈ Gj ,
u′0(xk) = gj(u0(xk)), potom u0(x) ∈ Gj a u′0(x) = gj(u0(x)). Zvol’me d’alej x0 ∈ (a, b) ∩ Sh pevne. Nech
x ∈ (a, b) \ {x0}. Položme x̃ := inf{y ∈ [x0, x] : F |[y,x] ≡ F (x)} ak x > x0, x̃ := sup{y ∈ [x, x0] : F |[x,y] ≡ F (x)}
ak x < x0. Potom nutne x̃ ∈ Sh (inak by bola F v okoĺı x̃ konštantná), takže existuje j = j(x) ∈ {0, 1, . . . ,m}
tak, že u0(x̃) ∈ Gj a u′0(x̃) = gj(u0(x̃)). Nech J je množina tých indexov j, pre ktoré v každom okoĺı x0 existuje x
s vlastnost’ou j(x) = j. Potom pre každé j ∈ J plat́ı u0(x0) ∈ Gj a u′0(x0) = gj(u0(x0)). Pre x dostatočne bĺızko
k x0 plat́ı j := j(x) ∈ J , a teda pre vhodné θ ∈ [x0, x̃] (alebo θ ∈ [x̃, x0]) dostaneme

F (x)− F (x0) = F (x̃)− F (x0) = Hj(x̃)−Hj(x0) = H′
j(θ)(x̃− x0) = o(|x− x0|) pre x→ x0,

kde Hj(y) := f(u0(y), gj(u0(y)))− gj(u0(y))fs(u0(y), u
′
0(y)) pre j ∈ J je vd’aka Vete 13.16 triedy C1 v okoĺı x0,

H′
j(y) =fu(u0(y), gj(u0(y)))u

′
0(y)− fu(u0(y), u

′
0(y))gj(u0(y))

+ [fs(u0(y), gj(u0(y)))− fs(u0(y), u
′
0(y))]g

′
j(u0(y))u

′
0(y)

a u′0(y)− gj(u0(y)) → 0 pre y → x0. Odtial’ F ′(x0) = 0, a teda F ′ ≡ 0 v (a, b).

Cvičenie 13.49. Riešeńım du Bois-Reymondovej rovnice dostaneme, že pre hl’adané kritické body muśı platit’

|u′| = 1
u

√
R2 − u2 pre vhodné R > 0. Pretože u′ ≡ 0 nie je riešeńım Eulerovej rovnice, dostávame z tejto

podmienky, že extremály musia ležat’ na polkružniciach tvaru u2 + (x − A)2 = R2. Ak u parametrizujeme ako
krivku ϕ(θ) =

(
A+R cos θ,R sin θ

)
a ϕ(θi) = (xi, yi), i = 1, 2, potom z du Bois-Reymondovej rovnice plynie

Φ(u) =

∫ θ2

θ1

1

u

√

1 + u′2
dx

dθ
dθ =

∫ θ2

θ1

R

u2
dx

dθ
dθ = −

∫ θ2

θ1

1

sin θ
dθ = ln

tan(θ1/2)

tan(θ2/2)
.

Ak y1 = y2 = C, u1 ≡ C, označme 2d = x2 − x1, 2θ = θ2 − θ1 a z = d/C. Potom Φ(u) = ln 1+sin θ
1−sin θ

=

ln
(
1 + 2z(

√
1 + z2 + z)

)
a eΦ(u1) = e2z > 1 + 2z + 2z2 + 4z3/3 > 1 + 2z(

√
1 + z2 + z) = eΦ(u).

Cvičenie 13.50. Plat́ı
∫ b
0

√

1 + u′2 dx = l. Substitúciou τ(x) =
∫ x
0

√

1 + u′(ξ)2 dξ, v(τ(x)) = u(x) dostaneme

S =
∫ b
0 u(x) dx =

∫ l
0 v(τ)

√

1− v′(τ)2 dτ =: Φ(v). Z du Bois-Reymondovej rovnice pre extremály funkcionálu Φ

dostaneme |v′| =
√

1− v2/C2 pre vhodné C > 0, takže |u′(x)| = |v′(τ)|/
√

1− v′(τ)2 =
√
C2 − u2/u, odkial’

plynie, že graf u je polkružnica s polomerom l/π a hl’adaná plocha je l2/(2π).

Cvičenie 13.54. Zvol’me c tak, aby u(c) = 1/2. Potom pre u ∈ A2 plat́ı odhad

∫ c

0
u′2(u− 1/2)2 dx ≥

(∫ c
0 u

′(u− 1/2) dx
)2

∫ c
0 1 dx

=
1

82c
,

podobne
∫ 1
c u

′2(u − 1/2)2 dx ≥ 1/(82(1 − c)), takže infA2
Φ ≥ 1/16. Funkcia u0 definovaná predpismi u0(x) =

(1−
√
1− 2x)/2 pre x < 1/2 a u0(x) = (1+

√
2x− 1)/2 pre x ≥ 1/2 sṕlňa u′(u− 1/2) = −C a rieši Eulerovu (aj du

Bois-Reymondovu) rovnicu, Φ(u0) = 1/16. Plat́ı u0 /∈ W 1,2, ale ak túto funkciu pre ε > 0 malé predefinujeme na

intervale [(1− ε)/2, (1 + ε)/2] tak, aby na tomto intervale bola afinná (a zostala spojitá na [0, 1]), potom výsledná
funkcia uε je v A2 a Φ(uε) → Φ(u0) pre ε→ 0+.
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Cvičenie 14.3. Eulerova rovnica má tvar u′(3u′ − 2x) = C. Keby C 6= 0, potom by funkcia u′ musela byt’ stále
kladná alebo stále záporná, čo je v spore s okrajovými podmienkami. Pre C = 0 dostávame dve riešenia: u1(x) = 0

a u2(x) = (x2 − 1)/3. Žiadna z týchto extremál však nevyhovuje Legendreovej nutnej podmienke, takže Φ nemá
slabé lokálne C1 minimizéry.

Cvičenie 14.7. u0(x) =
√
π/2x nie je minimizér ani maximizér: E(x, u0(x), u′0(x), q) ako funkcia premennej q

meńı znamienko v bode q =
√
π/2. Legendrova nutná podmienka pre slabý lokálny minimizér je pritom splnená.

Cvičenie 14.15. Pretože
∫ b
0 2uu′ dx = u2(b)−u2(0) = 0 pre u ∈ A, stač́ı vyšetrovat’ funkcionál

∫ b
0

(
(u′)2−16u2

)
dx.

Eulerova rovnica (aj Jacobiho rovnica pre l’ubovol’nú extremálu) má tvar u′′ = −16u; jej riešeńım sṕlňajúcim dané

okrajové podmienky je funkcia u0(x) ≡ 0 a pre b = π/4 tiež všetky násobky funkcie u0(x) = sin(4x).
Pre b > π/4 existuje konjugovaný bod y = π/4, takže u0 ≡ 0 nie je (slabý) lokálny minimizér (ani maximizér).
Pre b ≤ π/4 neexistuje konjugovaný bod v (0, b), takže podobne ako v Pŕıklade 14.14 je D2Φ ≥ 0 a všetky nájdené

extremály sú globálne minimizéry.

Cvičenie 14.16. Eulerova rovnica je u′′ + 4u+ 4 = 0, u0(x) = sin(2x)− 1 je globálny minimizér, lebo D2Φ ≥ 0.

Cvičenie 14.17. Ked’̌ze
∫ b
0 uu

′ dx je v AC konštantný, ide o násobok funkcionálu z Pŕıkladu 14.14. Extremála

u0(x) = cosx− cot b sinx (pre b 6= kπ) je globálnym minimizérom ak b < π a nie je bodom extrému pre b > π.

Cvičenie 14.18. Extremálou je funkcia u0(x) =
√
x(1 +D lnx), kde D = 2/ ln 4. Plat́ı P = 2, Q = −1/(2x2) ≥

−1/2, takže funkcionál Ψ(h) =
∫ 4
1 (P (h′)2+Qh2) dx je pozit́ıvne definitný vo W 1,2

0 a ked’̌ze funkcionál Φ je kvadrat-

ický, podobne ako v Pŕıklade 14.14 dostávame, že u0 je globálny minimizér.

Cvičenie 15.3. Eulerova rovnica má tvar u′(3u′ − 2x) = C. Ak C 6= 0, potom muśı stále u′ > 2x/3 alebo
u′ < 2x/3, čo vedie k sporu s okrajovými podmienkami. Pre C = 0 dostávame extremálu u0(x) = (x2 + 2)/3.

Plat́ı P = 2x > 0, Q = 0, takže ide o slabý lokálny minimizér. Weierstrassova funkcia meńı znamienko, takže nejde
o silný lokálny minimizér.

Cvičenie 15.4. P = −4, Q = 2, E(x, 0, 0, q) = (q2 − 1)2 − 1. Pre b = 1 je u0 = 0 slabý ale nie silný lokálny
maximizér, pretože v (0, 1] neexistujú konjugované body a E meńı znamienko. Pre b = 5 sa nejedná ani o slabý

extrém, pretože
√
2π ∈ (0, 5) je konjugovaný bod. Pre každé u ∈ W 1,4

0 zrejme plat́ı Φ(u) > 0 a pre uk ∈ W 1,4
0

s vlastnost’ou |u′k| = 1 s.v. a sup |uk| → 0 pre k → ∞ plat́ı Φ(uk) → 0 = inf Φ. Dôkaz koercivity je jednoduchý.

Cvičenie 15.5. V prvej časti úlohy vieme, že pre každú extremálu u sṕlňajúcu dané okrajové podmienky existuje
x tak, že u′(x) = 1. V du Bois-Reymondovej rovnici (u′)22u(u′ − 1) = C muśı byt’ teda C = 0 a dostávame jediné
riešenie u0(x) = x + 1. Plat́ı P (x) > 0, Q(x) = 0, takže ide o slabý lokálny minimizér. E(x, u0(x), u′0(x), q) =

qu0(x)(q − 1)2 meńı znamienko, takže u0 nie je silný minimizér. Pre okrajové podmienky u(−1) = u(1) = 1 a
u(±1) = ±1 dostávame extremály u0(x) = 1 (slabý lokálny maximizér, lebo P < 0, Q = 0, E(x, 1, 0, q) = q2(q− 2))
a u0(x) = x (tam nie je extrém, lebo f0ss meńı znamienko).

Cvičenie 15.6. Du Bois-Reymondova rovnica má tvar (u′)2u(u′ − 2) = C; v oboch pŕıpadoch muśı C = 0.
Extremály sú u0(x) = 2x− 1 resp. u0(x) ≡ 1, fss = 6su− 8u. V prvom pŕıpade f0ss = 4u0 meńı znamienko, takže
u0 nie je slabý lokálny minimizér ani maximizér. V druhom pŕıpade plat́ı P = −8, Q = 0, ale E(x, u0(x), u′0(x), q) =
q2(q − 4) meńı znamienko, takže u0 je slabý ale nie silný lokálny maximizér.

Cvičenie 15.7. u0(x) = 2/x− 1 je slabý lokálny maximizér; P = −12x2 < 0, Q = 0, E = q3x4.

Cvičenie 15.14. Z Eulerovej rovnice plynie u0(x) = Bx; existuje globálne pole extremál u(x, α) = Bx+ α. Plat́ı

f0ss > 0 ak B /∈ (B1, B2) ∪ {0}, kde B1,2 = (−10 ±
√
10)/15. Pre B /∈ {B1, B2, 0} neexistujú konjugované body,

takže u0 je slabý lokálny minimizér resp. maximizér. Ak B ∈ (B1, B2), potom nemôže ı́st’ o silné lokálne maximum,
lebo z Weierstrassovej nutnej podmienky by plynulo E(x, u0(x), u′0(x), q) ≤ 0, odkial’ E(x, u, ψ(x, u), q) ≤ 0 pre

l’ubovol’né u, takže u0 by musel byt’ globálny maximizér, pričom Φ nie je zhora ohraničený. E = (q − B)2[(q2 +
(B+1)q+B(B+1))2 +2B2(B+1)(q+2B+1)] ≥ 0 pre B ∈ (−∞,−1]∪ [0,∞) (táto podmienka nie je optimálna),
takže v tomto pŕıpade ide o globálny minimizér. Pŕıpady B = 0,−1 sú triviálne, lebo Φ(u) ≥ 0 = Φ(0) = Φ(−1).

Cvičenie 15.15. Eulerova rovnica je 2u′(2u′2 −M − 1) = C, extremála u0(x) = x. Plat́ı fss = 2(6s2 −M − 1),
P = 2(5−M), Q = 0, t.j. pre M < 5 (resp. M > 5) je u0 slabý lokálny minimizér (resp. maximizér).

Pole extremál má tvar u(x, α) = x+α, jeho sklon je ψ(x, u) = u′0(x) = 1. Weierstrassova funkcia E = (q− 1)2(q2 +
2q + 2 −M) meńı znamienko práve pre M > 1, takže Φ nadobúda v u0 silný extrém len pre M = 1. Vtedy ide
o globálny extrém.

Pre M = 5 funkcionál Φ vo funkcii u0 nemá extrém: D3Φ(u0)(h, h, h) = 24
∫
(h′)3 dx.
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Cvičenie 15.16. Jediná C1-extremála je u0(x) = Bx, pole extremál má tvar u(x, α) = Bx + α. Plat́ı fss =

4(3s2−1), takže pre |B| 6= 1/
√
3 neexistujú konjugované body a u0 je bud’ slabý lokálny minimizér (ak |B| > 1/

√
3)

alebo maximizér (ak |B| < 1/
√
3). Pre |B| = 1/

√
3 je Φ′′(u0) = 0, ale Φ′′′(u0) 6= 0, takže u0 nie je minizér ani

maximizér. Weierstrassova funkcia E = (q −B)2[(q +B)2 + 2(B2 − 1)] nemeńı znamienko práve pre |B| ≥ 1, takže
v tomto pŕıpade je u0 silný lokálny minimizér; pretože pole extremál je globálne, ide tiež o globálny minimizér v AC ;
zo spojitosti Φ vo W 1,4 plynie, že ide tiež o globálny minimizér v A4. Pre |B| < 1 nie je splnená Weierstrassova

nutná podmienka, takže u0 nie je silný minimizér resp. maximizér. V tomto pŕıpade je zrejme každá funkcia u ∈ A∞
s vlastnost’ou |u′| = 1 s.v. globálnym minimizérom Φ.

Cvičenie 15.17. Pre každú extremálu u sṕlňajúcu dané okrajové podmienky existuje x tak, že u′(x) = 1. V
du Bois-Reymondovej rovnici (u′)22u(u′ − 1) = C muśı byt’ teda C = 0 a dostávame jediné riešenie u0(x) = x.

Plat́ı P ≥ 0 ale P (0) = 0, takže nemôžeme použit’ Jacobiho postačujúcu podmienku. Existuje pole extremál
u(x, α) = x+α a pre Weierstrassovu funkciu plat́ı E(x, v, ψ(x, v), s) = vs(s−1)2. Pre každú u ∈ AC , ktorá je bĺızko
u0 v C1-norme, plat́ı teda E(x, u(x), ψ(x, u(x)), u′(x)) ≥ 0 a z dôkazu postačujúcej podmienky pre silný extrém

plynie, že u0 je slabý lokálny minimizér. Ked’̌ze nie je splnená Weierstrassova nutná podmienka pre silný extrém,
nejde o silný lokálny mnimizér.

Cvičenie 15.19. Existuje práve jedno C ∈ (0, 1) tak, že u′0(x) = (x3 − C)1/3. Funkcia u0 ∈ C1 \ C2 je globálny

minimizér vo W 1,4
0 (striktná konvexita a koercivita Φ). Plat́ı tiež E = (q − s)2((q + s)2 + 2s2) ≥ 0, ale u(x, α) =

u0(x) + α nesṕlňa naše predpoklady o hladkosti pol’a extremál.

Cvičenie 15.20. Eulerova rovnica má tvar u′[(u′)2 − 1/(4x)] = C. Nech najprv u(1) = 0, u(4) = 1. Keby C 6= 0,

potom u′ nemeńı znamienko, takže z okrajových podmienok u′ > 0 a tiež na celom intervale [1, 4] bud’ u′ > 1/(2
√
x)

alebo u′ < 1/(2
√
x), čo vedie k sporu s okrajovými podmienkami. Muśı teda C = 0, odkial’u0(x) =

√
x−1. Existuje

globálne pole extremál u(x, α) =
√
x− 1 + α a E = (q2 − 1/(4x))2 ≥ 0, takže u0 je globálny minimizér. To plynie

aj z vyjadrenia Φ(u) =
∫ 4
1 ((u′)2 − 1/(4x))2 dx+ C.

Nech teraz u(1) = u(4) = 0. Podobne ako vyššie dostávame jedinú extremálu u0(x) = 0. Plat́ı P = −1/x < 0,

Q = 0, takže u0 je slabý lokálny maximizér. E(x, 0, 0, q) = q2(q2 − 1/(2x)) meńı znamienko, takže u0 nie je silný
maximizér.

Cvičenie 15.21. Eulerova rovnica (u′)2(u′ − x) = C dáva extremály u0 ≡ 0 a u1(x) = (x2 − 1)/2. Plat́ı f0ss = 0,

f1ss(x) = 12x2. Weierstrassova funkcia E(x, u0(x), u′0(x), q) = 3q4 − 4q3x meńı pre x 6= 0 v okoĺı q = 0 znamienko,
takže u0 nie je minimizér ani maximizér. Pre u1 existuje globálne pole extremál u(x, α) = u1(x) + α so sklonom
ψ(x, u) = x a E(x, u, ψ(x, u), q) = 3q4 − 4q3x + x4 ≥ 0, takže u1 je globálny minimizér. To plynie aj priamo

z vyjadrenia Φ(u) =
∫ 1
−1(3(u

′)4 − 4x(u′)3 + x4) dx+ C a z Youngovej nerovnosti.

Cvičenie 15.22. Nech najprv B = 1. Ked’̌ze
∫ 1
0 u

′(x) dx = 1 =
∫ 1
0 2x dx, existuje x0 tak, že u′(x0) = 2x0, a z

Eulerovej rovnice (u′)2(u′ − x) = 4x3 + C plynie C = 0, a teda u′(0) = 0 a u′(x) > x pre x > 0. Pre s > x plat́ı
fss = 12s(3s − 2x) > 0, takže u′(x) = 2x je jediné riešenie Eulerovej rovnice a u0(x) = x2 je jediná C1 extremála

(sṕlňajúca dané okrajové podmienky). Pre globálne pole extremál u(x, α) = x2 + α a jeho sklon ψ(x, u) = 2x plat́ı
E(x, u, ψ(x, u), q) = (q − 2x)2(3q2 + 8qx+ 20x2) ≥ 0, takže u0 je globálny minimizér.

Nech d’alej B ∈ [0, 1). Potom
∫ 1
0 u

′(x) dx < 1 =
∫ 1
0 2x dx, takže existuje x0 tak, že u′(x0) < 2x0, a teda v Eulerovej

rovnici plat́ı C < 0. Odtial’ u′(0) < 0. Funkcia u nadobúda minimum v bode x1 a z rovnosti u′(x1) = 0 dostaneme
C = −4x31, takže x1 je jediný bod, kde u′ = 0, a nutne u′ > 0 pre x > x1. Pre x > x1 je pravá strana v Eulerovej

rovnici (u′)2(u′ − x) = 4x3 +C kladná, takže u′(x) > x pre x > x1, čo dáva spor pre x→ x1. Žiadna C1 extremála

sṕlňajúca dané okrajové podmienky teda neexistuje.

Cvičenie 15.23. Eulerova rovnica je (u′)2(2u′ − 3x) = C. V prvom pŕıpade je u(x, α) = 3x2/4 + α globálne pole
extremál a E(x, u, 3x/2, q) = q4 − 2xq3 + (3x/2)4/3 ≥ 0 (vd’aka Youngovej nerovnosti), takže u0(x) = 3x2/4 je
globálny minimizér. Pritom f0ss(0) = 0, takže sa nedá použit’ Jacobiho postačujúca podmienka. V druhom pŕıpade

extremála u0 = 0 nie je lokálny minimizér ani maximizér, pretože f0ss = 0, f0sss = −12x < 0 a fu = 0.

Cvičenie 15.24. Eulerova rovnica pre extremály u0 ∈ C1 má tvar −2(u′)3 = d
dx

(
4x(u′)3 − 6u(u′)2

)
. Ďalej

fss(x, u, s) = 12s(xs− u). Predpokladajme, že aspoň v jednom bode x ∈ [1, 2] plat́ı

u′0(x) 6= 0, xu′0(x)− u0(x) 6= 0. (⋆)

Potom f0ss 6= 0 v okoĺı tohto bodu, takže u0 je v tomto okoĺı triedy C2 a Eulerova rovnica je v tomto okoĺı ekvivalentná
s rovnicou x(u′)2u′′ = uu′u′′. Z predpokladu (⋆) dostaneme odtial’ u′′ = 0, takže u0(x) = C1x + C2, pričom z
nerovnost́ı (⋆) plynie C1 6= 0, C2 6= 0. Odtial’ a zo spojitosti u′0 plynie, že množina {x ∈ [1, 2] : v bode x plat́ı (⋆)}
je otvorená aj uzavretá v [1, 2], takže (⋆) plat́ı všade.
Pokial’ (⋆) neplat́ı v žiadnom bode intervalu [1, 2], potom aspoň v jednom bode plat́ı u′0(x) 6= 0 (inak by u musela
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byt’ konštantná, čo nevyhovuje okrajovým podmienkam). V okoĺı tohto bodu dostávame z negácie (⋆) xu′0 = u0,
odkial’ u0(x) = Cx pre vhodné C 6= 0. Podobne ako vyššie dostaneme, že {x : u′0(x) 6= 0} = [1, 2], takže u0(x) = Cx
pre všetky x, čo však nevyhovuje okrajovým podmienkam.

Každá extremála je teda tvaru u0(x) = C1x+ C2, z okrajových podmienok plynie u0(x) = x− 1.

Pretože f0ss ≡ 12, je Jacobiho rovnica ekvivalentná s h′′ = 0, takže pre u0 neexistuje konjugovaný bod. Ďalej
f0ss > 0, takže u0 je slabý lokálny minimizér.
Pretože funkcia fss(x, u, s) = 12(xs2 − us) meńı znamienko pre x = 2, u = 1, s ∈ R, muśıme k určeniu toho,

či je u0 silný extrém, použit’ Weierstrassovu funkciu. Pole extremál má tvar u(x, α) = x − 1 + α, jeho sklon
je ψ(x, u) = u′0(x) = 1. Weierstrassova funkcia E(x, u, 1, q) = x(q4 − 1) − 2u(q3 − 1) + (6u − 4x)(q − 1) =

(q − 1)2[xq2 + 2(x − u)q + (3x − 4u)] je nezáporná pre u = x − 1 + α, α malé, pretože pŕıslušný diskriminant

D = (x− u)2 − (3x− 4u)x < 0 pre tieto hodnoty. Preto u0 je silný lokálny minimizér.

Cvičenie 15.25. Nech je u ∈ C1 extremála. Plat́ı fss
(
x, u(x), u′(x)

)
= 2(12bxu′2 − 12buu′ + a). Na množine

M := {x : fss 6= 0} plat́ı u ∈ C2 a Eulerova rovnica má tvar u′′fss = 0, takže u′′(x) = 0. Pre x /∈ M , x > 0, plat́ı

u′(x) = 1
2x

[
u ±

√

u2 − ax
3b

]
, takže u′ má rovnaké znamienko ako u. Funkcia u0 ≡ c je teda jediná C1 extremála

sṕlňajúca zadané okrajové podmienky.
V (0, 1] neexistuje konjugovaný bod (P ≡ 2a, Q ≡ 0), takže ide o slabý minimizér. Sklon pol’a extremál u(x, α) =

c + α je ψ ≡ 0, E(x, u, ψ, q) = q2(a − 4buq + 2bxq2) meńı znamienko pre u = c 6= 0 a x = 0, takže u0 ≡ c nie
je silný minimizér pre c 6= 0. Ak c = 0 potom je splnená nutná ale nie postačujúca podmienka pre silný extrém.
V Pŕıklade 13.5 je ukázané, že extremála u0 ≡ 0 nie je silným lokálnym minimizérom, ale je lokálnym minimizérom

vo W 1,4
0 .

Cvičenie 15.27. Z du Bois-Reymondovej rovnice (u′)2(1 + (u2)′) = C plynie C = 0 (uvažujte bod, kde |u|
nadobúda maximum), takže jediným riešeńım je u0 ≡ 0 (a táto funkcia je tiež riešeńım Eulerovej rovnice). Plat́ı

P (x) = 2, Q(x) = 0, takže u0 je slabý lokálny minimizér. Ďalej je splnená nutná ale nie postačujúca podmienka pre
silný extrém. Nech je spojitá funkcia uε afinná na intervaloch [0, 1− ε], [1− ε, 1], uε(0) = uε(1) = 0, uε(1− ε) = εα,
kde α ∈ (0, 1/2). Ukážte, že Φ(uε) < 0 pre malé ε > 0 a tiež Φ(ũε) < 0 pre vhodnú ũε ∈ AC ležiacu bĺızko uε vo

W 1,3(0, 1), takže u0 nie je silný lokálny minimizér.

Cvičenie 15.28. Z du Bois-Reymondovej rovnice (u′u)2 = C dostaneme u0(x) =
√
1 + 3x. Plat́ı P (x) = 2(1+3x) >

0, Q(x) = 9/(2(1+3x)) > 0, takže u0 je slabý lokálny minimizér. Pole extremál u(x, α) = (1+α)
√
1 + 3x je globálne,

fss ≥ 0, takže u0 je silný lokálny minimizér a súčasne globálny minimizér v AC . Zo spojitosti Φ vo W 1,2 plynie, že

u0 je tiež globálny minimizér v A2. Toto tvrdenie sa dá tiež (jednoduchšie) dostat’ substitúciou v = u2.
Ak uε(x) = 1 − 4x pre x ≤ 1/4, uε(x) = 4x − 2 pre x ≥ 1/2, |u′ε(x)| = 1/ε a |uε(x)| ≤ ε pre s.v. x ∈ (1/4, 1/2),
potom ‖uε‖1,2 → ∞ pre ε→ 0 ale Φ(uε) ≤ C, takže Φ nie je korećıvny. Zvol’me d ∈ (0, 1/3) a funkciu u = ud ∈ A2

definovanú predpisom u(x) = 1 pre x ∈ [0, 2d], u(x) = 1 + (x − 2d)/(1 − 3d) pre x ∈ [2d, 1 − d] a u(x) = 2 pre

x ∈ [1−d, 1]. Nech h ∈W 1,2
0 (0, 1) je definovaná predpisom h(x) = x pre x ∈ [0, 2d], h(x) = 2d/(1+(x−2d)/(1−3d))

pre x ∈ [2d, 1 − d] a h(x) = 1 − x pre x ∈ [1 − d, 1]. Potom h′/h = −u′/u na (2d, 1 − d) a pre d bĺızke k 1/3 plat́ı

D2Φ(u)(h, h) = 2
∫ 1
0 [(uh′ + u′h)2 + 2uu′hh′] dx < 0, takže Φ nie je konvexný.

Cvičenie 15.29. Pre Weierstrassovu funkciu plat́ı E(x, u, s, q) = u(q−s)2 ≥ 0 pre u ≥ 0. V pŕıpade v0 skonštruujte

pole extremál pokrývajúce A+
2 a využite hustotu C1 funkcíı vo W 1,2 a spojitost’ Φ vo W 1,2. V pŕıpade w0 najprv

pomocou zovšeobecneného pol’a extremál (vid’ Poznámku 15.12(iii)) ukážte, že pre dané x0 ∈ (0, 1) je funkcia

u1(x) = (x/x0−1)2/3 globálny minimizér Ψ(u) =
∫ x0

0 (u′)2u dx na množine {u ∈W 1,2(0, x0) : u(0) = 1, u(x0) = 0}
a dokážte tiež analogické tvrdenie pre funkciu u2(x) = (2(x− x0)/(1− x0))2/3 na intervale (x0, 1). Ďalej ukážte, že

pre pre funkciu u0 definovanú predpisom u0(x) = u1(x) pre x ≤ x0, u0(x) = u2(x) pre x ≥ x0, je Φ(u0) minimálne
v pŕıpade x0 = 1/3, t.j. pre u0 = w0. Nakoniec položte h(x) = 2x pre x ≤ 1/3, h(x) = 1− x pre x ≥ 1/3 a ukážte
Φ′′(w0)(h, h) < 0.

Cvičenie 15.30. u0 ≡ 1 resp. u0 ≡ 0 resp. u0(x) = (7x+ 1)2/3. P = 2u0, Q = −2u′′0 ≥ 0, E = (q − s)2u.

Cvičenie 15.31. u0(x) = sinh(Cx) (kde sinhC = 1) je globálny minimizér: fss > 0, pole u(x, α) = sinh(Cx+ α).

Cvičenie 15.32. Ak u(1) = 0, potom u0 ≡ 0 je slabý ale nie silný minimizér pre k = 0 (P = 2, Q = 0, E = sin q2)

resp. globálny minimizér pre k ≥ 1 (f(s) = sin(s2) + ks2 ≥ 0). Pre k = 0 nie je u0 ani lokálny minimizér v A2:

uvažujte funkciu uε ∈ A2, pre ktorú |u′ε| =
√

3π/2 s.v. na intervale [0, ε] a uε = 0 na [ε, 1]. Nech d’alej u(1) =
√
π.

Potom existuje jediná extremála u0(x) =
√
πx sṕlňajúca dané okrajové podmienky; u(x, α) = u0(x) + α je pole

extremál so sklonom
√
π, E(x, u,

√
π, q) = sin q2 + (q − √

π)(kq − (k − 2)
√
π), P = f0ss = 2(k − 1), Q = 0. Ak

k = 0 potom u0 je slabý ale nie silný lokálny maximizér (E meńı znamienko) a nejde ani o lokálny maximizér v A2

(uvažujte funkciu uε ∈ A2, pre ktorú |u′ε| =
√

5π/2 s.v. na intervale [0, ε] a uε = u0 na [ε, 1]). Ak k = 1, potom u0
nie je minimizér ani maximizér, pretože E meńı znamienko v bode q =

√
π (až tretia derivácia E podl’a q je v bode√

π nenulová). Ak k ∈ {2, 3}, potom u0 je slabý ale nie silný minimizér (pre k = 2 je E je záporná napr. pre malé
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kladné q, pre k = 3 je E je záporná napr. pre q = 2
√
π/3) a nejde ani o lokálny minimizér v A2 (uvažujte funkciu

u = uε,δ ∈ A2 takú, že u(x) = (1+ ε)
√
πx na [0, δ], u′ =

√
π/2 na [δ, δ(1+ 2ε)], u = u0 na [δ(1+ 2ε), 1]). Ak k ≥ 4,

potom u0 je globálny minimizér (E = E(q) ≥ 0, pretože E(−q) ≥ E(q) pre q ≥ 0, E′(q) ≥ 0 pre q ≥ √
π, E(q) ≥ 0

pre q ∈ [0, (k − 2)
√
π/k], E(qk − ε) ≥ E(qk + ε) pre qk = (k − 1)

√
π/k a ε ∈ [0,

√
π/k] a E′(

√
π(1 − ε)) ≤ 0 pre

ε ∈ [0, 1/k] vd’aka odhadu cos(π(1− ε)2) = − cos(πε(2− ε)) ≤ −1 + (πε(2− ε))2/2).

Φ je vo W 1,2
0 koerćıvny pre k > 0 ale nie pre k = 0, je zdola ohraničený, nie je slabo sekvenciálne zdola polospojitý,

pretože f nie je konvexná. Zvol’me s0 ≥ 0 tak, aby f(s0) = min f . Potom každá funkcia sṕlňajúca |u′| = s0 s.v. je

globálnym minimizérom. Ak k = 0, potom D2Φ(0)(h, h) = 2
∫ 1
0 (h′)2 dx, ale u0 = 0 nie je lokálny minimizér.

Cvičenie 15.33. Ked’̌ze P (0) = f0ss(0) = 0, nemôžeme použit’ klasickú postačujúcu podmienku pre slabý minimizér.

Použite Poznámku 15.12(ii): uvažujte pole u(x, α) =
√
πx+ α a ukážte E(x, u,

√
π, q) ≥ 0 pre q bĺızke

√
π.

Cvičenie 15.34. u(x, α) = α nie je pole extremál, lebo nenulové konštanty nie sú riešeńım Eulerovej rovnice. Pre
|K| vel’ké bude globálny minimizér funkcia u1 6= u0. Ked’̌ze u1 ∈ C2 je riešeńım du Bois-Reymondovej rovnice, pre

takéto K muśı mat’ du Bois-Reymondova rovnica aj netriviálne riešenie.
Z Tvrdenia 15.8 plynie pre extremálu u0 = 0 existencia pol’a extremál a ked’̌ze E(x, u, s, q) = (q − s)2[(q + s)2 +
2s2 + 1] ≥ 0, je u0 silný lokálny minimizér, nemuśı však byt’ globálny (a teda ani pole extremál nemôže potom

existovat’ globálne). To, že u0 je silný lokálny minimizér, možno dokázat’ aj jednoduchým odhadom: ak v ∈ AC ,
|v| ≤ 1/(|K|+ 1), potom s použit́ım Poincarého nerovnosti dostávame

∣
∣
∣

∫ 1

0
Kv3 dx

∣
∣
∣ ≤

∫ 1

0
v2 dx ≤ 1

π2

∫ 1

0
(v′)2 dx, takže Φ(v) ≥ 0 = Φ(u0).

Cvičenie 15.35. Z Tvrdenia 15.8 a nerovnosti (6.8) plynie existencia pol’a extremál pre u0. Pre (k,m) = (4, 24) je
Weierstrassova funkcia E(x, u, s, q) = (q − s)2[2q4 − 5q2 + 4 + (q4 + 1)O(s)] ≥ 0 pre s → 0, pre (k,m) = (8, 70) je

fss ≥ 1, takže u0 je silný lokálny minimizér. Pre u1(x) = min(x, 1− x) plat́ı Φ(u1) < 0.

Poznámka: Z nerovnosti Φ(u) ≥
∫ 1
0 (2(u′)6 − 5(u′)4) dx plynie koercivita Φ vo W 1,6

0 . Pre (k,m) = (8, 70) je naviac

f konvexná v s, takže existuje globálny minimizér. Vd’aka fss ≥ c0 > 0 sa pre Φ dá tiež dokázat’ Palais-Smaleova
podmienka, takže z Vety 7.3 plynie existencia sedlového bodu Φ.

Cvičenie 15.36. Ked’̌ze −108xuu′ = −(54xu2)′+54u2, môžeme miesto Φ vyšetrovat’ funkcionál Ψ(u) =
∫ 1
0 ((u′)3+

54u2) dx. Pretože E(x, u, s, q) = (q − s)2(q + 2s), Weierstrassova nutná podmienka zaručuje, že žiadna extremála

nie je silný minimizér ani maximizér a žiadna extremála s vlastnost’ou u′(x0) = 0 pre nejaké x0 ∈ [0, 1] nie je
slabý minimizér ani maximizér. Pre B > 1 existuje jediné C > 0 tak, že riešenie du Bois-Reymondovej rovnice

u′ = 3(u2 + C)1/3 s počiatočnou podmienkou u(0) = 0 sṕlňa podmienku u(1) = B. Pre takúto extremálu plat́ı
P = 6u′ > 0, Q = 108 > 0, takže ide o slabý lokálny minimizér. Ak B ∈ [0, 1], potom má pŕıslušná extremála

tvar u(x) = 0 pre x ≤ x0 := 1 − B1/3, u(x) = (x − x0)3 pre x ≥ x0. Ked’̌ze u′(0) = 0, nejde o minimizér ani
maximizér. Riešeńım du Bois-Reymondovej rovnice pre C < 0 nájdeme B1 < 0 tak, že pre B ∈ [B1, 0) a C = −B2

bude pŕıslušné riešenie sṕlňat’ u′(1) = 0 (takže nemôže ı́st’ o minimizér ani maximizér), naviac toto riešenie nie je
C2 a pre B > B1 nejde ani o C1-extremálu (pretože u(x) ≡ B pre x bĺızko 1, čo nie je riešeńım Eulerovej rovnice).

Na druhú stranu pre B < B1 existuje jediné C < −B2 tak, že pŕıslušné riešenie u je v AC ∩C2. Naviac pre B < B1

plat́ı u′(x) < 0 pre x ∈ [0, 1]. Ked’̌ze P < 0 a Q > 0, na dôkaz toho, že ide o slabý lokálny maximizér, treba použit’
Poznámku 15.12(iii) (riešenia u s podmienkou u(1) ∈ (B − ε,B + ε) tvoria zovšeobecnené pole extremál).

Cvičenie 15.41. Du Bois-Reymondova rovnica pre Φ + λΨ dáva u + λ = C(1 + u′2)1/2. Substitúcia u′ = sinhχ

dáva u+ λ = C coshχ, du/dχ = C sinhχ a dx = (sinhχ)−1du = Cdχ. Odtial’ x = Cχ+ C̃, u+ λ = C coshχ, takže

u+ λ = C cosh
(
(x− C̃)/C

)
. Z väzbovej a okrajových podmienok dostaneme u+

√
2 = cosh(x+ ln(

√
2− 1)).

Cvičenie 15.43. Riešeńım du Bois-Reymondovej rovnice dostávame extremály u±0 = 1/C±
2 +C±

2 (C1 − x)2/4 kde

C1 = 1/2, C2 = 4(
√
2±1). Ked’̌ze fss =

√
u(1+s2)−3/2 > 0 a pre u−0 existuje pole extremál u(x, α) = 1/(C−

2 −α)+
(C−

2 − α)(C1 − x)2/4, je u−0 silný lokálny minimizér. Pre extremály u(x, α) = 1/(C+
2 − α) + (C+

2 − α)(C1 − x)2/4

a w(x) = ∂u(x, α)/∂α|α=0 dostávame w(0), w(1) < 0 < w(1/2), takže podl’a Poznámky 14.12 v intervale (0, 1)
existuje konjugovaný bod pre extremálu u+ a táto extremála teda nie je ani slabým lokálnym minimizérom Φ.

Cvičenie 15.46. Riešeńım du Bois-Reymondovej rovnice 1 + u2 = C(u′)2 dostávame extremálu u0(x) = sinh kx

s k = arcsinh 1 ako aj globálne pole u(x, α) = sinh(kx+α). Pretože E(x, u, s, q)(1+u2)/q2s3 = (q− s)2(2q+ s) ≥ 0

pre s, q > 0, je u0 globálny minimizér v triede C2 funkcíı sṕlňajúcich podmienky u(0) = 0, u(1) = 1, u′ > 0.

Pre funkciu uε definovanú predpismi uε(x) = −u0(x) pre x < ε, uε(x) = −u0(ε) + (u0(2ε) + u0(ε))(x − ε)/ε pre
x ∈ [ε, 2ε] a uε(x) = u0(x) pre x > 2ε zrejme plat́ı Φ(uε) < Φ(u0) a ‖uε − u0‖W1,p → 0 pre ε→ 0+ a p <∞.

Cvičenie 15.47. Kladné rastúce riešenia Eulerovej rovnice (ktorá je ekvivalentná s uu′ = C) majú tvar u(x) =√
Cx+D; pre extremálu u0(x) =

√
3x+ 1 existuje globálne pole extremál u(x, α) =

√
3(1 + α)x+ 1 + α, α > −1.

Pre u, s, q > 0 d’alej plat́ı E(x, u, s, q) = (q − s)2/(qus2) ≥ 0, čo zaručuje dokazované tvrdenie.
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Cvičenie 15.48. Du Bois-Reymondova rovnica je (u′)2 = 1 − Cu2, u0(x) = 2 sin(x/2 + π/4) je silný lokálny

minimizér v triede funkcíı sṕlňajúcich |u′| ≤ 1. Plat́ı P = 2/ sin2(. . . ) ≥ 2, Q = −1/ sin2(. . . ) ≥ −2, takže
v (0, π] neexistujú konjugované body. Pole extremál má tvar u(x, α) = 2(1+α) sin(x/(2(1+α)) + π/4) pre α malé,
E(x, u, s, q) ≥ 0 pre |q| ≤ 1.

Cvičenie 15.49. Du Bois-Reymondova rovnica u = C1(1− (u′)2) ma riešenia konštanty (ktoré nie sú extremály)

a extremály tvaru u(x) = C1 − (x− C2)2/(4C1), z ktorých vol’bou C2 = 1/2 a C1 = (2 +
√
5)/4 dostaneme jedinú

C2 extremálu u0 sṕlňajúcu dané okrajové podmienky. Pole extremál u(x, α) = (1 + α)− (x− 1/2)2/(4(1 + α)) pre

α > −3/4 pokrýva všetky C1 funkcie s vlastnost’ami u(0) = u(1) = 1 a |u′| < 1. Ked’̌ze E(x, u, ψ, q) ≤ 0 v tomto
poli pre l’ubovol’né |q| < 1, u0 je globálny maximizér.

Cvičenie 15.50. Eulerova rovnica u′′(x−u)+2u′(1+u′) = 0 má riešenia tvaru u(x) = −(C2+1/(C1x+C2))/C1,

takže u(x, α) = −(1 + α)/x pre α > −1 je pole extremál pokrývajúce všetky pŕıpustné funkcie. Pretože E ≤ 0
v tomto poli, je u0(x) = 1/x globálny maximizér.

Cvičenie 15.51. Z Eulerovej rovnice u′ = Cx
√

1 + (u′)2 dostaneme pre C > 0 extremály u(x) = −
√

1/C2 − x2 +

D; u0(x) = −
√
5− x2 je globálny minimizér, lebo Φ je konvexný; vid’ Pŕıklad 13.31. Pre u0 ≡ 0 je pole extremál

napr. u(x, α) = 1
α
(1−

√
1− α2x2) pre 0 < |α| < 1/2, u(x, 0) = 0.

Cvičenie 15.52. fss = 6(5s2 − 1)(s2 − 1), extremály u(x) = C1x + C2. Ak B = 0 potom u0 ≡ 0 je globálny

minimizér (plynie z odhadu (u′)2 ≥ 0 alebo E(x, u, 0, q) = q2(q4 − 3q2 + 3) ≥ 0). Ak B = 1/2, potom u0(x) = x/2
je slabý lokálny maximizér (P < 0, Q = 0, E nie je nekladná). Ak B = 1, potom u0(x) = x nie minimizér ani
maximizér (E(x, u, 1, q) = (q2 − 1)3 meńı znamienko v bode q = 1). Ak B = 2, potom u0(x) = 2x je globálny

minimizér (E(x, u, 2, q) = (q − 2)2((q + 1)4 + 3q2 + 16q + 46) ≥ 0). Ak B = 1 + ε, potom u0(x) = (1 + ε)x je slabý
lokálny minimizér (E(x, u, 1 + ε, q) < 0 pre q = 1−√

ε; alternat́ıvny dôkaz sporom: keby E(x, u, 1 + εk, q) ≥ 0 pre
všetky q a εk → 0+, potom by E(x, u, 1, q) ≥ 0 pre všetky q, spor).

Cvičenie 15.53. Extremály (C1x + C2)4/7, E(x, u, s, q) = u3(q − s)2((q + s)2 + 2s2) ≥ 0 pre u ≥ 0, u0 ≡ 1

a u0(x) = (127x+1)4/7 sú silné lok. minimizéry; polia u(x, α) = 1+α resp. u(x, α) = (127x+1+α)4/7, ale P = 0
pre prvú extremálu.

Cvičenie 16.7. Podobne ako v Pŕıklade 16.6 dostaneme, že globálny minimizér na intervale [0, 2a], 1 < a < 2,

s okrajovými podmienkami −u(0) = u(2a) = 2 je funkcia ua(x) =
√

(x− a)2 + Ca(x− a) pre x ≥ a, ua(a − x) =

−ua(a+x) pre 0 < x ≤ a, kde Ca = (4−a2)/a > 0. Reštrikcia u0 na interval [0, 2] je zrejme globálnym minimizérom
Φ na intervale [0, 2] s okrajovými podmienkami u(0) = −2, u(2) = ua(2). Stač́ı teda nájst’ a tak, aby ua(2) = 1
resp. ua(2) = 5/6. V prvom pŕıpade je a jediným riešeńım rovnice 2a3−6a2−a+8 = 0 v intervale (1, 2), v druhom

pŕıpade a = 3/2 (a Ca = 7/6).

Cvičenie 16.8. V triede C1 je u0 ≡ 0 slabý lokálny maximizér (E = q2(q2 − 2)), v triede funkcíı Ĉ1 sú funkcie
tvaru |u′| = 1 s.v. globálnymi minimizérmi.

Cvičenie 16.9. u0(x) =
1
2
x je slabý lokálny maximizér triedy C1. Funkcie u ∈ AĈ sṕlňajúce u′(x) ∈ {0, 1} s.v. sú

globálne minimizéry.

Cvičenie 16.11. Ide o minimizér v triede funkcíı sṕlňajúcich u′ ≤ 0, takže plat́ı len Φ′(u0)h ≥ 0 pre všetky h ∈ Ĉ1

také, že h′(x) ≤ 0 ak u′0(x) = 0. Špeciálne muśı h(a) ≤ 0, takže dostávame len podmienku f0s (a+) ≥ f0s (a−), ktorá
je zrejme splnená.

Cvičenie 16.12. Eulerova rovnica pre C2-extremálu u0 má tvar u′′0f
0
ss = 0 a má práve dve riešenia sṕlňajúce dané

okrajové podmienky: u
(1)
0 (x) = (x + 2)/3 a u

(2)
0 (x) =

√
x. Weierstrassova funkcia E = (q − s)2(3 − 4u(q + 2s) +

2x(q2 + 2qs + 3s2)) je nezáporná pre pole extremál u(x, α)) = u
(1)
0 (x) + α (|α| ≪ 1), takže u

(1)
0 je silný lokálny

minimizér. Pre extremálu u0 := u
(2)
0 plat́ı 8xE(x, u0(x), u′0(x), q) = (2

√
xq − 1)4 ≥ 0, takže u

(2)
0 nie je lokálny

maximizér, ale tiež Φ′′(u(2)0 )(h, h) = −
∫ 4
1 (3/x2)h2 dx < 0 pre h 6≡ 0, takže u

(2)
0 nie je ani lokálny mimimizér. Ďalej

Φ(u
(2)
0 ) > Φ(u

(1)
0 ) > 1/2.

Uvažujme d’alej po častiach afinné extremály u0 ∈ Ĉ1 s vlatnost’ou Z(u0) = {x0}, x0 ∈ (1, 4). Označme s1 = u′0(x)
pre x < x0, s2 = u′0(x) pre x > x0. Potom plat́ı u0(x0) = 1 + s1(x0 − 1) = 2− s2(4− x0), odkial’

u0(x0)(s1 − s2) = 2s1 − s2 − 3s1s2, (1)

x0(s1 − s2) = 1 + s1 − 4s2, (2)

Naviac platia Weierstrass-Erdmannove podmienky

fs(x0, u0(x0), s1) = fs(x0, u0(x0), s2), (3)
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(f − sfs)(x0, u0(x0), s1) = (f − sfs)(x0, u0(x0), s2). (4)

Z (3) plynie

(s1 − s2)(3− 6u0(x0)(s1 + s2) + 4x0(s
2
1 + s1s2 + s22)) = 0, (5)

odkial’ s využit́ım (1),(2) a s1 6= s2 dostávame

3− (8s1 + 10s2) + 4s21 + 10s1s2 + 16s22 = 0,

t.j.

s1 =
1

4
(4− 5s2 ±

√

4− 39s22). (6)

Zo (4) plynie

(s1 − s2)(−3(s1 + s2) + 8u0(x0)(s
2
1 + s1s2 + s22)− 6x0(s

3
1 + s21s2 + s1s

2
2 + s32)) = 0.

Ak k tejto rovnici pripoč́ıtame (5) vynásobenú (s1 + s2), dostaneme

2(s1 − s2)
2(u0(x0)− x0(s+ 1 + s2)) = 0,

takže u0(x0)/x0 = s1 + s2. S využit́ım (1),(2) dostaneme

(s1 − 2s2)(1− s1 − 2s2) = 0,

takže bud’ s1 = 2s2 alebo s1 + 2s2 = 1. V oboch pŕıpadoch x0 = 2. S využit́ım (6) dostávame riešenia (s1, s2) =

(1 + 1/
√
3,−1/2

√
3) a (s1, s2) = (1− 1/

√
3, 1/2

√
3) a pŕıslušné extremály u

(3)
0 a u

(4)
0 ;

u
(3)
0 (x) =

{

(1 + 1/
√
3)x− 1/2

√
3 x ≤ x0,

2 + 2
√
3− x/2

√
3 x ≥ x0.

Plat́ı Φ(u
(4)
0 ) > 0 > −1 > Φ(u

(3)
0 ).

Cvičenie 16.14. Ak napr. α = 1, T = 1, p(t) ≡ 2, s(t − T ) = t2 − 3t + 2, v(t − T ) = t2 − t + 1, potom A < 0,
takže u(t) < 0 pre t ∈ [0, T ]. Ked’̌ze s(0) = 0, funkcia s(t) = s(t− T ) + u(t) bude záporná pre t bĺızko k T , čo nie je
možné. Pri optimalizácii bolo treba požadovat’ obmedzenia na u zaručujúce nezápornost’ funkcíı s, v.

Cvičenie 16.15. Predpokladajte sporom f(a, u(a), u′(a) + K) < f(a, u(a), u′(a)) pre nejaké K, napr. K > 0.
Ukážte, že pre ε > 0 malé a v(x) := u(x)− [ε−K(x−a)]+ bude Φ(v) < Φ(u) a aproximujte v vhodnou C1-funkciou.

Cvičenie 16.16. Plat́ı fs = 4s(s2 − 1), fss = 4(3s2 − 1). Z Eulerovej rovnice 4u′((u′)2 − 1) = 4x(x2 − 1) + C a

podmienky fs(1, u(1), u′(1)) = 0 dostávame C = 0, a teda (u′−x)((u′)2+u′x+x2−1) = 0, odkial’u′(x) ∈ {x,−x/2±
√

1− 3x2/4}. Máme teda extremálu u0 sṕlňajucu u′0(x) = −x/2 −
√

1− 3x2/4 ≤ −1 pre x ∈ [0, 1] a d’aľsie štyri

extremály u1, u2, u3, u4, ktorých derivácie sa na každom z intervalov [0, 1/
√
3] a [1/

√
3, 1] rovnajú bud’ funkcii x alebo

−x/2 +
√

1− 3x2/4. Extremála u0 je globálny minimizér, pretože pre globálne pole extremál u(x, α) = u0(x) + α

a Weierstrassovu funkciu E plat́ı E(x, u, ψ(x, u), q) = (q − u′0(x))
2((q + u′0(x))

2 + 2(u′0(x)
2 − 1)) ≥ 0. Extremály

ui pre i = 1, 2, 3, 4 nie sú lokálne minimizéry ani maximizéry, pretože pre x0 = 1/
√
3 plat́ı u′i(x0) = 1/

√
3 a

E(x0, ui(x0), u
′
i(x0), q) meńı znamienko pre q v okoĺı 1/

√
3.

Cvičenie 16.17. Z Eulerovej rovnice (u′)3 = x3 + C a podmienky u′(1) = 0 dostávame C = −1, takže u′0(x) =

−(1 − x3)1/3; u0 ∈ C1 \ C2. Ked’̌ze ide o kritický bod (striktne) konvexného koerćıvneho funkcionálu v priestore

{u ∈W 1,4
0 : u(0) = 0}, je to globálny minimizér.

Cvičenie 16.18. Nech najprv Φ(u) =
∫ 1
−1((u

′)4/12 − (u′)2u) dx. Jediným C1 riešeńım du Bois-Reymondovej

rovnice (u′)2(4u − (u′)2) = C sṕlňajúcim podmienky u(−1) = u(1) = 0 je u0 ≡ 0. V C1
0 plat́ı Φ′(u0) = 0,

Φ′′(u0) = 0, Φ′′′(u0)(h, h, h) = −6
∫ 1
−1(h

′)2h dx 6= 0 pre vhodné h ∈ C1
0 , takže u0 nie je ani slabý lokálny minimizér.

Nech Ψ(u) =
∫ 0
−1((u

′)4/12 − (u′)2u) dx pre u ∈ X := {v ∈ W 1,4(−1, 0); v(−1) = 0}. Globálny minimizér

funkcionálu Ψ stač́ı hl’adat’ medzi funkciami sṕlňajúcimi u ≥ 0 a u′ ≥ 0 (plat́ı totiž Ψ(|u|) ≤ Ψ(u); pre u ≥ 0

a ũ(x) :=
∫ x
−1 |u′|(t) dt plat́ı Ψ(ũ) ≤ Ψ(u)). Vzhl’adom k spojitosti Ψ a hustote C1 funkcíı vo W 1,4 stač́ı nájst’

globálny minimizér Ψ v množine M := {u ∈ C1([−1, 0]) : u(0) = 0, u ≥ 0, u′ ≥ 0}.

Pre α > 0 je funkcia u = u(·, α) definovaná ako riešenie diferenciálnej rovnice u′ =
√
2
√

u+
√
u2 + α2 s podmienkou

u(0) = α/
√
3 riešeńım du Bois-Reymondovej rovnice na intervale [xα, 0] sṕlňajúcim fs(u(0), u′(0)) = 0, kde bud’
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xα = −1 a u ≥ 0 na [−1, 0] alebo xα ∈ (−1, 0), u(xα) = 0 a u ≥ 0 na [xα, 0]. Z odhadov
√
2α ≤ u′ ≤ 31/4

√
2α

vidno, že xα = −1 pre α ≫ 1 a xα > −1 pre α ≪ 1; |xα| ≤
√
α/6 pre α ≤ 6. Funkcia w := du/dα sṕlňa

w′ = 1
u′

α√
u2+α2

≤ 1√
2α

a w(0) = 1/
√
3, takže w je kladná na [xα, 1]. Odtial’ plynie, že existuje jediné α0 > 0

(α0 ≥ 6), pre ktoré plat́ı u(−1, α0) = 0; označme u0 := u(·, α0). Funkcie u(·, α) pre α > 0 a x ∈ [xα, 0] tvoria

pole extremál pokrývajúce grafy funkcíı z množiny M , so sklonom ψ(x, v) ≥ 2
√
v. Pre Weierstrassovu funkciu s

argumentami x ∈ [−1, 0] a v, q ≥ 0 plat́ı E(x, v, ψ(x, v), q) = (q − ψ)2(q2 + 2qψ + 3ψ2 − 12v)/12 ≥ 0. Funkcia u0 je
teda globálny minimizér Ψ a po jej rozš́ıreńı na párnu funkciu na intervale [−1, 1] ide zrejme o globálny minimizér

Φ triedy Ĉ1. Jednoznačnost’ plynie z nerovnosti E > 0 pre q /∈ {0, ψ} a d’aľśıch zrejmých úvah.

Pre Φ(u) =
∫ 1
−1(u

′)2(−12+12u+(u′)2) dx má du Bois-Reymondova rovnica (u′)2((u′)2+4u−4) = C C1 riešenia len

pre C = 0: u0 ≡ 0 a u1(x) = 1−x2. u0 je slabý, ale nie silný lokálny maximizér (P < 0 = Q, E = q2(q2+12u−12)),

v u1 nie je lokálny extrém (E1 = (q+2x)2q(q−4x)). Ďalej postupujte ako vyššie: Hl’adaný minimizér sṕlňa na [−1, 0]

aj [0, 1] du Bois-Reymondovu rovnicu (s vhodným C > 0) a v bode x = 0 podmienku fs = 0, t.j. (u′)2 = 6 − 6u;
E = (q − s)2(q2 + 2qs+ 3(s2 + 4u− 4)) ≥ 0 pre qs ≥ 0 a s2 + 4u− 4 ≥ 0.

Cvičenie 16.19. Návod pre (iii): Rovnica (16.1) plat́ı pre ϕ ∈ C2([a, b]) sṕlňajúcu podmienku ϕ(0) = ϕ′(0) = 0.
Ak polož́ıme

g̃(x) =

∫ b

x
f0u(ξ) dξ a h̃(x) =

∫ b

x
[f0s (ξ) + g̃(ξ)] dξ,

potom integráciou per partes výjde
∫ b
a [f

0
z (x) + h̃(x)]ϕ′′(x) dx = 0 (takže f0z (x) + h̃(x) = C1x + C2.). Odtial’ sa

odvod́ı Eulerova rovnica, ale tiež (integráciou per partes)

0 = [f0z (x) + h̃(x)]
∣
∣
∣
b

a
− C1

∫ b

a
ϕ′(x) dx.

Muśı teda f0z (b) = −h̃(b) = 0 a tiež C1 = 0. Zderivovańım rovnice f0z (x) + h̃(x) = C2 v bode b dostaneme
d
dx
f0z (b) = − d

dx
h̃(b) = f0s (b) + g̃(b) = f0s (b).

Cvičenie 16.20. Φ je kvadratický a Φ′′ je pozit́ıvne definitný naW 2,2
0 (1, 2). Riešeńım Eulerovej rovnice (2x3u′′0 )

′′ =
12x dostaneme u0(x) = x2/2 + C1 lnx+ C2/x+ C3x+ C4, z okrajových podmienok plynie u0(x) = x2/2. Pretože

Φ je striktne konvexný a Φ′(u0) = 0, je u0 hl’adaný globálny minimizér.
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[25] J.P. Garćıa Azorero, I. Peral Alonso, J.J. Manfredi: Sobolev versus Hölder local minimizers and global
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bod
– konjugovaný, 62
– kritický, 18
– typu horského sedla, 27
brachistochrona, 6, 22

Eulerov operátor, 3
extremála, 52

funkcia
– bochnerovsky integrovatel’ná, 90
– Carathéodoryho, 10
– Hamiltonova, 76
– jednoduchá, 90
– kvazikonvexná, 39
– meratel’ná, 90
– polykonvexná, 39
– rank-1 konvexná, 39
– slabo meratel’ná, 90
– Weierstrassova, 60
– zdola polospojitá, 15
funkcionál
– koerćıvny, 15
– konvexný, 15
– slabo (sekvenciálne) spojitý, 15

– slabo (sekvenciálne) zdola polospojitý, 15
– striktne konvexný, 15

geodetické krivky, 53, 59, 85
gradient, 90

integrál
– Bochnerov, 90
– Hilbertov invariantný, 66

kritická hodnota, 26
kritický bod, 18
kritický Sobolevov exponent, 27
kritický stav, 3

Lagrangeove multiplikátory, 20
Lagrangián, 3

metóda
– konečných prvkov, 31
– najväčšieho spádu, 30
– Newtonova, 31
– Ritzova, 31
minimizér, 15
– lokálny, 48
– silný lokálny, 48
– slabý lokálny, 48

nerovnost’
– Hardyho, 86
– interpolačná, 86
– Jensenova, 86
– Kornova, 17
– Poincarého, 87
– Sobolevova, 86
null Lagrangián, 67

podmienka
– du Bois-Reymondova nutná, 58
– Eulerova nutná, 18, 52
– Jacobiho nutná, 63
– Lagrangeova postačujúca, 18
– Legendreova nutná, 60
– nutná pre viazaný extrém, 20
– Palais-Smaleova, 25
– postačujúca pre silný extrém, 67
– postačujúca pre slabý extrém, 64
– Weierstrass-Erdmannova, 78
– Weierstrassova nutná, 60
pole extremál, 65
postupnost’
– biortogonálna, 20
– minimizujúca, 15
– relat́ıvne kompaktná až na translácie, 42
potenciál, 90
– Rieszov, 88
priestor
– Sobolevov, 89
– uniformne konvexný, 89
prinćıp
– Courant-Weinsteinov, 23
– Ekelandov, 32
– Fermatov, 5, 59
– Hamiltonov, 5, 53
– Maupertuisov, 53

Rayleighov podiel, 23
Rieszov potenciál, 88
rovnica
– du Bois-Reymondova, 58
– Euler-Lagrangeova druhá, 58
– Euler-Lagrangeova prvá, 52
– Euler-Poissonova, 83
– Euler-Weierstrassova, 85
– Eulerova, 3, 52
– Hamilton-Jacobiho, 76
– Jacobiho, 62

sklon pol’a extremál, 65
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variácia, 3
veta
– o regularite minimizéra vo W 1,p, 51
– Ljusternikova, 20
– Mountain Pass Theorem, 26
– o diferencovatel’nosti Nemyckého zobrazenia

v Lp-priestoroch, 11
– o diferencovatel’nosti Nemyckého zobrazenia

v priestoroch spojitých funkcíı, 13
– o implicitnej funkcii, 90

– o konjugovaných bodoch, 62

– o regularite C1-minimizéra, 56
– o spojitosti Nemyckého zobrazenia v Lp-pries-

toroch, 10
– o spojitosti Nemyckého zobrazenia v priesto-

roch spojitých funkcíı, 13

zobrazenie
– Nemyckého, 10
– potenciálne, 90

– triedy C1, 90

Často použ́ıvané symboly

δF (w;h) = lim
t→0

F (w + th)− F (w)
t

. . . derivácia F v bode w v smere h

DF (w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gâteauxova derivácia F v bode w

F ′(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Fréchetova derivácia F v bode w

L(X,Y ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . priestor spojitých lineárnych zobrazeńı A : X → Y

D(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . hladké funkcie s kompaktným nosičom v Ω

CAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Carathéodoryho funkcie

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈W 1,p(Ω) : u = 0 na ∂Ω}

BC2(I) = {u ∈ C2(I) : u, u′, u′′ sú ohraničené}
C1

0 ([a, b]) = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}

Ĉ1
0 ([a, b]) = {u ∈ Ĉ1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}

Ĉ1([a, b]) = {u ∈ C([a, b]) : u je po častiach C1}
Z(u) = {x ∈ (a, b) : neexistuje u′(x)}
AC = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = A, u(b) = B}

AĈ = {u ∈ Ĉ1([a, b]) : u(a) = A, u(b) = B}

Ap = {u ∈W 1,p(a, b) : u(a) = A, u(b) = B}

fs(x, u, s) =
∂f
∂s (x, u, s)

f0(x) = f(x, u0(x), u
′
0(x)), f0ss(x) = fss(x, u0(x), u

′
0(x)), . . .

P (x) = f0ss(x)

Q(x) = f0uu(x)− d
dxf

0
us(x)

E(x, u, s, q) = f(x, u, q)− f(x, u, s)− (q − s)fs(x, u, s) . . . Weierstrassova funkcia

ψ : P → R : (x, v) 7→ ∂u
∂x

(
x, α(x, v)

)
. . . sklon pol’a extremál


