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1. Uvod

Varia¢ny pocet patri k najstarsim, ale sicasne k velmi aktudlnym oblastiam matematiky. Kedze
ide o vel'mi rozsiahlu a hlboko prepracovani disciplinu, musi byt’ kazdy autor pri pisani uc¢ebného
textu z tejto oblasti znacne selektivny a riadit’ sa potrebami a vedomostami predpokladanych
citatelov. Predlozeny text je primarne urceny Studentom magisterského studia matematiky na
FMFI UK v Bratislave. Na jednej strane vyuziva rozne abstraktné pojmy a tvrdenia z funkcional-
nej analyzy (a tym snad’ aspon dodatoéne motivuje jej Stidium), na druhi stranu je jeho velkd
cast’ venovana rieSeniu konkrétnych — casto klasickych — tloh.

Hned’ po ivodnych motiva¢nych prikladoch sa v texte venujeme spojitosti a diferencovatelnosti Ne-
myckého zobrazenia. Zvladnutie tejto technickej ¢asti je nevyhnutnym predpokladom pre stidium
d’alsich kapitol.

Prva cast’ kapitoly I (Abstraktny variaény pocet) je venovand jednoduchym aplikdciam funkciondl-
nej analyzy na dokaz existencie globalnych minimizérov a na odvodenie nutnych a postacujicich
podmienok pre lokdlne minimizéry. Tvrdenia v d’alsej Casti tejto kapitoly (tykajuce sa sedlovych
bodov, pribliznych metéd a Ekelandovho variaéného principu) nie si potrebné pre pochopenie
latky v nasledujicich kapitolach.

V kapitole II (Variaény pocet v R"™) si skiimané funkciondly tvaru ®(u) = [, f(z,u(z), Vu(z)) dz,
kde Q je oblast v R™ a u : Q@ — RY. T4to kapitola je technicky aj ideovo najndrocnejsia; jej casti
»Polykonvexita a kvazikonvexita” ako aj ,Koncentrovana kompaktnost’” opat’ nie si nevyhnutné

pre pochopenie nasledujiceho textu.

Kapitola IIT (Variaény pocet v R') je venovand funkciondlom tvaru ®(u) = ff fz,u(x), v (z)) dz
a obsahuje okrem iného klasicku tedériu konjugovanych bodov a pola extremal, ktora umoznuje

Uplne vyriesit’ viacero zaujimavych jednorozmernych varia¢nych tloh.
V casti “Dodatok” st uvedené niektoré ¢asto pouzivané tvrdenia z redlnej a funkcionalnej analyzy.

Okrem riesenych prikladov obsahuje text aj vela cviceni. RieSenia, navody, pripadne len odpovede

k vacsine z tychto cviceni st uvedené na konci textu.

Autor je vdaény viacerym kolegom (najméi R. Cernému a J. Starej z MFF UK v Prahe) a studentom

za pripomienky k starSim verziam tohto textu.

Bratislava, august 2011



2. Zakladné pojmy a motivacné priklady

Pri mnohych prirodnych ale aj inych javoch existuje ista kvantita (napr. energia, ¢as, deka, cena),
ktord zavisi od stavu, v ktorom sa dany systém nachddza. Castou tlohou pritom byva najst’
taky stav, pre ktory je uvazovana kvantita minimélna alebo maximalna. Takito tlohu musime
vyriesit’ my (ak napr. chceme minimalizovat’ cenu vyrobku), ale ¢asto ju riesi aj priroda sama:
viaceré fyzikalne principy totiz zarucuju, ze skiimany systém zaujme taky stav, ktory minimalizuje
vhodnt kvantitu (napr. celkovi energiu).

Ak ®(v) oznacuje skimani kvantitu pre stav v a hladany stav u minimalizuje ®, potom pre
Iubovolny iny pripustny stav v musi platit’ ®(v) > ®(u). Ak je mnozina pripustnych stavov
linedrny priestor a ozna¢ime si ¢ = v — u, potom pre kazdé t € R zrejme plati ®(u + tp) > ®(u),

takze o o
LBt i) — B(u)

t—0 t

=0, (2.1)

pokial této limita existuje (limita sprava totiz musi byt nezdporn4 a limita zl'ava nekladnd). Inymi
slovami, rychlost’ zmeny (varidcia) funkcionalu ® v stave u je nulova. Stavu u s touto vlastnost'ou
sa tiez hovori kriticky stav. Pokial’ je variacia ® v nejakom stave nulova, tak ® nemusi v tomto
stave nadobudat’ minimum ani maximum: moéze ist’ napr. o tzv. sedlovy bod. Ako sa vsak ukazuje
(vid’ napr. Priklady 2.3, 2.4), pri niektorych varia¢nych principoch v skutocnosti nehl'adame len

stavy minimalizujice resp. maximalizujice skimany funkciondl, ale vSetky kritické stavy.

Funkciondly, ktoré budeme vysetrovat, budi mat’ spravidla tvar ®(u) = [, f(z,u(x), Vu(z)) dz,
kde Q je oblast' v R™ a u : @ — R”Y. Funkcia

FOXRY xR™ S R: (z,u,8) — f(z,u,s)

sa nazyva Lagrangian (symbolom u zna¢ime nielen funkciu w : Q — RY ale tiez nezdvisld pre-
mennd u € RY funkcie f: z kontextu bude vzdy jasné, ¢i hovorime o funkeii alebo premennej).

Nech N =1 a ¢ € D(2) (= hladké funkcie s kompaktnym nosicom v Q). Ak je ®(u) < ®(u + ty)
pre vietky ¢t € R malé, potom plati (2.1) (za predpokladu, ze uvedend limita existuje). Za istych
vSeobecnych predpokladov na f a u ukazeme, ze uvedena limita skutocne existuje a plati

0 — lim O(u+ tp) — P(u)
t—0 t

=/Q(fu(x,U(w),Vu(w))sO(x)+fs(w,U(x),VU(x))-Vw(w))dw,

kde symboly f,, fs oznac¢uju parcidlne derivacie funkcie f. Ak si funkcie f aj u dostatocne hladké,

potom pouzitim Greenovej vety dostavame

Oz/QLf(u)godx, (2.2)

kde
L) 3= Falbou(), V() = 3 o (o Cu(). V)]

je tzv. Eulerov operator (nazyvany tiez Lagrangeova derivacia f). Kedze rovnost’ (2.2) plati pre
kazdé ¢ € D(Q), z du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) plynie, Ze u je rieSenim tzv. Eulerovej
rovnice Ly(u) = 0.



Priklad 2.1. (Priehyb membrany)

Aj ked skimame jav, ktory mé uréite (aspon jedno) rieSenie, méze sa stat, ze nami vySetrovany matematicky
model takéhoto javu rieSenie mat’ nebude. To sa modze stat’ bud’ kvoli tomu, Ze ndS model nie je iplne spravny
alebo hladdme rieSenie v nespravnom stavovom priestore. Uvazujme napr. deforméciu elastickej (nekoneéne tenkej)
membrany, ktord v kludovej polohe zaberd dvojrozmernt oblast’ © v horizontdlnej rovine {z3 = 0}, je pevne
prichytend na hranici 0 a je vystavend vertikdlnej vonkajsej sile ¢ = g(x), kde z = (z1,2z2). Prepokladajme,
ze membrana sa deformuje len vo vertikdlnom smere a nech u(x) oznacuje vysku tejto deformécie v bode z. Ak
predpokladame platnost’ linedrneho Hookeovho zdkona, potom potencidlna energia membrany sa da vypocitat’ ako

D (u) :/QTP(VU(JC))dm—/Qg(a:)u(m) dzx,

kde T' > 0 (pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze ide o konstantu) a P(Vu(z)) := /1 + |Vu(z)|? predstavuje
narast plochy membrény. Prislusny Lagrangidn mé teda tvar f(z,u,s) = TP(s) — g(z)u a hladand funkcia u
minimalizujica ® by mala byt riesenim Eulerovej rovnice

_zi: aii (P(:;u) S:Z) =g Vi (2:5)

Lavé strana tejto rovnice je (ndsobok) strednej krivosti v a je zndme, ze tdto rovnica nemusi mat rieSenie ani
pre yrozumné” g (vid napr. Priklad 15.39 pre ¢ = 0 a nehomogénne okrajové podmienky). Naviac sa dd ukdzat),
ze odvodend rovnica poruSuje podmienku rovnovahy sil aj momentov (vid Cvicenie 2.2). Tento zdanlivy spor je
désledkom nésho chybného predpokladu, Ze membrana sa bude deformovat’ len vo vertikdlnom smere. Fyzikalne
spravny model musi uvazovat’ s trojrozmernou deforméciou u. Na druhej strane, ak predpokladame, ze deformécia
membrény je mald, potom mézeme funkciu P v rovnici (2.3) aproximovat’ konstantou 1, ¢o vedie k linedrnej rovnici

—TAu = g. Tento model predstavuje dobrd aproximéciu skiimaného javu pre malé deformécie.

Cvicenie 2.2. (J. Necas) Uvazujme model priehybu membrany z Prikladu 2.1, pricom miesto predpokladu pevného
prichytenia na celej hranici predpokladajme, Ze na €asti hranice I' C 92 membrana nie je uchytend, ale poésobi na
nu sila H = (h1,he,h) : I' = R3. Potencidlna energia membréany (za predpokladu jej vertikdlnej deformacie) m4

@(u):/QTP(Vu) dx—/ﬂgud:c—/rhudS.

Ozna¢me P = P(Vu) a uy = %’ kde n = ngq oznacuje jednotkovy vektor vonkajsej normadly na hranici 0.
Pre Tubovolné ¢ € C°(Q) spliiajice ¢ = 0 na 90\ I' potom za predpokladu hladkosti minimizéra u s pouzitim

Greenovej vety dostavame

. Plutte) — P(u) / T Ou Oy /
tl—% t Q (Z P Ox; 0x; g@) v r s

potom tvar

%

:/Q(—Zaii (%%)—g)@dw+é(%un—h)@ds,

A

odkial okrem diferencidlnej rovnice (2.3) plynie aj okrajovd podmienka %un =hnal.

Ak si zvolime oblast’ D s vlastnostou D C Q a s hranicou D parametrizovanou krivkou ¢ + (z1(t), z2(t)) (kde t je
parameter dizky, t.j. 2 + 22 = 1, kde @; := dcij ), potom krivka ) : t — (x1(t), z2(t), u(z1(¢), x2(t))) parametrizuje
hranicu grafu u|p. Pre napétie membriany H = (h1, ha, h) na hranici oblasti D dostdvame rovnako ako v pripade

oblasti €2 podmienku %un = hna 0D, kde n = np. Vektor H zrejme musi lezat’ v rovine doty¢nicovej k membrane

ou
3$7;

a H musi byt tiez kolmy na dotycnicu ku krivke ¢ (H -7 = 0, kde 7 := ¢) = (&1, &2,0) a 4 := Ugq 1 + Uzy £2).
S vyuzitim vztahu u, = uz, £2 — uz, &1 ukazte, ze z rovnic H - v = H - 7 = 0 za predpokladu u, # 0 plynie

(takze H - v = 0, kde v = (—ug;, —Uzy, 1) je normélovy vektor k uvazovanej dotycnicovej rovine a ug, :=

hlzwhzz(ig—kuxﬂl) a hQI—wh:—z(il + Uy, ).
Unp, P Uy, P
Pri oznaceni G = (0,0, g) méa rovnica rovnovdhy sil na oblasti D tvar fD Gdzx + faD HdS = 0. Z diferenciélnej
rovnice a okrajovej podmienky pre u sa l'ahko odvodi, Ze tadto rovnica je splnend v tretej zlozke, avSak pre prvé dve
zlozky dostdvame podmienky [, h1dS = [, h2dS = 0, ktoré vo vseobecnosti nebudii splnené (ani pre @ = 0).
Podobné problémy st s rovnicou rovnovdhy momentov [, (z x G)dz + [;,(z x H)dS =0, kde z := (x1,x2,23).



Priklad 2.3. (Kmitajica struna)

Nech funkcia v = wu(x,t) : [0, L] X [t1,t2] — R popisuje vychylku dokonale elastickej kmitajicej struny dizky L
uchytenej v koncovych bodoch (t.j. u(0,t) = u(L,t) = 0 pre kazdé t). Potencidlna energia struny v case t je dand
predpisom U = 7 fOL( 1+ u2 —1) dz, kde konstanta 7 > 0 zodpovedd napitiu struny pozdfi xz-ovej osi v jej kl'udovej
polohe ug(z) = 0. Za predpokladu, Ze uz je malé, moézeme vyraz /1 + u2 aproximovat’ hodnotou 1 + u§/2, takze
potom U = 3 fOL u2 dx. Ak o(x) oznacuje hustotu rozdelenia hmoty pozdfz struny, pre kineticku energiu v Case t
plati T = %fOL Juf dz. Podla Hamiltonovho principu (vid’ tiez Priklad 13.19) bude hladand funkcia u kritickym
bodom funkcionalu tc¢inku

to 1 to L
d(u) = / (T-U)dt== / / (ou? — Tu2) dz dt.
t 2 Je, Jo

1

Ak je riesenie dostato¢ne hladké, potom pre kazdd hladkd funkciu ¢ s kompaktnym nosi¢om v (0, L) X (t1,t2)
integraciou per partes dostaneme

1 to L to L
0= lim —(®(u+ he) — P(u)) = / / (outpt — Tuzpz) dedt = / (outt — Tuga ) dx dt,
h—0 h t, Jo t1 JO

odkial' s pouzitim Lemy 17.12 dostdvame d’Alembertovu rovnicu cutt = Tugze lde opédt’ o Eulerovu rovnicu pre
funkciondl ®: ak si ozna¢ime premenné x,t ako x1,x2, potom prislusny Lagrangidn ma tvar

fl(z1,22),u,(s1,82)) = %(J(ml)s% — TS%).

Priklad 2.4. (Fermatov princip)

V polovici 17. storoc¢ia Pierre de Fermat pouzil variacny princip na odvodenie zdkonu o lome svetla. Tento zakon
bol v tej dobe uz zndmy (bol objaveny W. Snellom v r. 1621 na zdklade experimentdlnych d&t), Fermat ho vsak
odvodil bez pouzitia experimentov ¢i réznych heuristickych tivah: vychadzal len z principu, podla ktorého sa svetlo
§iri zo zdroja k pozorovatelovi tak, aby ¢as na prekonanie tejto vzdialenosti bol minimélny. Takto formulovany
princip vSak nie je pravdivy: ak oznacime T'(p) €as, ktory potrebuje svetlo na prekonanie drahy popisanej krivkou
i, potom hladana krivka ¢* bude kritickou pre funkcional T’ t.j. varidcia T v krivke ¢* bude nulova, nemusi vSak
byt’ minimizérom. Neplatnost’ povodného Fermatovho principu si mézeme ukazat’ na jednoduchom priklade, kde
miesto lomu budeme skiimat’ odraz svetla.

X*

Uvazujme elipsoid s ohniskami A, B, ktorého vnitorné steny su
tvorené zrkadlom (odrézaju svetlo). Svetlo vychadzajice z ohniska
A sa na stene elipsoidu vzdy odrazi k bodu B, pretoze vzdialenost’
|AX| 4 | BX| nezdvisi od volby bodu X na stene elipsoidu. (Toto
plati aj pre odraz zvukovych vin a t4to vlastnost’ bola v praxi
vyuzita pri stavbe viacerych budov aproximujicich elipsoidy, v kto-
rych poslucha¢ nachadzajici sa v jednom z ohnisk dobre pocuje aj
tichy zvuk vychddzajici z druhého ohniska.) Zvolme si pevne bod
X* na stene elipsoidu a stla¢me elipsoid tak, aby bod X* ostal
na mieste a vSetky ostatné body na stendch elipsoidu sa dostali
»dovnitra” pdévodného elipsoidu (vid obrdzok). Predpokladdme

pritom, Ze novo vzniknuty utvar bude mat’ opat’ hladké steny;
Specidlne normdla k jeho stene v bode X* bude rovnakd ako predtym. Svetlo vychadzajice z bodu A k bodu
X* sa preto opat’ odrazi do bodu B, vzdialenost |AX™*| + |BX*| vSak zrejme maximalizuje hodnotu |AY| + |BY|,
kde Y prebieha steny nového utvaru. Ak elipsoid v jednom smere z bodu X* budeme stldcat’ a v inom ,,nat'ahovat’”,
bude vzdialenost’ |[AX*| 4+ |BX*| zrejme sedlovym bodom funkciondlu T(Y) := |AY| + |BY|. Podobné javy mozno
pozorovat’ aj v astrofyzike: svetlo sa v pritomnosti gravitacnych poli méze sirit’ tak, ze jeho drdha nebude mini-
malizovat’ ¢as potrebny na jej prekonanie. Naviac sa moze stat), ze svetlo pochadzajice z toho istého zdroja pride
k pozorovatelovi po réznych drahach a za rozny cas: vSetky tieto drahy vsak budud kritickymi bodmi prislusného
funkcionéalu.

Ukazme si teraz odvodenie zdkonu lomu svetla z (pévodného) Fermatovho principu. Majme dve rozne (opticky
homogénne) ldtky Mi, M s rychlostami Sirenia sa svetla v1, v2, ktoré st oddelené rovinou {(z,y,2) : y = 0}.
Uvazujme body A = (z1,y1,0) a B = (x2,y2,0), kde y1 > 0 > y2. Bez ujmy na vSeobecnosti mdézeme predpokladat),
ze bod A lezi v M1 a bod B v Ms.



Y Podla Fermatovho principu musi drdaha svetelného lica smeruju-
4 A ceho z bodu A do bodu B lezat’ v rovine z = 0 a musi pozostavat’
Y1 z dvoch useciek AC a CB, kde C = (z,0,0). Cas potrebny na
R prekonanie tejto drahy, sa rovna
v
(x—21)2+yi /(z2—2)2+y3
1 T=T(x) = + . (2.4)
V1 v2
T )
1 C > Ak funkcia T' nadobida minimum v bode z, musi{ 77 (z) = 0, t.j.
1 xr— I 1 xTo — X
b2 o s =0
U@ —x1)? +yf 2 f(x2 —2)2 4 y3
___________________________________________________________ odkial
y2 é sin ¢1 _ sin ¢2 (2 5)

v1 v2

kde ¢1 je uhol medzi tseckou AC' a normélou v k rozhraniu y = 0 a analogicky ¢2 je uhol medzi tdseckou BC
a normalou v. Vztah (2.5) vyjadruje zdkon lomu svetla.

Predpokladajme teraz, ze rychlost’ Sirenia sa svetla v v danom médiu je spojitd funkcia premennej y, v = v(y),
a nech ¢ : [x1,22] — R je Cl-funkcia, ktorej graf popisuje nejaki drdhu od bodu A k bodu B (t.j. ¢(z1) = 1,
p(x2) = y2). Cas potrebny na prekonanie tejto drdhy sa potom rovna

B To
T(p) = /A Vs = / v )1+ )2 da. (2.6)

Oznacme ¢(x) uhol, ktory zviera dotycnica ku grafu funkcii ¢ v bode (z, p(x)) s osou y. V Cviceniach 13.51 a 15.43

ukdzeme, Ze hl'adanie kritickych bodov funkcionilu v (2.6) vedie k podmienke, aby bol vyraz v~! sin ¢ konstantny.
Priklad 2.5. (Uloha o brachistochrone)

Uloha o brachistochrone! patri k najslavnejsim tdloham variaéného poctu. Jednd sa o ulohu najst’ drahu pohybu
hmotného bodu, pri ktorej tento prejde pésobenim vlastnej tiaze z bodu A do bodu B za najkratsi mozny cas. Body
A, B si pritom body v jednej vertikdlnej rovine a bod B lezi nizsie ako bod A.

Uz Galileo Galilei si v r. 1638 vsimol, ze hladané draha nebude tsecka spédjajuca body A, B, avSak sprévne rieSenie
nasiel az v r. 1696 Johann Bernoulli. V niz§ie uvedenom rieseni tohoto problému nebudeme (podobne ako Bernoulli)
prili§ rigorézni: budeme napr. predpokladat, Ze rieSenie existuje a ze je dostato¢ne hladké (s pouzitim Weier-
strassovej tedrie pola extremadl je vSak mozné dokdzat), ze nami ndjdené rieSenie je jedinym minimizérom uvazovaného
funkcionélu, vid’ napr. [6]). Budeme tiez prepokladat), ze uvazovany hmotny bod m4 na zaciatku nulovid rychlost.
A b_“” i Ak si vo vertikalnej rovine obsahujicej body A, B zvolime sirad-
: nicovi sdstavu podla obrdzku (os y smeruje dole), potom A =
5 (0,0) a B = (bg,by), kde bz, by > 0. Predpokladajme, ze pohyb
\ hmotného bodu je popisany Cl-krivkou (z,y) : [0,1] = R x R :
| £ (2(6),y(£)), pre ktord (z,y)(0) = A a (z,y)(1) = B. Ak
je m hmotnost’ a v rychlost’ uvazovaného bodu a symbolom g si
oznacime gravitacné zrychlenie, potom porovnanim potencidlnej
a kinetickej energie plynie

1
mgy = imv2, v = +/2gy. (2.7)

Dalej plati

by oo S g d €o
B ‘ U:d—i, kde s:s(fo):/o \a'? +y'2de (2.8)

y Y
je dizka krivky od bodu A po bod (2(£0),y(£0)). Zo vztahov (2.7) a (2.8) dostdvame
ds d§
20y = — = 12 1225
W=t YT

Lbrachistos = najkratsi, chronos = ¢as



odkial
dt B N +y’2
dg V29y

1dt 1 w’2—|—y’2
T=T = —de= [ YT . :
@) = [ Gae= [T e (29)

Hrl'adan4 krivka (x,y) minimalizuje hodnotu T, takze $pecidlne pre Fubovolnii C!-funkciu ¢ : [0, 1] — R s vlastnost'ou
»(0) = (1) = 0 musi platit’ T(z + ¢,y) > T(z,y). Odtial plynie, ze funkcia ® : R - R : 7 +— T(z + 1, y) mé
v bode r = 0 minimum. Ak teda existuje

a integrovanim

)

'(0) = rli% w

mus{ byt’ tato limita rovna nule. Ak predpokladdme, Ze pre hladané funkcie z,y plati /2 +¢'> > 0, ¥/(0) > 0
a y(§) > 0 pre £ > 0, potom modzeme integrdl ®(r) derivovat podla parametra r a dostdvame

1 1 1,1
@’(0):/ S
0 29y x/2+y’2

a po integracii per partes
/

1
/ Wepde =0,  kde h=h(f):= —u .
0 Ve +y'?)
Z du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) plynie, ze funkcia h mus{ byt’ na intervale [0, 1] konStantnd. Méme teda

riesit’ diferencidlnu rovnicu ,
T

kde C je konstanta. Volbou nového parametra a € (—m/2,7/2] s vlastnostou

=C, (2.10)

/ /

ino = Y t = x 2.11
sina = " (.J. cosa—\/m) (2.11)

(e je uhol, ktory zviera dotyc¢nica hladanej krivky s osou z) dostdvame z (2.10)

1
V= cosZ a = a(l + cos 2a), (2.12)

kde a = ﬁ > 0. Z (2.12) plynie 3y’ = —2asin 2q, takze (2.11) déva x’ = 44a cos? o, odkial
z = +a(2a + sin 2a) + b, (2.13)
kde b je integrac¢na konstanta. Konecne, volba nového parametra 7 = m — 2« € [0, 27) déva rieSenie v tvare
y(1) = a(l — cosT), z(1) = +a(r —sin7) + b,

kde a,b st konstanty, ktoré sa daji uréit’ z okrajovych podmienok. Napr. v bode A = (0,0) je zrejme a = a(A) €
[0,7/2], t.j. T(A) € [0,7]. Z podmienky z(A) = 0 dostaneme 7(A) = 0, takze z(A) = 0 implikuje b = 0. Kedze
T >sinT pre 7 > 0 aa > 0, plat

y(7) = a(l — cosT), z(1t) = a(t —sinT), (2.14)
kde 7 € [0,7*], 7* := 7(B). Hodnota 7* € (0,27) je pritom dand podmienkou

by x(t*) 7" —sinT*

=: f(7%).

E ~y(r*)  1—cosT*

Vzhladom k tomu, ze funkcia f : (0,27) — (0, 00) je rastica a surjektivna, existuje pre kazdé bz, by > 0 préve jedna
hodnota 7* s pozadovanou vlastnostou (a hodnota a sa uréi z podmienky a = by /(1 — cos7%)).

Krivka urc¢end rieSenim tdlohy o brachistochrone je cykloida, t.j. krivka, ktord vznikne pohybom pevne zvoleného
bodu na kruznici s polomerom a otacajicej sa pozdii priamky y = 0. Vlastnosti cykloidy boli studované uz
v 16. storoc¢i a jednu z jej najzaujimavejsich vlastnosti objavil Christian Huygens v r. 1673: ak sa zavazie kyvadla

pohybuje pozdfz cykloidy, nezdvis{ periéda tohto pohybu na amplitide, t.j. velkosti vychylky (vid’ Cvigenie 13.20).

Cvicenie 2.6. Ukazte, ze ndjdend krivka sa da napisat’ ako graf funkcie f zavislej od premennej y len v pripade
bz /by < m/2.



Priklad 2.7. (Uloha o minimélnom odpore) Nasledujtica tiloha skiimand Newtonom uz v r. 1686 v [47] je pravde-
podobne prvou vyrieSenou ilohou variaéného poctu, ktord sa nedd redukovat’ na minimalizdciu funkcie koneé¢ného
poé¢tu premennych (ako tomu bolo v pripade Fermatovho principu). Uloha je zaujimava aj tym, Ze minimalizovat’
treba nekonvexny funkciondl (na konvexnej mnozine) a rieSenie napriek hladkosti funkciondlu nemé spojitd prvi
derivéciu. Uloha je naviac pozoruhodni aj vdaka tomu, Zze mé vyrazne aplikaény charakter: Newton uvazoval
o aplikéciach pri stavbe lodi a jeho model testovala aj NASA pri kozmickych letoch v 60-tych rokoch, pretoze dobre
zodpovedd realite najméa pri nadzvukovom pradeni v hornych, redsich vrstvach atmosféry.

su(x) Hladajme radidlne symetricky profil trojrozmerného telesa (napr. torpéda
alebo rakety) s minimalnym aerodynamickym odporom. Ak uvazujeme profily
symetrické okolo osi z, ktorych vyska je A a maximdlny horizontalny prierez
je jednotkovy kruh (v rovine z = 0), potom funkcia u = wu(x) popisujica
vysku tohto profilu pre polomer z spiiia podmienky u(0) = A >0, u(l) =0.
Pre minimizujicu funkciu u musi z fyzikdlnych dévodov tiez platit’ v’ < 0.
Newton vychédzal z predpokladu, ze na velkost’ odporu vplyvaja len zrazky
(rovnomerne rozdelenych) ¢astic okolitého média s telesom. Tento predpoklad
vedie k tomu, ze uvazovany odpor bude timerny funkciondlu

1
5 c:z e D(u) :/0 f(z, v/ (x))de, kde f(z,s)= 1 f52 (2.15)
V Priklade 15.44 najprv ukdzeme, ze funkciondl ® nadobida infimum na konvexnej mnozine
M = {uc WH1(0,1) : u(0) = A, u(1) =0, v/ <0}
a kazdy minimizér u je konkdvna funkcia, a. := sup{z : u(z) = A} € (0,1), ulg, 1] € C* a (ulf,. 11) < —1.

S pouzitim nasledujicich dvah potom v Priklade 15.44 tiez dokdzeme jednozna¢nost’ minimizéra ug.

Vzhladom k prave uvedenym vlastnostiam minimizérov sta¢i zrejme minimalizovat’ ® na mnozine

M := {u € M : u je konkdvna, a, > 0, Ul[a,,1] € cl a (u|[au’1])' < 0}.

Qo
Nech v € M. Potom u(z) = A pre z € [0,ay], u'(z) < 0 pre > ay, takZe na intervale [ay, 1] existuje inverznd
funkcia v(y) := u~ (A — y), pricom v je rasttica, v(0) = ay, v(A) = 1. Pouzitim substitticie x = v(y) pre = € [ay, 1]
sa d& funkciondl ® napisat’ v tvare

’USS

142"

A
¥(0) = [ o). ) dy+ 3007 ke g(v.5) =

Miesto minimalizdcie ® na mnozine M teda méZeme minimalizovat ¥ na mnoZine
N :={v € C([0, A]) : v(0) > 0, v(A) =1, v > 0}.

Pre minimizér v a Fubovolni funkciu h € C([0, A]) spinajicu okrajovi podmienku h(A) = 0 plati v + th € N pre
malé t € R, takze musi lim—o(¥(v+th) — ¥ (v))/t = 0, odkial po integrécii per partes s vyuzitim v € C? dostdvame

A
/0 (g0 (0,0") — [g5 (0, 0)] Y dy + (—gs (0(0), ' (0)) + v(0))A(0) = O.

Odtial’ okrem Eulerovej rovnice gy, (v,v’) = [gs(v,v’)]’ dostdvame tiez okrajovii podmienku v/(0) = 1 (a teda
u/(a+) = —1). Explicitny tvar rieSenia v mozno najst’ napr. v [13, str.42-43].

Nech teraz Q := {z € R? : |z| < 1} a M oznacuje triedu vietkych konkévnych funkcifi w : Q — R splnajicich
podmienky 0 < w < A a w(z) = 0 pre |z| = 1. Funkcion4l

1
C) = —d
(w) /Q 1+ Vw2 “

(ktory zodpovedd aerodynamickému odporu pre profil popisany funkciou w) nadobida na mnozine M infimum
(vid' [12]); oznacme wo jeho minimizér. Z vysSie uvedeného plynie, ze funkcia 4o (x) := uo(|z|) (kde up je jediny
minimizér vyssie Studovanej jednorozmernej tilohy) je minimizérom funkciondlu © v triede tych funkcii w € M,

ktoré su radidlne symetrické. Plati vSak ©(wp) < ©(uo) (vid [11]), takze minimizér wg nie je radidlne symetricky.



Cvicenie 2.8. Nech je ® funkciondl z Prikladu 2.7 definovany v (2.15). )

(i) Pre a € [0,1) polozme St
. (a:):{A pre z € [0, al,
“ All = (z —a)/(1—a)] prez € [a, 1].

Ukézte, ze ®(uq) je miniméalne pre a = (2 + A2 — V/4A2 + A%)/2 > 0 a pre

A .

toto a a = € (a,1) plati |u,,(z)| = s, kde s := (V4 + A2 + A)/2 > 1. Ukézte

tiez, ze ak pre toto s ozna¢ime S = (0,s), C' = (1,0) a Q = (0, A/2), potom Q Ug

|SQ| = |QC| (takto geometricky charakterizoval rieSenie Newton). \

C
ju(x) 0 a 1z
R
(ii) Ukézte, ze Eulerova rovnica pre funkciondl ® ma tvar
—2zu’ = C(1 4 u'?)?, (2.16)

pricom z podmienky u’(a) = —1 plynie C' = a/2.

Newton naformuloval tito rovnicu geometricky: Zvolme si z € (a,1) pevne
a polozme N = (z,u(z)), M = (0,u(x)), G = (a, A), F = (0, A); vid’ obrézok.
Bodom G d’alej ved'me rovnobezku s doty¢nicou ku grafu v v bode N a oznac-
me R jej priesecnik s osou x = 0. Potom plati

IMN| |GR)?
|GR|  4|FR|-|FG|2’

Ukézte, ze ide naozaj o vyjadrenie rovnice (2.16) s C = a/2.

0 a 1z

Priklad 2.9. (Dirichletov princip a Weierstrassov priklad) Nech § je ohrani¢end oblast’ v R? alebo R3, f € C(99)
a hladajme riesenie u € X := C?(Q) N C(Q) okrajovej tilohy

Au=0 v Q, u=f mna Q.

Kedze Laplaceova rovnica Au = 0 je Eulerovou rovnicou pre (nezdporny) funkciondl
<I>:X—>]R:ur—>/ |Vul|? de,
Q

k najdeniu riesenia uvedenej okrajovej iilohy stac¢i ndjst’ minimizér funkciondlu ® v triede funkcii v € X spiﬁajﬁcich
okrajové podmienky v = f na 9. Existencia takéhoto minimizéru sa zda byt z fyzikalneho pohladu opodstatnend
(ide napr. o klasickd dlohu z elektrostatiky) a v 19. storoéi tito existenciu bez dokazu predpokladali aj mnoh{ zndmi
matematici (Gauss, Kelvin, Dirichlet, Riemann). Riemann dokonca tito existenciu postuloval ako tzv. Dirichletov
princip. Tvrdenie pritom plati len pre oblasti s dostatoctne regularnou hranicou.

Na potrebu rigoréznej tedrie upozornil v r. 1869 nasledujicim prikladom Karl Weierstrass:

Nech X = {u € CY([-1,1]) : u(~1) = =1, u(1l) =1} a ® : X — R je definovany predpisom ®(u) = f_ll(:vu’)2 dx.
Potom & nenadobida v priestore X svoje infimum. Dahko sa totiz ukéze, ze pre funkcie us(x) = ce arctan(x/e)
(kde c¢ je zvolené tak, aby us € X) plati ®(us) — 0 pre € — 0+, avsak ®(u) > 0 pre kazdé u € X.
Cviéenie 2.10. Nech X = {u € C}([-1,1]) : u(—=1) = =1, u(1) = 1} a ®(u) = fil((xu’)Q + 2u?) dz. Pomocou
nerovnosti

(zu')? + u? +u? > 2zu'u + u? = (uz) (2.17)
ukézte, ze funkcia ug(z) := z je globdlnym minimizérom ® v X.
Ukézte tiez, ze prislusnd Eulerova rovnica (z?u’)’ = 2u mé pre = # 0 rieSenia tvaru u(x) = C1z+Ca/z? a 7e funkcia
u1 (z) := 1/2? je globdlnym minimizérom ¥(u) = [ ((wu/)?+2u?) do na mnozine Y = {u € C*([1,00)) : u(1) = 1}.
Nakoniec ukdzte, ze ©(u) = [ ((zu')? + 2u?) do nenadobtida svoje infimum na mnozine Z = {u € C*([—1,00)) :
u(—1) = —1}.
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3. Nemyckého zobrazenie

Ak st X, Y realne Banachove priestory, w, h, hi,hs,...,h, € X, a F : X — Y potom symbolom
dF(w;h) resp. 0" F(w;hq, ..., h,) budeme oznacovat’ derivdaciu F' v bode w v smere h resp. n-ti
derivaciu F' v bode w v smere hy, ho, ..., h,. Symbolmi DF(w) resp. F’(w) budeme oznacovat’
Gateauxovu resp. Fréchetovu derivaciu F' v bode w.

Nech je dalej Q@ C R"™ otvorend, u : @ — R™ a f : @ x R™ — R. Nemyckého? (alebo tiez
substitu¢né) zobrazenie f% prislusné zobrazeniu f je definované predpisom f%(u) = f(-, u(-)).
Funkcia f: Q x R™ — R sa nazyva Carathéodoryho funkcia (a piseme f € CAR), ak

(i) f(-,u) : 2 = R je meratelna pre kazdé u € R™,

(ii) f(x, ) : R™ — R je spojitd pre s.v. = € Q.

Ak naviac plati f(z,-) € C*(R™) pre s.v. z € Q, budeme pisat’ f € CAR".

Nasledujuca lema zarucuje, ze Nemyckého zobrazenie prislusné Carathéodoryho funkcii zobrazuje
meratelné funkcie na meratelné funkcie.

Lema 3.1. Nech je u : Q — R™ meratelnd, f € CAR. Potom je funkcia f(,u()) Q0 —> R
meratelna.

Dokaz. Nech (uy) je postupnost’ jednoduchych funkeif takych, Ze uy — w s.v. Ak (pre pevné k)
up = Y.7_; a;xa,, kde mnoziny A; si meratelné a po dvoch disjunktné, potom f; := f(-, uz()) =
T fCa)xa; + f(0)xa\y, 4, takze funkcie fi, si meratelné, fr — f(,u()) s.v. O

Veta 3.2. (O spojitosti Nemyckého zobrazenia v LP-priestoroch) Nech je Q C R" otvorend, p =
(P1y--yPm), kde 1 < pj < 00, j =1,2,...,m, a polozme LP(Q) = LP*(Q) x - x LP(Q). Nech
1<g<oo, f:QxR"™ =R je Carathéodoryho funkcia a nech existuji a € L1(Q) a > 0 tak, Ze

|f(z,u)| < a(z +ﬂZ|u |pi/a pre s.v. x € Q a kazdé u = (u1,...,un,) € R™. (3.1)

Potom je prisluiné Nemyckého zobrazenie f% spojité ako zobrazenie LP(Q) do L9(Q) a zobrazuje
ohranicené mnoZiny v LP(Q) na ohranicené mnoziny v L(8).

Dékaz. Oznaéme || - ||, normu v L"(€2). Z Minkowského nerovnosti a (3.1) plynie
15 @llg < llall, +5Z 1153/,

takze f% zobrazuje ohrani¢ené mnoziny v LP(£2) na ohrani¢ené mnoziny v L7().

Nech dalej u®) — u v LP(Q) a predpokladajme, ze f4(u®)) /A f9(u) v LI(), takze || f*(u®)) —
fi(u)|l; > eo pre vhodné ey > 0 (a vybranid postupnost, ktori sme opét’ oznacili (u(¥))). Pre-
chodom k vybranej postupnosti moézeme predpokladat’, ze u®) — u s.v. a ||u(®) — ully < 27F.
Pre kazdé j = 1,2,...,m je funkcia h;(z) := |uj(z)] + D1y |u§k)(a:) — uj(z)| majorantou pre
postupnost’ funkeif {ugk)}iozl a plati tiez (hy,...,hm) € LP(Q).

Z predpokladu (3.1) plynie, Ze funkcia a+33 h?j/q € L9(Q) je majoranta pre funkcie f (-, u(®)(-)).

Pretoze f(-,u™(-)) = f(-,u(")) s.v., Lebesgueova veta implikuje f*(u(¥)) — fi(u) v L9(Q), ¢o je
spor. [J

2sticasny anglicky prepis mena Hembinguii je najcastejsie Nemytskii
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Poznamky 3.3. (i) Z dokazu Vety 3.2 plynie, ze ak napr. priestor LP*(§2) nahradime priestorom
X1, kde X; je jeden z priestorov L>°(Q2), LPr N L*>°(Q) a LP* N LP1(Q) (1 < p; < o0), potom
tvrdenie vety bude platit’, pokial rastovii podmienku (3.1) nahradime podmienkou

£(o.u)| < M(ua) (ala) + 8 3 Jus/7)  ak X) = L(@),
F(u)] < M) (ala) + 8 3 fuyP/1) a0 = L7 1L (@),

F ()] < aw) + BP0+ 3 Jugio/e)  ak Xy = L0 19(9), (3.2

j=1
kde M : RT — R™ je 'ubovolnéd neklesajica funkcia.

(ii) Ak f € CAR a f% zobrazuje LP(Q) do L9(f2), potom existuji a € L(Q) a § > 0 tak, Ze plati
(3.1).

Veta 3.4. (O diferencovatelnosti Nemyckého zobrazenia v LP-priestoroch) Nech je @ C R"
otvorend, 1 < q < 00, P = (p1,...,Pm), kde ¢ < p; < o0, i = 1,2,...,m; poloime LP(Q) =
LPr(Q)x - - x LP(Q) al/r; :=1/q— 1/pz-. Nech f: QxR™ = R je triedy CAR', f(-,0) € L9(Q)
a nech existuji a; € L™ (Q), i=1,2,...,m, a 8 >0 tak, Ze

| fu, (x,u)| < a;(x —|—BZ|U |Pi/Ti pre s.v. x € Q a kaZdé u = (uy,...,uy) € R™.  (3.3)

Potom je Nemyckého zobrazenie f% : LP(Q) — L(Q) triedy C*, f%, (f%)" zobrazuji ohranicené
mnoziny na ohranic¢ené mnoziny a

"(u)h = qui (- u()) hi (). (3.4)

Dékaz. Pouzitim vety o strednej hodnote, (3.3) a Youngovej nerovnosti (s exponentami p;/q
a (pi/q) = ri/q) dostaneme pre vhodné 0 = 0(x,u) € (0,1)

)] = 1. 0) + 3 o, 0] < 1£,0)]+ Y (aulw) + 63 10u;/7)

<a(x)+ C’Z |u|Pi/4 pre kazdé u € R™ a skoro kazdé = € ,

kde @ = [f(-,0)| + C 3", |ai|"/9 € LY(Q) a C > 0 je vhodnd konstanta, takze f% : LP(Q) — L(Q)
je podla Vety 3.2 spojité zobrazenie a zobrazuje ohrani¢ené mnoziny na ohrani¢ené mnoziny. Zob-
razenia (fy,)? : LP(Q) — L™ (Q) si tiez podla Vety 3.2 spojité a zobrazuji ohrani¢ené mnoziny
na ohrani¢ené mnoziny. Ak teda pre u,h € LP(Q) definujeme A(u)h := 37" (fu,)"(u)h;, potom
z odhadu [|[A(u)h — A()h|g < S0 11(fu) (1) — (fu:) ()|l ||hillp; dostaneme, Ze zobrazenie A :
LP(Q) — L(LP(2), L9(R)) je spojité a zobrazuje ohrani¢ené mnoziny na ohrani¢ené mnoziny.

Zvol'me u, h € LP(Q). Pouzitim vety o strednej hodnote dostédvame pre s.v. €

1 d

%(fh(u-l-th)(x) — f(u)(2)) = 2/0 @f(a: u(z) + Oth(z)) do

:/ qu 2, u(w) + 0th () hi(w) 6 — 3 fu, (2, u(@))hils) pre t — 0.
i=1
7Z Lebesgueovej vety teraz plynie, ze existuje smerovd derivécia df%(u; h) = A(u)h. Kedze A(u) €

L(LP(Q),L(12)), existuje tiez Gateauxova derivdcia D f%(u) = A(u) a vzhladom k vlastnostiam
zobrazenia A existuje aj Fréchetova derivéacia (%) = A a méd pozadované vlastnosti. [
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Poznamky 3.5. (i) Podobné modifikacie ako v Poznamke 3.3(i) platia aj pre Vetu 3.4. Ak napr.
priestor LP* () nahradime priestorom LP* N L*°(2), potom miesto predpokladu (3.3) stac¢i ziadat’

| fu, (z,u)| < M(|u1|)<a2(x) + BZ |uj|pj/”) pre s.v. z € Q a kazdé u = (uq,...,u,) € R™,
j=1

kde M : R — R" je neklesajtica funkcia, pricom v pripade i = 1 mozeme naviac vyraz |u;|Ps /1
na pravej strane nahradit’ vyrazom max(|u;[P3/™, |u;|Pi/9).

(ii) Pomocou matematickej indukcie sa dd Veta 3.4 zovSeobecnit’ na ziskanie postacujicich pod-
mienok pre existenciu a spojitost’ vyssich derivacii Nemyckého zobrazenia. Uved'me si formulaciu
takéhoto tvrdenia aspori v jednoduchom pripade p; = ps = -+ = p,, =: p: Nech f € CARF,
k < p/q prirodzené, 1/r; = 1/q — j/p pre j = 0,1,...,k. Nech D] f(-,0) € L"(Q) pre
i=0,1,....k—1a|DFf(x,u)| < a(z)+ Blu|P/DF kdea c L™ (Q) a B > 0. Potom f% € CF.
(iii) Nech m = 1 a 9 : LP(Q) — LP(Q) je fréchetovsky diferencovatelné. Potom existuji a € L>(Q)
abe LP(Q) tak, ze f(z,u) = a(x)u+ b(x) pre s.v. x € Q a kazdé u € R.

(iv) Nech m = 1, f € CAR', 1 < p < oo, f(-,0) € LP(Q) a nech je f, ohranicens. Potom
je f% lipschitzovské zobrazenie LP(Q) do LP(), ktoré je naviac gateauxovsky diferencovatelné

a Df*(u)h = fu (- u()h.

Priklad 3.6. Nech je 2 C R"™ oblast’ s lipschitzovskou hranicou, p1 > pa > q > 1, p1 = npa/(n — p2) ak p2 < n.
Nech f: Q x (RxR") = R: (z,(u,s)) — f(z,u,s) je triedy CAR', f(-,(0,0)) € LI(%),

|fu(z,u,s)| < a1 (x) +5(|u|p1/r1 + |s|pz/r1)’

| fsi (@, u, 8)| < az(@) + B([ulPr/™2 + [s|P2/72),
kde aj € L () a 1/r; :=1/q —1/p;, j = 1,2. Potom je zobrazenie F' : WP2(Q) — L1(Q) : u— f(-,u(:), Vu(-))

triedy C! a
F'(u)h = fu(-,u(-), Vu())h + fs (~,u(-), Vu()) -Vh.

To plynie z Vety 3.4, ak si F' napiSeme v tvare F'(u) = fh(u, Vu) = fh(Au), kde
A WhP2(Q) — LPY(Q) x (LP2(Q)" : u — (u, Vu)

je spojité linedrne zobrazenie a fh 2 LP(Q) — L(Q) je triedy C! pre § = (p1,p2,p2,-..,D2), takze F'(u)h =
—_———

n

(8 (Au) Ah.

Specidlne, ak ¢ =1 a E: WhP2(Q) - R:u — fQ f(ac, u(x), Vu(x)) dz, potom je E triedy C! a
E'(u)h = / [fu(z,u(z), Vu(z))h(z) + fs(z,u(z), Vu(z)) - Vh(z)] de.
Q

To dostaneme, ak si E napiseme v tvare E(u) = BF(u), kde B : L'(Q) = R : u > Jo u(x) dz je spojity linedrny
operator.

Cvicenie 3.7. Ukaite, ze Nemyckého zobrazenie f9 pre f(z,u) = sin(u) je ako zobrazenie L2(0,1) do L2(0,1)

gateauxovsky diferencovatelné, ale neexistuje Fréchetova derivécia (f1)(0).

Cviéenie 3.8. Nech f: Q@ xR*t! — R je Carathéodoryho funkcia. Vyslovte a dokédzte vetu o spojitosti a diferenco-
vatelnosti Nemyckého zobrazenia f% : LP N L% () x (LP(2))™ — L4(2). Ako désledok tejto vety ukézte spojitost
zobrazenia

F:WhP(Q) — LYQ) tu— f(-u(-), Vu("))

pre p > n za rastového predpokladu

|f (@, 8)| < M(Jul)(a(z) + [ul?/? + |s[”/9),
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kdea € LI(Q2) a M : Rt — RT je neklesajiica funkcia, resp. jeho diferencovatelnost’, ak f € CAR!, f(-,0,0) € L(Q),

| fu(, u, )| < M(Jul) (ao(z) + a1 () + [ulP/" + |s|P/" + |s|P/9),
(3.5)
|fs(@,u, 8)| < M(Jul) (a1 () + [uP/" + |s|P/7),

kde ag € L1(Q2), a1 € L"(), 1/r =1/9g—1/p a p > max(q,n). V pripade, ze ma § koneéni mieru, mozno rastové
predpoklady (3.5) napisat’ v jednoduchSom tvare:

| fu(,u,5)] < M(Jul) (ao(x) + |s[”/7),

(3.6)
|fs(@,u,8)| < M([u]) (a1 () + |s|P/7).

Pre takito Q néjdite tiez podmienky, za ktorych bude F triedy CZ2.

Veta 3.9. (O spojitosti Nemyckého zobrazenia v priestoroch spojitych funkcif) Nech je Q C R"
otvorend a ohranicend a f € C(Q x R™,R). Potom f*: C(Q,R™) — C(Q) je spojité.
Dékaz. Nech u; — ug v C(Q,R™), dokdzeme f%(u;) — f%(ug) v C(Q).

Ozna¢me M := J{uj(x) : z € Q, j > 0}. Z konvergencie u; — ug plynie ohrani¢enost’ {u;}
v C(Q,R™), takze tiez M C R™ je ohrani¢end. Mnozina Q) x M je teda kompaktnd, takze restrikcia
f na tito mnozinu je rovnomerne spojitd. Pretoze sup,eq ||(#, u;(x)) — (2, uo(x))|| — 0 pre j — 0,
plynie zo spominanej rovnomernej spojitosti fu(uj) — fi(uy) v C(Q). O

Poznamky 3.10. (i) Mnozina M v dokaze Vety 3.9 je nielen ohranicend ale tiez kompaktna. Ak
totiz s € M, potom s, = uj, (vx) pre vhodné xj, € Q a ji, > 0. Pre vybrant postupnost’ potom
plati z, — 2 € Q a uj, — u; v C(Q,R™), odkial' s, — u;j(x) € M.

(i) S vyuzitim argumentov v (i) vidno, Ze tvrdenie vo Vete 3.9 plati aj pre funkcie u € C(€, E) a
fe O x E,F), kde E, F st Banachove priestory (a f%: C(Q, E) — C(Q, F)).

Veta 3.11. (O diferencovatelnosti Nemyckého zobrazenia v priestoroch spojitych fur_lkcil') Nech
je Q@ C R"™ otvorend a ohranicend a f € CO*(Q x R™ R). Potom f%: C(Q,R™) = C(Q) je triedy
"a () (Wh(z) = fu(z,ul@)) - h(z).

Dokaz. Tvrdenie dokdzeme pre k = 1, vSeobecny pripad sa dokdze indukciou. Oznactme Au :=
fu(-, u()) Podl'a Poznamky 3.10(ii) je A spojité zobrazenie C'(2,R™) do C(2,R™). Ak ozna¢ime

w(h) == fA(u+h) — fi(u) — Au - h, (3.7)
potom pouzitim vety o strednej hodnote (pre p(t) = f(z,u(x)+th(x)) s pevnym x € ) dostdvame

sup |w(h)(x)| = sup ‘/ [fu (2, u(z) + th(z)) — fu(z,u(®))] - h(z) dt‘

zef z€Q)
<l 4G+ o8) — ) 1 = o)
kde || - || je norma v C(€,R™), takze existuje (f%)(u) a plati (f%)'(u)h = Au - h. Spojitost’ tejto
derivécie teraz plynie zo spojitosti A a z odhadu ||((f%)"(u) — (f%)'(v))h|| < ||A(w)—A)||-||h]]. O
Priklad 3.12. Nech je Q2 C R" otvorena a ohranicen§,
f:OQx RXR") = R: (z,(u,s)) — f(z,u,s)

je spojitd v z a triedy C* v (u,s). Nech F : C1(Q) — C(Q) : u — f(-,u(-),Vu(:)). Potom je F triedy C*
a F'(u)h = fu (-, u(-), Vu())h(-) + fs (-, u(-), Vu(-)) - VA(-). Ak k> 2 an =1, potom

F"(u)(h,h) = fuu (- u(),u' () A2 + 2fus (- u), w' ()R + fos (- ul), ' () (R')2.
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Priklad 3.13. Ak je Q C R” otvorena a ohrani¢end a f : 2 Xx R — R je Carathéodoryho funkcia spfﬁajﬁca rastovi
podmienku

[f(z,u)] < alz)M(|u]) pre s.v. ¢ € Q a kazdé u € R, (3.8)
kde M : RT — RT je neklesajica funkcia a a € LI(R2), 1 < q < oo, potom z Poznamky 3.3(i) plynie spojitost’
Nemyckého zobrazenia f1 : C(Q) — L9(2). D4 sa ukdzat, ze tito podmienka je aj nutnd na to, aby operator fh
zobrazoval C(Q) do L9(), takze pokial f5 zobrazuje C(Q) do L1(R), tak je automaticky spojity a ohrani¢eny na
ohrani¢enych mnozindch. (Podobné tvrdenie v pripade 1 LP(Q) — L9(Q) plynie z Pozndmky 3.3(ii).) Z pod-
mienky (3.8) zrejme plynie odhad

/ sup |f(z,u)|?dr < oo VK > 0. (3.9)
Ukéazeme, ze odhad (3.9) je aj postacujuci, a teda ekvivalentny s podmienkou (3.8).
Polozme fi(z) := sup,|<y | f(2,u)| pre k = 1,2,...; potom z (3.9) plynie fi € L(£2). Definujme

N\~ _fr(2)
@) =2 S
Potom a € L9(Q) a

[f (@, u)| < fupar @) < 2 f g llga(@) = a(@) M (Ju),

kde M (t) := 21| fi11]lq a [2] oznacuje celd cast’ éisla .

Cvienie 3.14. Nech Q = (0,1), ¢ =1, a > 1 a f(z,u) = |u|*/(22 + (u? — 2)?). Ukézte, ze f spiiia podmienku
(3.8) resp. (3.9) (t.j. f% zobrazuje C(Q) do L'(2)) len ak o > 2. Na druhej strane ukézte, ze operator £ zobrazuje
C1(Q) do L*(Q) pre kazdé a > 1, ale nie je spojity pre a < 2 a nie je ohrani¢eny na ohrani¢enych mnozinach pre
a < 2.

Priklad 3.15. Vzhladom k vysledkom o regularite rieSeni eliptickych a parabolickych rovnic sa ¢asto skumaju tiez
Nemyckého zobrazenia v priestoroch hélderovskych funkcii. Ukdzme, ze podobne ako v Cviceni 3.14 (a na rozdiel od
situdcie v Priklade 3.13 alebo Pozndmke 3.3(ii)), Nemyckého zobrazenie v tomto pripade nemusi byt automaticky
spojité.
Nech a € (0,1), X = BUC%(—1,1) je priestor ohrani¢enych uniformne a-hélderovskych funkeif v : (—=1,1) — R
S normou
_ |u(z) — u(y)|
||u]|o := sup ————=—

o +sup|u(z)|
ety |7 =y @

a f : R — R je lokdlne lipschitzovska funkcia. Potom zrejme f o zobrazuje X do X. Ukazeme, ze ak je zobrazenie
ff: X — X spojité, potom nutne f € CL.

KedZe funkcia f je lokélne lipschitzovskd, mé& doplnok mnoziny D := {v € R : existuje kone¢né f’(v)} nulovi
Lebesgueovu mieru. Zvolme u € R pevne a uvazujme v € D a postupnost’ hy, — 0. Polozme 4(z) = u + |z|*sign(z),
¥(x) = v + |z|“sign(x) a zvolme xz,, € R tak, aby |xn|“sign(zy,) = hy. Potom plati

fluthn) = f(u)  flot+hn)— f(v)) _ ‘(f“(ﬁ) — FA(@®)) (@n) — (f3(@) — f4())(0)

hn hn |xn|a

<A @) — fHD)]|a-

Ak zvolime £ > 0, potom existuje v € D tak, ze ||f(@) — f1(?)|la < &, takie pre vietky n dostatoéne velké

plati |w — f'(v)] < 2e. Odtial plynie existencia kone¢nej limp— oo w, a teda tiez existencia
koneé¢nej f/(u). Plati teda D = R a z prave dokazanych odhadov plynie tiez |f/(u) — f/(v)| < ||f4(@) — f4(8)]la — O

pre v — u.

Poznamky 3.16. (i) Nech je C C [0,1] Cantorovo diskontinuum a ¢ : [0,1] — [0, 1] Cantorova
funkcia; g(x) := (z + c¢(z))/2 a u := g~!. Mnozina g(C) ma kladnt Lebesgueovu mieru, takze
existuje jej nemeratelnd podmnozina E. Polozme A := u(FE) C C a f := x4. Potom je u spojita,
f:R — R meratel'nd, ale f%(u) : Q — R nie je meratelna.

(i) Ak je f : R™ — R borelovsky meratelnd a v : Q — R™ merateln, potom je zrejme f%(u)
meratelnd (a podobné tvrdenie plati aj pre funkcie f : Q x R™ — R), ale zobrazenie f?: LP — L9
nemusi byt’ spojité ani pre f ohranicent (uvazujte napr. @ = (0,1), f = xr\j0} & ux(z) = z/k).

(iii) Nech Q = (0,1), f(u) = max(—1,min(1,u)) a 1 < p < co. Potom f% zobrazuje L?(2) do
L>(Q), ale nie je spojité (uvazujte uy(x) = x*).
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I. Abstraktny variaény pocet

4. Existencia globalnych minimizérov

Vo vsetkych tvrdeniach o existencii minimizérov budeme implicitne predpokladat’, Ze mnoziny,
v ktorych minimizér hl'addme, si neprazdne.

Nech je T topologicky priestor. Funkcia & : T — R sa nazyva zdola polospojita, ak pre
kazdé w € T a € > 0 je mnozina {u : ®(u) > ®(w) — e} okolim bodu w. Funkcia ® je zdola
polospojita prave vtedy, ked pre kazdé a € R je mnozina {u : ®(u) < a} uzavretd. Funkcia
® : T — R sa nazyva sekvencialne zdola polospojita, ak pre kazdu postupnost’ u, — w v T
plati liminf,, o ®(u,) > ®(w). Kazda zdola polospojitd funkcia je sekvencidlne zdola polospojita.
Ak je T metricky priestor, plati tiez obratené tvrdenie: kazda sekvencialne zdola polospojita funkcia
je zdola polospojita.

Nech je X redlny Banachov priestor, ® : X — R a T = (X,w) (t.j. T je priestor X so slabou
topolégiou). Ak je funkciondl ® : T' — R (sekvencidlne) zdola polospojity, nazyva sa ® : X — R
slabo (sekvenciilne) zdola polospojity. Analogicky sa definuje slabo (sekvencidlne) spojity
funkcional.

Cviéenie 4.1. Ak X —<— Y (kompaktné vnorenie), potom je norma || - ||y slabo sekvencidlne spojitd v X. Dokéazte
a pouzite toto tvrdenie na dokaz slabej sekvencidlnej zdola polospojitosti funkciondlu ®(u) = fol[(u')2 — |u|P] dz
(> 1) vo W12(0,1).

Nech je M C X konvexna mnozina. Funkcional ® : M — R sa nazyva konvexny, ak
®(au+ (1 —a)v) < a®(u) + (1 — a)®(v) (4.1)

pre kazdé a € (0,1) a u,v € M, u # v. Potom tiez plati (>, cyu;) < >y a;P(u;) pre
I'ubovolné u; € M, a; >0, > | a; = 1, a mnozina {u : ®(u) < 8} je konvexnd pre kazdé 3 € R.
Funkcional ® : M — R sa nazyva striktne konvexny, ak v (4.1) plati ostrd nerovnost’. Ak
existuje 62®(w; h, h) a plati §2®(w; h,h) > 0 pre kazdé w € M a h € X \ {0}, potom je zrejme ®
striktne konvexny (staci uvazovat’ funkciu ¢(t) = ®(u + t(v — u))).

Nech je dalej M l'ubovolnd podmnozina X a ® : M — R. Funkciondl ® : M — R sa nazyva
koercivny (na mnozine M), ak lim,eps, |ju)—o00 P(u) = +00. Postupnost’ prvkov {u,} C M sa
nazyva minimizujica pre @, ak ®(u,,) — infy; . Prvok u € M sa nazyva minimizér funkciondlu
® na mnozine M, ak ®(u) = infy; P.

Cvicenie 4.2. Nech je X uniformne konvexny a ¥ : X — R je slabo sekvencidlne zdola polospojity. Ak je {un}
ohrani¢end minimizujica postupnost’ pre ®(u) = ||u|| + ¥(u), potom (pre vybrani podpostupnost) plati u, — wu,

kde w je minimizér (podobne pre ®(u) = h(||u||) + ¥(u), kde h je spojitd a rastiica). Dokézte.

Lema 4.3. Nech je T kompaktny topologicky priestor a ® : T — R je zdola polospojita. Potom
ezxistuje mingy P.

Doékaz. Zvolme klesajicu postupnost’ a,, s vlastnostou «,, — infy ®. Potom je K, = {u € T :
®(u) < ay, } nerastica postupnost’ neprazdnych kompaktnych mnozin, takze existuje u € (), ; Kp.
Zrejme ®(u) = miny ¢. O

Dosledok 4.4. Nech je X redlny Banachov priestor, M C X je slabo kompaktnd a ® : M — R je
slabo zdola polospojity. Potom existuje miny; ®.
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Pozndmky 4.5. (i) Ak je X’ je separabilny, potom je slabé topoldgia na ohrani¢enych mnozinach
v X metrizovatelna, takze v Dosledku 4.4 staci miesto slabej zdola polospojitosti ® pozadovat’ jeho
slabu sekvencialnu zdola polospojitost’.

(ii) Ak je ® konvexny a spojity, potom je slabo zdola polospojity. Mnoziny typu {u : ®(u) < «}
su totiz konvexné a uzavreté, a teda tiez slabo uzavreté.

(iii) Ak X je reflexivny a M je konvexnd, ohraniCend, uzavretd, potom je tiez slabo kompaktn4.
7 konvexnosti a uzavretosti mnoziny M totiz plynie jej slaba uzavretost’ a z reflexivity X a ohra-
nicenosti M potom plynie slaba kompaktnost’ M.

(iv) Nech je ® koercivny, M C X neohrani¢end a A := inf; ®. Potom pre dostatoéne velké C' > 0
plati A = infynp, P, kde Be = {u € X : ||u|]| < C}, takze miesto hladania minima ® v M staci
hladat’ jeho minimum na ohrani¢enej mnozine M N B¢c. Pokial’ je mnozina M konvexna a uzavreta,
tak je M N Be konvexnd, uzavretd a ohrani¢end (a teda v pripade reflexivneho priestoru X tiez
slabo kompaktnd).

Veta 4.6. Nech je X reflexivny, M je ohranicend a slabo sekvencidlne uzavretd a ® : X — R je
slabo sekvencidlne zdola polospojity. Potom existuje minys ®.

Dékaz. Nech je {u,} C M minimizujica postupnost’ pre ®. Z Eberlein-Smuljanovej vety plynie
existencia slabo konvergentnej podpostupnosti {u,, }. Zo slabej sekvencidlnej uzavretosti M a sla-
bej sekvencidlnej zdola polospojitosti ® plynie u,, — v € M a ®(u) = miny, ¢. O

Veta 4.7. Nech je X redlny Banachov priestor, M C X konvexnd a ® : M — R striktne konvexny.
Potom existuje nanajvys jedno w € M, pre ktoré ®(u) = inf; .

Dokaz. Ak st uy,us € M dva rézne minimizéry ® a u = %, potom u € M a ®(u) < %(CI)(ul) +
®(uz)) = infp @, spor. O
Cvicenie 4.8. Nech X = C([0,1]), M = {u € X : |u| < 1}, ®(u) = 01/2 u(z) der — f11/2 u(z) dz. Ukéazte, ze M

je konvexnd, ohranic¢end, uzavretd a ® je spojity a linedrny (a teda tiez konvexny), ale ® nenadobida na M svoje
infimum. (Désledok: priestor X nie je reflexivny.) Vysetrite tiez pripad X = W12([0,1]), M = {u € X : |u| < 1}.

Cvigenie 4.9. Nech ®(u) = [ udz, X = {u € C([0,1]) : u(0) = u(1) = 0} alebo X = W,?(0,1) a M = {u € X :
|u] < 1}. Existuje miny; @ ? VySetrite tiez pripad X = WOLQ(O, DaM={ue X :|u| <1}
Cvigenie 4.10. Nech ®(u) = [ ((u)? — u*)dz, M), = {u € Wy?(0,1) : |u| < k}, kde k € {3,5}. Ukazte, ze

®(0) = minyy, P, Ze existuje minps, ¢ a kazdy globdlny minimizér up funkciondlu ® na Ms spifia max |ug| = 5.

Cviéenie 4.11. Nech ®(u) = fol Vu2 + (u)2dx, Mp = {u € WHP(0,1) : u(0) = 0, u(1) =1}, p = 1,2. Ukdite, ze
® : M, — R je spojity, konvexny pre p = 1,2 a koercivny pre p = 1, ale nenadobida v M7 ani M2 svoje infimum.

Cvicenie 4.12. Nech a; = 2(1 — 1/k) a ®(u) = ||ul|? — 3, arug pre u = (ui,uz,...) € 1. Ukdite, ze @ je

koercivny a slabo zdola polospojity, ale nenadobida v ¢! svoje infimum.
Cvicenie 4.13. Ukazte, ze ®(u) = fol x(u’)? dx nenadobiida infimum na mnozine {u € W12 : 4(0) = 1, u(1) = 0}.

Cvicenie 4.14. Nech je g : R — R zdola polospojitd a zdola ohranic¢ena. Ukézte, ze existuje globalny minimizér
funkcionédlu ®(u) = fol((u')2 + g(u)) dz v priestore WOI’Q(O, 1). Existuje takyto minimizér aj pre g = X[0,00)?
Cvicenie 4.15. Uvazujte funkciondl ®(u) = f_ll((u’)2 — 1)2dz v priestoroch X7 = W01’4(—1,1) a Xo = {u €
CY([-1,1]) : u(—1) = u(1) = 0}. Ukédzte, ze & nadobtida infimum v X ale nie v Xs. Dalej ukazte, ze ® je slabo
sekvencidlne zdola polospojity v X2 ale nie v X1 a vySetrite tiez koercivitu ® v X; a Xos.

Cviéenie 4.16. Nech Q C R" je ohranicend oblast’ s lipschitzovskou hranicou, 0 € Q a X = W12(Q). Pre aké n je

@:X—)R:u»—)/(|Vu|2+|u|3+ig)dx
Q ||

triedy C2? Pre takéto n ukdzte, Ze existuje prave jedna funkcia v € X s vlastnostou ®’(u) = 0.
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Cvicenie 4.17. Ukézte, ze pre € > 0 existuje (jediny) globalny minimizér funkcionédlu
3 WhR3) 5 R: u'—>/ (IVul® +eu® + — — =) da
T

Dalej ukézte, ze pre € = 0 nie je ® zdola ohraniceny.

Cvigenie 4.18. Nech Z, K > 0, Mg :={u € L5/3(R3) : u >0, [z u(z)dz < K} a
3 1
D(u) = f/ |3 () do — Z/ u(z) de+ -U(u), kde V(u) —/ / u(@)uly) dz dy.
5 Jrs r3 || 2 Rr3 JR3 T — Y|
Ukéazte existenciu jediného globalneho minimizéra ug funkciondlu ® na mnozine My .
Navod: Nech LP := LP(R3) a (-,-) oznacuje dualitu medzi priestorom temperovanych distribiicii S’ a S. Pre

Fourierovu transforméciu funkcie g(z) := ﬁ plati (Fg)(¢&) = \/gﬁ > 0, takze pre u € D(R3) dostaneme
W(u) = (gxu,u) = (u*g,u) = (Fluxg), F tu) = (2r)32(Fu - Fg, Fu) = (277)3/2/ Fg|Ful?dz > 0.
R3

Z hustoty D v L8/5 a spojitosti ¥ v L/5 (vid’ (17.2)) plynie ¥(u) > 0 pre u € L8/5, takze ¥’ (u) (i, p) = 2¥(p) > 0,
a teda ¥ je konvexny v L6/5. Funkciondl (u) := [p3 |u|5/3(z) dz je spojity a striktne konvexny v L%/3. Dalej
ozna¢me O1(u) := fl <1 m ) da, O3 (u) = fl >1 “l(mw) dx. Potom ©1 € (L5/3), @y € (L5/5), ©2(u) < K pre
u € Mg . S pouzitim (17.3) najdite minimizujicu postupnost’ pre ® tak, aby konvergovala slabo v L5/3 aj L8/5.
Poznamka: Funkciondl & sa vyskytuje v Thomas-Fermiho aproximativnom modeli pre atém s velkym poctom
elektronov: u zodpoveda hustote naboja elektronov a konstanta Z naboju atémového jadra. Pre ndjdeny minimizér
up sa dé dokézat’ ng ur () dr = min(K, Z), takze napr. uz je minimizér ® v {u € L3/3NLY i u> 0} a ug pre
K < Z je minimizér ® v Ag := {u € L5/3 :u >0, Jgs w(z) dz = K}; vid [40] alebo [23]. Tiez sa dé dokézat), ze ®
nenadobtida infimum v Ag pre K > Z, ug mé kompaktny nosi¢ pre K < Z, uy > 0 v R3.

Priklad 4.19. (Linedrna pruznost) Nech Q@ C R3 je ohrani¢end oblast’ s lipschitzovskou hranicou a funkcia
w = (ui,uz,u3) : @ — R3 popisuje (staciondrnu) deformdciu pruzného telesa pri poésobeni vonkajsej sily F =
(F1, F», F3) € (L%(2))® a s predpisanou okrajovou podmienkou u = w na 09, kde w € (W12(Q))3 je pevne dani

funkcia. Linedrny Hookeov zdkon pre izotropny materidl ma tvar

Tij(2) = M@)0i; Y eni(®) + 2u(x)es;(z),  w€Q, i,j=1,23,
k

6u1
oz

tzv. Lamého koeficienty (predpokladdme A, u € L°(Q2), A > 0 a p > pp pre vhodni konstantu pg > 0). Mame teda
minimalizovat’ funkciondl potencidlnej energie

P(u) = ;/Q;jﬂ'jeij de—/Q;Fiuz‘ dw—/ﬁ(;)\(;eii(u))Q+P«;jeij(u)eij(u)> dw—/ﬂ;Fz‘Uidx

na mnozine pripustnych posunut{ W := {u € (W12(Q))3 : u = w na 9Q}.

kde 7;; su zlozky tenzoru napétia, e;; = e;;(u) = 2( ZJ) st zlozky tenzora malej deformécie a A, u su

Ukazme si najprv, ze pre kazdé v € (WI’Q(Q))3 plati tzv. Kornova nerovnost’
ov; Ov;
eij(v)e Ydx > = . 4.2
/Z”()” /Zaxjaxj (4.2)

Vzhladom k hustote D(2) vo Wol’Q(Q) staci nerovnost’ (4.2) dokazat’ pre funkcie v € (D(Q2))3. Pre takéto funkcie
nerovnost’ plynie z identity

G ) Gt i) e s [ S a5 [ S e
ox; 83:1- ox; ox; 2 Ja i Ox; awj ox; 8%
pretoze pre druhy integral na pravej strane pouzitim Greenovej vety dostavame
Ov; 0 1 Ov; \ 2
/Z””J :7/(20)@:20.
O0x; Ox; 2 Jo p ox;

Nech ¥(v) := ®(v + w) pre v € (W01’2(Q))3. Z Kornovej nerovnosti Fahko plynie koercivita ¥ ako aj pozitivna

definitnost’ ", a teda striktnéd konvexita ¥. Funkciondl ¥ je teda tiez slabo zdola polospojity a existuje pren jediny
globdlny minimizér ¢ € (W1 2(9))3 Funkcia @ := ¥ + w je potom jedinym globdlnym minimizérom funkciondlu ®

na mnozine W. Eulerove rovnice pre tento (vektorovy) minimizér maji pritom tvar Zj 87;] + F;=0,:=1,2,3

(rovnice rovnovéhy).
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5. Nutné a postacujice podmienky pre lokalne extrémy

Nech je X realny Banachov priestor a & : X — R.

Veta 5.1. (Eulerova nutnd podmienka) Nech md ® v bode w € X lokdlny extrém (minimum alebo
maximum) a nech h € X. Ak existuje smerovd derivicia §®(w;h), potom sa rovnd nule.

Dékaz. Tvrdenie plynie z toho, ze funkcia ¢(t) := ®(w + th) ma v bode t = 0 lokdlny extrém
a 0®(w;h) =¢'(0). O

Prvok w € X sa nazyva kriticky bod ®, ak §®(w;h) = 0 pre kazdé h € X.

Priklad 5.2. Nech @ C R"™ je ohranicena oblast’ s lipschitzovskou hranicou a p > 1. Uvazujme funkciondl ®(u) =
%fﬂ |VulP dz— [, fudz v priestore X = {u € WHP(Q) : u = 0 na 0Q}, kde f € L1(Q), ¢ > np/(np—n—+p), ¢ > 1,

g > 1 ak p = n. Tento funkciondl je zrejme konvexny, koercivny a triedy C!, takze nadobida globdlne infimum.
Pre prislusny minimizér musi platit’ ®’(u)p = 0 pre kazdé ¢ € X, t.].

/ |Vu|P~2Vu - Vodr = / fedx pre kazdé ¢ € X,
Q Q

takze ide o slabé rieSenie tlohy
—Apu=f vQ,
u =0 na 01,
kde Apu := div (|[Vu|P~2Vu) je tzv. p-Laplacidn. Z nerovnosti (|a[P=2a — |B3[P728)(a — B) > cla — B|P pre p > 2
a (Ja|P72a — |BP728)(a — B) > c(la] + |B])P~2|a — B|? pre 1 < p < 2 dalej plynie jednoznaénost’ takéhoto riesenia
(ak st w,v dve rieSenia, pouzije sa testovacia funkcia ¢ = u — v). Vzhladom k uniformnej konvexite LP-normy je ®

striktne konvexny.

Cvicenie 5.3. Nech je ® : X — R konvexny a spojity, nech je M C X hustd, w € X a nech pre kazdé h € M

existuje 0P(w; h) a rovnd sa nule. Ukdzte, ze potom je w globdlny minimizér ® v X.

Cviéenie 5.4. Nech f € L?(R) a ®(u) = fR(%(u/)2 — fu)dx pre u € WH2(R). Ukdzte, ze ® je triedy C,
je striktne konvexny, nie je koercivny, ale limcgr |¢|5o00 ®(tu) = oo pre kazdé u # 0. Ukdzte, ze existuji husté

mnoziny M1, Ma C L?(R) tak, ze pre f € M; nie je ® zdola ohrani¢eny a pre f € Ms nadobtida ® svoje infimum.

Veta 5.5. (Lagrangeova postacujica podmienka) Nech je w € X kriticky bod ®, nech je ® triedy
C? v okoli w a nech existuje o > 0 tak, e ®"(w)(h,h) > | h||* pre vsetky h € X. Potom md ®
v bode w ostré lokdlne minimum.

Dékaz. Z vety o strednej hodnote v integralnom tvare (Veta 17.15) dostdvame

O(w+ h) — ®(w) = &' (w)h + /01(1 —t)®" (w + th)(h, h) dt

1 1
= S (w)(h, )+ / (1— )(8" (w + th) — ®" (w)) (h, h) dt.

0
Pretoze ®”(w)(h, h) > of|h||? a || (w+th) — D" (w)|| < § pre ||h|| malé a t € [0, 1], plynie z vysie
uvedenej rovnosti ®(w + h) — ®(w) > $||h[|* > 0 pre ||h]| malé, h #0. O

Poznamky 5.6. (i) Ak na nejakom okoli w existuje spojitd a nezdpornd 62®(x; h, h) pre kazdé
h, potom z dokazu Vety 5.5 plynie, ze ® ma v bode w lokdlne minimum (ktoré je ostré, ak
52®(w; h,h) > 0 pre h # 0).

(i) Ak ma ® v bode w € X lokdlne minimum a existuje D?®(w), potom zrejme musi platit’
D2®(w)(h, h) > 0 pre kazdé h € X (Lagrangeova nutnd podmienka).
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Cviéenie 5.7. Uvazujte funkcional ®(u) = fol u?(z —u)dx v C([0,1]) alebo W12(0,1). Plati ® € C>, ®'(0) = 0,
®7(0)(h,h) =2 fol h2x dx > 0 pre h # 0, ale up = 0 nie je lokdlny minimizér ®. Dokézte.
Cvicenie 5.8. Uvazujte funkciondl ®(u) = fil(xQ (' (2))? + z(v (2))3 + (v (x))™) dx (m € N, m > 4) v priestore
C} = {u € CY([-1,1]) : u(—1) = u(l) = 0}. Plati ®'(0) = 0, " (0)(h,h) = 2fi1 z2(h')2dz > 0 pre h # 0.
Ukazte, ze ug = 0 je globalny minimizér pre m = 4, ale nie je ani lokdlny minimizér pre m > 4.
Cvicenie 5.9. Nech f € BC?(R), f(u) = u? pre |u| < 3, ®(u) = [ sin(f(u))dz pre u € L?(0,7). Ukézte, ze
® € C! je dvakrat gateauxovsky diferencovatelny, D2®(0)(h, h) = 2||h||2, ale 0 nie je lokdlny minimizér ®. Ukazte
tiez, ze pre kazdé h existuje okolie nuly U v L?(0, ) tak, ze funkciad : U — R : u > §2®(u; h, h) je spojitéd a d(u) > 0
pre u # 0; porovnajte s Pozndmkou 5.6(i). Uvazujte tiez funkciondl ®(u) = [ sin(f(u’)) dz vo W01’2(0, ).
Cvicenie 5.10. Nech Q C R" je ohrani¢end, X € {C(Q), W!12(Q),L2(N)}, ®: X - R:uw— [,(2sinu? — u?)dz.
Je ® triedy C?? Je ug = 0 lokdlny minimizér?
Cvicenie 5.11. Nech Q C R" je ohrani¢end oblast’ s lipschitzovskou hranicou a X = W12(Q) alebo X = W01’2(Q).
Pre aké n je

<I>:X—>R:un—>/(|Vu|2—sinu3)d:c

Q

triedy C?? Je ug = 0 lokdlny minimizér? Existuje globdlne minimum? Pre n = 1, Q = (0,w) a X = W(}’2(Q)

ukézte, ze 0 je globdlny minimizér pre w malé, ale nie pre w velké.

Cvicenie 5.12. Nech 2 C R"” je ohranicend oblast’ s lipschitzovskou hranicou,

O(u) = /Q(|Vu|2 -7 iQuQ) dz.

Vysetrite vlastnosti ® (koercivita, slabd sekvencidlna zdola polospojitost’, diferencovatelnost, konvexita) v priestore

X = W&’Q(Q). Existuje globdlne minimum? Je u = 0 lokdlny minimizér?

Cviéenie 5.13. Nech 2 C R" je ohrani¢end oblast’ s lipschitzovskou hranicou, 0 € Q a X = W12(Q). Pre aké n je

@:X—)R:ub—>/(|Vu|2+u4+cTs|u)d:c
[9) x

triedy C?? Pre takéto n ukdzte, ze existuji aspoii tri kritické body ®.

Cvicenie 5.14. Nech Q2 C R" je ohraniend oblast’ s lipschitzovskou hranicou, X = Wol’4(Q) a
@:X—)R:uH/Q(|Vu|4—u3)d:t.

Ukézte, ze ® je triedy C°, je koercivny a slabo sekvencidlne zdola polospojity, ale nie je konvexny. Dalej ukézte,

ze v = 0 nie je minimizér.

Cvicenie 5.15. Nech 2 C R"” je ohranicena oblast’. Vysetrite lokdlne extrémy funkcionalu

4
_ 2
_ CI)(u)_/Q(u +1+u2)dm
v priestoroch X = C(Q) resp. X = L?(Q).

Cvigenie 5.16. Nech ®(u) = [ ((v/)? —u? In(a+u?)) dz, kde a € {1/3,1,3}. Zistite, & je u = 0 lokdlny minimizér
& v priestore W1H2(0, ) resp. W01’2(0, ).

Cvicenie 5.17. Nech je up globdlny minimizér funkciondlu ®(u) = fol((u’)2 — u*)dz na mnozine M5 = {u €
Wy?(0,1) : |u| < 5}, vid Cvicenie 4.10. Ukazte, Ze uo nie je kritickym bodom ® vo W,°?(0,1). Nech je u1 # 0
kritickym bodom @ vo W01’2(0,1) (existencia wuj plynie napr. z dvah v Priklade 6.6 alebo 7.6; ® ma dokonca

nekonec¢ne vela kritickych bodov vo WOI’Q(O, 1)). Ukazte, ze uq nie je lokdlnym minimizérom ® vo Wol’Q(O, 1).

Cvicenie 5.18. Nech ®(u,v) = 5/2((1/)2 + /v 4 v2) dx pre (u,v) € X := Wy2(0,7/2) x Wy(0,7/2), a € R,
ug(x) = asin(2z), vg = —2ug. Ukdzte, ze (uo,vo) je kritickym bodom ® a pre kazdé h € W01’2(0,7r/2) \ {0} plati
®(uo + h,vo) > ®(ug,vo), ®(uo,vo +h) > ®(ug,vg), ®(uo + h,vo + h) > ®(ug,vo) a ®(ug + h,vo — h) > ®(uo, vo).
S pouzitim nerovnosti (6.8) dalej ukazte, ze (ug,vo) je globdlny maximizér ® v priestore {(u,v) € X : v = —2u}.
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6. Viazané extrémy

Veta 6.1. (Ljusternikova veta: nutnd podmienka pre viazany extrém) Nech si ®,¥; : X — R
triedy Ct v okoli bodu w € X pre i = 1,2,...,n. Nech si {¥}(w)}?*_, linedrne nezdvislé a nech
ma ® v bode w lokdlny extrém vzhladom k mnoZine M = {u : ¥;(u) = ¥;(w), i = 1,2,...,n}.
Potom existuji \; € R, i =1,2,...,n, tak, Ze ®'(w) = ;| \iWi(w).

Poznamka 6.2. Cisla ); sa nazjvaji Lagrangeove multiplikitory a Ljusternikova veta sa tiez
nazyva veta o Lagrangeovych multiplikatoroch. Tvrdenie plati aj za slabsich predpokladov na
hladkost’ funkcii ® a ¥;: staci, aby existovali ®'(w), V:(w) a aby funkcie ®, ¥; boli spojité v okoli
bodu w (miesto vety o implicitnej funkcii dokaz vyuziva stupen zobrazenia).

V dokaze Ljusternikovej vety pouzijeme nasledujice dve pomocné tvrdenia.

Lema 6.3. Nech st hy,ha,...,h, € X' linedrne nezdvislé. Potom existuji ui,us,...,u, € X
tak, Ze hi(uj) = &;; (kde 0;j = 1 prei = j a 6;5 = 0 pre i # j; {u1,uz,...,un} sa nazyjva
biortogondlna postupnost’ k postupnosti {hy,ha,...,hyp}).

Dokaz. Indukciou. Pre n = 1 je tvrdenie zrejmé. Nech tvrdenie lemy plati pre n < k a nech
st hi,ha,...,hy € X’ linedrne nezavislé. Podla indukéného predpokladu existuje postupnost’
{u1,ug,...,ur—1} biortogondlna k {hy, ha,...,hr_1}. Definujme linedrne zobrazenie

T:X =R cu [hy(u),. .., hi(u)).

Z vlastnosti prvkov uy, us, . .., ur—1 plynie, ze dim T'(X) > k—1, ndm sta¢i dokdzat’ dim T'(X) = k.
Predpokladajme opak, t.j. dim7'(X) = k — 1. Potom st Tuy,Tusg, ..., Tui_1 generdtory T(X),
takze pre kazdé u € X existuju p; = pi(u) € R, i =1,2,...,k — 1, tak, ze Tu = Z,’Z:ll i (w)Tug,
€O znamena

k—1
hj(u) = Zuz(u)hj(ul) pre j =1,2,... k. (6.1)

Z rovnosti h;(u;) = d;; pre i,j < k a (6.1) plynie hj(u) = p;(u) pre j < k. Z rovnosti (6.1)
pre j = k teraz dostaneme hy(u) = Zf:_ll hi(u)hg(u;), takze hy = Zf:_ll hi(u;)h;, ¢o je spor
s linedarnou nezavislost'ou hq, ha, ..., hy. U

Lema 6.4. Nech h,hy,ha,...,h, € X', (., Kerh; C Kerh.

X H R Potom ezistuji A1, Aa, ..., A, tak, Ze h = > \jh;.
=1
h Dékaz. Definujme H : X — R" : u — [hi(u), ha(u),. .., hy(uw)].
34 Potom Ker H C Kerh, takze z linedrnej algebry plynie existencia
) linedrneho zobrazenia A : R® — R takého, ze h = A o H. Pretoze
T linedrne zobrazenie A musi mat’ tvar Az = Y ", \;z;, dostdvame
R tvrdenie lemy. [

Dékaz Ljusternikovej vety. Ozna¢me Y := (i, Ker ¥}(w). Podla Lemy 6.4 staci dokdzat’
Y C Ker &' (w). (6.2)

Podl'a Lemy 6.3 existujid ui, ug, . .., u, € X tak, ze ¥} (w)u; = d;;. Oznaéme Z := lin{u1,ug, ..., up}
(linedrny obal) a definujme

G:YXZ->R": (y,2) »{V;(w+y+2)—V;(w)},.
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Potom G(0,0) = 0 a G%4(0,0) je izomorfizmus, takze podla vety
o implicitnej funkcii pre kazdé y € Y malé existuje prave jedno
z = z(y) € Z malé tak, ze G(y,z(y)) = 0. Pretoze G% (0,0) = 0,
dostavame tiez 2'(0) = —[G,(0,0)] 1G4 (0,0) = 0.

Funkcional F : Y - R:y+— <I>(w+y+z(y)) mé v bode 0 lokédlny
extrém, takze pre kazdé y € Y plati

0=F'(0)y = &' (w)(y + 2 (0)y) = &' (w)y,

odkial’ plynie (6.2). O

Poznamky 6.5. Nech si ®, ¥, : X — R triedy C? v okoli bodu w € X pre i =1,2,...,n. Nech
su {W,(w)}?", linedrne nezavislé a nech G, F,z su zobrazenia z dokazu Vety 6.1. Ak ®'(w) =
S AW (w), potom F'(0) = 0. Derivovanim rovnice G(y,2(y)) = 0 a s vyuzitim 2/(0) = 0
dostaneme

F"(0)(y, y) = "(w)(y,y) + @' (w)[" (0)(y,9)] = " (w)(y,y) — ®'(w)[G%(0,0)]*G¥(0,0). (6.3)

Ak je druhd derivacia F"”(0) rovnomerne pozitivne definitnd, potom je podla Lagrangeovej po-
stacujucej podmienky 0 ostrym lokdlnym minimizérom funkcionalu F', a teda w je ostry lokdlny
minimizér funciondlu ® vzhladom k mnozine M. Podobne, ak je F”/(0) indefinitnd, nenadobida
® v bode w lokalny extrém vzhl'adom k mnozine M.

Nech je §pecidlne X Hilbertov priestor, n =1 a ¥y (u) = ||u|?>. Potom dostdvame
2
Y
FIO)(0) = ¥ (w)(00) ~ D e,y L (6.4

Priklad 6.6. Nech 2 C R™ je ohrani¢end oblast’ s lipschitzovskou hranicou, p > 2, p < 2n/(n — 2) ak n > 2.
Ukéazeme, ze existuje netrividlne (slabé) rieSenie ulohy
Au+[uP2u=0 vQ,

6.5
u=0 mna 0. (6:5)

Hladané rieSenie je kriticky bod funkcionélu
~ 1 1
W) 5 R:iurms &(u) — U(u),  kde ®(u) = 5/ |Vu|? de, W(u)= f/ |ul?.
Q pPJo

Hl'adajme najprv kritické body ® vzhladom k mnozine M := {u : ¥(u) = 1}. Funkciondl ® je konvexny, koercivny;
® aj U s triedy C2. Ukédzme, ze M je slabo sekvencidlne uzavretd: ak u, € M, up, — u, potom z kompaktnosti
vnorenia W12(Q) << LP(Q) plynie un — u v LP(Q), takie u € M. Existuje teda minjy; ®; nech sa toto minimum
nadobida vo funkcii u € M. Pretoze |u| € M a ®(|u|) = ®(u), mdézeme predpokladat’ u > 0. Z vety o Lagrangeovych
multiplikdtoroch plynie existencia A € R takého, ze ®'(u) = A¥’(u). Specidlne dostdvame
Ap = Ap¥(u) = A0 (u)u = & (u)u = 2&(u) > 0,
takze A > 0. Polozme 4 = tu, kde t = A/ (P=2)  Potom
(@) =t (u) = tAV' (u) = tAt: P/ (@) = ¥/ (a),

takze @ je hladany kriticky bod funkciondlu ® = & — .

Pozndmka: Z regularity slabych rieSeni tlohy (6.5) plynie, ze ndjdené riesenie je klasickym rieSenim a z principu
maxima dostaneme u > 0 v Q. Je zndme, ze tloha Au 4+ uP~! = 0 v R™ nemd kladné klasické rieenia pre
p € (2,2n/(n — 2)), takze z tvah vyssie plynie, ze pre Q@ = R” funkciondl & nenadobida infimum na mnozine M.
Na druhu stranu, ak n > 2 a p = 2n/(n —2), potom sa pre Q = R" toto infimum nadobuda (prislusny minimizér ma

tvar ug(z) = (2 + |z — 20|2)~("=2)/2 pre vhodné ¢ > 0 a lubovolné xo € R™), ale pre ohranicent Q2 sa nenadobrida.

Cviéenie 6.7. Zopakovanim postupu z Prikladu 6.6 ukdzte, ze pre n > 2 a 2 < p < 2n/(n — 2) existuje kladné,
radidlne symetrické riesenie ilohy Au — u + |u[P~2u = 0 v R™: definujte ¥ a M ako v Priklade 6.6 (s Q = R"),
P(u) = %fRn(|Vu|2 +u?)dx, M, = {u € M : u je radidlne symetrickd}, vyuzite (17.10) a to, Ze (nezéporny)
minimizér ® v M, je minimizérom aj vo vacsej mnozine M (to plynie z vlastnosti Schwarzovej (radidlne nerastiicej)
symetrizicie funkcii, vid’ [40, (3.3.4) a Lemma 7.17]).
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Cvicenie 6.8. Najdite minimizér funciondlu ®(u) = fol zudx na mnozine {u € Wol’Q(O, 1): fol (u')2dx = 1}.

Cvicenie 6.9. Najdite profil, ktory vytvori hladina kavy, ktori miesame konstantnou uhlovou rychlostou w vo
valcovej 3alke s horizontalnym prierezom = {x € R? : |z| < R} (pri zanedban{ viskozity, povrchového napétia atd’.).
Odvodte tiez diferencidlnu rovnicu a okrajovi podmienku pre profil pri nulovej rychlosti, ale pri uvdzeni povrchového
napatia a kapildrnych efektov (minimalizujte energeticky funckiondl tvaru fQ (W—&— g'uQ) dx—cos~y fan udS,
kde u popisuje vysku hladiny, x > 0 a v € (0, 7/2) sd konstanty).

Cvicenie 6.10. Dokdzte, Ze existuje minimum funkciondlu ®(u) = fgr [2(sinz)u + u’2] dx vo Wol’Q(O, ) s vazbovou

podmienkou fow udx = 1 a najdite prislusny minimizér.

Cvicenie 6.11. N§jdite minimizéry nasledujicich funkciondlov ® s uvedenymi vidzbovymi podmienkami (o pries-
toroch, v ktorych budete pracovat), rozhodnite sami):

(1) ®(u) = fol z?udz s vizbou fol |ul®de =1

(ii) ®(u) = foz[(u’)2 + u] dz, u(0) = 1, u(2) = 48, f02 ux dr = 43

(iii) ®(u) = fol[%(u’)2 + wu’] dz, u(0) =0, u(l) =5, fol udr =2

(iv) @(u) = [ (w)?dz, u(0) = 2, u(l) =4, [ udz =1
(v) ®(u) = fé’ V1 +u? dz, f(fudm =C
(vi) ®(u) = fol udz, fol u?dr <9
(vii) ®(u) = fol (u? — 2u) dz, fol zlu|dx < 1/6

Cvicéenie 6.12. Ukézte, ze iloha minimalizdcie funkcionédlu ®(u) = f; f(z,u') dz s podmienkami u(a) = A, u(b) =

B, je ekvivalentn4 tlohe minimalizécie funkciondlu ¥(v) = fab f(z,v) dz s vazbovou podmienkou f; vdr = B — A.

Lagrangeova uloha

Lagrangeova tloha je tloha mlnlmahzovat’ funkcional ®(u f f(x,u(z), v (z)) de v triede vset-

kych (napr. C!) funkcif u : [a,b] — splnajucmh 1ste okrajové podmlenky a vazbové pod-
mienky tvaru h(z,u(z),u'(x)) = 0, kde h = (hl,hz,...,hm) :Ja,b] x R*Y — R™ m < N,
hj = hj(z,u1,...,un,81,...,8n), 5 = 1,...,m. Ak st f,h dostatocne hladké (napr. C*), ug je

C! minimizér a hodnost’ matice ((;; (z, uo( ),up(x)) typu m x N je m pre kazdé x, potom sa
dé ukazat’ existencia konstanty A\g a spojitych funkcii A1, ..., A, takych, ze Ag, A\1,..., A\, nie st
vSetky identicky nulové a pre Lagrangian

F(x,u,s) = Xof(z,u,s)+ Z hj(x,u, s) (6.6)

st splnené Eulerove rovnice - F, (z, ug(z), ul(x :Fu. x,uo(x),uy(x)),i=1,..., N, vid [7].
p dz i ’ s Y0 i ’ s Y0 ) ) ’ ’

Priklad 6.13. Uvazujme tulohu o brachistochrone, pricom budeme predpokladat, ze prostredie kladie pohybu
hmotného bodu odpor R(v) zavisly na jeho rychlosti v. Ak budeme hladant krivku £ — (a:(g), y(§)) z Prikladu 2.5
parametrizovat’ tak, aby z(§) = £ (t.j. £ = z) a g, t, s maji rovnaky vyznam ako v Priklade 2.5 (gravita¢né zrychlenie,
¢as a dizka dréhy), potom plati
dv d?s d
Ezﬁ:gdz R(v), s =
Vynésobenim tychto rovnosti dostaneme vazbovi podmienku

ds ds dt ﬁ
dr  dt dac dac ’

w' =gy’ — R(v)s' =gy’ — R(v)\/1+ (¥)?,

pricom mame minimalizovat’ funkciondal

B L T

Okrajové podmienky pre y st y(0) = 0, y(bz) = by; okrajovd podmienka pre funkciu v je zadand len pre z = 0.

Riesenie tejto tlohy (aj mnohych dalsich) mozno ndjst’ v [7].
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Vlastné ¢isla a body bifurkacii

Pomocou Ljusternikovej vety dokazeme teraz existenciu a varia¢ni charakterizaciu vlastnych ¢isel
kompaktnych samoadjungovanych linedarnych operatorov v Hilbertovom priestore. V Priklade 6.19
ukézeme tiez existenciu bodov bifurkacii pre istu triedu nelinearnych potencidlnych operatorov.

Veta 6.14. Nech je X Hilbertov priestor a A : X — X kompaktné samoadjungované linedrne
zobrazenie, (Au,u) > 0 pre u # 0. Potom jeho vlastné éisla tvoria postupnost’ Ay > Ao > Az >

- >0, Ay = 0 ak dim(X) = oo, pricom prislusné vlastné vektory py sa daji vybrat’ tak, aby
tvorili ortonormdlnu bazu priestoru X. Pre vlastné c¢islo A\, plati

A
Ar = min max R(u)= max R(u), kde R(u):= ( u,u)) (6.7)
VEW,_1 0£ulV 0F#uL Vi1 (u,u)
W, oznacuge systém vsetkych j-rozmerngch podpriestorov X a V; je linedrny obal {p1,...,¢;}.

Poznamka 6.15. Existencna cast’ Vety 6.14 je znama ako Hilbert-Schmidtova veta. Varia¢na
charakterizacia vlastnych ¢isel v (6.7) sa nazyva Courant-Weinsteinov princip, podiel R(u) sa
nazyva Rayleighov podiel. Plati tiez dudlna charakterizacia:

A = max min R(u) = min R(u).
VeWy 0AueV 0AueVy
Dékaz. Oznatme S = {u : |Jul| = 1} jednotkovi sféru, B = {u : [Jul] < 1} jednotkovi gulu,

d(u) = (Au,u), U(u) = (u,u) = ||ul|?>. Funkciondly ®, ¥ si triedy C*°, ® je slabo sekvencidlne
spojity (ak u, — u, potom Au, — Au, a teda tiez ®(u,) — P(u)).

Mnozina B je konvexnd, uzavretd a ohrani¢end, takze existuje ¢ € B tak, ze ®(p1) = maxp .
Zrejme ®(p1) > 0, takze @1 # 0. Keby ||p1]] < 1, potom pre @1 := ¢1/||p1]| dostaneme ¢; € B,
D(p1) = P(p1)/]|p1]|? > ®(p1) = maxp @, ¢o je spor. Plati teda p; € S a ® nadobiida v bode ¢;
maximum vzhladom k S. Z Ljusternikovej vety plynie, ze existuje A; tak, ze ®'(p1) = AV (¢1),
odkial’ Ap; = A\1¢p1. Ak je A 'ubovolné vlastné ¢islo A a u € S prislusny vlastny vektor, potom
A= AMu,u) = (Au,u) = P(u), takze Ay = ®(p1) > ®(u) = A a A1 je najvécsie vlastné ¢islo A.
Zrejme tiez plati \; = ®(p1) = maxg ® = maxy\ o3 R, pretoze R(u) = ®(@) pre u = u/||ul.

Polozme dalej ¥ (u) = (¢1,u) a nech s maximalizuje ® na konvexnej uzavretej ohranicene;
mnozine B N{u: ¥;(u) = 0}. Rovnako ako vyssie dostdvame o € S, takze ide o bod extrému ®
vzhladom ku mnozine {u : ¥(u) = 1, ¥;(u) = 0}. Dalej plati V¥, (p2) = 1 a VE¥(p2) = 205 |
©1, takze W) (¢2), U/ (p2) st linedrne nezavislé. Preto podla Ljusternikovej vety existuji Az, v € R
tak, 7e q)/(gOQ) = )\2\11,(()02) + V\IJII(QOQ), tj A(pg = /\QQOQ + %@1 Pretoze

v

0= Ai(p1,02) = (Ap1,p2) = (Apa, 1) = = (01, 01),

N}

musi v = 0, a teda Apy = Aaps. Zrejme Ay = O(p2) < P(p1) = A1 a

Ao = max @(u)= max R(u).
ueS, ulp u#0, ul e

Ak V € Wy, zvolme u € S Nlin{py, p2} tak, aby u L V. Potom R(u) = ®(u) = Ai(u,91)? +
o (u, p2)? > Ao, takze plati (6.7) (pre k = 2).

Indukciou dostaneme postupnost’ vlastnych ¢isel Ay > Ay > .-+ > 0 a prislusnych vlastnych
vektorov ¢, € S, (vi, ¢;j) = 0ij, pre ktoré plati charakterizicia (6.7).
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PretoZe postupnost’ Apy = Ay je relativne kompaktnd mnozina a [|[Apr — Ajp;]|? = A2 + /\? pre
k # 7, musi Ay — 0.

Ak u € S, u L g pre vietky k, potom z charakterizacie (6.7) plynie ®(u) < A\ pre vsetky k, takze
®(u) =0, ¢o je spor. Vlastné vektory ¢y teda tvoria ortonormdlnu bazu v X.

Nech A je 'ubovolné vlastné ¢islo A s vlastnym vektorom ¢ € S a predpokladajme, ze bud’ A # \x
pre ziadne k alebo A1 > A = Ay = A1 = -+ = A\igj > Aigj1 a ¢ nelezi v linedrnom obale
Ok -+ Pk+j- V prvom pripade dostaneme ¢ L ¢y, pre vSetky £, spor. V druhom pripade v linear-
nom obale funkcii ¢, ¢, ..., pr+; ndjdeme vlastny vektor ¢ € S prislusny vlastnému ¢islu A tak,
aby ¢ L {¢g,...,ort;}. Pretoze ¢ L ¢; aj pre ostatné ¢, opét’ dostavame spor. [

Priklad 6.16. Nech je Q C R™ ohranic¢end oblast’ s lipschitzovskou hranicou a X = Wol’Q(Q) so skalarnym sic¢inom
(u,v) = fQ Vu - Vvdz. Nech A: X — X je definované predpisom (Au,v) = [, uvdz. Potom je A kompaktné
samoadjungované linedrne pozitivne zobrazenie a pre jeho vlastné ¢islo A a vlastny vektor ¢ plati

/prdx:(Ago,w):A(ap,w):/\/ Ve -Vwdr prekazdé w € X,
Q Q

takze ¢ je slabé rieSenie ilohy

AM—=Ap) =¢ v Q, ¢=0naodQ.
Hodnota 1/ je teda vlastné ¢islo operdtora operdtora —A na oblasti 2 s homogénnymi Dirichletovymi podmienkami.
Z variatnej charakterizacie prvého vlastného &isla A1 pritom plynie [ |Vul? dz > (1/A1) Ja u? dx pre kazdé u € X.
Specié,lne pre Q = (a,b) C R dostdvame

b b
/ /|2 d > (%)2/ u?ds  pre vietky u € Wy (a,b), (68)
a —a a

pri¢om rovnost’ nastiva prave pre ndsobky funkcie u(z) = sin(w(z — a)/(b — a)).

Cvicenie 6.17. Nech W;ég(a, b) :={u € Wh2(a,b) : u(a) = u(b)}. Dokazte Wirtingerovu nerovnost’:

b 2m \2 [ 1,2 b
/|u| de(m) /u dr pre kazdé u € X := {’UEWpe’T(CL,b):/ v(m)dw:O}.

Ako désledok dokazte, Ze fill(u’2 + ’11/2) dr > 27 fil wv' dz pre kazdé u,v € Wgé%(—l, 1), pricom rovnost’ plati
prave vtedy, ked existuji r1,72,73 € R tak, ze (u(z) — r1)? + (v(z) — r2)? = r3 pre vietky z € [—1,1].

Cvigenie 6.18. (Izoperimetricks tloha - Dido) Nech je A C R? ohrani¢end mnozina, ktorej hranica A je uzavretd
krivka parametrizovand v tvare {(u(t),v(t)) : t € (=1,1)}, kde u,v € Wh2(=1,1), u(—=1) = u(1), v(=1) = v(1).
Dizka tejto krivky je dand vzorcom L(9A) = f_ll Vu'? +v'2 dr a miera mnoziny A sa vdaka Greenovej vete d4
vypocitat ako u(A) = % f_ll(uv' —ou')dx = f_ll wv’ dz. Ukéazte, ze L(OA)? > 4mu(A), pricom rovnost’ plati prave
vtedy, ked’ A je kruh.

Priklad 6.19. Nech X je Hilbertov priestor a ® : X — R slabo spojity funkcionél triedy C2, ®(0) = 0, ®'(0) = 0.
Nech je dalej ®’ totalne spojity a A := ®”/(0) pozitivny. Potom je A kompaktny a samoadjungovany linedrny
operator, takze existuje postupnost’ A1 > A2 > Az > ... jeho vlastnych &isel a postupnost’ ¢y, prislusnych (jed-
notkovych) vlastnych vektorov.
Nech rp, > 0, 7, — 0 pre k — oo, a nech ug € S := {u € X : ||ul]| = rr} je bod, v ktorom ® nadobiida maximum
vzhladom k Si. Potom existuju vy tak, ze ®'(ug) = viug, odkial vy = TIZQ(I)’(uk)uk. 7Z vety o strednej hodnote
plynie

D(u) = &' (w)u + of|[ull®) = (Au,u) + o([|ul?), (6.9)

takze
Mrp > (Aug, ug) = ®(ug) + o(ry) > S(rper) + o(riy) = (A(reer), reer) + o(r) = (A1 + o(1))r. (6.10)

Z odhadov (6.9) a (6.10) plynie teraz v, — A1, takze A1 je bod bifurkdcie rovnice ®'(u) — Au = 0. To plati
pre T'ubovolnd ndsobnost’ uvazovaného vlastného éisla (pri dokaze, ze vlastné &islo linearizdcie je bodom bifurkdcie
pomocou stupiia zobrazenia, sa vyzaduje, aby ndsobnost’ tohto vlastného &isla bola nepédrna).

Vysetrovanim sedlovych bodov funkcionalu ® na sférach Sj sa da dokonca ukdzat, ze kazdé X; je bod bifurkacie
uvedenej rovnice. Naznatme dokaz tohto tvrdenia.



25

Nech teda A; > Xj41, X7 = lin{e1,...,9;}, S={u € X : |ju| =r} a S = S5SN X7, kde r > 0. Oznaime
F(u) =V®(u) — 7%2(@/(1;), u)u pre u € S (t.j. F(u) je projekcia V®(u) na dotyénicovii nadrovinu k S v bode u)
a nech ©(t,u) pre t > 0, u € S, je rieSenim diferencidlnej rovnice O¢(t,u) = F(@(t, u)) s pociatoénou podmienkou
O(0,u) = u.

Pretoze %H@(t,u)”2 = 2(F(O(t,u)),O(t,u)) = 0, plati O(t,u) € S. Dalej %@(@(t,u)) = [[F(6(t,w)|* > o,
takze ® nekless pozdlz deformécie ©. Odtial plynie, #e mnozina S7 (t) := O(t,S7) nie je stiahnutelnd do bodu
v X\ (X7)L pre malé r (dokdzte; vyuzite to, ze pre funkciu 9 (t) := ming; ;) ® plati ¢ (t) > ¢(0) > A2+ o(r?),
ale supgn(xjyL ® < Aj+172 + o(r?)). Lahko sa tiez ukdze, ze pre kazdé t existuje u € S7(t) tak, ze u L ¢; pre
i < j, odkial 9(t) < ®(u) < A\;r2 + o(r?).

Nech U; je mnozina vsetkych minimizérov ® na kompakte S7(t) a nech u; minimalizuje ||F(u)|| na kompakte Us.
Pretoze 1 je neklesajica a ohranicend, existuju t, — oo tak, ze existuje ¥’(tp) a ¥’(tn) — 0. Prechodom k vy-
branej postupnosti mézeme predpokladat’ ug, — w’. Pretoze ’(t) > ||F(ut)||? (vid nasledujice cvicenie), plati
F(ut,) — 0, takie F(w?) = 0, t.j. ®'(w’) = v;wl pre vhodné v; = vj(r). Z odhadu 9(t) = \;r? + o(r?) Tahko
plynie vj(r) — X; pre r — 0+, takze X\; je bod bifurkdcie rovnice ®'(u) = Au.

Podobné tivahy ako vyssie vedud k dokazu existencie rieSenia rovnice @’ (u) = Au aj pre u ,,velké”, pokial je funkcional
® parny (t.j. ®(u) = ®(—u)). Prislusné tvrdenie je obsahom tzv. Ljusternik-Schnirelmanovej vety, ktord je ne-

linedrnou analégiou Courant-Weinsteinovho principu.
Cviéenie 6.20. V Priklade 6.19 ukéazte ¥’(t) > ||F(ut)||? (pokial ¥’ (t) existuje).

Cvicenie 6.21. Nech w € WQ’Q(a,b) popisuje ohnutie tenkej elastickej tyce, ktord je bud’ uchytena na koncoch
(w(a) = w(b) = 0) alebo uchytend a votknutd na jednom konci (w(a) = w’(a) = 0) alebo na oboch koncoch
(w(a) = w'(a) = w(b) = w'(b) = 0). Predpokladajme, ze ty¢ v kludovej polohe je popisand funkciou w(z) = 0
a Ze na ty¢ posobi (len) sila P v smere osi z. Pre malé deformécie sa dd vnutornd energia tyce aproximovat
vyrazom ®;(w) = % ff(w”)2 dr (kde E,I su kladné konStanty) a praca vonkajsich sil vyrazom P®.(w), kde
D (w) = % f; (w’)? dz. K ohnutiu tyce pride pri kritickom zatazeni P*, pre ktoré existuje wo Z 0 spiflajﬁca dané

okrajové podmienky a ®;(wg) = P*®.(wp). Néjdite P* a wo pre dané typy okrajovych podmienok a a = 0, b = 27.

7. Sedlové body

Nech ® : X — R je triedy C'. V tomto odstavci sa budeme venovat’ kritickym bodom ®, v ktorych
® nebude nadobudat’ lokdlny extrém.

Jednym z najcastejsie pouzivanych tvrdeni pri hl'adani sedlovych bodov funkcionalov je tzv. Veta
o horskom sedle (Mountain Pass Theorem), ktorej prvi verziu dokazali v r. 1973 A. Ambrosetti
a P. Rabinowitz, vid' [3]. Této veta velmi zhruba povedané tvrdi, ze na kazdom rozumnom
horskom hrebeni (a to nielen v trojrozmernom priestore) existuje horské sedlo. Presnejsie: Nech ®
popisuje vysku terénu nad priestorom X a majme dva body Ag, A; € X také, ze body (Ag, P(A4p))
a (A1, P(Ay) lezia v roznych udoliach, t.j. pre 'ubovolni spojiti cestu z Ay do A; v X nadobuda
® pozdiz tejto cesty hodnotu viicsiu alebo rovni nez 8, kde 8 > max(®(Ap), ®(A1)) je pevné.
Potom (za istych dodatoénych predpokladov o funkcionali ®) existuje kriticky bod B, pre ktory
®(B) > . Pre vieobecny funkcional toto tvrdenie neplati uz ani pre X = R?, vid' Priklad 7.1.

Ako uvidime, postacujica podmienka pre ® bude nasledujica Palais-Smaleova podmienka:

Ak je {®(uy)} ohranicend a ®'(u,) — 0, potom je postupnost’ {u,} relativne kompaktnd. (PS)

Priklad 7.1. Nech ® : R? — R : (z,9) — e® — y2, Ag = (0,—2), A1 = (0,2). Potom ®(A4g) = ®(A;) = —3
a lubovolna cesta od Ag k A; musi prejst’ cez priamku y = 0, t.j. cez miesto, kde & > 0. Napriek tomu ® nema

ziaden kriticky bod, pretoze ®4(x,y) = e* > 0.

Cvicenie 7.2. Ukéite, 7e ak X = R™ a |®| + ||®'|| : R* — R je koercivny potom & spina (PS).
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Veta 7.3. (Mountain Pass Theorem) Nech ® : X — R je triedy C* a splria podmienku (PS). Nech
ug,up € X, P:={pe C([0,1],X) : p(0) = up, p(1l) =uq},

M := max(®(up), ®(uq)), B = ;g} tlél[g’)i D (p(t)).

Ak 8 > M, potom je B kriticka hodnota & (t.5. existuje kriticky bod v € X, pre ktory ®(v) = ).

Doékaz. Aby sme sa vyhli technickym problémom, dokdzeme uvedenu vetu len za dodatocnych
predpokladov, ze X je Hilbertov priestor a ® je triedy C2. Pre § > 0 a o € R oznacme

Ns:={ue X :|®(u)— 8] <4, ||P'(u)| <}, O, :={ueX:Pu)<a}.
Predpokladajme, ze 8 nie je kritickd hodnota ®. Z podmienky (PS) potom (dékazom sporom)
plynie, ze existuje 6 > 0 tak, ze Ns = (). Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat’ § < 1,
6% < B— M. Polozme ¢ := 152, Nizsie ukdzeme, Ze existuje spojité zobrazenie © : X x [0,1] — X
s vlastnost’ami

(i) ©(u,t) =wu ak t =0 alebo ®'(u) = 0 alebo |®(u) — 8| > 2,
(ii) t~— ®(O(u,t)) je nerastica pre kazdé u,
(ii)) O(®po1) C By,
Z definicie 8 plynie existencia p € P tak, ze max;¢[o 1] @(p(t)) < B+ €. Pretoze pre i = 0,1 plati
O (u;) < M < f—6% = B—2¢, z vlastnosti (i) zobrazenia © plynie, 7e p; : t — @(p(t), 1) je prvkom
P. Vlastnost’ (iii) vSak zarucuje max,ejo1] ®(p1(t)) < 8 — ¢, ¢o je spor s definiciou f.

Zostava dokédzat’ existenciu zobrazenia ©.
\ Zvol'me si funkcie ¢, : R — [0, 1] tak, aby ¢ bola hladké,

! p(t) =1pre |t — Bl <e, o(t) =0pre [t - 5| =2,
4 P(t)=1pret <1, Y(t) =1/t pre t > 1.
' = Vektorové pol
5o 5 510 ektorové pole ,
F:X 5 X:u— —p(®w)y (|2 (w)])Ve(uw)
1 je (lokalne) lipschitzovské a ohranicené, takze pre kazdé u € X
& existuje jediné rieSenie pociatocnej ilohy
O (u,t) = F(O(u, 1)), pre t € [0,1],
1 O(u,0) = u.

Takto definované zobrazenie © je zrejme spojité a spliia (i). Dalej pri oznaceni v := ©(u, t) plati
d d
Z2(0(u, 1)) = 2 0(v) = (V) F(v) = —p(2(v)) (|¥ (0) ) |¥ (0)[* <0,
takze plati (ii).
Sporom dokazeme este (iii). Nech u € ®. . a predpokladajme ©(u, 1) ¢ ®5_.. Potom z (ii) plynie
|®(O(u,t)) — B] < e < dpret € [0,1], takze N5 = () implikuje ||’ (O(u,t))| > & pre t € [0, 1].
S vyuzitim tohto odhadu a vlastnosti funkcii ¢, 1) dostavame

3(0(u, 1)) = (u) + /0 (0, 1)) dr

—0(u)~ [ p(@(O(u.1)) (I (Ou ) )& (O(u. 1) |

-~ ~~

=1 >62
<B+e—82<pB—c¢,

¢o je spor. [J



27

Poznamky 7.4. (i) Za predpokladov Vety 7.3 dokonca plati, ze existuje kriticky bod v € X, pre
ktory ®(v) =  a naviac bud’ ® nadobida vo v lokdlne minimum alebo pre kazdé otvorené okolie
U bodu v je @3 NU = {u € U : ®(u) < [} neprazdna mnozina, ktord nie je oblikovo stvisla.
Bodom druhého druhu sa hovori body typu horského sedla. Ak su vsetky kritické body &
s vlastnostou ®(v) = 8 izolované, potom je aspon jeden z nich bod typu horského sedla, vid' [32].

(ii) Nech je X Hilbertov priestor, ® € C?, ® je kompaktnou perturbéciou identity, v je izolovany
kriticky bod ® typu horského sedla a A\ je prvé (najmensie) vlastné ¢islo zobrazenia ®”(v). Ak
A1 = 0, predpokladajme tiez, ze A1 je jednoduché. Potom plati, ze Leray-Schauderov index zobra-
zenia @ v bode v je rovny -1, vid’ [33].

Cviéenie 7.5. Nech ® : R — [0, 1] je triedy C*', ®(u) = 1 prave ked u € [0,1]. Ak zvolime ug < 0, u; > 1, potom
B =1 a ziaden z kritickych bodov v s vlastnostou ®(v) = 1 nie je typu horského sedla. Uk&zte.

Priklad 7.6. Pomocou Vety 7.3 opéat’ dokdzeme existenciu netrividlneho riesenia tlohy (6.5) z Prikladu 6.6. Na
rozdiel od uvedeného prikladu vsak teraz nevyuzijeme homogenitu nelinearity, takze tento postup sa da pouzit’ aj
pre vSeobecnejsie nelinearity.

Nech je teda Q@ C R™ je ohranicend oblast’ s lipschitzovskou hranicou, p > 2, p < 2n/(n — 2) ak n > 2. Vieme, ze
slabé riesenia tilohy (6.5) zodpovedaji kritickym bodom C?-funkcionélu

1 1
O(u) =~ [ |Vul?dz— = [ |ulPdx,
2 Ja pJa

definovaného v Hilbertovom priestore X := WO1 2(Q). V priestore X pritom mozeme uvazovat (ekvivalentni) normu
generovant skaldrnym stcinom (u,v) = [, Vu - Vo dz.

Pretoze ®'(0) = 0 a ”(0)(v,v) = [q |Vv|? dz = ||v]|?, nadobida ® v ug := 0 ostré lokdlne minimum ®(0) = 0.
Navyse z vety o strednej hodnote plynie existencia €,d > 0 tak, ze ®(v) > § pre ||v|| = e.

Zvolme dalej funkciu w € X, w # 0, a oznatme a := %fﬂ |Vw|?dz, b := %fﬂ |w|P dz. Potom a,b > 0, takze
®(tw) = t?a — tPb < 0 pre dostatoéne velké t > 0. Zvolme si t tak, aby ®(tw) < 0, |[tw| > €, a polozme uj = tw.
Pre kazdi cestu p z up = 0 do u1 existuje t- € (0,1) tak ze [|p(tc)|| = e, takze max;c(o,1] P (p(t)) > ®(p(te)) > 6.
Pretoze § > 0 = max(®(uo), ®(u1)), bude z Vety 7.3 plynit existencia kritického bodu w s ®(w) > §, pokial
dokézeme, 7e ® spiiia podmienku (PS).

Nech je teda {®(un)} ohranicend a ®'(un) — 0. Potom existuji C1,C2 > 0 tak, ze p@(un) < C1 a =&’ (up)un <
Cal|lurnl|. Séitanim tychto nerovnosti dostaneme ”2;2 fQ |[Vun|?de < C1 + Cal||unl|, takze {un} je ohranicena.
Definujme K : LP(Q) — Lp/(Q) : u > |u|P~2u, kde p’ je dudlny exponent k p (1/p + 1/p’ = 1). Potom je
K spojité, a teda zobrazuje kompaktné mnoziny na kompaktné mnoziny. Identické vnorenie I, : X — LP(§)
je kompaktné, takze tiez k nemu adjungované zobrazenie I, : (LP(Q))/ — X' je kompaktné. Oznacme dalej
R : X' = X Rieszov izomorfizmus (takze R®(u) = V®(u)). S vyuzitim izomorfizmu J : LP' () — (Lp(Q))/,
(Jw)u = [quwdz pre u € LP(Q2), potom plati V®(u) = u + Ku), kde K : X = X : u — RILJKI,(u) je
kompaktné zobrazenie. Postupnost’ K(uy) je teda relativne kompaktnd a (po vybere vhodnej podpostupnosti)

mozeme predpokladat’ K (un) — z. Pretoze V®(uy,) — 0, dostdvame wu, = V®(un) — K (un) — z, takze plati (PS).

Cvicenie 7.7. Ukazte, ze tloha z Prikladu 7.6 ma kladné rieSenie.

Poznamka 7.8. Predpokladajme, ze ohranicend oblast’ 2 € R"™ s hladkou hranicou méa nasle-
dujicu vlastnost: existuje xo € €2 tak, Ze pre kazdé x € Q lezf tsecka [xg,x) v Q (tito vlastnost’
mé uréite kazda konvexnd oblast’ Q). Potom z Pochozajevovej® identity (vid' [49]) plynie, Ze tiloha
z Prikladu 7.6 resp. Cvi¢enia 7.7 nemd netrividlne klasické riesenie ak n > 2 a p > 2n/(n — 2).
Tzv. kriticky Sobolevov exponent 2* := 2n/(n—2) je teda kriticky nielen pre platnost’ vnorenia
W12(Q) < LP(Q) ale aj pre existenciu netrivialnych riesen{ tlohy z Prikladu 7.6.

Cviéenie 7.9. Nech Q = {z e R" : 1 < |z] < 2} a X = {u € W01’2(Q) : u je radidlne symetrickd}. Ukdzte, ze
priestor X je kompaktne vnoreny do LP(Q2) pre l'ubovolné p > 1 a zopakovanim postupu z Prikladu 7.6 ukdzte, ze

uvazovand uloha ma kladné rieSenie pre l'ubovolné p > 1.

3¢asty anglicky prepis mena IToxosxaes je Pohozaev alebo Pokhozhaev
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Cvicenie 7.10. Pouzite Vety 5.5 a 7.3 na dokaz existencie netrividlneho kritického bodu funkcionalu
1
O (u) = 5/ (IVu1? + [Vuz|? + uiuj) de,
Q

definovaného v Hilbertovom priestore X := W&’Z(Q) X W&’Z(Q), kde © C R™ je ohranicend, n < 6. Zistite tiez,
rieSenim akého systému rovnic je nijdeny kriticky bod.

Priklad 7.11. Nech je 2 C R™ ohrani¢end oblast’ s hladkou hranicou 02, v oznacuje jednotkovy vektor vonkajsej

normély na 9 a X := Wl’Q(Q). Nech d’alej a > 0, p,q > 2, pricom v pripade n > 2 predpokladajme tiez p < %,

q < % (tieto podmienky zaruéuji kompaktnost’ vnorenia X — LP(2) aj operdtora stopy T : X — L2(90)).
Kritické body funkcionalu

1 1
D(u) = 5/ |Vul|? dz + g/ |u|P dx — f/ |ul?dS, u€e X
Q pJQ q Joq

zodpovedaju slabym rieseniam tlohy
Au=alulP™2 v Q,
ou
o
Nech 6 > 0. Kedze g(u) := é|u|q € Wh(Q), z Vety 17.6 plynie

o) - |8—1Q| /a ors

= |u|9"%u  na 9.

02
ey < CallVoW)lL1 ) = Cally’ () Vull o) < 8Vl g + 5219’17 20

Pretoze ) 09 ) 09
—— uqu:—/gu—— g(u)dS ) de — —— g(u) dzx,
Lol Al 1o (90~ i) [, 9009) e = Tgp [ 9
volbou § = 4||g§|2| dostiavame
1 Q C3 |09
D(u) > 7/ |Vul|? do + E/ |u|P dx — m/ |ul? dx — —Qm/ |u|?972 dz. (7.1)
4 Jo pJo ql2] Ja 46 19| Ja

Nech najprv p < ¢q. Potom sa podobne ako v Priklade 7.6 ukéze, ze ® splita podmienku (PS) a ®(tw) — —oo pre
w € X pevné (w #Z 0 na 0N) a t — co. Naviac z odhadu (7.1) plynie

O(u) > arllully — collulls > cllully  pre fullx < 1.

Pre p < ¢ teda mézeme pouzit’ Vetu 7.3 a dostaneme existenciu netrividlneho kritického bodu. Td dostaneme aj
pre p > 2q — 2, pretoze vtedy je ® koercivny (vdaka (7.1)), slabo sekvencidlne zdola polospojity (vid’ Cvicenie 4.1)
a ugp = 0 nie je lokdlny minimizér (uvazujte ue = €). V oboch pripadoch sa di dokézat’ aj existencia kladného
kritického bodu.

Pre ¢ < p < 2q — 2 je ® zdola neohrani¢eny (uvazujte funkcie us(x) := ¢~ " (e — dist(x, 9NQ))+ pre vhodné x > 0
ae — 04), up = 0 nie je lokdlny minimizér a dé sa ukdzat existencia ag > 0 s nasledujicou vlastnostou: pre a > ag
existuju aspon dva kladné kritické body a pre a < ap neexistuji ziadne kladné kritické body. Presné pocty vsetkych

kritickych bodov ® pre n = 1 (a r6zne hodnoty parametrov p, ¢, a) mozno najst’ v [16].

Veta 7.12. (Linking) Nech ® : X — R je triedy C* a spliia podmienku (PS). Nech Q je podvarieta
X s relativnou hranicou 0Q a P := {p € C(Q,X) : p(u) = u pre u € 0Q}. Nech je dalej S C X
uzavretd mnozina s vlastnostami SNOQ =0 a SN p(Q) # O pre kazdé p € P. Oznacme

d := inf P, M = sup P, B := inf sup ®(p(u)).
S 80 PEP e

Ak d > M, potom je B kritickda hodnota ®.

Veta 7.12 je zovSeobecnenim Vety 7.3: staci zvolit' ) rovné tusecke [ug,u;] a S = {u : ®(u) >
%(6 + M)}. Jej dokaz je priamociarym zovseobecnenim dokazu Vety 7.3, takze ho vynechdme.
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Priklad 7.13. Uvazujme modifikdciu tlohy z Prikladu 7.6: nech je Q2 C R" je ohrani¢end oblast’ s lipschitzovskou
hranicou, p > 2, p < 2n/(n —2) ak n > 2, A > 0,

Auddu+ [uP2u=0 vQ
u=0 naoQ.

RieSenia tejto dlohy si kritickymi bodmi C2-funkcionélu

1 A 1
@(u):f/ |Vu\2d:r——/u2d:r—f/ |ulP, u€ X = Wol’Q(Q).
2 Ja 2 Ja pJa
Nech 0 < A1 < A2 < A3 < ... st vlastné ¢isla a ¢;, j =1,2,3,... prislusné vlastné funkcie tlohy

—Ap=Xp vQ,
=0 mna 0f.

Moézeme predpokladat’, ze {¢;} tvoria ortonormélnu bdzu v X.

Ak A > A1, potom ug = 0 nebude lokadlnym minimom ®, takze nemézeme pouzit’ Vetu 7.3 tak ako v Priklade 7.6.
Zvolme k tak, aby A\, < A < Agy1 apolozme X+ =lin{p; : j >k}, X~ =lin{p; : j <k}, W =lin{yp; : j < k+1}.
Ak u € X, potom z Courant-Weinsteinovho principu plynie

1 A 1 A
@(u)gf/ |Vu|2dx—f/u2dx§f/ |Vu|2dm——k/u2dw§0.
2Ja 2 Ja 2Ja 2 Ja

Ak je Sy jednotkova sféra vo W' a oznacime a = ming,, %fQ |ulP dr a b = maxgy, %fQ |Vu|? dz, potom a,b > 0
apre w € Sy at > 0 plati ®(tw) < t2b — tPa, takze ®(u) — —oo pre u € W, ||ul| — oo.

Polozme
Q={u+sppy1:ue X, |u| <R, 0<s< R},

S={uec X" :|ul|=c¢}

kde R je velké a § malé. Potom pre u € 9Q bude platit’ ®(u) < 0 (pretoze ®(u) < Opreu € X~ au e W, ||lul| > 1
pre u € 0Q \ X~) a pre u € S naopak ®(u) > § > 0, pretoze pre v € X T plati

& (0) (v, v) :/Q|Vv|2dx—)\/9v2 dz > c|v|l?,

kdec=1—X/Ag41 > 0.

Tvrdenie p(Q) NS # 0 pre kazdé p € P je jednoduchym désledkom vlastnosti Brouwerovho stupia zobrazenia
pouzitého na zobrazenie (P~ p,||(I — P7)p|l¢k+1) a hodnotu (0,epk41), kde P~ je ortogondlna projekcia na X .
Funkciondl ® (podobne ako v Priklade 7.6) spiﬁa tiez Palais-Smaleovu podmienku, takze Veta 7.12 ndm zarucuje
existenciu kritického bodu v s ®(v) > 4.

Cvigenie 7.14. Ukédzte podmienku (PS) pre funkcional ® z Prikladu 7.13.

Poznamka 7.15. Nech H : R" x R" — R je C? funkcia, nech 1 je reguldrna hodnota H
(t.j. VH(z) # 0 pre kazdé x € H=1(1)) a nech je H1(1) kompaktna a stivisla mnozina. UvaZujme
hamiltonovsky systém

& =JVH(z), kde J:(Z% _(;d), id :R" - R" 1y —y.
Hamiltonidan H je konstantny pozdiZ kazdého riesenia a vysSie uvedené vety sa daju uspesne pouzit’

na dokaz existencie periodickych riesen{ leziacich v mnozine H ~!(f) pre l'ubovolné 3 blizke 1 (vid’

[51, Theorem I1.8.7]). Prislusny funkcional ma pritom tvar ®(x) = fOT (3&-Jz—H(z)) dt. Podobné
tvrdenia sa daju dokazat’ aj pre Hamiltoniany, ktoré su navyse periodicky zavislé na t.



30

8. Priblizné a numerické metédy

Veta 8.1. Nech je X reflexivny Banachov priestor, nech existuje druhd Gateaurova derivdcia
funkciondlu ® : X — R a nech je rovnomerne pozitivne definitnd, t.j.

(3a > 0)(Yu, h € X) D*®(u)(h, h) > af b
Potom existuje jeding prvok ug € X tak, zZe ®(ug) = infx ® a naviac kazdd minimizujica postup-
nost” konverguje (v norme) k ug.
Dékaz. Nech u,w € X. Funkcia ¢ : t — D®(w + t(u — w)) (u — w) je diferencovatelnd a pre kazdé
t € (0,1) existuje 6, € (0,t) tak, ze
e(t) = ¢(0) +t¢' (6;) = DO(w)(u — w) + tD*®(w + O (u — w)) (u — w,u — w)

> DO(w)(u — w) + tallu — w|]?,
takze

1
o o)
B()~0(w) = [ pl0)dt = DB@)(u—w)+ G fu=w]? = Ju-w] (5wl - [D2(@)]). (1)
Z odhadu (8.1) plynie, ze ® je koercivny. Ak u, — u, potom (8.1) implikuje
«
(un) = O(w) = [l — ull (5 un —ull = [DR(W)]) = 0,

takze ® je tiez zdola polospojity. Kedze ® je vd’aka kladnosti druhej derivacie aj striktne konvexny,
existuje jediné ug tak, ze ®(up) = infx ®.
Nech je dalej {u,} T'ubovolnd minimizujica postupnost’ pre ®. Potom z (8.1) a Eulerovej nutnej

podmienky D®(ug) = 0 plynie §|jun, — uol|* < ®(upn) — P(ug) — 0, odkial u, = ug. O

Veta 8.2. (Metéda najvicsieho spadu) Nech je X Hilbertov priestor, ® : X — R je triedy C?,
" (u)(h,h) > a|h|?, [|®"(w)|| < M(|u|), kde M : RT — [1,00) je neklesajica. Zvolme u; € X,
eo € (0,1] a polozme upy1 = up—,VO(uy), kde ey, € [eo/My,1/M,] a M,, = M(|]un|\+]|¢’(un)|])
Potom u,, — ug, kde ug je jediny minimizér ® v X.

Dékaz. Existencia jediného minimizéru ug plynie z Vety 8.1. Dalej pre t € [0, 1] plat{

[t (unt1 = un)l| < [[(unt1 —wn)|| < €nl| @ (un)]| < |97 (un)ll,
takze [|®” (un + t(Upy1 — un)) | < M, a

D(upt1) — (un) = ' (un) (un+1 — un)
1
+ / (1—t)®” (un + t(ups1 — un))(unJrl — Upy Upp1 — Up) dt (8.2)
0
1 En
< —enll®(un) [* + 5 Mg [ @ (un)* < =119 (wn) 1%,
Odtial’ plynie, ze {®(uy)} je nerastiica postupnost’, takze ®(u,,) — 2z pre vhodné z > ®(ug). Z do-
kazu Vety 8.1 plynie, ze @ je koercivny, takze z ohrani¢enosti {®(uy,)} plynie ohrani¢enost’ {u,, },
t.j. |lunl < C. Kedze
1
19" (un) || = [|7(0) +/ O (tun Jun dt]| < [[@(0)]| + M(C)C,
0

je aj postupnost’ {M,,} ohrani¢end, a teda &, > ¢ > 0. Z (8.2) teraz plynie ®'(u,) — 0.
Pretoze ®'(ug) = 0, plati

1
&' (up,) (un — ug) = / <I>”(u0 + t(uy, — uo))(un — Uy, Uy — Ug) dt > a|u, — upl|?,
0

odkial ||®'(uy)|| > al|u, — upl|. Z konvergencie ®'(u,,) — 0 teda plynie u,, — ug. O



31

Poznamka 8.3. Metdda najvicsieho spadu konverguje aj pre funkciondly v reflexivnych Bana-
chovych priestoroch (a za slabsich predpokladov napr. na pozitivnost’ ®”). Ak naopak ® vyhovuje
silnejsim predpokladom, potom sa da ukazat’ konvergencia presnejsej Newtonovej metddy

Uni1 = Up — [® (un)] 1D (un).

Cviéenie 8.4. Nech 2 je ohrani¢ens oblast’ v R™ s lipschitzovskou hranicou, nech X = W12(Q) alebo X = Wol’z(Q)
(pricom v druhom pripade v X uvazujeme normu |[ul|? = [, |[Vu|? dz). V priestore X uvazujme funkciondl ®(u) =
Jo(IVul? + g(u) + fu) dx, kde g(u) = (u* —c)/(u? + 1), |c| < 1, a f € L?(Q). Zvolme u1 € X Tubovolne a polozme
Upt1 = Up — eVP(un). Zistite, pre aké ¢ existuje € > 0 nezdvislé na n (a Comu sa rovnd) tak, Ze si splnené

predpoklady Vety 8.2. Dalej zistite, comu sa rovnd V®(u) (vyjadrené pomocou funkeif g, f).

Veta 8.5. (Ritzova metéda) Nech je {X,,} postupnost’ uzavretjych podpriestorov X, ktorych zjed-
notenie je husté v X a X,, C X,41 pre kaZdé n. Nech ® : X — R je spojity a nech existuji
un, € X, tak, Ze ®(u,) = miny, ®. Potom je postupnost’ {u,} minimizujica pre ®.

Dékaz. Nech ay, \, infx ®. Potom existuji v, € X tak, ze ®(vy) < ay. Dalej existuji v, €U, Xn
tak, ze vy ; — vg, a teda tiez ®(vi ;) — P(vg). Zvolme ji tak, aby ®(vy ) < ax a nyi tak, aby
Vi, € Xp,. Mozeme predpokladat’ nj < np41. Polozme w,, = v j, pre np < n < ng4i. Potom
wy, € X, a ®(wy,) — infx ®. Pretoze ®(w,) > miny, ® = ®(u,), plati ®(u,) — infx &. O

Cvicenie 8.6. Nech f € L%(R), ®(u) = ®(u) := fR(%(u’)2 — fu)dz pre u € X := WH2(R) (vid Cvicenie 5.4)
aXn:={u€ X :u(x) =0pre|z| >n}t= Wol’z(—n,n). Ukéazte, ze st splnené predpoklady Vety 8.5. Ukazte tiez,
ze ak neexistuje minx ®, potom [lun| — co. Zvolme dalej x € {0,1/2, 1,2}, polozme f, =n~"x[_1,1) a nech iy, je

minimizér ®¢ v Xp. Vypotitajte Uk (z) := limp 00 tin(x) a Ly = limp 00 @y, (Tn).

Priklad 8.7. (Metéda koneénych prvkov) Nech X = {u € WH2(0,1) : u(0) = u(1) = 0},

1 1 1
@(u):§/0 u’2dt+/0 gudt, kde g € L'(0,1).

Podla Vety 8.1 existuje jediny minimizér u funkciondlu ® v X, pricom z Eulerovej nutnej podmienky plynie, ze ide
o slabé (a pre g spojitu sa lahko overi, ze tiez klasické) rieSenie okrajovej ulohy u” = g na (0,1), u(0) = u(1) = 0.
Zvolme n prirodzené, polozme t,, = k/(n+1) pre k=0,1,...,n+1a

Xn ={u € X : u je afinnd na [ty,try1] pre k=0,1,...,n}.
Nech v, € X, st definované poziadavkou vy (t;) = dg;/(n + 1) pre k,j = 1,2,...,n. Potom tvoria funkcie
V1,2, ...,V bazu priestoru X,. Naviac X, C Xnile pren; =2"—1a UZ Xn, je husty podpriestor X.
Nech uy, minimalizuje ® na X, a yi := un(tx) pre K =0,1,2,...,n + 1. Z Eulerovej nutnej podmienky plynie

o B tpt1 ;o B ty , B tpt1 , tet1 B
0= (un)vg = [un vy, + gug] dt = u,, dt u,, dt + guy, dt, k=1,2,...,n,

tr_1 tp—1 tr tgp—1
odkial
Tttt
—Yk+1 + 22Uk — Yk—1 = 2k, k=1,2...,n, kde Zk:_/ gug dt.
tp—1
Po dosadeni yg = yp+1 = 0 vidime, ze y = (y1,y2,-..,Yn) je rieSenim sistavy linedrnych rovnic Ay = z s maticou
2 -1 0 0o ... 0 0 0
-1 2 -1 0 ... 0 0 0
o -1 2 -1 ... O 0 0
A =
0 0 0 o ... -1 2 -1
0 0 0 o ... 0 -1 2

Vety 8.1, 8.5 a vnorenie Wg’Q(O, 1) — C([0,1]) zarucujd, ze takto vypocitané priblizné riesenie uy, (v bodoch
t1,t2,...tn) bude blizke hladanému rieseniu. Podobne sa dd postupovat’ aj pre tlohy na viacrozmernych poly-
gonalnych oblastiach 2 C R™; pokial’ véak v tomto pripade zvolime X = Wol’Q(Q) a X, po Castiach afinné funkcie,
bude zarucend blizkost’ priblizného rieSenia u, k hladanému rieSeniu len v integralnej norme. Vhodnou volbou
priestorov X a X, sa vS8ak aj vo viacrozmernom pripade da casto zarucit’ bodova konvergencia pribliznych rieseni

a dokonca odhadnut’ tiez rad tejto konvergencie.
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9. Ekelandov variaény princip

Nasledujuci varia¢ny princip dokézal I. Ekeland zaciatkom 70-tych rokov. Tento princip si odvtedy
nasiel vel'mi siroké pouzitie (napr. na dokaz viet o pevnych bodoch, v teérii nelinedrnych semigrip,
tedrii riadenia, matematickom programovani ¢i globdlnej analyze); my sa obmedzime na jeho dokaz
a jednu jednoduchu aplikaciu.

Veta 9.1. (Ekelandov variaény princip) Nech je (X, d) uplny metricky priestor a ® : X — RU{oo}
je zdola polospojity a zdola ohraniceny funkciondl. Nech je dané € >0 a u € X tak, Ze

d(u) < i%f D 4. (9.1)
Potom pre kazdé A > 0 existuje uy € X tak, Ze

O(uy) < d(u), d(ux,u) < A, D(uy) < P(u) + ;d(u,uA) pre kaZdé u # uy. (9.2)

Dokaz. Definujme na X usporiadanie < predpisom

u<v <=  Pd(u) <P(v)— ;d(u,v)

(ide zrejme o reflexivnu, antisymetricki a tranzitivnu reldciu). Polozme S7 = {u € X : u < uy},
kde u; = 4. Indukciou najdeme

Unt1 € Sy tak, ze P(upyq) < iélf@ +e2- (D) definujeme S,41 ={u e X :u < upyq1}.

n

Zrejme S, 11 C Sy,; zo zdola polospojitosti @ plynie, ze S, je uzavreta.

®(u)

« S, .

Ukézeme, ze diam S,, — 0. Zvolme w € S,,. Potom w < u,, t.j.

£

O(w) < B(un) — d(w, un). (9.3)
Pretoze w € S,,_1, z definicie u,, plynie
B(up) < B(w) + —. (9.4)

27’L
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Z (9.3) a (9.4) dostavame d(w, u,) < A2~" pre kazdé w € S,,, takze diam S,, — 0.

7 vlatnosti mnozin S,, plynie, ze existuje jediny prvok wuy, ktory patri do ﬂzozl S,. Ukazeme, ze
uy splia (9.2). Pretoze uy < u, plati

D(un) < B(@) = ~d(ur, @) < inf @ + 2 — ~d(ux, @) < D(un) + ¢ — +d(ux, ),

odkial’ plynt prvé dve nerovnosti v (9.2). Nech teraz u # uy. Nemoze platit’ u < uy, pretoze inak
by w patrilo do prieniku mnozin 5,,. Musi teda

D(u) > P(uy) — ;d(u,uA),

odkial’ plynie tretia z dokazovanych nerovnosti. [

Doésledok 1. Nech je (X,d) tuplny metricky priestor a ® : X — R U {oo} je zdola polospojity
a zdola ohraniceny funkcional. Potom pre kazdé € > 0 existuje u. € X tak, ze

P (u.) < igl(fq) +e a D (ue) < ®(u) + ed(u,u:) pre kazdé u # ue.. (9.5)

Dokaz. V Ekelandovom principe staci zvolit A =1. [

Désledok 2. Nech je X Banachov priestor a nech je ® : X — R zdola polospojity, zdola
ohraniceny a gateauxovsky diferencovatelny funkcional. Potom pre kazdé ¢ > 0 existuje u. € X
tak, ze

D(u.) < igl(fCIJ +e a | D®(ue)| <e. (9.6)

Dokaz. Podl'a Dosledku 1 existuje u. € X tak, ze

D (ue) < i%fq) +e a D(ue) < P(u) +¢l|u —ue|| pre kazdé u € X. (9.7)

Zvolme v € X at>0av (9.7) polozme u = u. + tv. Dostdvame
tH (@(ue) — D(us + tv)) < elv]|

a limitnym prechodom pre ¢ — 0 dostaneme —D®(u.)v < ¢l|v|| pre kazdé v € X. Ak miesto v
uvazujeme —uv, vidime, ze plati |[D®(u.)v| < ¢[|v||, odkial plynie aj druhd nerovnost’ v (9.6). O

Ako aplikaciu Dosledku 2 si dokazme nasledujice jednoduché tvrdenie.

Veta 9.2. Nech je X Banachov priestor a ® : X — R je triedy C!, je zdola ohranicenyj a spl/ﬁa
Palais-Smaleovu podmienku. Potom existuje globdlny minimizér ug funkciondlu ®.

Dokaz. Podla Dosledku 2 pre kazdé n existuje u,, € X tak, ze

1
< i = ! <
D(uy) < 1£1(fCI> + - a 1D (uy)]| <

S

Z podmienky (PS) plynie existencia podpostupnosti u,, tak, ze u,, — ug. Tvrdenie plynie zo
spojitosti ¢. [J

Cvicenie 9.3. Pouzite Ekelandov variaény princip na dékaz toho, ze funkcionél & spfﬁajlici predpoklady Vety 9.2

je koercivny.
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II. Variaény pocet v R"

10. Konvexny pripad

V tomto paragrafe budeme predpok]adat’ ze 2 C R"™ je ohranic¢end oblast’, f : 2 x (RN xRN ") =R
je Carathéodoryho funkcia a ®(u) = [, f ( x), Vu(zx )) dz pre u: Q — RY.

Ak je funkcia f(z,-,-) : RY x ]RN" — R konvexnd pre s.v. x € ), potom je zrejme ® konvexny
funkcional, takze jeho pripadna spojitost’ implikuje slabi zdola polospojitost’, ktora je klicovou
podmienkou pre existenciu minima.

Ak je f = f(x,u, s) konvexnd len v premennej s, potom funkciondl ® méze ale nemusi byt konvexny
(vid’ Cvicenie 10.1). NaSim hlavnym cielom bude ukézat’, ze konvexita f v premennej s zaruéi
slabu zdola polospojitost’ ® aj v pripade, ked’ ® nebude konvexny.

Cvicenie 10.1. Nech ®(u) = fol (%(u2 —1)2 4 (v')?) dz pre u € C', u(0) = u(1) = 0. Je ® konvexny?
N4§jdite posta¢ujicu podmienku pre hladké funkcie g, h, aby bol funkcional ®(u) = fo ( (u) + h(u )) dx konvexny.

Cvicenie 10.2. Ukazte, ze funkcia f(u,s) = us je separdtne konvexnd, ale funkciondl ®(u) = fol uu’ dr nie je
konvexny (vo W1H2(0,1)).

Veta 10.3. Nech je Q@ C R" ohraniéend oblast, f € CAR, ®(u) = [, f(z,u(z), Vu(z)) dz. Nech
je f konvexnd v premennej s a nech existuje a € L'(Q) tak, Ze f( U, 8) > a (pre kazdé u € RV,
seRN g sz € Q). Potom je ® slabo sekvencidlne zdola polospojity vo Wl’l(Q,RN).

Dékaz. Nech up, — u vo WH(Q,RY), nech L := liminf ®(uy). Méme dokizat’ ®(u) < L. Ak
L = 400, sme hotovi. Nech teda L < +oc0. Pretoze ® je zdola ohraniceny (®(u) > [, adz), plati
L > —oo. Mézeme predpokladat’, ze ®(uy) — L (inak prejdeme k vybranej postupnosti). Mo6zeme
tiez predpokladat’ f > 0 (inak staci uvazovat’ f(:l;, u,s) = f(z,u,s) —a(z)). Pretoze priestor W11
je kompaktne vnoreny do L', plati up, — u v Ll(Q,RN ) a prechodom k vybranej postupnosti
mozeme dosiahnut’, aby ug(x) — u(x) pre s.v. z € Q.

Zo slabej konvergencie u;, — u vo Wh1(€Q, RY) plynie slabé konvergencia Vuy, — Vu v L' (Q, RM™).
Pretoze uzavery konvexnej mnoziny v slabej a silnej topoldgii st zhodné, pre kazdé kg prirodzené
existuju konvexné kombinacie funkcii Vuy, tvaru s;(z) = Zi:ko ag,;Vug(x) tak, ze s; — Vu pre
j — oo v L'. Prechodom k vybranej postupnosti mozeme predpokladat’, ze tiez s;(z) — Vu(z)
pre s.v. € Q. Pre lubovolnd meratelnd podmnozinu Q C € teraz s vyuzitim Fatouovej lemy
a konvexity f v premennej s dostavame

/Qf(:z;,u(x),Vu(x)) dx:/Q lim f(z,u(z),s;(x)) da:<hm1nf/

j—o0 j—oo  J§

f(a;,u(:c), sj(a:)) dx

< liminf/ Z ok ;i f (@, u(z), Vug(z)) do < sup / f(z,u(z), Vug(z)) d,
9) 9)

J—00 k—ko kao

odkial’ limitnym prechodom pre ky — oo plynie

[ f(z,u(z), Vu(z)) de < limsup/~ f(z,u(z), Vug(z)) (10.1)
Q Q

k—o0
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Na konci dokazu ukazeme, ze existuje podpostupnost’ postupnosti {uy} (ktori opat’ budeme znacit’
{ur}) tak, ze

f(z,up(z), Vug(z)) = f(z, u(@), Vug(z)) = 0 podla miery, (10.2)
t.j. ze pre kazdé € > 0 miera |Q). ;| mnoziny

Qe ={x: |f(ac,uk(x), Vuk(m)) — f(ac,u(x),Vuk(x))| > e}

konverguje k nule pre k — oo. Zvolme k; tak, ze [Qc ;| < €277 a polozme Q. = Uje1 Qe k-
Potom |Q.| < e a pre x ¢ Q. plati

|f (2, un, (), Vug, (x)) — f(z,u(z), Vug, (z))| <e pre vietky j. (10.3)

S vyuzitim nerovnosti (10.1) (odvodenej pre postupnost’ ug;), (10.3) a nezdpornosti f postupne
dostavame

/ f(z,u(z), Vu(z)) dz < lim sup/ f(z,u(z), Vuy, (z)) dz
O\ O\Q.

Jj—o0
< limsup/ f (@, uk,; (x), Vug, (2)) dz + £|Q|
i Jova.

< limsup ®(ug; ) + €[€,

Jj—o00
odkial’ limitnym prechodom & — 0 (s vyuzitim Fatouovej lemy) dostdvame dokazované tvrdenie.

Zostava dokazat’ (10.2); toto tvrdenie dokdzeme sporom. Nech teda existuje ¢ > 0 tak, ze
Q2% x| # 0. Prechodom k vybranej postupnosti a pripadnym zmensenim ¢ moézeme predpokladat’
liminfg e |Qe x| > 2e. Zo slabej konvergencie Vuy v L' plynie ohraniGenost’ tejto postupnosti
v L' vhodnou konstantou C;. Pre C. := C4 /€ potom plati

1
o V(@) 2 )| < o [ [Vunla)ldo < G =<
Ce Ja C

g

Ak teda polozime Q = {x € Q.1 @ |[Vug(z)] < C¢}, potom liminfy_, o |Qx| > €, takze pre
Qoo == limsup Q, = (o, Ui, Qi plati [Qs| > €. Pripadnym zmensenim ., o mnozinu miery
nula moézeme predpokladat’, ze f(z,-,-) je spojitd a ug(x) — u(x) pre kazdé z € Q.

Zvolme z € (), pevne. Potom x € (), pre nekonec¢ne vela k; prechodom k vybranej pos-
tupnosti moézeme predpokladat’ 2 € Qj pre vietky k. Dalej plati |Vuy(z)] < C., prechodom
k vybranej postupnosti mozeme predpokladat’ Vuy(z) — s pre vhodné s € RN, Zo spojitosti
f(z,-,-) a konvergencii ui(z) a Vug(z) plynie teraz f(z,ur(z), Vug(z)) — f(z,u(z),s), ale tiez
f(z,u(z), Vug(z)) — f(z,u(z),s), ¢o je spor s x € Qp C Qi a definiciou Q. . O

Poznamky 10.4. (i) Podobné tvrdenie ako vo Vete 10.3 plati aj pre neohranic¢ené oblasti 2. Pre
®(u) < liminf ®(uy) potom staci predpokladat, Ze ug, u st funkcie, ktoré st lokélne vo Wt uy —
uv LY(QY), Vup — Vu v L) pre kazdd ohranic¢ent oblast’ €', ktorej uzaver je podmnozinou
(vid' [51]).

(i) Ak je f:Q x RY x RY™ — R spojit4, existuje spojitd fs a funkcia a vo Vete 10.3 je spojit,
potom sa da tvrdenie Vety 10.3 dokazat’ podstatne jednoduchsie:

Nech totiz ur — u vo W“(Q,RN ). Podobne ako v dokaze Vety 10.3 mézeme predpokladat’, ze
existuje koneénd L := limy_,o P(ug), e up — u v Ll(Q,RN), up —us.v.a f>0.
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Zvolme ¢ > 0. Z Jegorovovej vety plynie existencia meratelnej mnoziny F. C € tak, ze |Q\ E.| < ¢
a ur — u rovnomerne v F.. Ak polozime

1
F. = {er:‘u(m)|—|—’VU($)|<g}, Qe :=E.NF,

potom |\ F.| = 0 pre € — 0, takze tiez |2\ Q.| — 0 pre ¢ — 0.

Na mnozine 2. konverguje ux k uw rovnomerne a wu,Vu si ohranicené, takze zo spojitosti f
a fs plynie rovnomernd konvergencia f (z, u(z), Vu(z)) k f(z,u(z), Vu(z)) a f (2, ur(z), Vu(z))
k fs(z,u(z), Vu(z)) na Q.. Pretoze tiez Vu, — Vu v LY(Q,RY™), plati

D(uy) = /Qf(ac,uk(:v),Vuk(x)) dx 2/ f(z,up(z), Vug(z)) do

Qe

> / f(z,up(z), Vu(z)) dx +/ fs(z,up(z), Vu(z)) - (Vug(z) — Vu(z)) dz

Q

= o,
— / f(x, u(x), Vu(x)) dx, k — oo,
Qe

takze L > [, f(z,u(z),Vu(z)) dz. Limitnym prechodom e — 0 dostdvame dokazované tvrdenie
(zvolte fi := fxa.,, kde [\ Q| < 27F a pouzite Fatouovu lemu).

Désledok 10.5. Za predpokladov Vety 10.3 je funkciondl ® slabo sekvencidlne zdola polospojity
vo WHP(Q,RYN) pre kazdé p > 1.

Dékaz. Pretoze WP (Q,RY) — WL1(Q,RY), plynie zo slabej konvergencie u, — u v priestore
Wr(Q,RY) slaba konvergencia uj, — u vo WHH(Q,RY). O

Veta 10.6. Nech je Q C R™ ohranicend oblast’ s lipschitzovskou hranicou, f : Q@x (RY xRN™) - R
je Carathéodoryho funkcia, ®(u) = [, f(z,u(z), Vu(z)) dz. Nech je f(zx,u,-) konveznd (pre s.v. x
a kazdé u),

Cyls|P + Colul” + a(z) > f(z,u,s) > Cols|’ — a(x), (10.4)
kde Co,C1,Cy st kladné konstanty, a € LY(Q), p > 1 a bud’p > n alebo r < np/(n — p). Potom
existuje (konecné) miny ®, kde X = W, (Q,R"Y).

Dékaz. 7 rastovych podmienok (10.4) a vnorenia X < L"(Q,RY) plynie, ze ®(u) < oo pre kazdé
u € X. Z dolného odhadu v (10.4) a Poincarého nerovnosti d’alej plynie ®(u) > Collu||% — Cs (kde
C3:= [, a(z)dz), takze ® je koercivny a A := infx ® je konecné ¢islo. Nech {uy} je minimizujica
postupnost’ pre ®. 7 koercivity ® plynie ohranicenost’ {uy}; z reflexivity X plynie, ze mozeme
predpokladat’ uy, — u v X. Z Vety 10.3 teraz plynie ®(u) < A, takze musi ®(u) = A = miny . O

Poznamky 10.7. (i) Ak p > n potom je WhP(Q,RY) — C(Q,RY), takze odhad na rast f
zhora v (10.4) mozno nahradit’ odhadom f(z,u,s) < M(|ul)(a(z) + |s|P), kde M : RT — R™ je
neklesajuca funkcia. Existenciu minima ® vo Vete 10.6 zrejme dostaneme aj pre f, ktoré nespiﬁajli
horny odhad v podmienke (10.4). Potom vsak & mo6ze nadobudat’ aj hodnoty +o0o (a aj samotné
minimum méze byt +00).

(ii) N4jdené minimum funkciondlu ® v X je sti¢asne minimom ¢ vo véacésom priestore X := {u €
WEHQ,RY) 1w =0 na 9Q}. Ak totiz u € X; a ®(u) < oo, potom z (10.4) plynie u € X.

(iii) Ak je f(z,u, s) konvexnd v s a f(z,-,-) je separdtne spojitd v u aj v s, potom je tiez f(a:, (-, ))
spojita v (u, s) (vid’ [51]).

Cvicenie 10.8. N3jdite dodatoéné predpoklady na funkciu f, za ktorych bude funkciondl ® vo Vete 10.6 triedy C!

a zistite, aki okrajovi tlohu bude minimizér u (v slabom zmysle) riesit.
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Cvicenie 10.9. Vyslovte a dokazte vetu o existencii minima funkciondlu ® z Vety 10.6 v mnozine M = {u €
WLP(Q,RN) : u = ug na 9Q}, kde ug € WHP(Q,RY) je dana funkcia.

Cvigenie 10.10. Ukézte, ze ak f vo Vete 10.6 spiiia nasledujuci silnejsf dolny odhad f(z,u, s) > Co(|s|P+|u|) —a(z),
potom existuje minimum ® v celom priestore Wl’p(Q,RN). Pre ® € C! je potom prislusny minimizér slabym

rieSenim 1tlohy s Neumannovou okrajovou podmienkou.

Regularita minimizérov pre N =1

V tomto odstavci bez dokazu uvedieme niekolko zndmych tvrdeni o regularite minimizérov v ska-
larnom pripade (N = 1); ich dokazy presahujui rdmec tohto u¢ebného textu. Pre N > 1 si uz aj
samotné tvrdenia o regularite dost’ komplikované: za vSeobecnych predpokladov sa vie dokazat’ len
parcidlna regularita minimizérov, t.j. ich hladkost’ na 2\ ¥, kde mnozina ¥ je v istom zmysle mala.
Takéto vysledky su pritom vo vektorovom pripade optiméalne, pretoze ani pre hladky uniformne
konvexny Lagrangian tvaru f = f(Vu(z)) (s ohrani¢enymi druhymi derivdciami) nemusi byt’
prislugny minimizér C* funkcia, vid' [45, 54].

Nech teda N = 1. Veta 10.6 zarucuje existenciu minimizéra ug € WH?(2), kde p je dané rastovou
podmienkou (10.4). Ak p < n, potom funkcie z WP nemusia byt spojité (ani ohranicené),
najdeny minimizér vsak bude holderovskd funkcia, ak v (10.4) naviac predpokladdame a € L> ()
ar < np/(n —p). Takdto regularita globadlneho minimizéra plati dokonca aj bez predpokladu
konvexity f v premennej s a bola dokazana v r. 1982 M. Giaquintom a E. Giustim.

Ak naviac predpokladame, ze funkcia f je dvakrat diferencovatelnd v premennej s a plati

]fss(m,u,sﬂ <C,

fsiSj (Z’,U, S)gzgj > V|€|27 v > 07
vls]> = C < f(z,u,s) < C(|s]” + 1),
£ ,s) — f0,8) < OO+ 5Pz — gl + lu—o)?, 00,

potom je prislusny globalny minimizér triedy C** (ide opét’ o vysledok M. Giaquintu a E. Giustiho
z r. 1983).

Ak napr. fg spfﬁa vyssie uvedené podmienky, f je diferencovatelna aj v u a spffla rastové pod-
mienky zarucujtice diferencovatelnost’ ® vo W12(Q), potom sa da vyssia hladkost’ ukdzat’ pre
kazdy kriticky bod ug skiimaného funkciondlu. Funkcional ® bude totiz triedy C*, takze ug bude
slabym riesenim prislusnej okrajovej ilohy. Vol'bou vhodnych testovacich funkcii sa da najprv
ukdzat’ ug € W22(Q). Pouzitim Greenovej vety (integricie per partes) potom pre uy dostaneme
linedrnu rovnicu (s ohrani¢enymi meratelnymi koeficientami tvaru f;,s, (z,uo(z), Vuo(z))), na
ktori mozeme pouzit’ vysledok o regularite slabych rieseni dokédzany v r. 1957 nezavisle DeGiorgim
a Nashom: dostaneme uy € C1®. Na dokaz vyssej regularity takychto rieseni (pre hladsie f)
mozeme potom pouzit’ Schauderove odhady (vid’ [28]). Podobné tvrdenie o regularite kritickych
bodov pre n = 1 dokézeme v nasledujicej kapitole; v tomto pripade je vsak dokaz podstatne l'ahsi.
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11. Polykonvexita a kvazikonvexita

V tomto paragrafe budeme (pre jednoduchost’) predpokladat’, ze Q@ C R"™ je ohrani¢end oblast’,
p>1, f: RY™ 5 R je spojitd funkcia spliiajiica rastovy predpoklad 0 < f(s) < C(1 + |s[P)
a ®(u) = [, f(Vu(z)) de pre v : Q — RY. Bude nés zaujimat’ najmi slabé sekvencidlna zdola
polospojitost’ ® vo WP (Q) pre funkcie f, ktoré nie st konvexné.

Veta 11.1. Nech N = 1. Funkciondl ® je slabo sekvencidlne zdola polospojity vo WP (Q) prdve
vtedy, ked’ je f konvexnd.

Dokaz. Ak je f konvexnd, plynie slaba sekvencidlna zdola polospojitost’ ® z Dosledku 10.5.

Nech f nie je konvexnd a nech najprv n =1, Q = (0,1). Pripadnym odéitanim afinnej funkcie od
f a (afinnou) substitiiciou mozeme dosiahnut’, ze f(—1) = f(1) = 0, ale f(s) > 0 pre |s| < 1 (slab4
sekvencidlna zdola polospojitost’ ® sa pri takychto tpravach f nemeni).

us Nech U(z) = z pre z € [0,1/2], U(x) =1 —z pre z € [1/2,1]
a nech je U dodefinovanad 1-periodicky pre x > 1. Polozme
up(z) = 1U(kz) pre z € [0,1]. Potom up — 0 vo WP(0,1)
pre 'ubovolné 1 < p < oo, ale 0 = ®(u) < ®(0), takze P nie je
slabo sekvencialne zdola polospojity.

0 1

Pre n > 1 je konstrukcia protiprikladu podobné (funkcie uy budi zévisiet’ len od jedného parame-
tra). O

Aj ked’ ® nie je slabo sekvencidlne zdola polospojity, moze nadobiidat’ svoje infimum na vhodnych
podmnozindch W1P(Q). Uvazujme pre jednoduchost’ pripad N = n = 1, Q = (a,b) a oznac¢me
A, = {u € WHP(a,b) : u(a) = A, u(b) = B}. Dalej polozme § = £=4

b—a ?

b
to(z) := A+6(x—a), f(s) :=sup{g(s) : g < f a g je konvexnd} a &(u) ::/ f(u'(x)) da.

Funkcia f je konvexnd (nazyva sa konvexns obélka f), takze existuje L € R tak, ze f(s) >

f(0) + L(s — 0) pre vietky s € R, a teda

D(ag + ) = / f(0+¢'(z)) dz > (o) +/ L¢'(x) dz = ®(@g)  pre vietky ¢ € D((a,b)).
Vzhl'adom k spojitosti ® vo WP a hustote D((a,b)) vo Wy P (a,b) je teda g globalny minimizér
v A,

\ ¥ Ak je f superlinedrna (t.j. liminf|, o f(s)/|s| = +00), potom
zrejme existuju A € [0,1] a v,d € R tak, ze

& 0 =2+ (1=N5  F(0) = () + (1= N ()
f(6)

a funkcia

(11.1)

[ v@—a)+A akz€la,a+ Ab—a)],
. uo(x)_{é(x—b)—l—B ak x € [a + A(b—a),b]

70 y s -
je globdlnym minimizérom ® v A,, pretoze ®(ug) = ®(ty).

Na druht stranu, ak je napr. f(s) =1/(1+ s*) a A= B =0, potom f =0, @i = 0, ale inf 4, @ sa
nenadobuda.
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Cviéenie 11.2. Ako vyzerad f a minimizér ug v (11.1) v pripade a = 0, b =1, A= B =0 a f(s) = (s2 — 1)27

Uka&zte, ze funkcie up z dékazu Vety 11.1 si v tomto pripade tiez globdlnymi minimizérmi &.

Pre N > 1 tvrdenie vo Vete 11.1 neplati. Aby sme mohli popisat’ nutné a postacujice podmienky
pre slabu sekvencidlnu zdola polospojitost’” ®, potrebujeme si zaviest’ niekol’ko novych pojmov:
Funkcia f sa nazyva

- rank-1 konvexnd, ak pre kazdé A, B € R™™ plati: ak je hodnost’ (rank) matice B rovng 1,
potom je funkcia R — R : ¢ — f(A + tB) konvexn4;

- kvazikonvexnd, ak pre kazdé A € RV a ¢ € D(Q,RY) plati [, f(A+V(z))dr > [, f(A) da;
- polykonvexn4, ak sa f(A) d4 napisat’ ako konvexnd funkcia minorov matice A.

Da sa ukazat’, ze za naSich predpokladov je kvazikonvexita nutnd a postacujica podmienka pre
slabt sekvencidlnu zdola polospojitost’ ® vo WP (€, RN ). Problém tejto podmienky spoéiva v tom,
ze je len tazko overitelna. Plati vSak, Zze z konvexity f plynie polykonvexita, z polykonvexity
kvazikonvexita a z kvazikonvexity rank-1 konvexita, takze polykonvexita je postacujica a rank-
1 konvexita nutnad podmienka pre slabu sekvencidlnu zdola polospojitost’ ®. Pre N = 1 vsSetky
spomenuté pojmy konvexity splyvaju, pre vSeobecné N, n > 2 vsak ziadne dva z nich nie su totozné
(to, ze z rank-1 konvexity nevyplyva kvazikonvexita, bol skoro 40 rokov otvoreny problém a bol
vyrieSeny pre n > 3 a N > 2 v [53]; prislusny protipriklad je pritom velmi jednoduchy: ide
o polyném 4. stupna).

Ak je f triedy C2, potom konvexita f je ekvivalentnd s tzv. Legendrovou podmienkou

Z Z faz CO‘Cﬁ >0 pre vietky ¢ € RV"

t,j=1a,f=1

a rank-1 konvexita s tzv. Legendre-Hadamardovou podmienkou

Z Z fal A)E fﬁnmj >0 pre vietky ¢ € RY, n € R".

1,7=1a,8=1

Priklad 11.3. Nech N = n = 2. Ukdazme, Ze z polykonvexity plynie kvazikonvexita.

Nech f(A) = g(A,det A), kde g je konvexnd. Zvolme A pevne. Existuje afinnd funkcia L < g tak, ze g(A,det A) =
L(A,det A). Stacf zrejme dokézat’ [, L(A + Vi, det(A + Vo)) dz = [, L(A,det A) dz pre ¢ € D(Q,R?). To viak
plynie z Greenovej vety, pretoze napr. [q, det(Vy)de = [o[01(1v2,2) — d2(v2,191)] dx zévisi len na hodnotéch,

ktoré 1 nadobiida na hranici Q.

Priklad 11.4. Ukazme, ze kvazikonvexita je nutnd pre slabt sekvencidlnu zdola polospojitost’.

Nech @ = (0,1)™ a [, f(A+ Ve)dz < [, f(A)dz, kde ¢ € D(Q,RYN). Nech je u linedrna, Vu = A. Polozme
uj(z) = u(z)+ %cﬁ(jx), kde @ je funkcia ¢ periodicky rozsirend na R™. Potom uj — u vo WP, ale lim;_, oo ®(u;) =
D(u+ p) < P(u) (dokézte!).

Priklad 11.5. Nech je f kvadratickd forma. Uk&zme, Ze potom je f kvazikonvexnd prave vtedy, ked’ je rank-1
konvexnd. (Pre n = N = 2 tiez plati, ze kvadratickd forma f je rank-1 konvexnd prave vtedy, ked’ je polykonvexnd.)
Forma f(&) = a §a§’8 je rank-1 konvexnd prive vtedy, ked’ f(§) > 0 pre vdetky £ hodnosti 1, t.j. £ = \in®.
Z Greenovej vety plynle Jo f(A+Vp)dz = [, f(A) dz + [gn f(V)dx; s pouzitim Fourierovej transformacie mame

Jan F(VQ) d = [pn a30;0P0i0% dx = ¢ [pn a256:€;0%GF d€ = ¢ [y al?36i6;(Rep Rep? + Imp*Im@P) dg > 0.

V dalsom dokédzeme priamo (bez pojmu kvazikonvexity), ze polykonvexita f implikuje slabu
sekvencialnu zdola polospojitost’ ® a ukazeme si tiez typickd aplikaciu takéhoto vysledku.

Pre uy,u € L'(Q) budeme hovorit), ze up —* u v M(Q) (slabd* konvergencia v mierach), ak
pre kazdi ¢ € C.(Q) plati [, urpdr — [,updzr. (Této terminolégia plynie z Rieszovej vety
o reprezentécii dudlu k C.(£2) prostrednictvom priestoru borelovskych mier.)
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Veta 11.6. Nech je Q C R" otvorend a ohranicend. Nech je G : R™ — RT U {+o00} konvexnd
a zdola polospojitd, uy,u € L (Q,R™), up, —* u v M(). Potom

/G(u) dzx < liminf/ G(uk)
Q k—o00

Dokaz. Oznacéme u. = R.u a ug e = Reug, kde Re je operdtor regularizdcie (vid' (17.4)). Potom
platf u. € C*°(Q), u. — u v L'(Q,R™) a s.v. pre € — 0+ a podobne pre funkcie wuy.

Oznacéme C = [, G(u)dx a nech C" < C. Zvolme K C Q kompaktni tak, aby [, G(u)dz > C".
Pretoze u. — u s.v. a G je zdola polospojita, pouzitim Fatouovej lemy dostdvame

/G da:</ hmmfG (ue) <hm1nf/ G(ue)d

takze existuje e < 3dist(0€2, K) tak, aby [, G(u.)dz > C'.

Zo slabej* konvergencie ux, — u v M(,R™) plynie uy () — u-(x) pre vietky z, takze s pouzitim
slabej zdola polospojitosti G, Fatouovej lemy, Jensenovej nerovnosti, Fubiniho vety a nezdpornosti
GG postupne dostavame

'</ G(ug)d:cg/ lim inf G(ug ¢) dx<hm1nf/ G(uke)d
K

k—o0 k—o0

< lim inf (/ G (ur(y))ws=(z — y) dy) dr <liminf | G(uy)dzx
K n

k—o0 k— o0 Q

Vzhl'adom k Tubovolnosti C” < C odtial’ plynie liminfy_o [, G(ux)dr > C = [, G(u)dz. O

Veta 11.7. Nech je Q C R"™ ohranic¢end oblast’ s lipschitzovskou hranicou. Nech u; — w vo

Wl’p(Q,]RN), nech je k prirodzené, k < p a nech Jip(A) je pevne zvoleny subdeterminant matice
A€ RN rddu k. Potom Ji(Vu,) —=* Jp(Vu) v M(Q).

Dokaz. Indukciou. Pre £k =1 je tvrdenie zrejmé. Nech 1 < k£ < p a nech tvrdenie plati pre k — 1.
Bez ujmy na vseobecnosti mozeme predpokladat’, ze Ji(A) je hlavnym minorom matice A radu k,
t.j.

ail ‘e a1k k
Jk(A) = det E allel
a1 ... Qg =1
kde .
a1 Ce a9y ce asy

XM(A) = (=1)" det
(077 3 dkl ce Akl

(strieskou je oznaceny vynechany stfpec). Pre v € C°°(Q, R"Y) sa indukciou Pahko ukéze

[(X(Vo)], =0, (11.2)

Mw

=1

kde f; oznacuje derivaciu f podla z; (napr. pre k = n = N = 2 je X' = vg9, X2 = —vy
a Z?:l[Xll(V'U)]J = U321 —v2,12 = 0). Ak rovnost’ (11.2) vynasobime funkciou v; ®, kde & € D(12),
zintegrujeme cez {2 a pouzijeme Greenovu vetu, dostaneme

/ZX” (Vo)(v1®),;dx = 0. (11.3)
Q

=1
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Ak teraz v € W'P(Q,RY), potom existuji v; € C®(Q,RY) tak, ze v; — v vo WHP(Q,RY).
Limitnym prechodom v (11.3) (pre funkcie v;) dostaneme, ze (11.3) plati aj pre v € WhP(Q,RY).
Pre takito funkciu v a ® € D(Q) teda plati

k k
/QJk(Vv)q)dx:/QZUHX”(VU)(I)CZ:(;:—/ZXll(Vv)vlq)de. (11.4)

=1 Q=

Pretoze u; st ohranicené vo W1P(€Q,RY), je postupnost’ funkcii X(Vu;) ohranicens v L¥ (Q)
pre p’ = p/(p—1). Dalej z kompaktnosti vnorenia WP < LP plynie, ze (uj)1®; = w1 @, v LP(Q)
(kde u; = ((u;)1,..., (uj)n)). Nech dalej (u1® ;). € D(Q), (u1® ;). = w1 ®; v LP(Q) pre € — 0+.
Pretoze tiez X(Vu;) —* X1 (Vu) v M(Q), dostdvame pre j — oo a & — 0+

/X”(Vuj)(uj)lgldx—/Xll(Vu)ulfb,l dz
Q Q

N /Q{Xll(vuj)[((uj)lq),l —ur®) + (P — (ur®,)e)]

+ [XU(Vuy) = XU(V0)] (11 @) + X (VW) [(01®,). — @] }dw 0,

odkial
/Jk(Vuj)q)dx%/Jk(Vu)q)dx (11.5)
Q Q

pre kazdé ® € D(Q). Ak teraz vyuzijeme hustotu D(Q2) v C.(2) a ohranic¢enost’ Ji(Vu;) v L*(Q),
dostaneme, ze (11.5) plati aj pre ® € C.(2). O

Priklad 11.8. (Nelinedrna pruznost) Nech N = n = 3, Q C R? je ohranicen4 s lipschitzovskou hranicou, ug : 92 —
R3, X >0, f(A) = |A]® + g(det A), kde g(t) =t~ pre t >0, g(t) = +oo pre t <0, ®(u) = [, f(Vu)dz,

A= {ue W3 (Q,R3) : u=ug na o9, / f(Vu)dz < oo}
Q

Ukézeme, ze ak A # (), potom existuje min{®(u) : u € A}.

Nech je {u;} C A minimizujtica postupnost. Z koercivity ® plynie, ze {u;} je ohrani¢end vo W13, takze mozeme
predpokladat’ u; — u vo Wh3. Z Vety 11.7 plynie Vu; —* Vu a det(Vu;) —* det(Vu) v M(2). Funkcia f
je zrejme polykonvexnd, f(Vu) = G(Vu,det(Vu)), kde G(A,t) = |A]> + g(t) je konvexnd a zdola polospojita.
Z Vety 11.6 plynie ®(u) <limj oo ®(uj;) = inf{P®(v) : v € A} < o0, takze u € A je globdlny minimizér & v A.

Cviéenie 11.9. Nech N=n=2, Q= (0,a)?,0<a < 1, ®(u) = Jo det Vudx dy a

1
uk(x7y) = ﬁ

(1 — y)* (sin kx, cos kz).

Ukéazte, ze up — 0 vo WH2(Q,R?), ale liminfg_, . ®(u) = -5 < 0 = @(0). Dalej dokézte, ze funkcionél

O(u) = Jo | det Vu| dz dy je slabo sekvencidlne zdola polospojity vo w12(Q,R?).
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12. Koncentrovana kompaktnost’

Mnohé (nielen) fyzikdlne problémy vedi k minimalizécii funkciondlov ®, v ktorych je hladand
funkcia definovand na celom R"™. Pokial je takyto funkciondl translacne invariantny (t.j. ®(u) =
<I>(u( + ZL‘())) pre lTubovolné o € R"™), up je minimizujica postupnost’ a z; € R", potom je
postupnost’ Uk (z) = uk(z + =) tiez minimizujica, a teda nemozeme ocakavat, ze postupnost’ uy
bude relativne kompaktna. Postupnost’ uy : R™ — RY nazveme relativne kompaktnou az na
translacie (v topologickom priestore T'), ak existuji z € R" tak, ze postupnost’ ug(- + zx) je
relativne kompaktna (v T').

Priklad 12.1. Nech a : R® — R je spojitd a kladnd, a(z) — ac > 0 pre |z| — oo, p > 2. Skisme hladat
(netrividlne) riesenia diferencidlnej rovnice —Au + a(z)u = u|u|P~2 v R™ (kde p < 2n/(n — 2) pre n > 2) pomocou
hladania minimizéra funkciondlu ®(u) = % Jgn [[Vul? 4+ a(z)u?] dz na mnozine M = {u € WH2(R"™) : [o, |u|P dz =
1} (vid analogicky Priklad 6.6 a Cvicenie 6.7). Polozme ® (u) = % Jen [[VU]? 4+ acou?] dz a oznacme I = infy; @,
Io = infp; Poo. D4 sa ukdzat (vid’ [51]), Zze podmienka I < I je v tomto pripade nutng a postacujica pre relativnu
kompaktnost’ (lubovolnej) minimizujtcej postupnosti {ug} funkciondlu ® v M a je tiez postacujica pre existenciu
hladaného netrividlneho rieSenia (netrividlne rieSenie vSak existuje napr. aj pre a(z) = doo). My si dokdzeme len
nutnost’ tejto podmienky pre relativnu kompaktnost’ minimizujicich postupnosti.

Nech teda I > I (€o napr. trividlne plati, ak a > aco) a nech uy je minimizujica postupnost’ pre o (na mnozine
M). Vzhladom na transla¢nu invarianciu ®oo je g (z) = ur(x + zr) minimizujica postupnost pre @ pre kazdé
zr € R™. Zvolme teraz k pevné a uvazujme postupnost’ bodov ym, € R™, |ym| — co. Pre dané € > 0 existuji
kompaktné mnoziny K, a K, tak, Ze |a(z) — aco| < € pre = ¢ K, f]R"\Ku u?(z)dz < e. Naviac existuje A tak,
ze |a(z) — aco| < A pre vSetky x € R™. Zvolme m tak velké, aby (ym + Kq) N Ky, = 0 a polozme zy, := ym. Pre
Uy (x) := ug(x + xx) bude platit’

9(0) — Pl = | [ (a(e) —as)iF @) de] = [ [ -4 /W\K -

< / Aui(;ﬂ—l—xk)dx—l—/ s (x) dx
Ka R7\ K

a

<af wd@dote [ ub@de< (A fuld),
Tl +Ka R™

pretoze (z + K,) C R™ \ K,. Vhodnou volbou ¢ teda mozeme dosiahnut’ |®(uy) — oo (tx )| < 1/k, odkial plynie

vzhladom k I > I, ze postupnost’ @y je minimizujica pre ® (a tiez I = I). Kedze (pripadnym zvacsenim m pri

2
loc

volbe zj mézeme dosiahnut)) 4y — 0 v L{ (R™), postupnost’ 4 nie je relativne kompaktnd v M C LP(R"™).

Uvazujme teraz funkcional

D(p) = /jo(p(fE)) dx — %//RWS —pg)_pg) du dy,

ktory sa vyskytuje v astrofyzike, v tedrii rotujicich hviezd: prvy z integralov zodpoveda vnitornej
energii, druhy, dvojny, gravitacnej energii, p je hustota. Budeme predpokladat’, ze j(t) = ult|?,
kde p > 4/3, a budeme minimalizovat’ & na mnozine

Ay ={pe L'RY) N LP(RY) : p > 0, / p=A),
R?’

kde A > 0 reprezentuje hmotnost’ hviezdy. Ukazeme, ze existuje minimizér ® na Ay a ze kazda
minimizujica postupnost’ je kompaktna az na transldcie v L' (R*) N LP(R?).

Nizsie uvedeny pristup k tomuto Specidlnemu problému sa da pouzit’ aj pre vel'a inych funkcionédlov
z kvantovej a Statistickej fyziky (vid’ napr. [41]) pripadne pre iné dlohy; napr. na dokaz existencie
extremdlnych funkcif pre Sobolevove vnorenie W*P?(R") <« LY(R"), kde kp < n, p > 1, 1/q =
1/p — k/n (t.j. funkcii, ktoré mimimalizujd hodnotu ||u||x /| ul/4)-
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Pri vysetrovani vlastnosti funkcionalu ® budeme casto pouzivat’ Vety 17.2, 17.3 ako aj vlastnosti
Rieszovho potencidlu (vid’ Dodatok).

Pre p € Ay s vyuzitim (17.2) a (17.3) dostdvame

2/3 4/3 4/3
®(p) > pllplls — Cllolldss > ullollz = Cllols*llelliss = wllpllh — CX3 o]l 35 (12.1)

Pretoze podla (17.3) plati ||p]lay3 < A 7*|p|l%, pre vhodné ¢ € (0,1), plynie z (12.1) koercivita ®
v LP(R?) na mnozine Ay. Kazd4 minimizujica postupnost’ v mnozine Ay musi byt’ teda ohranicen4
v LY(R?) aj v LP(R®). Relativnu kompaktnost’ minimizujiicich postupnosti dokdzeme pomocou

nasledujtcich dvoch tvrdeni.

Tvrdenie 12.2. Nech
Ey :=inf{®(p) : p € Ay}

Potom
pre kazdé o € (0,\) plati Ex < E, + Ex_q. (12.2)

Dékaz. Nech p € Ax. Volbou p. = expe, kde B C R? je gul'a so stredom v pociatku a s vlast-
nost'ou |B¢| = \/e, dostavame

1 1 A\ 5/3
D(p.) < ue?|B| — 552 //B R dx dy < APt — 052(—> <0
EX €

3

pre malé ¢, takze
E, < 0. (12.3)

Nech je dalej 6 € (0,1) a zvol'me ¢ > 0. Potom existuje p € A, tak, ze ®(p) > E\ —e. Pre funkciu
po(x) = p(x/0'/?) potom plati py € Agx a pouzitim vety o substitiicii dostdvame

En = 0(p0) =0 | uordo 075 [[ P2)PY) 4 gy
R3 2 JJrsxms |z —yl
> 0°/3®(p) > 0°/3(Ey —¢),

takze
Egx > 6°2Ej,. (12.4)
Z (12.4) a (12.3) plynie
Epx > 0E) pre kazdé 0 € (0,1). (12.5)
Na dokaz (12.2) zrejme staci predpokladat’ a > A/2. Opétovnym pouzitim (12.5) dostdvame

A A —
Ex<2BE,=FE,+2"%FE, <E,+E\ .,
(@] 8]

odkial’ plynie (12.2). O

Lema 12.3. (O koncentrovanej kompaktnosti) Nech py je postupnost’ pravdepodobnostnych mier
na R™ (t.j. py je borelovskd, nezdpornd a [, dux = 1). Potom existuje podpostupnost’ (ktori opdt’
oznacime ) tak, Ze pre nu plati prdve jedna z nasledujicich podmienok:

(i) existuji x € R™ tak, Ze pre kazdé € > 0 existuje R > 0 tak, Ze fBR(wk) duk > 1 — e pre vsetky
k, kde Br(zy) == {z € R" : |z — x| < R},

(i1) pre kazdé R < oo plati sup,cpn fBR(m) dp — 0 pre k — oo

(iii) existuje 6 € (0,1) tak, Ze pre kazdé € > 0 existuji x, € R™ a Ry, Rk, > 0, Ry — oo tak, Ze

j/ duk—ejgg a (/ d,uk—ﬁ‘ge. (12.6)
Bpry(zk) Br,, (zk)
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Dokaz. Pre r > 0 polozme

Qnlr) = xseuugl (/Br(ac) duk)'

Funkcia @ je nezdpornd a neklesajuca, Qr(R) — 1 pre R — oo. Postupnost’ Qi je relativne
kompaktna v Ll (R™) (vid’ Vetu 17.11), takze existuje podpostupnost’ (ktort opit’ oznaéime Qy)
tak, ze Qr(zr) — Q(z) s.v. Limitnd funkcia @ je zrejme neklesajica, takze existuje

f:= lim Q(R), 601
R— o0
Ak 6 = 0, potom zrejme nastava pripad (ii). Ukazeme, ze pre § = 1 resp. 6 € (0, 1) nastdva pripad
(i) resp. (iii).
Nech teda € = 1. Potom existuje Ry tak, ze Qx(Ro) — Q(Rpy) > % Zvolme xj, tak, aby

Qr(Ro) < / dp, + l

Bry(zk) k

Pre dané ¢ € (0, 1) zvolme R’ tak, aby Qir(R') = Q(R') > 1 — £ a nech yj, je také, ze
, 1
Qr(R) < dpg + -
Br/ (yr)

Pre k velké potom plati

/ dﬂk-i-/ duk>1=/ dpuk,
Br/ (yr) Brg (zk) "

takze BR’(yk) N Br, (.113]0 #+ () a Bp (yk) C BQR/+RO(I'k). V pripade (1) teda staci zvolitt R =
2R’ + Ry.
Nech kone¢ne 6 € (0,1). K danému € > 0 zvol'me Ry a postupnost’ xj (zavisli na ¢ aj Ry) tak,
aby (pre velké k platilo)
/ dpg >0 — €.
Bry(zk)

Oznacéme dalej o, = sup{R : Qr(R) < 0+¢}. Keby liminf aj < 0o, potom pre R > R > liminf ay,
(a vybrani postupnost’) dostavame Qy(R) > 0 + ¢, takze nemoze platit’ Qx(R) — Q(R) < 6, spor.
Plati teda aj — oo, takze (pre k velké) existuju R — oo tak, ze Qr(Ro) < Qr(Ri) < 0 + «.
Celkove dostavame

9—€</ d,ukg/ d,ukSQk(Rk)<0—|—5,
Brg (wk) Br,, (zk)

odkial’ plynie (iii). O

Poznadmka 12.4. Pripad (i) v Leme 12.3 zodpoveda relativnej kompaktnosti az na translacie.
Pripadu (iii) sa hovorf dichotémia, pripad (ii) nastdva napr. pre miery duy = (wk)~"/ 2e=l2*/k gy,

Pokracujme v dokaze kompaktnosti minimizujicich postupnosti funkcionalu ®. Nech je teda
{pr} C Ax minimizujica postupnost’ a polozme dup = (pr/N\)dz. Podla Lemy 12.3 existuje
vybrand postupnost’, pre ktord plati jedna z uvedenych alternativ (i),(ii) a (iii). Najprv sporom
dokazeme, ze v nasom pripade nastava alternativa (i).
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Predpokladajme teda najskor, ze nastdva alternativa (iii), t.j. existuje 6 € (0, 1) tak, ze pre kazdé

e > 0 existuju x € R" a Ry, R > 0, R — oo tak, ze plati (12.6). Polozme p; = PEXBrq (1)

P2 = PEXBS (a1) & P3,k = Pk — (p1.k + p2.k), kde B¢ oznacuje doplnok mnoziny B v R3. Potom
k

plati
®(pr) = ®(p1x) + ®lpog) +1— 11 —1I1I,

kde

I:/ pph j dz >0,
R3 '
2

1 2p1,k(%) P2,k (y) 1 / / A
I = — : : dedy < ——mM— dedy < ——— =0
2 //RSxRS |z —yl vy = Ry — Ro J Jrs xr? prLi(@)p2p(y) du dy < Ry — Ry ’

1 2 2 1 2
[ // (201, + 2p2.5 + p3.%) (@) p3.1 (y) dody < // i () 3,1 (y) dx dy
2 J Jr3xR3 |z —y| 2 J Jr3xR3

< Cillpkllessllpsklless < Co

2/3
okl < Collpslly’® < Cac™?,

kde sme pouzili (17.2), ohrani¢enost’ p,, v L1 N LP a (12.6). Odtial sthrnom dostédvame odhad

E, = lilgn ®(py) > limsup(Ea,x + Egoa) — Cyuel/?, (12.7)
k

kde o = ||p1,kll1/A & Br = ||p2,k|[1/A. Mozeme predpokladat’ oy, — a, B — B. Z (12.6) plynie

la— 0] <eal|B—(1—-0) <e. Pretoze funkcia A — E) je spojitd (dokazte!), plynie limitnym
prechodom € — 0+ z (12.7) nerovnost’

Ex > Eox + Eqi_g),

¢o je spor s (12.2).

Predpokladajme teraz alternativu (i), t.j. Qu(R) := sup, fBR(m) pr dx — 0 pre 'ubovolné R > 0.
Potom plati

// Pl )da:dy—/ pk(a:)</ Pr(y) dy)dm:I+II—|—III,
R3 xR3 |$—y| R3 ATUATTUAr |x_y‘

={y:|r—y|l <5},
AH:{y:5<|x—y|<M},
Ar={y:lz—vy |>M}

reg [ SO gy < Gl < 012
R3 xR3 ‘37— ‘3/2

Ir= %/RS pk(x)(sgp/BM(m) Pk (y) dy) da = Q’“gM)

1
IIT < —llox |-

// G
R3 xR3 ]x—y|

takze E) > 0, ¢o je spor s (12.3).

kde

HPkHl — 07

Odtial’ dostdvame
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Plati teda alternativa (i), takze existuju z € R™ tak, ze pre kazdé ¢ > 0 existuje R > 0 s vlast-
nostou fBR(aUc) prdx > X —e. Polozme py(z) = pr(z + x). Potom plati

/ ﬁkdacz )\—6, / ﬁkdIL‘SE (128)
Br Bg

Ukéazeme, 7e z postupnost’i funkcii pj, sa dd vybrat’ podpostupnost’, ktora konverguje v L' aj v LP
k minimizéru funkciondlu ® na mnozine A,.

7 ohranicenosti i, v LP(R?) a reflexivity LP(R®) plynie, ze moézeme predpokladat’ g — p slabo
v LP(R?). Pretoze {u € LP(R®) : u > 0} je konvexna a uzavretd, je tiez slabo uzavretd, takze
p > 0. Zo slabej konvergencie pr — p tiez plynie

/ ﬁkdx:/ ﬁkXBRdI%/ ﬁXBRda::/ pdz,
Br R3 RS Br

odkial’ vzhl'adom k (12.8) plynie
/ pdxr = A (12.9)
R3

Polozme dalej ®(p) = ®1(p) — 3P2(p), kde

_ > i _ p@)p(y)

Pretoze ®, je konvexny a spojity, je tiez slabo zdola polospojity v LP (R3), takze

lim inf ® (1) > ®1(p). (12.10)

Funkcional &5 mozeme pisat’ v tvare

B = [ ula) (7 # i) @) de = T 1T

Postupnost’ ﬁ * pr je podla (17.9) ohranicend vo W2P(Bg) a priestor W2P(Bg) je kompaktne

vnoreny do L¥ (Bg) (kde 1/p + 1/p’ = 1 a vyuzvame p > 6/5), takze (vybrans) postupnost
konverguje v LP (Bg) k nejakej funkcii . Postupnost’ g, konverguje slabo k g v L'(Bg), takze
ﬁ * Pp — ﬁ * p slabo v L'(BRr); z jednoznaé¢nosti slabej limity dostdvame ¢ = ﬁ * p. Plati teda

I= /B mm(%,*ﬁk)(:c)czm ] ﬁ(m)(ﬁ*ﬁ)mdx.

Ak definujeme ¥y = prx B¢, botom pre ¢len I1 dostdvame odhad

= [ D) ray < ol
R3 xR3 |35 -yl
< Gl * ]33 < Chllwe ]y < Cae/?,
kde sme okrem (17.2) a (17.3) pouzili (12.8). Z odhadov pre I a I plynie

Po(pr) = P2(p), (12.11)
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takze spolu s (12.10) dostdvame
limkinf O(pr) > P(p).

Pretoze podla (12.9) je p € Ay a g bola minimizujica postupnost’, musi

lim ®(py) = (p) (12.12)

a p je minimizér ® v Ay. Ostdva dokdzat’ silnti konvergenciu px k p v L' N LP. Z (12.10)-(12.12)
plynie ®;(px) — ®1(p), t.j- |prll, — l5llp,- Pretoze LP(R?) je uniformne konvexny a pp — p
slabo, plynie z konvergencie noriem pj, — f silno v LP(R?). Odtial tiez plynie pr — p v L. (R?),

a vzhladom k odhadom [,o prdr < ¢ a [yopdr < e tiez p, — p v LY(R®). Tym st vsetky
R R
avizované tvrdenia dokazané. [

V pripade intenzivne studovanej polynomidlnej nelinearity |u|P~!u z Prikladu 12.1 je na vylticenie
alternativy (ii) z Lemy o koncentrovanej kompaktnosti casto uzitoénd nasledujica lema.

Lema 12.5. (Lions) Nechn > 3 a p € (2,2*), kde 2* := 2n/(n — 2). Nech je {ur} C W12(R")

ohranicend postupnost’ spliajica

lim <Sup / |ug|P daz) =0 pre kazdé R > 0.
Br(y)

k—oo yER™
Potom u, — 0 v LY(R"™) pre kazdé q € (2,2%).

Doékaz. Pre s € (p,2*) definujme 6 € (0,1) vzt'ahom 1/s = (1 — 6)/p + 6/2*. Pre B := Bg(y)
potom z interpolaénej nerovnosti (17.3) a vnorenia W12(R™) < L?" (R™) plynie pre u € W2(R")

leallze sy < lullslpy luller ) < Cllull izl lullap).

takze ak zvolime s tak, aby 6 = 2/s, dostaneme

s(1-0)/p
s s s(1—-0 s
[ 1t de < Gl Nl sy < € (sup [ qupae) T [ 490 o
B Br(y) B

yeR™

(12.13)

Pre pevné R zvol'me také pokrytie R" gulami tvaru B = Bg(y), aby kazdy bod v R" bol obsiahnuty

v nanajvys K guliach z tohto pokrytia (pricom K nezavisi od z). Potom pouzitim (12.13) pre kazdu
z tychto guli a s¢itanim vyslednych nerovnosti dostaneme

s(1-0)/p 9 9
/ lu|® dz < KC’S(sup / |u|P da:) / (Ju|* + |Vul?) dz,
" Br(y) R™

yeR”

odkial’ plynie ux — 0 v L*(R™). Tvrdenie teraz plynie z interpola¢nej nerovnosti (17.3). O
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o -~ s < 1
III. Variacny pocet v R
V tejto kapitole budeme vysetrovat’ funkcionaly typu ®(u) = f; f (:U, u(zx), o (x)), kde
—o0 < a<b<+oo, u:[a,b]—>RN, f:[a,b]xRQN—ﬂR, f € CAR.

Mnohé tvrdenia budi mat’ lokalny charakter: v tom pripade samozrejme bude stacit’, aby f
bola definovand (pripadne mala isté vlastnosti) napr. pre (z,u,s) € [a,b] x D, kde D je vhodnd
podmnozina RV, Implicitne budeme predpokladat’ N = 1; pripadu N > 1 sa budeme venovat’ len
v poznamkach a prikladoch. Okrem beznych symbolov budeme pouzivat’ nasledujtice znacenie:

Cy = Ci([a,b]) := {u € C*([a,b]) : u(a) = u(b) = 0}.

Toto znacenie nie je tiplne Standardné: symbol Cg(£2) sa pouZiva aj na oznagenie uzdveru priestoru
D(Q) v C! norme pripadne na oznacenie priestoru C! funkcif s kompaktnym nosi¢om v €.

13. Regularita minimizérov a Eulerova rovnica

V tomto odstavci budeme vysSetrovat’ regularitu minimizérov ® v mnozine funkcii u spfﬁajﬁcich
okrajové podmienky u(a) = A, u(b) = B. Presnejsie, budeme skiumat’ (globdlne aj lokélne)
minimizéry ® v mnozinach

Ac i ={ue C([a,b]) : u(a) = A, u(b) = B},
A, = {u e WhP(a,b) : u(a) = A, u(b) =B}, 1<p<oo.

Zrejme Ac C A, C A, pre 1 < g < p < oo. Priestor Wh!(a,b) (absolitne spojité funkcie) je
zrejme najviacs mozny, na ktorom je ® ,rozumne” definovany (pre u € Whl(a,b) existuje u'(x)

s.v., v € LY(a,b) a f: v (x) dr = u(b) — u(a)).

Z Vety 10.6 a z poznamok a prikladov uvedenych za nou plynie nasledujica veta.

Veta 13.1. Nech je f(x,u,-) konvexnd a f(x,u,s) > Cqy|s|P — o(x), kde ¢ € L'(a,b) ap > 1.
Potom existuje globdlne minimum ® na mnoZine A;.

Rastovy predpoklad pre f vo Vete 13.1 sa d4 este zoslabit’ na podmienku typu f(z,u,s) > ¥(|s|),
kde 1 je zdola ohranicend a 1 (t)/t — oo pre t — 0.

Pretoze (lokdlne) maxima funcionélu ® zodpovedaju (lokdlnym) minimam funkciondlu —®, budeme
nase tvrdenia a definicie formulovat’ len pre minima. Nech A € {A¢c, A, : p > 1}. Povieme, ze
u € A je slaby (resp. silny) lokalny minimizér funkciondlu ® v A, ak existuje € > 0 tak, ze
®(u) < ®(v) pre kazdé v € A spliiajiice podmienku ess sup pefa 5 ([u(z) —v(z)|+ v/ (z) = (z)]) < &
(resp. maxge(q, |u(z) —v(z)| < €). Povieme tiez, Ze u € A, je lokdlny minimizér funkciondlu ®
v A,, ak existuje ¢ > 0 tak, ze ®(u) < ®(v) pre kazdé v € A, spliajiice podmienku lu—v|1, <e.
7 tychto definicii plynie, ze kazdy silny lokélny minimizér v A je slaby lokalny minimizér v A,
kazdy silny lokdlny minimizér v A, je lokalny minimizér v A, a kazdy lokdlny minimizér v A, je
slaby lokdlny minimizér v A,. Obréatené implikdcie vSeobecne neplatia (vid' Priklady 13.3, 13.4
a 13.5).

Cvicenie 13.2. Nech je ®(u) = f; f(x,u(x),u (x)) de spojity vo WP (a,b) a nech ug € C1([a,b]) je silny lokélny

minimizér ® v Ac (pre nejaké A, B). Ukézte, ze potom je ug lokdlny minimizér ® v A,.
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Priklad 13.3. (Scheeffer) Nech ®(u) = fol(u’2 + u/3) dz, u(0) = u(l) = 0. Kedze s2 4 s3 > 0 pre malé s € R,
je up = 0 slaby lokalny minimizér ®. Funkcional & je triedy C? vo W13(0,1), ®"(0)(w,w) > ||wH%,2 pre w €
W01’3(0, 1). Funkcia ug vSak nie je lokdlny minimizér ® v A3 = W01’3(0, 1): pre funkcie up definované afinne na
[0,h?] a [h2, 1], up(0) = up(l) = 0, up(h?) = —h3/2 a h — 0+ plati up, — 0 vo W3, ale ®(up) < 0 pre malé
h > 0.

Kedze funkcia ug nie je lokdlnym minimizérom vo W01’3, nemoéze byt ani silnym lokdlnym minimizérom. Pre
@y, = up/V'h dokonca plati sup |@y,| — 0, ale ®(@p,) — —oo pre h — 0+. Vhodnou aproximéciou i, v okoli bodu
h? dostaneme aj C! funkcie s rovnakymi vlastnostami ako .

Priklad 13.4. Uvazujme funkciondl ®(u) = fol[(u’)2 — (u/)*u?] dx s okrajovymi podmienkami u(0) = 0, u(1) = 0.
Ukézeme, ze ug = 0 je jeho lokdlnym minimizérom v Ay, ale nie je silnym lokdlnym minimizérom.

Ak 0 < lull1,4 < & < 1, potom 7 := max |u| = |u|(z0) > 0. Dalej [F0(u/)2dz > | [F°u’ dz|? = n?, [y (u')*u? dz <
n%et, takze ®(u) > n%(1 —e*) > 0 = ®(0). Nech uc je spojité, po castiach afinné funkcia, u:(x) = = pre = < ¢,
ue=1—-xzprex>1—¢, |[u|=c2ae/2<u.<eprex€ g, 1—¢]|. Zrejme ®(us) < 0 pre malé . Vo W*-okoli

ue modzeme teraz zvolit @i € O tak, aby ® (i) < 0.

Priklad 13.5. Nech a,b > 0. Ukdzeme, ze ug = 0 je lokdlnym minimizérom funkciondlu ®(u) = fol (au'? — 4bun’> +
2b:cu’4) dx v priestore X := W01’4(0, 1), ale nie je silnym lok&lnym minimizérom.

Predpokladajme v € X, |lul|lx < ¢ a ®(u) < 0. Potom existuje z € (0,1) tak, ze u/(z)?(a — 4bu(x)u’(z) +
2bzu’ (x)?) < 0. Kedze a + 2bxu/ (x)? > 2v/2abx|u/ (x)|, musi 4bu(x)u’(z) > 2v/2abz|u’ (x)|, a teda

JE < ()| g/ ! (8)| dt < (/ u'(t)4dt) M 0314 < cgB/4
2b 0 0

odkial € > ex'/* > \/a/(2b), ¢o je spor pre malé .

Pre funkcie u afinné na intervaloch [0,¢], [e,1] s hodnotami u(0) = u(1) = 0, u(e) = §, kde § < 1 a ¢ < &2, plati
®(u) < ®(0) = 0. Preto plati ®(@) < 0 aj pre vhodnt @ € A¢ leziacu blizko u napr. vo W4, takze ug = 0 nie je
silny lokdlny minimizér.

Ak je u minimizér ® v A, (resp. A¢) a oznacime ug p(z) = A+ (B—A)(x —a)/(b—a), potom je
v = u—ua g minimizér funkciondlu ®(v) = ff f(z,v(z) +uap(a), v (z) +u’A’B(x)) dx v priestore
W, " (a,b) (resp. C}). Funkciondl ® je pritom konvexny resp. koercivny na konvexnej mnozine A,
(alebo A¢) prave vtedy, ked’ je ® konvexny resp. koercivny vo WO1 P(a,b) (alebo C}).

Ak funkcia f spiﬁa predpoklady prislusnej vety o diferencovatelnosti funkcionalu ® v priestore
WLP (resp. C1), potom je zrejme tiez ® diferencovatelny a z definicie (slabého) minimizéru vyplyva
@' (u)h = @ (u — ua p)h = 0 pre kazdé h € C}. Pretoze priestor C}([a,b]) je husty vo W,*(a,b)
pre p < oo, plati ®'(u)h = 0 v pripade u € A, tiez pre h € Wol’p(a, b). Pretoze

&' (u)h = / (fu(z,u(@), v (2))h(z) + fs(z,u(@), ' (z))W () dz,

je u slabym riesenim okrajovej tilohy

d

—d—fs (x,u(x),u'(a:)) + fu (a:,u(x),u'(x)) =0 v (a,b), u(a) = A, u(b) = B. (13.1)

x
Pre u € C'([a,b]) okrem hladkosti funkcie f na odvodenie tohto faktu nepotrebujeme Ziadne
d’alsie podmienky; pre u € WP (a, b) musime od f okrem hladkosti pozadovat rastové podmienky
v premennej s. Pre hladanie extrémov pomocou rieSenia tlohy (13.1) je teda dolezité vediet’
dopredu nieco o hladkosti pripadného minimizéra.

Tvrdenie 13.6. Nech f je triedy C3, nech je ohranicend zdola a spl/ﬁa podmienku fss > 0. Ak
je u silny lokdlny minimizér ® v Ay, potom existuje uzavretd mnozina ¥ C |a,b] miery 0 tak, Ze
u € CH([a,b] \ ) a pre kazdé x € ¥ existuje lim,_,, v’ (y) = +oo0.

Ak navyse f nezdvisi od x alebo od u a lim|g o f(z,u,s)/|s| = oo pre kazdé x € [a,b] a u € R,
potom ¥ =0, t.5. u € C'([a,b]).
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Poznamka 13.7. Mnozina ¥ v Tvrdeni 13.6 sa nazyva Tonelliho mnozina podla L. Tonelliho,
ktory v r. 1915 dokazal prvi verziu uvedeného tvrdenia (vid’ [56]). To, Ze mnozina ¥ za danych
predpokladov skutoéne moze byt’ neprézdna, ukazali az J. Ball a V. Mizel v r. 1985 (vid’ [4], kde
mozno tiez najst’ dokaz Tvrdenia 13.6). V ich priklade ma funkcia f tvar f(x,u, s) = (x*—u)?|s|P+
gls|?, kde € > 0 a p > 27; vid' tiez Priklad 13.10. Prazdnost’ mnoziny ¥ mozno dokézat’ aj v inych
pripadoch nez su spomenuté v Tvrdeni 13.6: napr. ak f spiﬁa vhodné rastové podmienky (vid’
Vetu 13.11). Podobne existenciu Tonelliho mnoziny mozno dokézat’ aj za inych predpokladov ako
v Tvrden{ 13.6: napr. miesto f € C3, fs, > 0 staéi spojitost’ f v x, lokdlna lipschitzovskost’ v (u, s),
striktnd konvexita a istd superlinearita v gradientnej premennej s (vid’ napr. [17]). Konvexitu f
v premennej s tiez mozno z predpokladov vylucit’ (vid’ [18]); v tom pripade vSak bude minimizér
len lokélne lipschitzovsky v [a,b] \ ¥. Takymto prikladom sa budeme venovat’ pri vySetrovani
minimizérov, ktoré su po éastiach C*.

Funkcionaly v nasledujucich prikladoch maji pozoruhodnu vlastnost” ich infimum v mnozine A,
je vacsie nez ich minimum v mnozine A;. Na tento jav prvykrat poukazal M. Lavrentiev v r. 1926
(vid’ [38]). Takmer stucasne L. Tonelli ukazal (vid’ [57]), Ze takyto jav nemdze nastat’, ak sa napr. f
da napisat’ v tvare g+ h, kde |g(x, u, s)|+ |hy (2,1, 8)| < M(Ju])(1+]s]) a M : RT — RY je rasttica.

Priklad 13.8. (Lavrentievov jav; Mania [43]) Uvazujme funkciondl ®(u) = fol f(z,u,u") dz s okrajovymi podmien-
kami u(0) = 0, u(1) = 1 a Lagrangidnom f(z,u,s) = (z — u®)2s%. Ak p < 3/2, potom je zrejme ui(z) = x'/3

globalny minimizér ® v Ap a ®(u1) = 0. Ukdzeme, Ze ak p > 3/2, potom inf 4, ® > 0.

u(zx) 4 Predpokladajme teda p > 3/2 a zvolme u € A,. Sporom najprv
dokdzeme, ze existuje x € (0,1) tak, ze u(z) < %xl/?’. Nech
naopak u(z) > %xl/?’ pre véetky = € (0,1). Potom pre kazdé
z € (0,1) s vyuzitim Holderovej nerovnosti dostdvame

[[ul|? > /Ow /[P dt > (/Ow " dt)p/(/oz 1dt)p_1

u(x)P 1
L 1/s _ (z) > — p1-2p/3
53T xp—1 4p
pre x — 04, spor.

Pretoze u(z) > %x1/3 pre x = 1, existuju 0 < a < B < 1 tak, ze

1

— o0

...................... 1.1/3
e 4 al/3 51/3 21/3 21/3
u(a):Ta u(ﬁ): 2 ’ TSU(I')S Tv .’EE(a,ﬂ).
> Odtial potom plynie okrem iného x > 8u? pre = € [a, 3], takze
0 a [ 1 =z

o> [t e (0 [ ewrars (17 ([ aww) /(1)

™21 o3 1 9/3\6 5 7\21 1 1 a,2/3\6 a\5 7\2/7 3 \6

= (- — - — — =(=-) —— — — (= - — > = — ) .

(5) (377 —55e*) Jo-0 = (3) w5 (1-33) /(1-3) 2 (5) ()
Cvicenie 13.9. Uvazujte funkciondl ® a jeho minimizér u; z Prikladu 13.8. Nech v, € A, pre p > 3/2, v, — w1
v Ai. Ukézte, ze potom ®(ur) — oco. Ukdzte tiez, ze infa,,, ®>0.

Priklad 13.10. Nech ®(u) = f_ll f(z,u,u) dz, kde f(z,u,s) = (u® — 23)25%0 + es? a u(41) = £1. Ukdzeme, ze
pre € > 0 malé je min 4, ® < inf4__ ® a pre prislusny minimizér v A; je Tonelliho mnozina neprézdna.

Existencia minimizéra u v A plynie z Vety 13.1. Vzhladom k symetrii tilohy mézeme predpokladat’ u(0) < 0. Keby
bola derivécia u v okoli nuly ohrani¢end, potom by existovali 0 < o < 8 < 1 tak, ze u(a) = 0, u(f) = (ﬁ?’/Q)l/5
a0 < u(z) < (z3/2)'/° pre z € (a, B). Podobne ako v Priklade 13.8 dostaneme

D(u) > /j(u5 — 232 ()2 da > /O:B ulf ()20 dx > (,3—1a)19(/aﬁ Vuu! da:)2
914

= w(§)2o(f)6 = 320 1

signz a € malé ale plati ®(u1) = 15—85 < I, ¢o je spor. Z odhadov vyssie pre takéto € tiez plynie

0

Pre ui(zx) := |z[3/°

infg  ®>1>miny, ®.
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Veta 13.11. (Regularita minimizéra vo W) Nech p > 1 a p’ = p/(p — 1). Predpokladajme, Ze
f e C%(la,b] x R?), Ze existuje spojitd fss, funkcie go € L'(a,b), g1 € LP (a,b) a neklesajica
funkcia M : Rt — R tak, Ze pre vietky ., u, s plati

| ful@,u, 8)| < M(Ju])(go(z) + Cls|?),
|fs(@,u, 8)| < M(Jul)(g1(x) + Cs[P~1).

Nech ug je lokdlny minimizér ® v mnozZine A,. Nech fss (m,uo(m),s) > 0 pre kazdé x € [a,b),
s € R, a nech funkcia fo(z,uo(z),-) zobrazuje R na R pre kazdé x € [a,b]. Potom ug € C*([a,b]).

Dékaz. 7 Cvicenia 3.8 (vid’ rastové predpoklady (3.6) pre ¢ = 1) plynie, ze ® : W1P(a,b) — R je
triedy C!, takze ®'(ug)h = 0 pre vietky h € Wol’p(a, b). Odtial

b
/ [fu (@, uo(z), ug () h(z) + fs(z, uo(x), ug(z)) b (x)] dz =0 (13.2)
pre vsetky h € VVO1 P(a,b), takze integrovanim per partes dostaneme, Ze pre funkciu

H(I) = fs(:L‘,UO(JJ)7U6(ZE)) - /x fu(§7u0(€)7u6(£)) d§ (133)

plat{ f:H(:c)h’(x) dx = 0 pre vsetky h € Wy"%(a,b). Pretoze mnozina {h' : h € W " (a,b)}
obsahuje funkcie ¢ € D(a,b) s vlastnost'ou ff p(x) dxr = 0, existuje podl'a du Bois-Reymondovej
lemy (Lema 17.12) konstanta C' tak, ze H(x) = C' s.v.

Pre x € [a,b] a s € R polozme

F(x,s) = fs(z,uo(z), s) — /I fu(§ u0(€), up(6)) d — C. (13.4)

Funkcia F je triedy C%' a Fy(z,s) = fos(z,uo(z),s) > 0. Pretoze F(z,-) je rastica a podla
predpokladov zobrazuje R na R, existuje pre kazdé = € [a,b] jediné s = s(x) tak, ze F(x,s) = 0.
Z vety o implicitnej funkcii d’alej plynie, ze funkcia s : [a,b] — R je spojita. Pretoze F (:1:, ug (:c)) =
H(z) — C = 0 s.wv., musi uy(x) = s(x) s.v. Funkcia uy je absolitne spojitd, takze wug(x) =
A+ ff s(t) dt. Kedze s je spojitd, plati u{, = s vSade, a teda u( : [a,b] — R je spojitda. O

Poznamky 13.12. (i) Z dokazu Vety 13.11 plynie, Ze analogické tvrdenie o regularite plati pre
vSetky kritické body daného funkcionalu (nielen minimizéry).

(ii) Ak st predpoklady vety o funkcii fq(x, ug(x), ) splnené len lokélne (t.j. v okoli nejakého bodu
70), potom z dokazu plynie, ze prislusny minimizér ug bude lokalne triedy C*.

Cviéenie 13.13. Nech g € C1(R) a ug je lokdlny minimizér funkciondlu ®(u) = ff((u’)2 + g(u))dx vo W(}’Q(a, b).
Uk&zte, ze ug € CL.

Priklad 13.14. Nech g € C!(R) a uvazujme funkciondl tvaru ®(u) = f(f((u’)2 +g(u)) dz s okrajovymi podmienkami
u(a) = u(b) = 0. Predpokladajme , ze ug = 0 je slaby lokdlny minimizér. UkdZzeme, Ze potom je ug tiez silny lokédlny
minimizér (porovnajte napr. s Prikladmi 13.3, 13.4 a 13.5).

Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat’ g(0) = 0. Kedze ®'(0)h = fé) g'(0)hdz = 0 pre kazdé h € C{,
plati ¢’(0) = 0. Ukdzme najprv, Ze ug je lokdlny minimizér vo W01’2(a,b). Predpokladajme opak, t.j. Zze existuju
v € Wol’Q(a7 b) tak, ze ||vg||? := f:(v;)Q dxr — 0, ale ®(vg) < 0. Vzhladom k tomu, ze ® je slabo sekvencidlne zdola
polospojity vo Wol’2 (vid Cvicenie 4.14), existuje jeho minimizér u; na mnozine By = {u € Wg’2(a,b) Clull <
ok} Zrejme e := |lug| € (0, ||vg|]] & ur je minimizér ® na mnozine Si := {u € Wol’z(a,b) : W(u) = €2}, kde
U(u) := ||u||?. Z Vety 6.1 plynie existencia multiplikdtorov Ay tak, ze ®'(ug) = A\ ¥’/ (ug), takze

b
/ (2uh' + ¢ (uk)h — 22 puh’) dx = 0 pre kazdé h € W01’2(a, b).
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Odtial rovnako ako v dokaze Vety 13.11 dostdvame existenciu konstant Cy, tak, ze
xT
2(1 — A\p)up(z) = C —l—/ g (ug(€))d¢  pres.v. z € (a,b). (13.5)
a

Kedze ®(ug) < ®(tug) pre ¢t € [0,1], musi platit’ &' (ug)ur < 0, takze A\ < 0. Pravd strana v rovnosti (13.5) je
C! funkcia, takze up € C? a 2(1 — A)uy = g'(uy). Z ohranicenosti uj vo W12 teraz plynie, ze up s rovnako
ohrani¢ené v C? a z Arzela-Ascoliho vety dostdvame relativnu kompaktnost’ tejto postupnosti v Ct. Mézeme teda
predpokladat’, Ze vybrana postupnost’ z {uy } konverguje v C'. Kedze u, — up vo W12, je limita najdenej vybranej
postupnosti v C! tiez ug, ¢o je spor s predpokladom, Zze ug je slaby lokdlny minimizér.

Ukéazme teraz, ze ug je silny lokdlny minimizér. Predpokladajme opak. Potom existuju wy € W01’2(a,b) tak, ze
sup |wg| — 0 ale ®(wyg) < 0. KedZze ug je lokdlny minimizér vo W01’2, existuje £ < 0 tak, ze ||lwg| > ¢, a teda
0> &(wy) > &2+ fabg(wk) dx. Z Lebesgueovej vety vsak plynie ff g(wy) dz — 0, ¢o déva spor.

Ijvahy, ktoré sme pouzili na dokaz faktu, ze slaby lokalny minimizér funkciondlu ® musi byt lokdlny minimizér vo
W01’2, sa daji pouzit’ aj na (nenulové) lokdlne minimizéry funkcionalov tvaru ®(u) = [,(|Vul? + g(z,u)) dz, kde
QCR*ag spfﬁa vhodné rastové podmienky. Takéto tvrdenia sa potom daji pouzit’ na dokaz multiplicity rieSeni

prislusnych tloh, vid’ napr. [10, 25].

Cvicenie 13.15. Nech ®(u) = [ ((v/)? 4 g(u))dz, kde g € C?, g(0) = ¢’(0) = 0 a u(0) = u(w) = 0, uo = 0.
Ukéite, Ze ak je g”’(0) > —2, potom je ug silny lokélny minimizér, a ak g’ (0) < —2, potom g nie je minimizér ani

maximizér. Dalej vysetrite ug pre g(u) = —u? + u?.

Veta 13.16. (Eulerova nutni podmienka) Nech f : [a,b] x R* — R je triedy C%', nech je ug €
C([a,b]) slaby lokdlny minimizér ® na mnozine Ac. Potom je funkcia x — fo(z,uo(z), uy(z))
triedy C*([a,b]) a pre kazdé x € [a,b] plati Eulerova (alebo tieZ prud Euler-Lagrangeova) rovnica

_ifs (x,uo(x),u6($)) + fu(xauO(x)7u6($)) = 0.

dx
Doékaz. Funkcional ® : Clla,b] — R je diferencovatelny a pre kazdé h € C§ plati &' (ug)h = 0.
Pre kazdé h € C} teda plati (13.2), a teda tiez ff H(z)h'(z)dz = 0 pre vietky h € C§, kde H
je definovand v (13.3). Z du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) plynie existencia konstanty C
tak, ze H(x) = C s.v.; pretoze H je spojitd, musi H(x) = C vSade. Z definicie H plynie teraz

fo(@suo(@), () = C + / L (o), u(6)) de. (13.6)

Pretoze prava strana v (13.6) je spojite diferencovatelnd, m4 tuto vlastnost’ aj ava strana. De-
rivovanim (13.6) dostaneme Eulerovu rovnicu. [

Poznamky 13.17. (i) Riesenia Eulerovej rovnice sa nazyvaji extremadly. Z dokazu Vety 13.16
vidiet’, ze tvrdenie vety plati pre l'ubovolny kriticky bod wuy funkciondlu ® (t.j. pre ug € A¢ také,
7e ®'(ug)h = 0 pre vietky h € C3). Zrejme plati aj obratené tvrdenie: Ak pre ug € Ac je funkcia
fs(z,u0(z), uf(z)) triedy C* a je splnend Eulerova rovnica, potom je ug kritickym bodom & (staci
vynasobit’ Eulerovu rovnicu funkciou h € C}, zintegrovat’ pre x € [a,b] a pouzit’ integrdciu per
partes).

(ii) Nech f € C%' : [a,b] x R*> = R, p > 1, nech je ug € WP (a,b) slaby lokdlny minimizér ® na
mnozine A,. Ak je ® : WP(a,b) — R diferencovatelny, potom ®'(ug)h = 0 pre vietky h € C{d,
takze podobne ako v dékazoch Viet 13.11 a 13.16 dostavame pre funkciu H definovani v (13.3)
H(x) = C s.v., takze

fs(z,u0(z), up(z)) = /l‘ fu(&uo(€),u(8))dE+C sv. v [a,b]. (13.7)

Takyto integrovany tvar Eulerovej rovnice sa d4 odvodit’ aj za vSeobecnejsich predpokladov.
(iii) Lahko sa vidi, ze anal6gia Vety 13.16 plati aj pre N > 1 (vyslovte ju a dokézte!).
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Cviéenie 13.18. Nech g € C'(R). S pouzitim Cvi¢enia 13.13 a Vety 13.16 ukazte, ze (lubovolny) globdlny mini-
mizér funkciondlu ® z Cvicenia 4.14 je C? funkcia a je riesenim Eulerovej rovnice —2u’’ + ¢/(u) = 0. Dalej ukézte,

zepre K >4ag= _KQX[I,OO) je globdlnym minimizérom ® funkcia ug (z) = min(Kz,1, K(1 — z)).

Priklad 13.19. (Klasickd mechanika) Uvazujme systém n hmotnych bodov s m stupnami volnosti, ktorych poloha

je dand (zovSeobecnenymi) sdradnicami ¢ = (q1,92,...,9m), & nech v ¢ase to plati ¢(to) = go. K zédkladnym
problémom klasickej mechaniky patri uréenie polohy g v ¢ase t > tg. Oznactme ¢ = %1 sdradnice rychlosti, T'(t, q, q)

kinetickd a U(t, q) potencidlnu energiu. Potom Hamiltonov princip (1835) hovori, Zze pohyb uvazovaného systému
v Case [to,t1] bude popisany funkciou q : [to,t1] — R™, ktord bude kritickym bodom funkcionéglu ué¢inku ®(q) =
fttol L(t,q,q)dt, kde L(t,q,q) = T(t,q,q) — U(t,q) je Lagrangeova funkcia daného systému. Prislusnd Eulerova
rovnica ma zrejme tvar %(Lq) = Lq. Specidlne, ak uvazujeme pohyb jedného hmotného bodu v ¢asove nemennom
potencidlovom poli U(t, q) = U(q) a predpokladdme T'(¢,q,q4) = T(4) = %m\d|27 potom mé& uvedend Eulerova rovnica
tvar mg = —VU(q), ¢o je Newtonov pohybovy zdkon.

Hl'adand funkcia pritom nemus{ minimalizovat’ ® (pokial rozdiel ¢t; — tp nie je ,maly”). Ak napriklad uvazujeme

kl'udovy stav hmotného bodu s hmotnostou m = 2 upevneného na strunu, ktord nan pri jeho pripadnej (jed-
norozmernej) vychylke g posobf silou —mgq, potom L(t,q,q) = ¢*> — ¢> a pre t; — tg > 7 nebude ¢ = 0 minimizérom
®, ale jeho sedlovym bodom (vid’ napr. Priklad 14.14).

Ak uvazujeme uzavrety systém (t.j. su¢et T + U je konStantny), potom pri hladani kritickych bodov funkcionalu
ucinku moézeme funkciu L = T —U zrejme nahradit’ funkciou 27 = L4 (T+U), t.j. hladdme kritické body funkcionélu
P (u) = fttol 2T (t,q, ¢) dt (Maupertuisov princip).

Cvicenie 13.20. (Cykloidélne kyvadlo, Huygens) Uréite pohyb kyvadla, ktorého zdvazie sa pohybuje po cykloide
(t.j. z = alp +siny), y = a(l — cosp)). Ukdzte, ze doba kyvu nezdvisi na amplitide.

Priklad 13.21. (Keplerove zdkony) Uvazujme periodicky rovinny pohyb hmotného bodu v centralnom poli (t.j. poli,

kde potencidl z4visi len od vzdialenosti od pociatku). V polarnych siradniciach méa kinetickd energia tvar T =
1
2
0= %L,: — Ly = m#¥ — mrg? + k/r?. Prvéa rovnica vyjadruje prvy Keplerov zékon, z druhej sa pri vyuziti prvej da

m(7? + r2¢?) a pre potencidl tvaru U = —k/r (kde k > 0) dostdvame Eulerove rovnice const = L, = mr?,

I'ahko odvodit, Ze uvazovany pohyb bude prebiehat’ po elipse (vid napr. [9]) a tiez vztah pre podiel T2 /a3, kde T je
doba obehu a a je dizka hlavnej poloosi danej elipsy.

Priklad 13.22. (Geodetické krivky na sfére) Majme dva body A, B na jednotkovej sfére S v R3 také, ze A # —B a
hPadajme C!-krivku v S spéjajicu A s B s minimélnou dlzkou. Ak je sféra popisand lokélne pomocou troch funkcif
x,y, z dvoch premennych u,v a s je parameter dlzky krivky, potom pre jeho diferencidl ds plati

(ds)2 = (dat:)2 + (dy)2 + (dz)2 = P(u,v) (du)2 + 2Q(u,v) dudv + R(u,v) (dv)Q,

kde
P:xi—l—yﬁ—i-zg, R::Bg—i-yg—l—zg, Q = TuTy + YuYv + 2uzv.

Zvolme na S polarne sdradnice
r =sinu cosv, Yy =sinu sinv, 2z = cosu, 0<u<nm, —wn<v<m,

tak, aby pre stradnice bodov A, B platilo v4 = vg =0, 0 < ugy < up < w. Pre krivku ¢ v S spajajicu bod A
s bodom B a popisani funkciou v : [ua,ug] — [—7, 7], v(ua) = v(ug) = 0, s vyuzitim P =1, Q =0 a R =sin?u
dostavame pre dlzku ¢ vyjadrenie

up

upB
d(v) = / (P(u,v) +2Q(u,v)v" + R(u, U)v’2)1/2 du = / (1+ v'? sin? u)1/2 du.

A A

Funkcionél ® je striktne konvexny a Eulerova rovnica v’ sin? u = C’(l + v'? sin? u)1/2 ma rieSenie v = 0, takze ide
o globdlny minimizér. Hladanou krivkou (a d4 sa ukdzat, Ze nielen v triede vyssie uvazovanych kriviek) je teda cast’
hlavnej kruznice, prechddzajicej bodmi A,B. Kazd4 hlavné kruznica je teda geodeticks krivka (lokdlne minimalizuje
vzdialenost’ medzi jej bodmi).

Existencia (viacerych) uzavretych geodetickych kriviek na kompaktnej Riemannovej variete patri k sldvnym prob-
lémom variaéného poctu; vyznamny pokrok v tomto smere urobili Ljusternik a Schnirelman koncom 20-tych rokov

20. storocia.



54

Priklad 13.23. (Minimélny ¢as na prepldvanie rieky) Predpokladajme, ze lod’, ktord je schopnd vyvinit maximalnu
rychlost’ 1, ma prepldvat’ z jedného brehu rieky (z bodu [0,0]) na druhy (do bodu [b, B]), kde brehy rieky st
rovnobezné s osou y (t.j. Sirka rieky je b) a rychlost’ priadu r zdvisi iba od z-ovej sdradnice, r(z) € (0, 1).

B Ak oznacime 6 € (—m/2,7/2) uhol, ktory zviera smer pohybu lode s osou z, potom
skutotnd rychlost’ lode je v = (cosf,r + sinf) a ¢as potrebny na prepldvanie je T =
fob 1/cosfdx. Ak je u : [0,b] — R hPadand draha (u(0) = 0, u(b) = B), potom
u' = (r + sin )/ cos 0, odkial (vzhladom ku cos @ > 0)

o8 = [u'r + /()2 + (1 r2)(L+ w2/ (1 + )

po dosadeni do funkcionélu ¢asu T a uprave dostaneme

b
1
T(u) = /0 [ay/1 4 (au’)2 — o2u/r] dz, kde o= ik

Pre Lagrangian f(z, s) plati fss > 0, takze funkcional je striktne konvexny. Z Eulerovej

rovnice au’ = [C(1 — 72) + r]/1 + (au’)? dostaneme

u?[(1-Cr)? - C% = [C(1 —r?) +7]?
B — BT
pre vhodnt konstantu C, takze musi (1 — Cr)2 — C? > 0s.v. a

b b 1— 2
B:/u'daz: ol )4
0 (1-Cr)2 - C?

Podmienka pre C' sa d& tiez napisat’ v tvare C € (—(1 —r)~ L (1 4+ r)71) s.v. Ak
A je r konstantné, potom vhodnou volbou C' dosiahneme zrejme 'ubovolni predpisant
hodnotu B. Ak je véak napr.b=1/6ar(z) = %(1—3&7), potom r € [%, %] a hodnoty B,
ktoré dostaneme pre C' € [—4/3,2/3], vyplnia len ohranigeny interval hodndt [B—, B1],
4 pricom napr. Bt sa nadobtida pre C = 2/3:

T = — r= — + — = 0.67.
5—12r 4+ 472 2

V12 + 922 16 3

Interpretacia: Pre hodnoty B > B™ bude prva cast’ idedlnej drahy spocivat’ v plavbe

B+:/b 2+ 3r — 2r2 1/1/66—3x—9z2d 7  In2
0 0

popri ,rychlom” brehu az do vzdialenosti B — BT; pre B < B~ bude zaverecna &ast’

r(z) = 1_2396 drahy spocivat’ v plavbe proti pridu pri ,pomalom” brehu. Podobne, keby napr. b =1,
r(z) = min(1/4 + z,5/4 — x), potom by pre velké B Cast’ optimdlnej drdhy spocivala
v plavbe po pride v strede rieky (a teda by nebola funkciou premennej x).

Uvedeny priklad je velmi §pecidlnym pripadom tzv. Zermelovho naviga¢ného problému, vid’ napr. [14].

Priklad 13.24. (Ramseyov model z ekondémie; tloha o optimélnej spotrebe) HlPadajme maximum funkciondlu
fOT e U (c(t)) dt, kde funkcia ¢ : [0,T] — (0,00) reprezentuje spotrebu, U € C2(0,00) je tzitkova funkcia
spfﬁajl’lca podmienky U’ > 0, U” < 0 a § > 0 je parameter, ktory zodpoved4 miere netrpezlivosti spotrebitela.
Ak u = wu(t) oznacuje kapitdl, p = p(u) produként funkciu a r > 0 koeficient znehodnocovania kapitdlu, po-
tom pre u dostdvame diferencidlnu rovnicu v'(t) = p(u(t)) — ru(t) — c(t), takze madme maximalizovat’ funkciondl
d(u) = fOT e 0tU (p(u(t)) — ru(t) — u'(t)) dt. Uvazujme okrajové podmienky u(0) = A > 0, u(T) = 0 a uvazujme
tiez pre jednoduchost’ pripad p(u) = qu, kde ¢ > 0 (¢ mo6ze predstavovat’ urok, r inflaciu). Ak oznatime m :=q —r,
potom mé podintegrana funkcia f tvar f(t,u,s) := e %*U(mu — s) a Eulerova rovnica mé za predpokladu u € C?
tvar (v —mu ) U" (mu—u') = (m—486)U’' (mu—u'). Pre c = mu—u’, dostdvame teda rovnicu U (¢)c’ +(m—48)U’ (),
odkial U’ (c) = Ce~ (M=%t Specidlne pre U(c) = Inc dostdvame c(t) = Cel™=9t y(t) = emt(Cy 4 Cae~ %), takze
vzhladom k okrajovym podmienkam

-6t _ _—6T (m—28)t
u(t) = Ae™E c e(t) = 6A167
— €

1— e 96T ’ —6T
S pouzitim tedrie pola extremdl (vid Veta 15.11) je jednoduché dokézat, ze ndjdend funkcia u je globalnym
maximizérom funkcionglu ® medzi vietkymi C! funkciami spfﬁajﬁcirni dané okrajové podmienky a podmienku

mu — u’ > 0. Najdite optimalnu spotrebu pre § = 0.
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Priklad 13.25. (Weierstrass) Nech ®(u) = fil 22 (u)? dx pre u € WH2(—1,1), u(—1) = —1, u(1) = 1. Funkcion4l
® je konvexny, ale nie je koercivny. Ak je u slaby lokalny minimizér, potom z (13.7) dostaneme rovnicu 2u’z? = C,
ktord nem4 riesenie ani v triede Ay (C/x? ¢ L pre C # 0).

Priklad 13.26. (Hilbert) Uvazujme funkcional ®(u) = fol x2/3(u’)? dzx s okrajovymi podmienkami u(0) = 0, u(1) =
1. Riesenim FEulerovej rovnice z2/34 = C dostaneme podozrivi funkciu ug(x) = xl/?’, ktora sice nepatri do
W12(0,1), ale ®(ug) < oo. Ukazme, 7e ide o globdlny minimizér v triede A;.

Predpokladajme naopak, ze existuje v € A1 a n > 0 tak, ze ®(v) < ®(ug) —n. Pre § € (0,1) oznacme Ps5(u) =
f; x2/3(u)2 dx a vs = v|(5,1]- Kedze ®5(vs) < oo, plati vs € W12(§,1). Funkciondl ®s je konvexny, koercivny
a spojity na mnozine Ay 5 := {u € WH2(5,1) : u(d) = v(d), u(l) = 1}, takZe existuje jeho globalny minimizér
us. Podla Vety 13.11 je us triedy C!. RieSenfm Eulerovej rovnice dostaneme ugs(z) = Csxz'/3 +1 — Cs, kde
Cs = (1 —v(5))/(1 —6/3) = 1 pre § — 0+. Zrejme plati

D(ug) —n = ®(v) = B5(vs) = Ps(us) = B(uo),

¢o je spor. Ukézte tiez ®(ug +v) = ®(ug) + ®(v) > ®(uo) a s pomocou per partes ukdzte, ze substiticia u = z'/3v

vedie k minimalizécii funkcionalu ®(v) = % —+ fol 279 (v (2))? de.

Cvicenie 13.27. Ukéite, ze ug(z) = x'/3 je globdlny minimizér funkciondlu ®(u) = fol 22 (u')* dz na mnozine
{u e WH1(0,1) : u(0) = 0, u(1) = 1}.

Priklad 13.28. Nech ®(u) = f_ll x2/5(u)2 dx pre u € WH2(—1,1), u(—1) = —1, u(1) = 1. Funkciondl & je
konvexny (a kvadraticky), nie je koercivny. Z (13.7) dostaneme jedint podozrivii funkeciu ug(z) = z3/5. Dahko sa
overi, ze pre h € Wy ?(—1,1) plati ®'(uo)h = 0, " (ug)(h,h) = 2 [, 22/5(k')2 dz > 0, ¢o vzhladom k tomu, ze ide
o kvadraticky funkcionél, znamenda ®'(u)(h,h) > 0 pre kazdé u € W1 2(—1,1), takze uo je globdlny minimizér.

Cvigenie 13.29. (Hilbert) Nech ®(u) = fol (2%(u')? + 12u?) dz, u(0) = A, u(1) = 1. Ukdzte, ze  nadobida svoje
infimum v triede A2 prave vtedy, ked A = 0. Oznacme dalej [ 4 := inf 4, ®. Ukdzte, ze [4 = Ig pre kazdé A.

Cviéenie 13.30. Nech ®(u) = fol(:c(u’)2 +u?/x)dz, u(0) = 0, u(l) = 1. Ukézte, ze uo(xr) = = je globalny

minimizér v triede As.

Priklad 13.31. Nech ®(u) = f12 %mdm pre u spinajice okrajové podmienky u(1) = v/3, u(2) = 0.
Funkciondl ® je koercivny v Ay len pre p = 1; priestor W11 nie je reflexivny. Funkcia f(z,u,s) = %\/1—1—732 je pre
dané z triedy C? s ohrani¢enymi derivdciami, takze ® je triedy C!' vo WP pre kazdé p > 1. Integraciou (13.7)
dostaneme pri hfadani minima ® jedint podozrivii funkciu ug(z) = v/4 — 2. Zrejme ug nie je triedy C1, ug € WhP
prave ked p < 2. Plati fss(z,u,s) = %(1 +52)73/2 > 0, ale ® nie je triedy C? vo WP pre p < 2. Pretoze je viak
® konvexny a v priestore WP pre 1 < p < 2 plati ®'(ug)h = 0 pre h € W&’p, je up globélny minimizér ® v A,.
Zo spojitosti ® vo W1:1 plynie, Ze ide aj o globélny minimizér v A;. Toto sa d4 dokdzat’ aj priamo, pretoze ® je
konvexny vo W1 a v tomto priestore plati 0P (ug; h) = 0 pre kazdu h € Wol’l. Ktory z predpokladov Vety 13.11

nie je splneny?

Priklad 13.32. Nech ®(u) = f(;r/Q VuZ + (u)2dz, uw(0) = u(r/2) = 1. Funkciondl ® je zrejme konvexny; jeho
pripadny kriticky bod teda bude globdlnym minimizérom. Eulerova rovnica pre u # 0 mé tvar u”u — 2(u’)? = u?,
t.j. (1/u)” = —(1/u); jej riesenim st funkcie tvaru u = Ci/sin(z + C2). Z okrajovych podmienok dostaneme
extremalu ug(z) = 1/[v/2sin(xz + 7/4)], ktord je teda globdlnym minimizérom. Funkciondl & sice nie je striktne
konvexny vo W11(0,7/2) (uvazujte funkcie s disjunktnymi nosi¢mi), ale funkcia @(t) = ®(ug + th) je striktne
konvexnd pre kazdé h € C} (dokdite), takze ug je jediny minimizér ® v A;. Pre funkciondl ® na intervale [0, 1]

s okrajovymi podmienkami u(0) = 0, u(1) = 1 pritom minimizér v A; neexistuje (vid Cvicenie 4.11).

Priklad 13.33. Nech ®(u) = ff uw' (14+22u') dx pre u € W12(1,2) a vySetrujme extrémy ® pre okrajové podmienky
u(l) = —1, u(2) = 1. Pretoze ®"(u)(h,h) = f12 222 (k' (z))%2 dx > c||h||? pre vhodné C > 0 a pre vietky h €
Wol’g(l, 2), existuje jediny lokdlny minimizér ® v Ay a sticasne ide o minimizér globalny. Vzhladom k Vete 13.11 je
toto minimum C'-funkcia. Eulerova rovnica mé tvar 1 + 2z2u’ = C. Rieenim tejto rovnice s danymi okrajovymi
podmienkami je jedind funkcia ug(z) = 3— %, takze ide o hladany globalny minimizér. Vimnite si, ze pre u spliajtce

dané okrajové podmienky plati ®(u) = ff x2(u')? dx + 2, takze stacilo vysetrovat’ funkciondl ®(u) = ff z2(u)? dx.



56

Cviéenie 13.34. N4jdite globdlne minimizéry nasledujiicich funkcionélov na mnozine funkcif u € W1:2(0, 1), ktoré
spfﬁajl’l zadané okrajové podmienky. (Najprv dokazte existenciu a regularitu tychto minimizérov.)

() @) = [y [L+ (1 +2?)(uw)?] da, u(0) = 0, u(1) =

(ii) ®(u) = fl ((w)? = 622%u + uu/) do, u(0) = 1, u(1) = 2;

(iii) ®(u) = fol[(u’)2 — 2zu — 3u'u?] dz, u(0) = 0, u(l) = —
(iv) @(u) = 12m3(u’)2 dz, u(l) =5, u(2) = 2;
(v) ®(u) = [y [4(u)? + 2un’ — u?] dz, u(0) = 2, u(r) = 0.

Cvicenie 13.35. N§jdite globdlny minimizér funkciondlu ®(u) = 01 V/1+ w2 dz na mnozine M = {u € C' :
uw(0) =0, u(1) =1, |u’| < v/2}. Ide o globélny minimizér v X = {u € C! : u(0) = 0, u(1) = 1}?

Veta 13.36. (Regularita Cl-minimizéra) Nech f € C%! a f, € C'. Nech je ug slaby lokdlny
minimizér ® v Ac. Ak zo € (a,b), fss(z0,uo(wo), ug(z0)) # 0, potom existuje § > 0 tak, Ze
ug € 02((x0 — 0,20 + 5)) Ak fos (a:,uo(x),u{)(x)) # 0 pre Ziadne x € [a, b], potom ug € C?([a,b]).
Ak naviac f € C*, k > 3, potom ug € C*.

Dékaz. Definujme funkciu F' vzt'ahom (13.4) (kde C' je konstanta z (13.6)). Z dokazu Vety 13.16
plynie F (ac, ug (m)) = 0. Z vety o implicitnej funkcii plynie, Ze rovnica F(x,s) = 0 m& pre = blizke
k 7o a s blizke k uf(zg) jediné rieSenie s = s(z) a naviac s € C'. Z lokdlnej jednoznacnosti
a spojitosti u(, plynie s(z) = ug(x) pre x blizko xg, takze ug € C’Q((xo — 8,20+ 0)).

Ozna¢me dalej fO(z) := f(x,uo(z),u)(z)) (a podobne f2, atd.) a predpokladajme f2 # 0
v [a,b]. Podl'a vyssieho plati ug € C?((a,b)). Rozderivovanim v Eulerovej rovnici dostaneme

SS

fg_ gx_ 0UO uOZO v (CL,b),

takze v intervale (a, b) plati

0 f0 Ol (13.8)

Pretoze pravéa strana v (13.8) je spojitd funkcia v [a,b], je aj ug € C2([a,b]). Ak je f triedy C¥,
potom derivovanim (13.8) dostaneme ug € C*. [

Poznamka 13.37. (i) Vo Vete 13.36 je napr. predpoklad existencie f, nutny (vid’ Cvicenie 13.39).
Uvedent vetu pritom budeme v d’alsom potrebovat’ pre funkcionély s funkciou f tvaru f(x,u, s) =
P(x)s? +Q(x)u?, kde P € C1([a,b]) a Q € C([a,b]), takze sme (z dovodov jednoduchosti) nemohli
predpokladat’ napr. f € C2.

(ii) Podobne ako v Pozndmke 13.17(i) dostaneme, ze Veta 13.36 plati nielen pre slabé lokélne
minimizéry, ale vSetky kritické body funkcionalu .

Priklad 13.38. Zrejme ex1stuJe globdlny minimizér funkciondlu ®(u) = fo [(u)* — 4u] dx vo W14 s okrajovymi
podmienkami u(0) = 1, u(1) = 4 (funkciondl je konvexny, spojity a koercivny). Funkciondl ® je diferencovatelny,
takze kazdy jeho slaby minimizér musi spfﬁat’ (13.7). Odtial integraciou dostaneme, ze jeho jediny minimizér je
funkcia ug(z) =1 — %x‘i/?’. Funkcia ug je triedy C*, ale nie je triedy C?2, prislusna funkcia f splia fss(zyu,8) =
1252 > 0 pre s # 0.

Cvicenie 13.39. Nech ®(u) = fil(u’ —2|z|)2 dx pre u € WH2(—1, 1) splhajice okrajové podmienky u(+1) =
Ukézte, Ze ug(x) = x|z| je globalny minimizér, ug € C\ C?, pricom f(x,s) = (s—2|z|)? je triedy C%2, fss =2 > 0.
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Priklad 13.40. Uvazujme vozidlo, ktoré je schopné na ceste s uhlom stipania ¥ vyvinit maximdlnu rychlost’
v = v(¥) = cos?, a kopec v tvare hemisféry, na ktory treba postavit’ cestu tak, aby po nej uvazované vozidlo vyslo
na vrchol v ¢o najkratSom case.

Pokial je uhol stipania hl'adanej cesty v danom bode
¥, potom vertikdlna zlozka (maximélnej) rychlosti
vozidla bude

1
g(¥) = v(¥) sin¥ = cosIsin¥ = 5 sin(29).

Funkcia g : [0,7/2] — [0,1/2] je rastiica na inter-
vale [0,7/4] a klesajica na intervale [r/4,7/2]. Pre
optimélnu cestu bude teda uhol stipania rovny 7/4
(pokial sme na tej ¢asti kopca, kde maximélne stu-
panie je asponi /4), resp. bude rovny maximalnemu
moznému stipaniu ak je toto mensie nez 7 /4. Pred-
pokladajme, Ze uvazovand hemisféra m&a polomer 1
a zavedme si sférické sdradnice 8 € [0,7/2], ¢ €
[0,27), t.j.

A x

x =sinfcosy, y =sinfsinp, z = cosb,

vid’ obrdzok. Ak si optimdlnu cestu parametrizujeme parametrom 6, potom pre § < 7/4 mus{ tdto cesta viest’ po
ypoludniku” (bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat’ ¢(6) = 0) a pre § > /4 musi pre uhol stipania
platit’ ¥ = /4, t.j. v prislusnom bode (0, ¢(0) plati

1 sin 0
— =sintd = ——, odkial |’ (0)] = V/2sin?6 — 1.
V2 V14 ¢ ()3

Vsimnime si, ze funkcia ¢ pre optimélnu cestu v vode 6y := 7/4 je C1, ale nie je C?.

Pre vieobecnii C! funkciu ¢ = ¢(6) popisujicu hladki klesajticu cestu z vrcholu B do bodu A = (7/2,p(7/2)) je
pritom Cas potrebny na jej prekonanie v opatnom smere rovny

B 1q /2 1 /2 1+S2
T = —ds = 1 "(0)2dO = 6.0 (0)) do kd 0 = .
(©) /A ~ds /O —— 1190 /O £(0,/(8)) db, ¢ 10,9 = T

Kedze

s(1 + s? — 2sin? 0)
(1 + 52 —sin29)3/2’

s2(1 +sin? 0) + (1 — 2sin? 0)(1 — sin? 0)
(1 + s2 — sin? 9)5/2 ’

fs(gas): fSS(Q’S):

je vidno, Ze nami najdend optimdlna cesta riesi Eulerovu rovnicu fs(60, ¢’ (0)) = C a tiez plati fs5(0, ' (0)) > 0 pre

0 €[0,7/2)\ {n/4}, fss(0,¢'(0)) =0 pre 6 = /4.

Zistite, ako sa situdcia zmeni, ak pre maximalnu rychlost’ plati v(¥) = cos®(9) (takyto priklad skimal Maxwell
v r. 1876).

Cviéenie 13.41. Nech ®(u) = f_11u2(2:n —u')2dx pre u € WH2(—1,1), u(—1) = 0, u(l) = 1. Ukézte (priamo
z definicie), ze ug(xz) = 0 pre x < 0, ug(z) = z? pre x > 0, je jediny globalny minimizér, ug ¢ C?. Funkcia
f(z,u,s) = u?(2x — s)? je pritom hladka, fss > 0.

Cvicenie 13.42. Ukazte, ze ak 0 < a < 1, potom je kvadraticky funkciondl ®(u) = fol (u)2x~%dz triedy C?
v C1([0,1]) a jeho globdlnym minimizérom pre okrajové podmienky u(0) = 0, u(1) = 1 je funkcia ug(x) = z>+1,

ktord nie je triedy C2.

Cviéenie 13.43. Ukéaite, ze funkciondl ®(u) = fol[(u’)2 + (u/x)?] dx je definovany (a triedy C?) v X = {u € Wh2:
u(0) = 0} a ze jeho globalny minimizér na mnozine {u € X : u(1) = 1} je funkcia ug(z) = %, kde a = (1++/5)/2.
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Veta 13.44. (du Bois-Reymondova nutna podmienka) Nech f € C!, uy € C? je slabyj lokdlny
minimizér ® v Ac, ¢°(x) = g(x, uo(z), u)(x)) pre g € {f, fo, fs, . }. Potom je funkcia f©—uff2
triedy C* a ug splﬁa du Bois-Reymondovu (druhi Euler-Lagrangeovu) rovnicu

L) = £

Doékaz. Hladkost’ funkcie fO — uf,f0 plynie z Vety 13.16 a predpokladov f € Ct a ug € C2. Dalej
s vyuzitim Eulerovej rovnice % 12 = f2 dostaneme

d d
@(fo—%ff) = fa + fouh + flug —ug fJ —Uéaff =f2. O

Poznamky 13.45. (i) Ak f € C?, ug € C? je riesenim du Bois-Reymondovej rovnice a uf, # 0
s.v., potom otocenim postupu v dokaze Vety 13.44 dostaneme, Ze ug je tiez rieSenim Eulerovej
rovnice, t.j. ide o kriticky bod funkcionalu .

(ii) Du Bois-Reymondovu rovnicu mozno odvodit’ aj za slabsich predpokladov, napr. uy € C*.
Pouzitim substiticie z = y + ev, u = v (kde ¢ je malé) prejdd funkcie u € Ac v Cl-okol
minimizéru uo na funkcie v(y) = u(y + ev(y)) triedy C'([a, B]) (kde @ = a — A, B = b—eB)
Spiﬁajﬁce podmienky v(a) = A, v(5) = B a minimizér ug prejde na minimizér vy pre funkcionél

B ~ ~
P(v) = / f(ya v(y), v’(y)) dy, kde f(y,v,z):= f(y +ev,v,2/(1+ EZ))(l + ez).

7 integrovaného tvaru Eulerovej rovnice pre ®(v) a Eulerovej rovnice pre ®(ug) sa Pahko odvodi
integrovany tvar du Bois-Reymondovej rovnice

F (. u0(0). ) — (@) w0 (0). @) = [ Fu(ouo(@)ub(©) dE +C, (139)

odkial’ zderivovanim dostaneme du Bois-Reymondovu rovnicu (pravd strana v (13.9) je C-funkcia).
Pri tomto odvodeni sa skutoc¢ne vyuzije to, ze ug je lokdlny minimizér (uvedeny dokaz sa nedd
zovseobecnit’ tak, aby sme dostali (13.9) pre I'ubovolny kriticky bod ®; vid’ tiez (iv)).

(iii) V pripade kritickych bodov sme miesto ug € C? vo Vete 13.44 mohli vzhl'adom k Vete 13.36
predpokladat’ napr. ug € C1, f, € C! a fO. # 0; vid’ tiez Cvicenie 13.46.

(iv) Analégia Vety 13.44 plati aj pre kritické body ® v pripade N > 1. Pre takéto N ale existuje
f=f(s)e CN"1RY) a C! funkcia ug : [0,1] — RY tak, ze fO = 0 (t.j. uo je extremala), ale fO
nie je konstantna (vid’ [58]); t.j. tvrdenie vyZzaduje vyssiu hladkost’ ug nez C* (napr. ug € W21).

Cviéenie 13.46. Nech f, fs € C', f = f(u,s), K C R je koneéné, G; C R,i=1,2,...,m, st otvorené, g; € C1(G;),
lims ¢, |gi(t)| = oo pre kazdé ¢ a tg € OG;. Nech plati fss(u,s) =0 = [u € K alebo (3i)(u € G;, s = g;(u))]. Ak
je ug C'-extremala, potom je F := fO — u/ fO konstantnd v [a,b]. Dokézte.

Priklad 13.47. Nech ®(u) = fol u(u')? dz, u(0) = u(1) = 1. Nech je up € Ac extreméla. Z Cvicenia 13.46 plynie
u(u')? = C na [0,1]. Kedze uj(zo) = 0 pre vhodné zg, musf C = 0. Jedinym C! riesenim rovnice u(u’)? = 0 s
pociatocnou podmienkou u(0) = 1 je funkcia ug(x) = 1; tdto funkcia riesi aj Eulerovu rovnicu, takze je to extreméla.
Priamo z definicie plynie, ze ug je silny lokdlny minimizér (®(u) > ®(ug) = 0 pre u > 0). Lahko sa zisti, Ze ug nie

je globélny minimizér ® v Ac.

Priklad 13.48. Nech ®(u) = ffz flu,v')dz, uw(£2) = +1, f(u,s) = s* + 3u?. Z du Bois-Reymondovej rovnice
dostaneme podmienku (u — u'?)(u + u'?) = C, odkial ndjdeme podozrivii funkciu ug(z) = |z|z/4. Funkcia ug nie

je triedy C2, ale je riesenim Eulerovej rovnice. Pretoze ® je striktne konvexny, ide o globalny minimizér.
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Cvicenie 13.49. (Poincarého geometria) Ak hornt polrovinu [y > 0] v R? chdpeme ako Riemannovu varietu
s metrikou ds = %\/dacQ + dy2, potom vzdialenost’ dvoch bodov (z1,y1), (z2,y2) (z1 < x2, y1,y2 > 0) mdzeme

zrejme ndjst’ minimalizdciou funkciondlu ®(u) = [2 L\/1 + u'? dz pre funkcie u spliajtice podmienky u(z1) = y1,

1 u

u(z2) = y2. Néjdite kritické body @ triedy C? a uréte prislusnd hodnotu ®. Ak y; = y2 = C, ukazte priamo, ze

takto vypocitand hodnota je mensia ako hodnota ®(u1), kde u; = C.

Cviéenie 13.50. (Izoperimetrickd tloha, Dido) Ak4 najvacsia plocha v R2 sa d4 ohrani¢it’ osou z a hladkou krivkou

dlzky 1?7 Prepokladajte, ze hladan4 krivka existuje a je grafom funkcie w : [0,b] = RT, u(0) = u(b) = 0.

Cviéenie 13.51. (Fermatov princip) Nech ®(u) = f; o(u)V1 +u'?de, kde ¢ € C2, Co > p(t) > co > 0 pre vietky
t, u(a) = A, u(b) = B. Ukézte, ze pripadny (C'-)minimizér riesi diferencidlnu rovnicu ¢(u) = Cv/1 + u/?.
Priklad 13.52. (Geodetické krivky na rotacnej ploche)

Majme rota¢nia plochu zadani cylindrickymi stradnicami
x=rcosp, y=rsing, z=g(r)

a na nej geodeticku krivku k zadand funkciou r = r(¢) (vid’ obrdzok). T4 musi
byt kritickym bodom funkcionélu

20) = [Tas= [T argneap,

kde ds je diferenciél diiky. Z du-Bois Reymondovej rovnice dostaneme

r2

V2 4+ (1 +g' (1)) ()2

2d£:c.

=C, t.j.
T ds

Kede rjf = sinw, kde w je uhol medzi krivkou k a prislusnym poludnikom p

(vid obrazok), plati rsinw = C. Tento vztah medzi r a w odvodil A.C. de Clairaut v 18. storo¢i.

Priklad 13.53. Uvazujme funkciondl ®(u) = [, (u)?u®dz s okrajovymi podmienkami u(0) = —1, u(1) = 1.
Ukédzeme, ze ® nadobtida svoje infimum v A ale nie v As.

Z viet o regularite W1-P-minimizéra a C! minimizéra dostaneme, ze kazdy lokélny Az-minimizér uo musi byt triedy
C? tam, kde up # 0 (a uo tam riesi Eulerovu a du Bois-Reymondovu rovnicu). Ak oznaéime zo najmensi nulovy
bod ug, potom riesenim du Bois-Reymondovej rovnice (u'u)? = C na [0, zo] dostaneme ug(z) = —+/1 — x/x0 pre
x < x0, ale ug ¢ W12(0,z0), takze neexistuje lokdlny minimizér v Az. Pre funkciu up € A; definovani predpisom
uo(x) = —/1— 2z pre < 1/2, up(x) = 2z — 1 pre x > 1/2 plati ®(ug) = 1. Nech u € A;. Ak v'u ¢ L?(0,1),
potom ®(u) = oo > ®(ug). Ak vw'u € L?(0,1), potom existuje xo € (0,1) tak, ze u(xo) =0 a

=0 1 1 zq 2 1 1 2 1,1 1
D(u) = / (u'u)? dx ~|—/ (v'u)? de > — (/ u'u da:) + (/ u'u d;v) == (— + ) > 1,
0 @ o \o I—z0 Me 4 zo  1—xz0

0 0

takze ug je globalny minimizér.

Cvigenie 13.54. Uvazujme funkcional ®(u) = fol w'?(u—1/2)2 dx s okrajovymi podmienkami u(0) = 0, u(1) = 1.
Ukézte, ze inf 4, = 1/16.
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14. Nutné podmienky pre lokalny minimizér

V tomto paragrafe budeme pre jednoduchost’ predpokladat’, ze f je triedy C2, ug je extreméla
triedy C! a budeme hl'adat’ nutné podmienky pre to, aby uo mohla byt lokdlnym minimizérom
funkcionalu ®.

Veta 14.1. (Legendreova nutnd podmienka) Nech je ug slaby lokdlny minimizér ® v Ac. Potom
plati fos(z,u0(z), uf(z)) > 0 pre vietky x € [a,b].

Dékaz. Dokazovanti nerovnost’ staci zrejme dokdzat’ pre = € (a,b), pretoze funkcia x — f2 (z) :=
fss (@, u0(x), uy(x)) je spojitd. Zvolme teda xzo € (a,b). Pretoze ug je slaby minimizér, musf
" (ug)(ip, ) > 0 pre vietky ¢ € CL. Pre h € Wy*(a,b) oznaéme

b
:/ FOR + 2005 + f0,h°] da

Funkcional ¥ : Wol’Q(a,b) — R je zrejme spojity a ¥(p) = ®"(ug)(p,p) > 0 pre ¢ € C}, takze
z hustoty C vo Wy *(a, b) plynie ¥(h) > 0 pre kazdé h € W, *(a,b). Volbou h(z) = (e—|z— :1:0|)+
vydelenim nerovnosti ¥(h) > 0 ¢islom 2¢ a limitnym prechodom ¢ — 0+ dostaneme pozadované
tvrdenie. [

Poznamka 14.2. Pre N > 1 dostaneme ako Legendrovu nutni podmienku nezédpornost’ vSetkych
hlavnych minorov matice (fs,s; ).

Cvicéenie 14.3. Zistite, ¢i pre funkciondl ®(u) = f L (W) (W — z) dx v mnozine {u € C*([-1,1]) : u(—1) = u(l) =

0} existuju slabé lokdlne minimizéry.

/ Weierstrassova funkcia F je pre z € [a,b] a u,s,q € R
definovand nasledovne
E(x7 u? S? q)

b { Blau,5,0) = £, 0,0)  f(2,u,5) ~ (0 — ) ol u,5).
(
l

q—s)hs(s) Ak teda pre pevné z,u oznacime h = f(z,u,-) a L bude
afinnd funkcia, ktord sa dotyka grafu h v bode [s, h(s)], potom
E(x,u, s, q) meria rozdiel funkénych hodnot h a L v bode g.
Ak je h konvexnd, potom je zrejme E(x,u,-,-) nezdporna.

S q
Veta 14.4. (Weierstrassova nutnd podmienka) Ak je ug slaby lokdlny minimizér ® v Ac, potom
existuje & > 0 tak, Ze E(x,uo(z),uy(x),q) > 0 pre vsetky x € [a,b] a q € [uf(z) — 6, uf(z) +6]. Ak
je ug silng lokdlny minimizér ® v Ac, potom plati E(x,uo(x),u()(x),q) > 0 pre véetky x € [a,b]
aqelR.

Dékaz. Podobne ako vo Vete 14.1 staci dokazat’ tvrdenie pre x € (a,b). Pre h € WO1 "> oznatme

W(h) = / [f (2, uo(z) + h(z), ug (@) + 1 (2)) = f2(z) = fulz)h(z) — £ () (2)] da.
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Ak je ug slaby (resp. silny) minimizér ®, potom existuje § > 0 tak, ze
U(p) = @(uo + @) — ©(uo) — ' (ug)p = 0 (14.1)

pre kazdé ¢ € C}, ktorého C* (resp. C') norma je mensia nez 4.
Zvolme zg € (a,b), A € R a pre e > 0 malé (¢ < min(1,z9 — a, (b — z9)?)) polozme

- h Az + e — x) pre z € [zo — €, To),
< he(z):=< Me(\e—xz+x) prex € [xg,x0+ V5],
To— ¢ o 2o+ /e 0 inak.

Pre pevné ¢ mozeme zhladenim funkcie h. v okoli bodov z¢ — €, 2o, o + /€ ndjst’ funkcie p,, € C’é
tak, Zze ¢, — he vo Whi(a,b), pricom [|¢)|lc < |A| a |lenllc < €|Al. Ak je ug slaby lokélny
minimizér, potom pre |A| < ¢ pouzitim (14.1) dostavame V¥(yp,) > 0 a limitnym prechodom
U(he) > 0. Ak je ug silny lokdlny minimizér, potom tito nerovnost’ dostaneme pre I'ubovolné
A € R a ¢ dostatoéne malé (|| < §).

Vydelenim nerovnosti ¥(h.) > 0 ¢islom ¢ a limitnym prechodom ¢ — 0+ dostaneme pozadované
tvrdenie. Reskalované integraly od (zo —¢€) po xo konverguju totiz k E(zo, uo(zo), uy(xo), uf(zo) +
A) a integraly od xo po (zo + v/€) k nule (na intervale (zo, zg + /) mozno pomocou Taylorove;
vety integrand odhadnit’ zhora &islom Csup,[h'*(z) + h2(z)] < Ce). O

Cvicenie 14.5. Ukazte, ze pre slaby lokdlny minimizér ug = 0 z Prikladu 13.3 nie je splnend Weierstrassova nutna

podmienka pre silny lokalny minimizér.

Priklad 14.6. Uvazujme funkcionél fil(gﬂ(u’)2 + z(u')3) dr s okrajovymi podmienkami u(—1) = u(1) = 0. Eu-
lerova rovnica mé tvar zu’ (2z+3u’) = C, volbou z = 0 dostdvame C = 0 a extremaly uo(z) = 0 a uj (z) = (1—x2)/3.
Plati fss(x,uo(x),up(x)) > 0 a fss(x,ui(x),u)(xz)) < 0, pricom rovnost’ nastdva len pre z = 0, takze v oboch
pripadoch je splnend Legendrova nutni podmienka. Dalej dostavame E(z,u,s,q) = (¢ — s)%2x(q + = + 2s), takze
E(z,uo(z),uy(z),q) = x¢*(xz + q). Pre kazdé z existuje okolie §(z) > 0 tak, ze E(x,uo(x),u)(x),q) > 0 pre
lg — ug(x)| < §(x), ale § sa nedd zvolit’ rovnomerne vzhladom k x, takze nie je splnend Weierstrassova nutna pod-
mienka pre slaby lokdlny extrém. Taky isty vysledok dostaneme aj pre E(z,u1(x),u}(z),q) = 22¢* + x¢> — 4z /27.
Tvrdenie sa d4 dokézat’ priamo, napr. pre u. definovant predpismi ue(z) = 0 pre |z| > €, ue () = €/2(e — |z|) pre

|z| < e plati ®(us) < 0. Ak funkciu us aproximujeme C! funkciou, vidime, Ze ug = 0 nie je slaby lokalny minimizér.

Cviéenie 14.7. Nech ®(u) = fol (sin(u)2 + (u')4/3) dz. Vysetrite Cl-extremély @ spliajtice okrajové podmienky

u(0) =0 a u(l) = \/7/2.

Konjugované body

V tomto odstavci budeme predpokladat’, ze f je triedy C2, ug € C? a

o5 () = fs (xvuo(x),ug(x)) >0 pre z € [a,b].

Oznacime J
P(x) = fos(x),  Qx) = fo,(x) — —fus (),

dm us

U(h) = / [P(z)h*(z) + Q(x)h*(z)] dz  pre h € W (a,b).
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Funkcie P, Q si ohrani¢ené a spojité (P je triedy C1), P(z) > po > 0 pre = € [a,b]. Pre h € C}
integraciou per partes dostavame

b b
d
a x a
takze nezapornost’ resp. kladnost’ funkcionalu ¥ hra vyznamnu tlohu pri skiimani, ¢i je bod wug
lokdlnym minimizérom funkcionalu @ (vid’ Vetu 5.5). Eulerova rovnica pre kvadraticky funkcional
U ma tvar

d
——[PM]+Qh=0

x
a nazyva sa Jacobiho rovnica (pre funkcionél ® a funkciu ug). Ak y € (a, b] a Jacobiho rovnica m4
netrividlne (klasické) riesenie h na intervale [a,y] spliajice okrajové podmienky h(a) = h(y) =0,
potom sa bod y nazyva konjugovany bod.

Cviéenie 14.8. Nech f(z,u, s) = ¢(z)s2 +1(x)us+n(z)u?, kde p,,n € C, anech ®(u) = f; f(z, u(z), v/ (z)) d.
Ukézte, ze funkcie P, @ a funkciondl ¥ nezdvisia od volby ug a D?®(u)(h,h) = ¥(h) pre kazdé u € Ac a h € CJ.

Eulerova rovnica pre ® ma rovnaky tvar ako Jacobiho rovnica.

Vyznam konjugovanych bodov plynie z nasledujtcej vety.

Veta 14.9. (O konjugovanych bodoch) Funkciondl ¥ je pozitivne definitny resp. pozitivne semi-
definitny vo Wol’z(a, b) prdve vtedy, ked’ v intervale (a,b] resp. (a,b) neexistuje konjugovany bod.

Tvrdenie prave uvedenej vety o konjugovanych bodoch bude plynut’ z nasledujicej vety, pre for-
mulaciu ktorej potrebujeme zaviest’ dodatocné pomocné pojmy:

Pre y € (a,b] v priestore X, := W,"*(a, y) uvazujme skaldrny sucin (u,v), := [7 Pu'v' da. 7 vlast-
nosti P plynie, ze tento skalarny sicin definuje v X, normu || - ||,;, ktord je ekvivalentnd standardne;
norme v tomto Sobolevovom priestore. Ak y < z < b a funkciu h € X, dodefinujeme na intervale
(y,z] nulou, potom h € X,, takze X, mozeme chépat’ ako podmnozinu X, (Specidlne X, C
Wy (a,b)). Nech je dalej Sy jednotkova sféra v X, a

y y
— ; 2 _ N2 2 o .
M(y) =1+ hlengy/a Qh*dx = hlengy/a (P(h')* 4+ Qh%)dx = hlélgy U(h) = 07é1hn€ny R, (h),
kde Ry : X, \{0} = R : h— ¥(h)/||h|2. Funkcional g(h) = [7 Qh? dz je zrejme slabo sekvencidlne
spojity, takZe existuje jeho minimum na jednotkovej guli v X,. Pokial’ je toto minimum zaporné,
musi sa nadobidat’ na sfére S, takze A\ (y) = ¥(hy,) pre vhodné h, € S,,.

Nasledujuca veta dava do sivislosti kladnost’ (resp. nezdpornost’) A1 (b) s existenciou konjugovanych
bodov v intervale (a, b| (resp. (a,b)).

Veta 14.10. Funkcia A\ : (a,b] — R je nerastica a spojitd, limy,_,,+ A1 (y) = 1. Ak M\ (y) = 0,
potom je y konjugovany bod a Ai(z) < 0 pre z > y. Ak jey € (a,b] konjugovany bod, potom
A(y) <0.
Pre h € Wy (a,b) plati U(h) > M\ (b)||h]|2. Ak je A\ (b) < 0, potom existuje h € W, *(a,b) tak, Ze
U(h) < 0.

Doékaz. Pretoze S, C S, pre y < #z, je monoténnost’ A zrejma z definicie.
Ak y € (a,b] ae > 0, potom A\ (y) +¢& > ¥(hy) pre vhodné h, € S,. Pre § € (0,y— a) lezia funkcie
R (z):=hy(a+(z—a)ly—a)/(y—a—108)) v X, s5a

M(y—6) < Ry_s(h°) = Ry(hy,) = U(hy,) < M (y) +& pre d — 0+,



takze A1 je spojita v bode y zlava.

Ak y € (a,b),e >0a0d € (0,b—y), potom existuje hyy5 € Sy+s tak, ze \(y+0)+e > W(hyys) =
Ryis5(hy+s). Pre funkcie h?(z) = hyis(a+ (z — a)(y — a + 8)/(y — a)) potom plati h® € S, a
(Ry+s5(hyss) — Ry(R°)) — 0, takZe z odhadu A (y) < Ry, (h°) a monoténnosti A; plynie spojitost’
A1 v bode y sprava.

Z Poincarého nerovnosti (6.8) pre kazdé h € S, plynie

[ Q@) de| <l [ 1) d <l (P20) [T e < 19 (120) T

™ Po ™

pre y — a+, takze A1(y) — 1 pre y — a+.

Nech Ai(y) = 0 a nech hy, je prislusny minimizér ¥ na S,. Pretoze ¥ je kvadraticky funkcionél
a ¥(hy) =0, je hy globalny minimizér ¥ vo I/VO1 2(a,y) az vyssie dokdzanych viet o regularite plynie
hy € C?. Funkcia h, ako minimizér ¥ spfﬁa prislusnta Eulerovu rovnicu, a teda ide o netrivialne
rieSenie Jacobiho rovnice na [a,y| s podmienkami h,(a) = hy(y) = 0. Bod y je teda konjugovany.
Nech teraz naviac z > y a prepokladajme A;(z) = 0. Potom je funkcia h,, (dodefinovana nulou pre
z € (y, z]) globdlny minimizér ¥ na S,, takze musf byt’ triedy C? na [a, z]. Pretoze h,(z) = 0 pre
r >y, musi hy(y) = hy(y) = 0, z jednoznacnosti rieSenia pociatocnej tilohy pre Jacobiho rovnicu
dostavame h, = 0, spor. Musi teda A\;(z) < 0.

Nech je y € (a,b] konjugovany bod a nech h je prislusné netrividlne rieSenie Jacobiho rovnice na
[a,y] s okrajovymi podmienkami h(a) = h(y) = 0. Potom plati

d

U(h) = /ay[Ph’2 + Q2 dz = /ay [—%[Ph’] + Qh] hdx =0,

takze A1 (y) < U(h)/|n]|Z = 0.

Zvysné tvrdenia vety su zrejmé. [

Poznamka 14.11. Analégie predoslych viet platia aj pre N > 1. V tomto pripade zvol'me

fundamentélny systém rieseni (u(™,u® ... u)) prislusneho Jacobiho systému rovnic (u® =
(ugz), . ,us\z,))) s pociatocénou podmienkou u((a) = 0, %u(i)(a) = (0,0,...,0,1,0,...,0) a po-

lozme U(z) = (ugl) (z)). Bod y € (a,b] sa nazyva konjugovany, ak detU(y) = 0. Najmensi
konjugovany bod opét’ zodpoveda pripadu, ked prislusny funkcional ¥ prestava byt pozitivne
definitny. Defekt matice U(y) pritom zodpoveda nasobnosti prislusného nulového vlastného ¢isla.

Poznamka 14.12. Uved’'me si uzitotnti podmienku zarucujicu existenciu konjugovanych bodov
v intervale (a, b). Predpokladajme, Ze f je triedy C® a existuje e > 0 a funkcia u : [a,b]x[—¢,¢] = R
tak, ze u(-, ) € C?([a,b]) a je to extremdla (t.j. rieSenie Eulerovej rovnice) pre kazdé o € [—¢, €],
u(-,0) = up € Ac, existuje spojitd g—z, g—g(-,a) € C*([a,b]). Derivovanim Eulerovej rovnice pre
u(-, ) podla « zistime, ze funkcia w(x) = g—g(m, 0) je rieSsenim Jacobiho rovnice pre extremalu uy.
Ak w # 0, ale existuji a < z1 < z2 < b tak, ze w(z1) = w(z2) = 0, a zvolime h(zx) = w(zx) pre

x € (x1,22), h(x) = 0 pre x ¢ (x1,x3), potom podobne ako v zévere dokazu Vety 14.10 dostavame

Z2 Z2

b
W(h) = / [PR? + Qh2]dz = / [PH? + Qh2)dx = / [—%[Ph’] + Qh|hdx =0,

1 T

takze A\i(z2) < 0 a pre prvy konjugovany bod y musi platit’ y < xs.
Veta 14.13. (Jacobiho nutnd podmienka) Nech je f triedy C3, ug € C'([a,b]) a f2,(x) > 0 pre

x € la,b]. Ak je ug slaby lokdlny minimizér ® v Ac, potom v intervale (a,b) neezxistuje konjugovany
bod.
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Dékaz. Podla vety o regularite C'-minimizéra je ug triedy C3. Pretoze ug je slaby lokdlny mini-
mizér, musi ®”(ug)(h, h) > 0 pre kazdé h € C§, odkial W(h) > 0 pre h € W,"*. Tvrdenie je teraz
dosledkom vety o konjugovanych bodoch. [

Priklad 14.14. (Mayer) Skiimajme C' extremdly funkciondlu ®(u) = fé’((u’)2 — u?) dz splnajice okrajové pod-
mienky u(0) = 0, u(b) = sinb, kde b € (0,27). Kedze Eulerova rovnica ma tvar u” + u = 0, pre b # 7 je jedinou
takouto extremdlou funkcia ug(z) = sinz a pre b = 7 je takouto extremdlou kazda funkcia tvaru ug(z) = asinz,
o € R. Podl'a Cvicenia 14.8 je Jacobiho rovnica (pre l'ubovolni extremdlu) rovnaka ako Eulerova rovnica.

Ak b > 7, potom v (0,b) existuje konjugovany bod y = m, takze uo nie je ani slaby lokdlny minimizér, pricom
Legendrova aj Weierstrassova podmienka pre slaby lokalny minimizér si splnené.

Ak b < 7, potom v (0,b) neexistuji konjugované body, takze z Cvicenia 14.8 a Vety 14.9 plynie D?®(u)(h,h) =
U(h) > 0 pre kazdé u € Ac a h € C} a z vety o strednej hodnote a rovnosti ®’(ug)h = 0 dostaneme ®(u) > ®(ug)
pre kazdé u € Ax. Extremdly ug si teda globalne minimizéry ® v Ag.

Ak b = 7, potom dokdzané tvrdenie plynie aj z Prikladu 6.16, kde bolo dokdzané, ze ndjdené extremdly su globédlne
minimizéry vo WO1 ’2(0,71'). Tvrdenie pre b < m modzeme teraz dokdzat aj nasledovne: Pre v € A¢ definujeme
v(z) =sinz pre x € (b, 7] a Cy := [ ((v/)? —v?) dz. Potom v € WOI’Q(O,W) a

B0)+ 0y = [ (@) = 2 0= ["((w)? — ud) ds = B(u0) + C,

takZe ug je globdlny minimizér v Ac.

Cviéenie 14.15. Nech ®(u) = fob((u’)2 + 2uu/ — 16u?) dz, kde 0 < b < 7/2. Vysetrite C! extremdly spliiajice
okrajové podmienky u(0) = u(b) = 0.

Cviéenie 14.16. Vysetrite C'! extremdly funkciondlu ®(u) = foﬂ/4 ((v)? — 4u? — 8u) dx s okrajovymi podmienkami
u(0) = =1, u(n/4) = 0.

Cviéenie 14.17. Nech b € (0,27), VySetrite C! extremdly funkciondlu ®(u) = fé) (2(uw)? + uv’ — 2u?) dz s okrajo-
vymi podmienkami u(0) = 1, u(b) = 0.

Cvigenie 14.18. Vysetrite C! extremély funkciondlu ®(u) = f14(u’2 — u?/(42?)) dz s podmienkami u(1) = 1,

u(4) = 6. Navod: Riesenia Eulerovej rovnice hladajte najprv v tvare ui(x) = %, potom u(z) = z(z)ui(x).

15. Postacujice podmienky pre lokalny minimizér

Veta 15.1. (Klasickd postacujica podmienka pre slaby extrém) Nech je f triedy C3, ug €
Cl([a,b]) je extremdla a fO(x) > 0 pre x € [a,b]. Ak v intervale (a,b] neezistuje konjugovany

bod, potom je ug slaby lokdlny minimizér v Ac.

Dékaz. 7 Vety 13.36 a Poznamky 13.37(ii) plynie ug € C3([a,b]). Z vety o konjugovanych bodoch
plynie, ze pre prislusny funkciondl ¥ existuje v > 0 tak, ze W(h) > af|h|3 5 pre h € Wy (a,b),
takze tiez ®”(ug)(h,h) > a|[h||3 5 pre h € Cj. Funkcional @ : C*([a,b]) — R je triedy C* (dokonca
C3), a pre uy € Ac, h € C} plati

b
" () (h, h) = / [F2h + fiuh® + 2fy hi] da,
kde fl () = fss(x,u1(z),u)(x)) a podobne pre fl, a fl. Ak je u; blizke k up v C', potom je
zrejme supy, 1 | f5s — f2 | malé (a podobne pre fuu,fus), takie z tvaru ®" plynie |®” (ug)(h,h) —
" (ur)(h,h)| < §l|h||T 2, ateda " (u1)(h, h) > §||hl|T 5. Ak teda zvolime h € Cj malé v C''-norme,
potom pre funkciu ¢(t) = ®(ug + th) dostavame z vety o strednej hodnote

Do + 1) — Buo) = (1) = (0) = 50" (6) = 3" (o + 6R) (b, ) > T4l .
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takze ug je slaby lokalny minimizér. [

Priklad 15.2. Nech ®(u) = [} («/)3 dz, u(0) = 0, u(1) = B > 0.

Z Eulerovej rovnice 3(u’)? = C plynie, ze jedinou C! extremalou je ug(z) = Bxz. Jacobiho rovnica je ekvivalentna
s rovnicou b = 0 (P = 6B, Q = 0), takze neexistuje konjugovany bod. Pretoze fO, > 0, je ug slaby lokalny
minimizér. Weierstrassova funkcia E(z, uo(z), uf(z),q) = (¢ — B)?(q + 2B) men{ znamienko, takZe ug nie je silny
lokalny minimizér.

Dokézte priamo z definicie, Ze ug nie je silny lokdlny minimizér: volte w afinni na [0, €] aj [e, 1], u(e) = =4, u(0) = 0,
u(1) = B a ukéite, ze ®(u) — —oo pre ¢ — 0 a § < 1 pevné; potom aproximujte u C'-funkciou. Volbou § = ¢3/4
tiez ukézte, ze ug nie je lokdlny minimizér v As.

Pomocou Pozndmky 13.17(ii) ukédzte, ze keby existoval slaby lokdlny minimizér ui v A3z, ui # ug, potom by
existovala konstanta C' > B tak, ze |u]| = C s.v. a body z1 < x2 tak, Ze ui(z1) > ui(x2). Volbou h € WOI’B(O, 1)
takou, ze |h’'| = 1 s.v. na (z1,22), h =0 na [0,1] \ (z1,x2) dostaneme ®''(u1)(h,h) < 0, spor.

Ukéazte tiez, ze pre B = 0 v priestore As = W01’3(0, 1) neexistuje ziaden slaby lokdlny minimizér a ze pre kazdé
€ > 0 a pre kazdi v € D(0,1) (a teda aj kazdi v € W&’S(O, 1)) existuje kriticky bod u € W&’3(0, 1) funkciondlu ®

tak, ze maxqg 1] [v(z) — u(z)| <e.

Cviéenie 15.3. Vysetrite C''-minimizéry funkciondlu ®(u) = ff (u')2(u’ — z) dz s okrajovymi podmienkami u(1) =

1, u(2) = 2 a porovnajte vysledok s vysledkom Cvicenia 14.3.

Cvicenie 15.4. Nech ®(u) = f;(((u’)2 — 1)2 + u?) dz, u(0) = u(b) =0 a b € {1,5}. VySetrite extremdlu ug = 0.
Ukéazte tiez, ze ® je koercivny vo Wol’4(07 b), ale nenadobida tam svoje infimum.

Cvicenie 15.5. Vysetrite C'-extremély funkciondlu ®(u) = fol (u)2u(u’ — 2)dx spliajtce okrajové podmienky
u(0) = 1, u(1) = 2. Vysetrite tiez prislusnd tlohu na intervale (—1,1) pre okrajové podmienky u(—1) =u(l)=1a
u(£1) = +1.

Cvicenie 15.6. Vysetrite C'-extremély funkciondlu ®(u) = fol (u')2u(u’ — 4) dz splnajice okrajové podmienky
u(0) = —1, u(1) = 1 resp. u(0) = u(1l) = 1.

Cviéenie 15.7. Vysetrite Cl-extreméaly pre ®(u) = f12 (u)3x* dx, u(l) = 1, u(2) = 0.
Pole extremal a Hilbertov invariantny integral

Nech ug € C?([a, b]) N Ac je extreméla ® a € > 0. Zobrazenie

w:[a,b] X [—g,e] = R: (z,a) — u(z, )

sa nazyva pole extremal pre ug, ak u aj % su triedy C?!,
S—Z > 0 a pre kazdé a € [—¢, ¢] plati

(1)

u(-, o) je extreméla, u(-,0) = ug,
(11) g_g('va) € 02([a7b])

Ak je u pole extremal, potom pre kazdé
(z,v) € P:={(z,u(z,a)) : z € [a,b], a € [—¢,¢]}

existuje jediné o = a(z,v) € [—¢,¢| tak, ze u(z,a) = v.
Funkcia 1 : P — R : (z,0) — 2%(z,a(z,v)) sa nazyva

sklon pol'a extremal.
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Ak existuje pole extremdl, f € C® a fO > 0, potom je funkcia w(z) = 9%(z,0) kladnym riesenfm
Jacobiho rovnice pre extremélu ug (vid' tiez Pozndmku 14.12), takze v intervale (a,b] neexistuje
konjugovany bod (v opatnom pripade by sa vhodny nésobok rieSenia Jacobiho rovnice s okra-
jovymi podmienkami h(a) = h(y) = 0 dotkol zospodu kladného riesenia w, ¢o by bol spor s jed-
noznacnost’ou riesenia prislusnej pociatocnej ilohy). Naopak mozno dokazat’ nasledujiice tvrdenie

(vid’ [27],[26] alebo [24] pre f € C*).

Tvrdenie 15.8. Nech je f triedy C3, ug € C?([a,b]) je extremdla ®, f% > 0 v [a,b] a v intervale
(a, b] neexistuje konjugovany bod. Potom pre extremdlu ug ezistuje pole extremdl.

Pretoze dokaz Tvrdenia 15.8 nie je jednoduchy a pri konkrétnych prikladoch budeme aj tak
vacsinou potrebovat’ explicitny tvar pola extremal (odkial’ bude jeho existencia zrejmé), spominané
tvrdenie dokazovat’ nebudeme.

Doélezitu tlohu v dokaze postacujicej podmienky pre silny extrém bude hrat’” Hilbertov inva-
riantny integrdl. Pre funkciu v € C!([a,b]), ktorej graf lezi v poli extremdl P, je definovany
nasledovne:

b
I(v) =/ [f (2, v(@), ¥ (2,0(2))) + (v (2) = ¢ (2,0(2))) fs (2, v(z), ¢ (2, v(2)) )] da.
Lema 15.9. Nech f € C?. Hilbertov invariantny integrdl nezdvisi na ceste, t.j. I(vi) = I(ve) pre
Pubovolné vy, vy € C([a, b)), ktorych grafy leZia v P a vi(a) = va(a), v1(b) = va(b).

Doékaz. Zderivovanim identity u,(z,«) = w(x,u(x, a)) dostaneme (bez pisania prislusnych argu-
mentov)

Ugz = Yz + Yoly = Yz + Pu1).

Ak tento vzt'ah dosadime do Eulerovej rovnice

fssuwx +fsuua: +fsm - fu = 07

(kde argumenty derivécif funkcie f st (z,u(z, @), uy (2, ®))), dostaneme

Pre (x,v) € P oznac¢me dalej

M (z,v) = f(x,v,@b(x,v)) — fs (m,vgﬁ(x,v))z&(m,v),

(15.2)
Ms(z,v) = fs(x,v,w(x,v)).
Potom z rovnosti (15.1) plynie aé\fl = 85\?, takze z jednoduchej suvislosti P plynie existencia

S € C?(P) tak, ze S, = My a S, = M. Pre v € C*([a,b]), ktorej graf lez{ v P, potom dostdvame

b

I(v) :/ [M; + Moo d:z::/ [S: + S, 0] dx :/ %S(w,v(z)) dz = S(b,v(b)) — S(a,v(a)). O

a

Poznamky 15.10. (i) Pre N > 1 je pole extremél definované pre o € R™ a miesto podmienky

g—g > 0 musi platit’ det(%) # 0. Hilbertov invariantny integral ma tvar

I(u) = / @ u) + (0 — ) - falrsu, )] da.
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Polozme My := f — fs -1, My := (fsy,---, fsn), kde argumenty funkcii f, fs st (z,v,9¥(z,v)). Ak
plati

OMs ; _ OMs ;
a'Uj (CL, U) - 87]7; (

potom z Eulerovych rovnic %( fs;) = fu, plynie, ze My, M5 opét’ spiﬁajfl podmienky na existenciu

a? U)?

potencidlu S: 8%%’" = %Ail, aanj’i = 82{,2i’j~
(ii) Ozna¢me
F(z,v,s) := My(x,v) + Ma(z,v)s, (15.3)

kde M7, M2 si definované predpismi (15.2). Potom sa Hilbertov invariantny integral dd napisat’
v tvare I(v f F(z,v(x),v'(z))dz. Zvolme v € C' tak, aby graf v, lezal vo vnitri pola
extremal 73. Ak je ¢ € D(a,b), potom pre dostatoéne malé ¢ Spiflajfl funkcie v1 ;== v a vy ;== v+ tp
predpoklady Lemy 15.9, takze I(v) = I(v+ty), ateda I'(v)p = 0, t.j. v je extremdla pre I. Ak teda
oznaéime Ly Eulerov operator pre F' a predpokladdme F,v € C?, potom Lpv = 0. Lagrangidn
Fs ta,kouto Vlastnost ou sa nazyva null Lagrangian. Presnejsie, ak uvazujeme variacny integral
tvaru ®(u fQ z,u, Vu)dr, kde @ C R" a F € C? je Lagrangian definovany na otvorenej
mnozine Z/I C R" x RY x R™ | potom F sa nazjva null Lagrangién, ak Lp(v) = 0 pre kazdi C?
funkciu v s vlastnostou {(z,v(z), Vou(z)) : x € Q} C U.

Ak s M; = M;(x,v), i = 1,2, 'ubovolné hladké funkcie definované na jednoducho siivislej oblasti
v R? a SplnaJu podmienku % = % (napr. konStantné funkcie), potom z dokazu Lemy 15.9
plynie, ze funkcia F deﬁnovana v (15.3) je null Lagrangidan. Typickymi prikladmi viacrozmernych
null Lagrangidnov (pre n = N > 1 a F' = F(s), kde gradientni premennu s € R™ chédpeme casto
ako maticu typu n x n) st Lagrangidny F(s) = > . sy (t.j. F(Vv) = divv) alebo F(s) = det s: vid’
napr. ich pouzitie v Priklade 11.3 alebo Vete 11.7. Null Lagrangidny sa pouzivaju aj pri definicii
roznych invariantov (napr. Brouwerovho stupna zobrazenia) a ndjdeme ich aj v komplexnej analyze
(pren=1a N = 2): Nech H je holomorfnd funkcia v oblasti D C C, H(z) = Hy(u,v)+iHz(u,v),
kde H;y resp. Hy oznacuje redlnu resp. imaginarnu zlozku H, u resp. v oznacuje redlnu resp. imagi-
narnu zlozku komplexného ¢&isla z a z = u+iv € C stotoziiujeme s dvojicou (u,v) € R?. Definujme

F(u,v,s,t) := Hi(u,v)s — Ha(u,v)t, G(u,v,s,t) := Ho(u,v)s + Hy(u,v)t
a pre C! krivku ¢ : [a,b] = D : £ — (u(€),v(€))

Fly) = / Flu(€), v(6),w/(€),0'(€) d,  G(p) = / Gul€), v(€), ' (€), v/ (€)) dE.

Potom z Cauchy-Riemannovych podmienok aaHl 8({5)2 a 8;51 = 8H2 plynie, ze F, G st null La-

grangiény a ako dosledok dostdavame Cauchyho vetu (nezavislost’ krlvkoveho integralu [ o H(z)dz =
f H(p(€)' (&) dE = F(p) +iG(p) od krivky ¢).

Veta 15.11. (Postacujtica podmienka pre silny extrém) Nech je f triedy C? aug € C?([a,b])NAc
je extremdala. Ak existuje pole extremdl a

E(:E,U,Q/}(x,v), s) >0 pre kazdé (z,v,s) € P X R, (15.4)
potom je ug silng lokdlny minimizér ® v Ac. Podmienka (15.4) je napr. splnend, ak

fss(z,v,8) >0 pre kazdé (z,v,s) € P x R.

Dokaz. Nech graf u € Ag lezi v poli extremal P. Potom plati

b
O(u) — P(ug) = P(u) — I(ug) = P(u) — I(u) = / E(z,u(z),¢(z,u(®)), v (z)) dz > 0.

Ak je fss > 0, potom (15.4) plynie z vety o strednej hodnote. [
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Pozndmky 15.12. (i) Z dokazu Vety 15.11 plynie, ze ak je pole extremdal P globdlne (t.j. P =
[a,b] x R) a plati (15.4), potom je ug globdlny minimizér v Ac.

(ii) Z dokazu Vety 15.11 tiez plynie, ze pokial je podmienka (15.4) splnend len pre vsetky (z, v, s) €
P x R spliiajice |s — u)(z)| < § pre nejaké § > 0, potom je ug slaby lokalny minimizér.

(iii) Nech f € C?, ug € C?((a,b)) N C([a,b]) je extremala, ug(a) = A, ug(b) = B a funkcia
u = u(x,a) je definovand a spliia vlastnosti pola extremal len pre z € (a,b) a a € [—¢,¢]. Potom
je funkcia S = S(z,v) z dokazu Lemy 15.9 definovand len pre

(z,v) € P := {(z,u(z,)) : z € (a,b), a € [—¢,e]}.
Predpokladajme, ze plati (15.4) (s P miesto P) a Ze existuji koneéné

Sa(ug) := lim S(z,ug(z)) a Sp(up) := lim S(x,up(x)). (15.5)

r—ra+ T—b—

Ozna¢me ®.(u) = f;;; f(z,u(z),u'(z))dx a podobne I.(u). Potom z (15.5) plynie existencia

limity
hm O (ug) = lim I (ug) = Sp(ug) — Sq(up)
e—0+

(takze pokial' Lebesgueov integral ®(uo) neexistuje, mozeme definovat’ ®(up) := lime o4 Pc(uo)).
Nech v € Ac a predpokladajme tiez, ze graf v|(, ) lezi v P a plati

Sa(v) = Sal(ug), Sp(v) = Sp(up). (15.6)
Potom z rovnosti (15.6) plynie, ze rozdiel
I.(v) — I (ug) = S(b—¢e,v(b—¢)) = Sla+e,v(a+¢)) —Sb—e,up(b—¢))+ S(a+¢e,up(a+¢))
konverguje k nule pre ¢ — 0+, takze podobne ako v dokaze Vety 15.11 dostaneme

®(v) — P(ug) = lim (Po(v) — Pe(up)) = lim (Pe(v) — Ic(up)) = lim (P.(v) — I(v))

e—0+ e—0+ e—0+
b—e
= lim E(z,v(z),¥(z,v(z)),v'(z)) dz > 0.
e—0+ ate

Pomocou takto zovseobecneného pola extremal je teda opat’ moino dokézat’ Ze ug je minimizér.
Prikladmi takychto poli si u(z,a) = asinx pre funkcmnal <I> = [y (W)? = u?)dz (vid Pri-
klad 14.14) alebo u(x,a) = z3 + az~* pre ®(u fo —|— 12u?) dx (Vld’ Cvicenie 13.29):
sklon pola ¥(z,v) a teda aj V.S(z,v) si v oboch pr1padoch ohrani¢ené funkcie pre |v| < Cu,
a = A =0, takze napr. S,(v) existuje pre kazdé v € A¢ a nezavisi od v. KedZe polia st globalne
(P = (a,b) xR) a fss > 0, prislusné extremaly ug = 0 resp. ug(z) = x°
v triede Ac.

Podobne pre funkcional ®(u fo )2udz, extremélu ug(x) = 2%/3 a pole u(z,a) = (a4 1)z?/3
plati odhad |V S(z,v)| < C'ac 3 pre |v| < C2?/3, takze S,(ug) = S, (v) pre kazdé v € Ac. Kedze
fss > 0 pre u > 0, plati <I>(u0) < ®(v) pre vietky v € Ac, v > 0. Odtial’ vd’aka spojitosti ¢ vo
W12 plynie, 7e ug je globdlny minimizér ® v mnozine {u € A, : u > 0}. Tieto ivahy pouZijeme
pri rieSeni Cvicenia 15.29.

su globalnymi minimizérmi

Priklad 15.13. (Bolza) Nech ®(u) = fol (u)2(1 +u')? dz, u(0) =0, u(l) =
Néjdime najprv extremaly triedy C'. Eulerova rovnica 2u’(1 + u')(1 + 2u’) = C m4 pre pevné z ako kubicks
rovnica nezndmej u/(z) nanajvys tri rieSenia s1, s2, s3 (ktoré nezdvisia od z). Pretoze ug € C*, musf byt u} = c,

kde ¢ € {s1, s2,s3}. Z okrajovych podmienok plynie ¢ = B, ug(x) = Bz
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Plat{ fuu = fus =0, fos =2(1+6B +6B2). Rovnica 1+ 6B+ 682 = 0 m4a dva korene —1 < By < By < 0, pricom
9% > 0 pre B € (—o0,B1) U (Ba,00), f% < 0 pre B € (B1, B2). Pretoze Jacobiho rovnica je pre B ¢ {B1, B2}
ekvivalentnd s b’/ = 0, neexistuje v tomto pripade konjugovany bod v (0, 1], takze ug je slaby lokdlny minimizér pre
B ¢ [B1, B2] a slaby lokdlny maximizér pre B € (Bi, B2).

Pre B € {B1, B2} plati D?®(ug) = 0, D3®(ug)(v,v,v) = fol 12(2B + 1)(v/(z))3 dz # 0 pre vhodné v € C§. Odtial
plynie, ze pre B € {B1, B2} nemé ® lokalny extrém na mnozine Ac.

Pole extremél ma tvar u(x, o) = Bx + «, jeho sklon ¢ (xz,u) = uf(x) = B. Weierstrassova funkcia F(z,u,B,q) =
(g—B)? (q2 +2(1+B)g+(1+B)(1 +3B)) nemeni znamienko pre g € R préve vtedy, ked’ je diskriminant kvadratickej
rovnice g% +2(1+ B)q + (1 + B)(1 + 3B) = 0 nekladny, t.j. ked —2B(1 + B) < 0. Odtial plynie, ze pre B € (—1,0)
nemd ® v ug silny lokdlny extrém (podla Weierstrassovej nutnej podmienky), zatialc¢o pre B € (—oo, —1] U [0, 0o)
je ugp silny lokalny minimizér.

Vzhladom k tomu, ze ndjdené pole extremdl je globdlne, je pre B € (—oo,—1] U [0,00) ndjdeny minimizér ug
dokonca globdlny minimizér v Ac; z hustoty Ac v A4 a spojitosti @ vo W14(0,1) plynie, ze ide tiez o globalny
minimizér v Ag. Funkciondl ®(u) = ®(u + up) je pritom koercivny vo W01’4(0, 1), ale nie je slabo sekvencidlne
zdola polospojity vo W14(0,1), pretoze funkcia f(s) = f(s + B) nie je konvexni. Ukéite, ze ® nie je slabo
sekvencialne zdola polospojity ani vo W01’4(0, 1). (Névod: funkcia f je kladn4 pre s € (=B — 1,—B) a nulové4 pre
s € {—B—1,—B}. Zvolte sg € (—B—1,—B), definujte u(z) = soz pre z € [0,1/2], u(z) = so(1—=z) pre z € [1/2,1],
a funkcie uy € W01’4(0, 1) také, ze u, = wna [1/2,1], uj () € {—B,—B — 1} pre s.v. € [0,1/2] a uj, — u v slabej
topolégii W14.) Pre B € (—1,0) je u globdlnym minimizérom v A4 prave vtedy, ked v/ (x) € {0, —1} pre s.v. x.

Cvicenie 15.14. Vysetrite C! extremdly funkcionélu ®(u) = f01 (u')*(1+u')? dx s okrajovymi podmienkami u(0) =
0, u(1) = B pre hodnoty B=1,—-1/2, 2.

Cviéenie 15.15. Vysetrite C'! extremdly funkciondlu ®(u) = fol (W)? —1)((w)? = M)dz, M > 1, spliiajtce
okrajové podmienky u(0) =0, u(1) = 1.

Cvicenie 15.16. Vysetrite C! extremély funkciondlu ®(u) = fol ((u’)2 — 1)2 dz splhajice okrajové podmienky
u(0) = 0, u(1) = B. Zistite tiez, ¢i ® nadobida globdlne infimum v Aj4.

Cvicenie 15.17. Vysetrite Cl-extremaly funkcionalu ®(u) = fol (u')2u(u’ — 2) dx splhajice okrajové podmienky
u(0) =0, u(1) = 1.

Priklad 15.18. Uvazujme funkciondl ®(u) = f32((u’)4 — 222(u')?)dr s okrajovymi podmienkami u(—2) = 0
a u(2) = 2 resp. u(2) = 0. Skimajme najprv C! extremély. Eulerova rovnica je u’(u’ — z)(u’ + z) = C. Pre
u(2) = 2 dostdvame extremdly ug(x) = 0 pre z < 0, ug(z) = 22/2 pre x > 0 a ui(x) = (4 — x2)/2 pre z < 0,
ui(x) =2 pre x > 0. Kedze fos = 1252 — 422, funkcie P = fO, resp. P = fl, menia znamienko, takze uo, u1 nie si
minimizéry ani maximizéry.

Pre u(2) = 0 dostdvame extremaly ug = 0, ui(z) = (22 — 4)/2, us = —uy. Plati fO(z) = —422 < 0, ale
E(z,uo(x),uy(z),q) = q* — 2¢%z? nespliia Weierstrassovu nutnt podmienku pre slaby extrém, takze ug nie je
maximizér ani minimizér. Pre polia extremdl u;(x, @) = u;(z) +«, i = 1,2 plati E(z, u,¥(x,u),q) = (¢> —x2)% >0,
takze w1, u2 st globdlne minimizéry. To plynie aj priamo z vyjadrenia ®(u) = ng((UI)Q —z2)2dx 4+ C.

Pre u(2) = 0 s extremdly ui,us zrejme striktnymi lokdlnymi minimizérmi ® v C}([—2,2]), takze pokial by boli

splnené predpoklady Vety 7.3, bol by ug kriticky bod, ktorého existenciu zarucuje Veta 7.3. Ukazeme, ze tomu tak

nie je. Uvazujme ® najprv v priestore X := W01’4(—2, 2). Potom w1, u2 st opdt globdlnymi minimizérmi, ale nie
striktnymi: v tomto pripade je globdlnym minimizérom totiz aj kazdd funkcia u € X, pre ktord |u'(z)| = |z| s.v.
Pre a € (1,2) zvolme funkciu uq € X tak, aby ul, (z) = = pre |z| > 2(a — 1), ul,(z) = —z pre |z| < 2(a — 1).

Funkcie uq st globdlne minimizéry a zobrazenie p : [0,1] — X : ¢ — uz4+1 je spojité, takze hodnota 8 vo Vete 7.3
je rovné globdlnemu minimu ®: 8 = ®(u1) < ®(up). Pomocou vhodnej C! aproximécie funkcif uo sa Fahko ukaze,
ze hodnota 8 vo Vete 7.3 sa nezmeni, ak miesto priestoru X uvazujeme priestor Cé. Ukazte tiez, ze ® nespffla

v priestore C& Palais-Smaleovu podmienku.

Cviéenie 15.19. Vysetrite Cl-extreméaly funkciondlu ®(u) = fol((u’)4 + 1222u) dz s okrajovymi podmienkami
u(0) = u(l) = 0.
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Cviéenie 15.20. Vysetrite C! extremély funkcionélu ®(u) = fl4[(u’)4 — (u")?/(27)] dz s okrajovymi podmienkami
u(1l) =0, u(4) = 1 resp. u(l) = u(4) = 0.

Cvigenie 15.21. Vysetrite C! extremdly funkcionalu ®(u) = fi1(3(u’)4 — 4z(u')3) dx s okrajovymi podmienkami
u(—1) = u(l) = 0.

Cvigenie 15.22. Vysetrite C! extremdly funkciondlu ®(u) = fol (3(u')* — 4z (u’)® + 14422%u) dz s okrajovymi pod-
mienkami v(0) = 0, u(1) = B, kde B € [0, 1].

Cviéenie 15.23. Vysetrite C! extremdly funkciondlu ®(u) = fOQ((u’)4 — 2z(u')3) dx s okrajovymi podmienkami
u(0) = 0, u(2) = 3, resp. u(0) =u(2) =0.

Cviéenie 15.24. Vysetrite C! extremdly funkciondlu Nech ®(u) = ff (z(u)* = 2u(u')3) dz spliiajiice okrajové
podmienky u(1) =0, u(2) = 1.

Cviéenie 15.25. Nech a,b > 0, ¢ € R. Vysetrite C! extremdly funkcionalu ®(u) = fol (au'? — 4bun’® + 2bzu'*) dx

spliiajice okrajové podmienky u(0) = u(l) =c.

Priklad 15.26. Uvazujme funkciondl ®(u) = fol (u")2(u+ 1) dz s okrajovymi podmienkami u(0) = 0, u(1) = —3/4.
Podla Poznadmky 13.45(ii) riesi kazdy C'-minimizér (a podla Cvicenia 13.46 aj kazdd C'-extremdla) ug du Bois-
Reymondovu rovnicu (u/)?(u + 1) = C, odkial ug(z) = —1 + (1 — 72/8)%/3. Pretoze ug € C? a uf) # 0, je
up extreméla. Plati P(x) = 2(1 — 7z/8)%/3 > 0, Q(z) = (7/12)%2(1 — Tz/8)~*/3 > 0, takze v (0, 1] neexistuje
konjugovany bod a ug je slaby lokdlny minimizér. Pre pole extremél u(z,a) = —1 4+ (1 + a — 72/8)%/3, a > —1/8,
plati fss(z,u,8) = 2(u+1) > 0 (a E(z,u,¥(z,u),q) = (¢ — ¥)?(u+1) = [g(1 + a — 7z/8)'/3 +7/12]% > 0), takze
ug je silny lokdlny minimizér (nie vSak globdlny: @ je zdola neohraniceny).

Dahko sa overi, ze spojité funkcie u, ktoré st tvaru —1 + (Co — C12)?/3 na intervaloch [0,y1] aj [y2,1] (0 < y1 <
y2 < 1), u(z) = —1 pre = € [y1,y2] a ktoré spiflajli okrajové podmienky, si kritické body ® v As. Ukézme teraz
priamo (bez vyuzitia Pozndmky 13.45(ii) alebo Cvicenia 13.46), ze jedinou extremélou v A¢ je funkcia ug.

Ak uy je Cl-extreméla, potom v okoli bodu = = 0 plati ui(z) > —1, fl, = 2(u1 + 1) > 0, takze u; je tam triedy
C? a riesi du Bois-Reymondovu rovnicu (u’)?(u + 1) = C. Plat{ C > 0, pricom nemdze C = 0 (inak u1 = 0),
takze C' > 0. RieSenim uvedenej rovnice (v okoli z = 0, kde uj(z) > —1) dostaneme u1(z) = —1 + (1 — C12)%/3.
Téato funkcia nemdéze dosiahnut’ hodnotu uj(x) = —1, lebo by v tomto bode nemala koneéni derivdciu. Hladand

extremala teda riesi du Bois-Reymondovu rovnicu na celom [0, 1], u1 = ug.
Cvigenie 15.27. Vysetrite C! extremdly pre ®(u) = fol (u)2(1 + wu') dz, u(0) = 0, u(1) = 0.

Cviéenie 15.28. Vysetrite C! extremdly funkciondlu ®(u) = fol (u)2u?dzx, u(0) = 1, u(l) = 2. Ukézte, ze ®
nie je koercivny ani konvexny v A2, ale existuje jeho globalne minimum v A2. Porovnajte tento vysledok s Pri-
kladom 13.53.

Cviéenie 15.29. Nech ® : WH2(0,1) = R : u fol(u’)zudac, Az = {u € WH2(0,1) : u(0) = 1, u(l) = 22/3},
A;‘ ={u€Ady:u>0} A ={ue .A;' :u(zg) = 0 pre nejaké zo € (0,1)}, vo(z) = (z+1)2/3, wo(z) = (3z—1)2/3.
Ukézte, ze vg je globdlny minimizér ® v A;‘, wq je kriticky bod ® v A2 a globdlny minimizér ® v Ag, ale nie je ani

slaby lokdlny minimizér ® v As: ide o kriticky bod typu horského sedla.

Cvigenie 15.30. Vysetrite C'! extremaly funkciondlu ®(u) = fol (u")%u dx s okrajovymi podmienkami u(0) = u(1) =
1 resp. u(0) = u(1) =0 resp. u(0) =1, u(l) = 4.

Cviéenie 15.31. Vysetrite C! extremaly pre ®(u) = fol (u)?2/(1 4+ u?)dz, u(0) = 0, u(1) = 1.

Cviéenie 15.32. Nech ®(u) = fol (sin(u/)2 4 k(u’)?) dz, kde k € {0,1,2,3,4}. Vysetrite C! extremdly ® spliajice
okrajové podmienky u(0) = 0 a u(l) = 0 resp. u(l) = /7 a zistite tiez, ¢i ide o lokdlne extrémy v triede As.
Dalej skimajte funkciondl ® pre k& > 0 vo VVOl 2: Je koercivny resp. zdola ohrani¢eny resp. slabo sekvencidlne zdola

polospojity? Existuje jeho globalny minimizér? V pripade k = 0 tiez zistite, comu sa rovna D2®(0)(h, h).

Cviéenie 15.33. Ukdzte, ze ug(xz) = +/7z je slaby ale nie silny lokdlny minimizér funkciondlov

1 1
<I’1(u):/0 (o(sin(@)? + 2(u')2) + 2v/7w) dz a <I>2(u):/0 (2y/7u — zsin(u)?) do
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v triede C funkcif u spliajtcich okrajové podmienky u(0) = 0, u(1) = /7. Ukézte tiez, ze uo je globdlny minimizér

funkciondlu ® = ®1 + ®2 a ®(u) = C + fol 2z(u/ — /7)? pre u spliiajiice uvazované okrajové podmienky.

Cvigenie 15.34. N4jdite chybu v nasledujicej tvahe. Nech K € R a ®x(u) = fol ((u)* + (u)? — Ku?) dx.
Funkcional ®x je vo W01’4(O, 1) koercivny a slabo sekvencidlne zdola polospojity, takze existuje jeho globdlny
minimizér (pricom ide zrejme o funkciu v = 0 ak napr. K = 0). Z Viet 13.11 a 13.36 plynie, Ze tento minimizér
musi byt triedy C?. RieSenim du Bois-Reymondovej rovnice 3(u’)* + (u’)? + Ku? = C nijdeme extremalu ug = 0.
Globélne pole extremdl u(z,a) = a mé sklon ¢ = 0 a E(z,u,0,q) = ¢* + ¢% > 0, takze ug je globalny minimizér.

Uvazujme teraz I'ubovolnd hladkid funkciu w € Wol’4(0, 1), w > 0 v (0,1). Potom zrejme existuje K > 0 tak, ze

P (w) <0, €o je v spore s tym, Ze ug = 0 je globdlny minimizér pre ®x .

Cvicenie 15.35. Nech (k,m) € {(4,24), (8,70)}. Ukdzte, ze ugp = 0 je silny lokdlny ale nie globdlny minimizér pre
funkciondl ®(u) = fol (2(u")8 — 5(u)* + k(u’')? — mu?) dx s okrajovymi podmienkami u(0) = u(1) = 0.

Cvigenie 15.36. Uvazujte funkciondl ®(u) = fol((u’)?’ — 108zuw’) dz s okrajovymi podmienkami u(0) = 0, u(1) =
B. Uk&zte, ze ® nem4 silné lokdlne extrémy v Ac a ze existuje B; < 0 s nasledujiicou vlastnostou: C?-extreméla v
Ac existuje len ak B ¢ [B1,0), kde By < 0. Této extreméla je slaby lokdlny minimizér ak B > 1, nie je minimizér

ani maximizér ak B € [0, 1] a je slaby lokdlny maximizér ak B < Bj.

Priklad 15.37. Nech € > 0 a k > 0. Vysetrujme C?-extremdly funkciondlu ®(u) = fol ()2 ((v)? + e — ku?) da
spliajiice okrajové podmienky u(0) = u(1) = 0. Vzhladom k tomu, 7e pre u € Ac plati v/(zg) = 0 pre vhodné
x0, musi byt kongtanta C' v du Bois-Reymondovej rovnici (u’)?(3(u’)? 4+ ¢ — ku?) = C rovnd nule a takdto rovnica
(spolu s okrajovymi podmienkami) m4 jediné C riesenie ug = 0. Ide o extremélu a u(z, @) = « je pole extremdl so
sklonom 1 = 0. Weierstrassova funkcia E(z,u,,q) = ¢*(¢% + € — ku?) je nezdpornd pre u < \/e/k a kazdé q € R,
takze v pripade € > 0 je ug silny lokdlny minimizér. V pripade ¢ = 0 ndm lokalna tedria neddva ziadnu odpoved.
Priamym vypoctom ukdzeme, ze ak ¢ > 0 a k < 8, potom je ug globalny minimizér. Na druhu stranu pre & > 12
ukdzeme, ze ug nie je globdlny (a pre € = 0 ani slaby lokdlny) minimizér.

Nech k < 8 au € Ag. Pre z € [0,1/2] s vyuzitim Holderovej nerovnosti dostavame [u(z)| < [ |u/(t)] - 1dt <
(f01/2 |u/(t)|* dt) /423/4, o spolu s analogickym odhadom na intervale [1/2,1] dokazuje Poincarého nerovnost’
fol ut(t)dt < Cy fol u/(t)*dt s konstantou Cy = 1/64 (optimédlna konstanta Cy je 4/(37%) = 1/73). Volbou
C := /C4 potom s pomocou tejto nerovnosti dostdvame odhad fol (w)2u?dt < % fol (u)*dt + % fol utdt <
VCy fol(u’)4 dt. Kedze k+/Cy < 1, plati ®(u) > 0 = ®(uop).

Nech je dalej k > 12 a u(z) := M min(z,1 — z), kde M > 0 je velké ak ¢ > 0 a malé ak ¢ = 0. Potom plat{
®(u) = M4 fol(l + 552 — kmin(z,1 — z)?) dz < 0, pretoze fol kmin(z,1 — x)? dz > 1. Ak aproximujeme u vo Wol’4
hladkou funkciou v € A¢ s vlastnostou |v'| < M, dostdvame ®(v) < 0.

Priklad 15.38. (Minimdlna rota¢na plocha; Euler 1744) Uvazujme funkciondl ®(u) = fol uy/1+ (u')2dx s okra-
jovymi podmienkami u(0) = u(1) = A > 0. Ak graf G := {(z,u(z)) : = € [0,1]} funkcie v chdpeme ako krivku
v nadrovine {(z,y, z) : z = 0} C R3, potom funkciondl ® az na multiplikativnu konstantu vyjadruje velkost’ rotacnej
plochy, ktort dostaneme roticiou G okolo osi x.

N4jdime najprv C? extremdly funkcionidlu ®. Rieseniami du Bois-Reymondovej rovnice u = C \/m S uve-
denymi okrajovymi podmienkami st konstanta A (to vSak nie je extremdla) a funkcie tvaru vg(z) := kcosht, kde
t = t(z,k) := (x — 1/2)/k a k je uréené podmienkou 2A = 2k cosh(1/(2k)). Funkcia f(z) = zcosh(1/z), z > 0, je
rydzo konvexnd, lim,;_,04 f(2) = lim,_ 40 f(2) = +00, takze nadobida minimum v bode zg splhajicom f'(z0) =0,
t.j. zo = tanh(1/z0), zo = 0.8335. Ozna¢me si Ag := f(z0)/2 = 0.745. Vsimnime si tiez, ze pre k > ko := 20/2 je
funkcia k — vg(z) rastica pre kazdé = € [0, 1], takze extremély vy pre k > ko tvoria pole extremdl. Na druhi stranu,
funkcia wy, = %vk meni pre k < ko v intervale (0,1) dvakrat znamienko a wy, > 0 v (0, 1), wg, (0) = wy, (1) = 0.
Pre dané A > Ag zrejme existuji k1 < ko < k2 tak, ze f(2k1) = f(2k2) = 2A, pricom extremdly vy, , vk, si jediné,
ktoré vyhovuji okrajovym podmienkam vy (0) = vi(1) = A. Podobne pre A = Ag dostdvame jedini extremalu vy,
pre A < Ag extremély spfﬁajﬁce dané okrajové podmienky neexistuju.

Nech dalej A > Ag. Pre vy, existuje pole extremdl tvorené extremdlami vy, = kcosht, k > ko, pricom sklon tohto
pola je ¢ = sinh t, takze pre Weierstrassovu funkciu dostdvame FE = u(m —qgtanht—1/cosh t) > 0 pre kazdé
q,t € R. Extremadla vy, je teda globalny minimizér v triede funkcii v € A¢ spfﬁajﬁcich v > vg,, a Specidlne tiez

silny lokdlny minimizér. Pre extremdlu vy, naopak z Poznidmky 14.12 (a vlastnosti funkcie wy, ) plynie existencia
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konjugovaného bodu v (0, 1), takze v, nie je minimizér ani maximizér.

V pripade A = Ag plati wy, € Cc(0,1), D" (Vg ) (Why , Wiy ) = 0 (kedZe wy,, je riesenim Jacobiho rovnice pre vy, )
a priamy vypocet ddva & (vi,)(Wky, Wk, Wky) > 0, takze vy, nie je minimizér ani maximizér.

Oznatme dalej .AJCF, = {u € Ac : u > 0}. Ukdzte, ze pre A dostatocne velké (napr. A > 3/2) je vy, globalnym
minimizérom v .Ag, ale pre A blizke Ag (A > Ag) extremadla vy, nie je globalnym minimizérom v Ag.

(Navod: Pre funkcie u,, definované predpisom un(x) = A—nx pre x < A/n, un(zx) = A—n(l—z) pre 1 —z < A/n,
un(z) = 0 pre € [A/n,1 — A/n] zrejme plati ®(un) — A? pre n — oco. Ukdzte, ze ®(vy,) > A? pre A blizke
Ap a aproximujte vhodné u,, funkciou z AJCC. Nech dalej A > 3/2. Ak u € Ag spfﬁa u > Ag, potom u lezi v poli
extremdl vy, k > ko (pretoze vy, < Ap), takze ®(u) > ®(vg, ). Pre kazdi funkciu u € Azg s vlastnostou minu < Ag
pritom existuji 0 < z1 < z2 < 1 tak, ze u(x1) = u(x2) = Ao, takze ®(u) > [J' —uv/ dz + fwlz wu' do = A% — A2 >
A= B(4) > B(og,).)

D4 sa ukézat), ze pre A > Ag je inf 4, ® = min(A2, ®(vy,)) (a infs, ® = A? pre A < Ag). Ukdizte, ze funkcia
D: (Ag,00) = R: A O(vg,) — A? md jediny nulovy bod Ay (D(A) = $k3(—1— e~ 1/k2 4 1/ko); Ay = 0.9475).
Podobné vysledky platia aj na Pubovolnom intervale [0, b], pricom kritické hodnoty A1 = A1(b) a Ag = Ap(b) su
rastice v b, A1(b) > Ao(b) a limy_, o, Ag(b) = oco. Zvolme si A > A1(1) pevne. Z vlastnosti funkcii A; plynie, ze
existuji 1 < b1 < bp tak, ze A = Aj(b1) = Ao(bo). Preb € [1,bp) plati A > Ao (b) a prisludny silny lokdlny minimizér
si ozna¢me ako uj. Minimédlnu rota¢ni plochu popisand funkciou u; = vy, si mézeme predstavit’ ako mydlovy film
natiahnuty medzi kruhovymi obru¢ami s polomerom A a so stredmi v bodoch = 0 a x = b = 1 (ktorych roviny
st kolmé na os z). Postupnym zviacSovanim hodnoty b (t.j. vzdialenosti medzi obruc¢ami) dosiahneme hodnotu bg.
Vtedy sa film roztrhne a zaujme vnutra oboch obruéi: to zodpoveda singularnemu tzv. Goldschmidtovmu rieSeniu
ug (s hodnotou ®(ug) = A?). Pre b € (b1,bp) sice plati ®(ug) < ®(up), ale up je stile silny lokdlny minimizér,

takze pri pomalom zvacSovani hodnoty b k roztrhnutiu filmu pri takychto b neddjde.

Priklad 15.39. (Minimélne plochy) Nech Q = {z € R? : B < |z| < A} a predpokladajme, Ze existuje minimizér v
funkcionalu ¥ (v) := [, /14 |[Vv|? dz na mnozine

W= {ve WhHHQ) :v(z) =1 pre |z| = B, v(z) = 0 pre |z| = A}.

Kedze VU je konvexny a invariantny vzhladom na rotécie funkcie v, z regularity vo (vid’ [29]) plynie, ze pre funkciu
wo(r) = ﬁlr f\yl:r vo(y) dSy je Do(x) := wo(|z|) radidlne symetricky minimizér ¥. Funkcia wg riesi prislusnd
Eulerovu rovnicu w’(r)r = ¢y/1 + w’(r)2, takze musi byt klesajtca. Inverzna funkcia uo : [0,1] — [A, B] je potom
minimizérom funkciondlu ®(u) = fol uy/1+ (v')2 dz s okrajovymi podmienkami u(0) = A, u(1) = B. Ak je A > 0
pevné a 0 < B < 1, potom podobne ako v Priklade 15.38 dostaneme, ze ® nenadobida svoje infimum, takze pre
takéto A, B nenadobida svoje infimum ani konvexny spojity koercivny funkciondl ¥ vo W. (Neexistencia wg sa dé
dokdzat’ aj priamo, vid’ [29, Example 12.15].) Na druht stranu, pre konvexntu ohrani¢end oblast’ Q s lipschitzovskou

hranicou a ,rozumné” okrajové podmienky funkciondl ¥ svoje infimum nadobuda, vid napr. [24, 29].

Priklad 15.40. Uvazujme funkciondl

1
®(u,v) = [1f(u(:c),v(x),u'(m),v'(z))d:):, f(u,v,8,t) = Vu2 + 021+ s2 + 2,

ktory zodpovedd momentu krivky {(z,u(z),v(z)) : « € [-1, 1]} vzhladom k osi  (a v Specidlnom pripade v = 0 ide
o funkciondl vySetrovany v Priklade 15.38). Eulerove rovnice maju tvar

d ( u'vu2 + v? )_u\/1+(u’)2+(v’)2 d ( v'vu2 + 0?2 )_v\/1+(u’)2+(v/)2

dx \/1 + (W)Z+ (V)2 B Vu2 + 02 ’ dz \/1 + @W)? + (V)2 o Vu2 + 02

a du Bois-Reymondova rovnica f — u’fs — v’ f; = f» mé po zintegrovani tvar vVuZ +v2 = cy/1 + (v/)2 + (v/)2. Ak
tito rovnost’ dosadime do Eulerovych rovnic, dostdvame rovnice u = c?u”, v = c2v”, odkial

u = ¢1 cosh(x/c) + ca sinh(z/c), v = cg cosh(z/c) + cq sinh(x/c).

Po dosaden{ do rovnosti vuZ + v2 = ¢y/1 + (u/)2 + (v')2 dostdvame podmienku c¢? +c2 = c3+c2+c2. Ak si zvolime
c; v tvare
c¢1 = ccos acosh(B/c), ca = ccos asinh(B/c),

c3 = csin acosh(vy/c), ¢4 = csinasinh(y/c),
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potom je uvedend podmienka splnena a dostavame extremdly v tvare

u:ccosozcoshx—i_ﬁ, v:csinacoshx+7, (15.7)
c c

kde a, 3,7, ¢ st nezavislé parametre.
Kedze fss > 0, fir > 0 aj fssfit > (fst)?, je pre kazdi extremélu splnend Legendrova nutnd podmienka (vid
Pozndmku 14.2). Podobne Weierstrassova funkcia

E(uava37t7Q7T) = f(u,v,q,r) - f(U’?v’Svt) - (q - S)fs(u,v,s,t) - (7" _t)ft(uvvvsat)

je nezdporna, takze je splnend Weierstrassova nutnd podmienka pre silny extrém a extremadla bude silnym lokalnym
minimizérom, pokial pre fiu bude existovat’ pole extremal (vid Pozndmku 15.10(i)). Podobne ako v Priklade 15.38
(vid’ tiez Tvrdenie 15.8, Pozndmky 14.12 a 14.11), existencia pola extremadl je tizko spojend s neexistenciou konjugo-
vanych bodov. Vypocet konjugovanych bodov pre vieobecné extremaly tvaru (15.7) mozno néjst’ v [22, str. 199-202],
my sa pre jednoduchost’ obmedzime na jeden Specidlny pripad o = 7/4, 8 = 0 a v = 1. Budeme teda skimat’ ex-

tremdly

c T c r+1
u = —— cosh —, v = —— cosh .
c

V2 V2 c

Derivovanim extremdl v (15.7) podla parametrov «, 3,7 a ¢ dostdvame nasledujice rieSenia (w, z) Jacobiho rovnic

wy = —cosh 7, wz = sinh 7, ws = 0, w4 = cosh T — Zsinh 7,

C
z+1 x+1
c b

z1 = cosh z9 =0, z3 = sinh Li'l == sinh

Z4:COShL+1_ z+l
Cc C

Podla Pozndmky 14.11 hladdme rieSenia (w,z) a (w,Zz), pre ktoré bude platit’ w/(—1) # 0, w(—1) = z(—1) =
2'(=1) =0, Z(-1) #0 a w(—1) = @' (—1) = 2(—1) = 0. Staci zrejme polozit’ (w, 2) = (w3, 2z3) = (0, 23) a rieSenie
(w, z) hladat’ v tvare w = Y, Ciw;, z = >, Cijz;. Podmienky v bode x = —1 vyzaduju C4y = —Cp, C3 = 0
a O = C4(2coth(1/c) —1/c), takze volbou C1 = —1 dostdvame riesenie w(zx) = 2 cosh ¥ + (2 coth L _1_2ygph2

c c c c’

Kedze det (uf %) = wZ a 2(y) # 0 pre y > —1, sta¢{ skdmat’ nulové body funkcie w. Vsimnime si, ze w(0) > 0
W Z

aw(l) =4cosh i — 2sinh 1, takze napr. pre ¢ dostatoéne malé bude w(1) < 0 a v intervale (—1,1) musi existovat’
(& (& (&

konjugovany bod.

Cvicenie 15.41. (Priehyb retaze) Za predpokladu existencie ngjdite minimizér funkciondlu

D(u) := /Obuwl—l—(u’)de, b=2In(v2+1),

spinajuci okrajové podmienky u(0) = u(b) = 0 a véizbovi podmienku W(u) := fé’ V1+ @W)2dz = 2.

Priklad 15.42. (Problém z balistiky) Uvazujme drdhu strely hmotnosti m, ktord je vystrelend z bodu (0,0)
rychlostou vg > 0 a trafi ciel umiestneny v bode (b, B) (b, B > 0), pricom zanedbdme odpor vzduchu. Podla
Maupertuisovho principu pojde o kriticky bod funkcionalu

t1 t1 ds

t1 b b
D(u) :/ 2T dt = mv?dt =m v dt:m/ 'UZ—S dx:m\/2g/ Vh —uV1+u'?dr,
0o az 0

to to to

kde h = v3/(2g) je maximdlna vyska, ktord by strela dosiahla pri vystreleni smerom kolmo hore, a u(z) oznacuje
vysku strely v bode z € [0, b] (takze u(0) =0, u(b) = B, %va + mgu = mgh).

Predpokladajme, ze hladané kritické body budi C2-funkcie. Z du Bois-Reymondovej rovnice dostdvame f —u/fs =
Ch, takze vh —u = C1V/1 + /2, odkial 4C%(h — C? —u) = (z — C2)?. Z podmienky u(0) = 0 dostaneme C7 =

2
4C2(h—C%) a —4C%u = 22 —2Csz. Volbou parametra o = u/(0) = 2072% dostdvame extremély un (z) = az— %aﬂ,

kde « sa uréf z podmienky u(b) = B. Specidlne pre b = h a B = h/2 dostaneme dve riesenia spfﬁajl’lce obe okrajové
podmienky: a1 =1, ap = 3, u1 (%) = & — 2%/(2h), uz(z) = 3z — 522 /(2h). Plati maxyg pju; < h, i =1,3.

Funkcia wq (z) = %ua () = (1 — 5 x) je rieSenim Jacobiho rovnice pre extremélu uq. KedZze wi(0) =0, w1 >0

v (0, h], pre ui neexistuje konjugovany bod v (0, h]. Podobne w3(0) = w3(2h/3) = 0, takze pre us je x = 2h/3
konjugovany bod a ug nie je (slaby) lokdlny minimizér.

Kedze pre u1 neexistuje konjugovany bod v (0, h] a fss > 0 v C-okoli ui, pre w1 existuje pole extremél a uj je silny

lokdlny minimizér.
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Cviéenie 15.43. (Fermatov princip) Vysterite kladné C? extremély funkciondlu ®(u) = fol \u(l +w'?)de s okra-
jovymi podmienkami w(0) = u(1) = 1/v/2.

Priklad 15.44. (Uloha o minimalnom odpore) Uvazujme funkcional

1
x
d(u) = z, v (z)) dx, T,8) = ——,
= [ fed @)z (=
definovany na mnozine M := {u € W11(0,1) : u(0) = A, u(1) = 0, v/ < 0} (vid Priklad 2.7). Chceme dokazat),
ze pre ® existuje v M jediny minimizér ug a naviac je to konkdvna funkcia, a := sup{z : uo(z) = A} € (0,1),
uo|[a’1] €C?a (u0|[a,1])/ < —1 na intervale [a, 1].

Ak miesto funkcie u € M uvazujeme funkciu & € M s nerastiicou derivaciou (t.j. 4 je konkdvna) a s vlastnostou
Hz : v/ (z) > a}| = |[{z: @/'(z) > a}| pre kazdé o, potom ®(a) < ®(u) (a ®(2) < ®(u) ak u nie je konkdvna); vid
[40, Theorem 3.4]. Ak teda existuje minimizér ® v M, musi to byt konkdvna funkcia a preto staci hladat’ minimum
® v triede

N :={u € M : u je konkdvna}.

Vsimnime si, ze z konkdvnosti a okrajovych podmienok plynie pre kazdé u € N odhad

[u/(z)| < A/(1 — ) pre s.v. x. (15.8)

Nech {ux} C N je minimizujica postupnost’ pre ®. Zvolme si p € (1,00). Z odhadu (15.8) plynie pre kazdé e > 0
rovnomerny odhad uj, v priestore WHP(0,1 — €) a z reflexfvnosti tohto priestoru plynie, Ze (postupnym vyberanim
a volbou diagonélnej postupnosti) vieme néjst’ podpostupnost’ (ktord opat’ oznacime {uy}), ktord konverguje slabo
k limitnej funkcii u vo W1P(0,1 — ¢) pre kazdé ¢ > 0. Z kompaktnosti vnorenia W1P(0,1 — ¢) —< C([0,1 — ¢])
dostdvame u € C([0,1))NWP(0,1—¢) pre kazdé € > 0 a ug(x) — u(x) pre kazdé = € [0, 1), odkial plynie u(0) = A,
u je nerastica a konkdvna, a teda tiez existuje u(1) := limgz—1— u(z) > 0. Pres.v. € (0,1), s.v. € < min(z,1 —z)
a k — oo plati

1 [* 1 [*
up(z) < 7/ uy, — 7/ u < (z —e),
€ Jx—¢ € Jx—e

takze limsupy_, ., v} (z) < u/(z —¢) a podobne liminfj,_, . v} (z) > u/(x +¢). KedZze funkcia v’ je monoténna, pre
s.v. « je spojitd v bode z, takze u), — u’ s.v. Z Lebesgueovej vety teraz dostdvame ®(u) = limy_, o ®(u) = infn .
Keby u(1) > 0, potom pre funkciu v(z) := u(x) — u(1l)x zrejme plati v € N, ®(v) < ®(u) = inf x5 P, ¢o je spor. Plati
teda u(1) =0, u € N, ¢ize ide o globédlny minimizér ® v N, a teda aj v M.

Nech je teraz ug Iubovolny globadlny minimizér ® v M. Podla vyssie uvedeného musi ug € N. Oznacme a :=
sup{z > 0 : u(z) = A} a véimnime si, ze uj < 0 s.v. v (a, 1), takze z konkdvnosti u plynie, ze pre kazdy kompaktny
interval K C (a,1) existuje Cx > 0 tak, ze uj < —Cg s.v. v K. Pre l'ubovolnd hladkd funkciu h s kompaktnym
nosi¢om v (a, 1) teda plati ug + th € M pre dostatocne malé ¢t € R, a teda

®(ug + th) — ®(uo) _
t

0.

[ @ n @) de = iy

Z du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) plynie existencia konstanty C tak, ze fs(z,uj(z)) = C s.v. v (a,1),
t.j. h(u)(z)) = C/z s.v., kde h(s) = —2s/(1 + s?)? je rastica na (—oo,—1/v/3] a klesajica na [—1/+/3,0],
lims oo h(s) = h(0) = 0. Musi teda C >0, a > 0 a C/a < h(—1/+/3). Ak > a a h(uj(z)) = C/z, potom pre
s = u)(x) existuju dve rieenia rovnice h(s) = C'/z: jedno v intervale (—oo, —1/1/3) a druhé v intervale (—1//3,0).
Keby pre nejaké xo > a platilo u((zo) € (—1/+/3,0), potom z monoténnosti u(, plynie, ze pre s.v. z € (a,zg) musi
tiez platit’ u(z) € (—1/v/3,0). Funkcia uf) je na (a,zo) nerastica, funkcia h je na intervale (—1/v/3,0) klesajica,
takze h(u}) je neklesajiica, co je spor s h(uh(z)) = C/x. Pre s.v. z € (a,1) teda plati u)(z) = h]'(C/z) kde
hi : (—o0,—1/v/3) — (0,h(—1//3)) : s — h(s) je hladka rastiica funkcia. KedZe ug je absolitne spojitd, plati
uy(x) = h{Y(C/z) pre vietky = € [a,1] a ug € C?([a, 1]). Z dokazu Weierstrassovej nutnej podmienky naviac plynie
E(xz,uo(x),uy(x),q) > 0 pre kazdé = € (a,1) a q < 0. Kedze E(z,u,s,q)(1+ ¢®)(1+52)? = x(q—5)%(2gs + 52 — 1),
volba ¢ = 0 déva [s| = |u{(z)] > 1, a teda uj(z) < —1. Z Prikladu 2.7 dostdvame ug(a+) = —1, takze
C/a=h(—1)=1/2, C = a/2. K dokazu jednoznacnosti ug teda staci dokézat’ jednoznacnost’ hodnoty a.

Predpokladajme, ze existuji dva globédlne minimizéry ug, %o s hodnotami a < @. Uvazujme funkcional

x
1452

1
Dy (u) = / f(:c,u’(:c)) dx, flz,s) =
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na mnozine M, = {u : u(a) = A, u(l) = 0, v/ < 0}. Funkcia U(z,a) = uo(z) + a je globdlne pole extremdl
so sklonom ¢ (z,u) = u{(z) a E(z,u,s,q) > O pre ¢ < 0, E(z,u,s,q) > 0ak s < —1 a0 > q # s. Ak funkciu
U= ﬂ0|[a’1] aproximujeme C' funkciami uy, spliiajicimi rovnaké okrajové podmienky, potom z dékazu postacujtice;
podmienky pre silny extrém a limitnym prechodom pre k£ — oo dostaneme

1
D (u) — P(ug) = / E(z,u(z),ug(x),u (z)) dz > 0, ¢o je spor.

Cviéenie 15.45. Uvazujte funkciondl ® z Prikladu 15.44. Uk&zte, ze pre f'ubovolné A > 0 a mnoziny M; = {u €
C1([0,1]) : u(0) = A, u(1) =0}, Mz = {u € C([0,1]) : u(1) = 0, v/ < 0} plati infy;, ® = infy, ® = 0 a ze ndjdeny
minimizér ug funkciondlu ® z prvej casti prikladu nie je ani slaby lokdlny minimizér v triede vSetkych (nie nutne

nerasticich) po ¢astiach C'-funkcif.

Cvigenie 15.46. Nijdite globdlny minimizér funkcionalu ®(u) = fo (14u2)/(w')? da v triede C? funkeif spinajicich

podmienky u(0) = 0, u(1l) =1, v/ > 0 a ukdzte, ze nejde o lokdlny minimizér v triede A, pre ziadne p < oo.

Cviéenie 15.47. Uvazujte funkcionédl ®(u) = fol (uw') ! dz definovany pre C* funkcie spinajtce u, v’ > 0. Ukéite,
ze ug(z) = v/3z + 1 je globdlnym minimizérom ® pre okrajové podmienky w(0) =1, u(1l) = 2.

Cvicenie 15.48. Vysetrite kladné C? extremaly funkciondlu ®(u) = foﬂ —uy/1— (u)2dzx splitajice podmienky
w(0) = u(n) =2 a |[v/| < 1.

Cvicenie 15.49. Vysetrite C? extremaly funkciondlu ®(u) = fol Vuy/1 —u'? dz pre funkcie u spiflajﬁce pod-
mienky u(0) = u(l) = 1, w > 0, |u/| < 1. Této tloha sa vyskytuje pri rieSeni izoperimetrickej tlohy (vid’ rieSenie
Cvigenia 13.50).

Cvicenie 15.50. (Guldberg) VySetrite extreméalu ug(x) = —1/x pre funkciondl ®(u) = f12 Vu'/(z — u) dx v triede
funkcif spliajicich podmienky u(1) = —1, u(2) = —1/2 a v/ > 0.

Cvicenie 15.51. Vysetrite C! extremdly funkciondlu ®(u) = ff V14 u/?/xdz splhajice okrajové podmienky

u(l) = —2, u(2) = —1. Najdite tiez pole extremél pre extremélu ug = 0.

Cviéenie 15.52. Vysetrite C! extremdly funkciondlu ®(u) = f ((u)? — 1)3dx splitajiice okrajové podmienky
u(0) =0, u(1l) = B, kde B€{0,1/2,1,14¢,2},0<e <K 1.

Cvicenie 15.53. Vysetrite C? extremély funkciondlu ®(u) = fol u3(u')* dx s okrajovymi podmienkami u(0) =
u(1l) =1 resp. u(0) =1 a u(1) = 16.

Hamilton-Jacobiho rovnica

Predpokladajme, ze f je triedy C® a Ze pre extremalu ug funkciondlu ®(u f f(z,u,v') dx
existuje pole extremdal P so sklonom ¥ (z,u). V dokaze invariantnosti H1lbertovho integralu sme
ukézali, Ze existuje funkcia S € C?(P) tak, ze

Sy(z,u) = f(x,u,@b(m,u)) — fs (x,u,¢(x,u))¢(x,u),
Su(z,u) = fs (x,uﬂﬂ(xa“)),

takze Sy (z,u) — f(z,u,¥(z,u)) + ¢¥(z,u)Su(z,u) = 0. Ak teda definujeme funkciu
ﬁ(.’E,U,S, )‘) = As — f(x7U,S)7

potom
Se(z,u) + fI(:)ﬁ,u,@ZJ(m,u), Su(z,u)) =0.
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Ak predpokladdme fs5 # 0, potom sa z rovnice A = f(z, u, s) dd (lokdlne) vypocitat’ s = £(x, u, \),
pricom &(x,u, Sy,) = ¥(x,u). Ak teda definujeme Hamiltonovu funkciu (Hamiltonidn)

H(z,u,\) = ﬁ(.r,u,f(:v,u,k),)\) = X(z,u, \) — f(x,u,&(x,u, N)),
potom dostavame Hamilton-Jacobiho parcidlnu diferencialnu rovnicu
Sy + H(ac,u, Su) =
Takd istd rovnicu dostaneme aj pre N > 1; potom vSak novd nezdvisld premennd A € RY a napr.

H(z,u,\) Z)\ &i(x,u, A) — f(z,u,&(z,u, N)).

Priklad 15.54. Nech ®(u) = f; V1+u'?dz,d>ba D € R sii pevné. Priamky prechddzajice bodom [d, D] maji
tvar u(z,a) = D — a(x — d) a tvoria globélne pole extremdl so sklonom 9 (z,u) = (D —u)/(d — x). Pretoze
s D—u Fosf 1 d—z
= 5 —SJs = = >
Vi+s?2  /(d—z)2+ (D —u)? Vi+s?2  /(d—z)2+ (D —u)?

fs:

funkciu S moézeme definovat’ nasledovne

—\/(d —z)2 4+ (D —u)?.
Z rovnice A = s/v/1 + s2 mézeme vypocitat' s = £(x,u, \) = \/v/1 — X2, odkial
H=X—f=-V1-),
takze Hamilton-Jacobiho rovnica ma tvar Sz — m = 0 alebo tiez

S24+82=1

Cvicenie 15.55. Hamiltonova funkcia sa tiez casto definuje ako Legendrova transformacia f

H($7u7)‘) = Sup(Aé - f(m7u7£))'
£ER

Ukézte, ze ak f € C?, fss >0 a lim| g o0 f(2,u,8)/|s| = +o0 pre vietky =, u, potom pri tejto definicii pre kazdé
x,u, A existuje & = £(z, u, A) tak, ze

H(m,u, >\) :)‘g_f(x)uvg)a )‘:fs(x)uvg)‘ (159)

Za uvedenych predpokladov sa da tiez dokézat' € € C' a H € C? (vid' [19, Lemma 4.27]). Ukézte, Ze zderivovanim
prvej rovnice v (15.9) a vyuzitim druhej dostaneme

Hw(xau7>\):_f$('r7ua€)7 Hu('r7ua>\) :_fu(x7ua§)7 H)\(QJ‘,’U/,)\):S.
Dalej ukézte, ze pre hladky konvexny koercivny Lagrangian f(s) = 73 jeEN\) =A/3¢CclaH(N) = 3/\4/3 ¢ C2.

V klasickej mechanike sa vysetruja funkcionaly ¢ f to (t,q,q), kde ¢ su zovseobecnené polo-
hové suradnice a L je Lagrangeova funkcia (vid’ prlklady za Eulerovou rovnicou). Nové premenné \;
sa tu oznacuji ako p;, t.j. p; = Ly, (t, ¢, ¢) (konjugované momenty) a tdto rovnost’ spolu s Eulerovou
rovnicou sa teraz da skratene zapisat’ ako

pi = Ly, Di = L, .
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Ak polozime v novych premennych g;(t,q,p) = Lg,(t,q,&(t,q,p)), potom dostdvame pohybové
rovnice

Gi(t) = &(t,a(t),p(t),  pi(t) = gi(t, q(t), p(1)),
alebo pri vyjadreni pomocou Hamiltonovej funkcie

Odtial’ tiez plynie, ze pre extremdly plati

CH(ta(t),p(1)) = Hi(t,a(0), p(1). (15.11)

Pretoze L = p- ¢ — H, da sa funkcional u¢inku pisat’ v tvare

ﬂnmszwnw—ﬂ@ammmwt (15.12)

Specidlne, ak H;, = 0, potom z (15.11) plynie ze H je konstantnd pozdlz extremal a miesto
funkciondlu (15.12) sa minimalizuje Jacobiho funkcional ff p(t)-4(t) dt s okrajovymi podmienkami
pre g a s vazbovou podmienkou H(q(t),p(t)) = const.

Vsimnime si tiez, ze rovnice (15.10) si Euler-Lagrangeove rovnice funkciondlu J v (15.12).

16. ZovSeobecnenia a modifikacie

Minimizéry triedy po éastiach C'

V tomto odstavci budeme uvazovat’ funkcie z priestorov

CY([a,b]) == {u € C([a,b]) : existuji a =z < 2, < T3 < --- < ), = b tak, ze
[zi—1,2i] S Cl([xi—laxi])a 1= 1727 .. ak}
Co = Co([ab]) = {u € C'([a,b]) : ula) = u(b) = 0}.

u

a polozime
Ag = ANC([a,b) = {u € C([a, b)) : u(a) = A, u(b) = B}.
Pre funkciu u € C''([a, b]) polozime Z = Z(u) = {x € (a,b) : neexistuje u'(z)}.

Analégiou Eulerovej nutnej podmienky pre slaby lokdlny minimizér v triede Ax je nasledujica
veta.
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Veta 16.1. Nech f € C' : [a,b] x R?® = R, nech je ug € Cl([a,b]) slaby lokdlny minimizér ®
na mnozine As. Potom je funkcia x — f2(z) := fs (a: uo(z ) triedy C’1 ([a,b]) a pre kazdé
x € [a,b] \ Z(up) plati

—%fs (z,uo(z), u(z)) + fu(z,uo(x), up(z)) = 0.

Platia tiez integrované tvary Eulerovej a du Bois-Reymondovej rovnice (vid' dokaz) a naviac pre
kazdé c € Z(up) platia nasledujice Weierstrass-Erdmannove podmienky:

(i) f(c=) = f(c+),

(ii) (f° = up fQ)(c=) = (f° — upfd) (c+).

Dékaz. Dokaz platnosti rovnic je analogicky dokazom v pripade ug € C'. Weierstrass-Erdmannove
podmienky plynu z integrovaného tvaru Eulerovej a du Bois-Reymondovej rovnice

fol o)) = [ Fuluol©). (@) de+C v v sl
[z, uo(x), up (@) — uh (@) fo (@, uo(x), up(z)) = /m fo (& uo(€),up(€)) dE+C sv. v [a,b]

a zo spojitosti pravych stran v tychto rovniciach. [

Poznamka 16.2. Ako dosledok podmienky (i) vo Vete 16.1 dostavame, ze ak je pre ¢ € Z(uyp)
definovana fq (c, uo(c), s), potom sa pre nejaké s € R rovnda 0. To plynie z vety o strednej hodnote
pre funkciu s — f(c, up(c), s), ktord nadobida v dvoch roznych bodoch v := uf(c—) a § := uf(c+)
tu istd hodnotu.

Ak f = f(s) € C', potom Weierstrass-Erdmannove podmienky znamenaj, ze graf f ma spoloént
doty¢nicu v bodoch 7 a §, vid obrazok pri (11.1). Ukézte, ze ak je ug silny lokdlny minimizér,
potom graf f medzi bodmi v a § nemoze lezat’ pod touto dotycnicou.

Cvicenie 16.3. Za predpokladov Vety 16.1 ukdzte, ze pre Weierstrassovu funkciu E a kazdé ¢ € Z(ug) plati

E(c, uo(c), ug(c—), up(ct)) = E(e, uo(e), up(c+), up(c—)) = 0.

Priklad 16.4. Nech ®(u) = fOQ(u’)Q(l + u/)?dz, u(0) = 1, w(2) = 0. V triede C! je up(z) = 1 — % slaby
lokdlny maximizér (vid’ Priklad 15.13), v triede funkci{ C1 je globalny minimizér kazds C1-funkcia, ktorej derivacia

nadobtida len hodnoty 0 a —1 a ktora splita okrajové podmienky, napr. u(z) = min(1,2 — x).

Priklad 16.5. Nech ®(u) = fo u'* —8u'?] dz, u(0) = 0 a u(3) = 2 resp. u(3) = 8. Z Eulerovej rovnice 4u/> —16u/ =
C dostdvame, ze u' méze nadobtdat’ len jednu z (nanajvys) troch hodnét {si,s2,s3}, kde 4s3 — 16s; = C pre
i=1,2,3. Ak ¢ € Z(u), potom u'(c+) = s; a u'(c—) = s; pre vodné i,j, s; # s;. Z Weierstrass-Erdmannovych
podmienok plynie, ze

4si(s2 — 4) = 4sj(s? —4) a s2(s? —8/3) = s?(s? —8/3),

odkial nie je tazké ukdzat {s;,s;} = {—2,2}, takze |u'| = 2 v [0,3]. Pre okrajovi podmienku u(3) = 2 existuje
nekonecne vela extremél v takéhoto typu (pri¢om pre dve z nich je mnozina Z(u) jednobodovd). Pretoze pre tieto
extremdly je f(s) = s* —8s2 = —16 = inf f, ide o globalne minimizéry. Pre extremélu u(z) = (2/3)z je fss < 0 a ide
o slaby (ale nie silny) lokdlny maximizér (neexistuju konjugované body, Weierstrassova funkcia meni znamienko).

Pre okrajovii podmienku u(3) = 8 existuje len C! extremdla u(z) = (8/3)x. Pretoze pole extremdl je globalne
a Weierstrassova funkcia nezdpornd, ide o globalny minimizér v Ac, a teda aj v Ag4.
Priklad 16.6. Nech ®(u) = f02 u?(1 — u')2 dz, u(0) = A, u(2) = B. Uvazujme najprv slabé lokélne minimizéry

ug triedy As \ Ac. Ak ¢ € Z(uo), potom z Poznamky 16.2 plynie ug(c) = 0. Kedze pre x ¢ Z(uo) plati
(/0 — iy f0) (@) = w(@)(1 — (uh())?) = C, musi C = 0 a up() € {—1,0,1}.
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V dalsom budeme hladat’ globalny minimizér ® v Az resp. A;. Ak napr. A =0 a B = 1, potom pre up(x) :=
max(0,z — 1) plati ®(up) = 0 < ®, takze ug je globdlny minimizér.

Zvolme dalej A =0, B = —1 a ukdzme, ze ug(z) := min(0,1 — z) je globdlny minimizér ® v Aj. Funkcia ug riesi
Eulerovu rovnicu na (0,1) aj (1,2) a spfﬁa prva Weierstrass-Erdmannovu podmienku v bode ¢ = 1, takze riesi tiez
Eulerovu rovnicu v integrovanom tvare na celom intervale (0,2). Z diferencovatelnosti ® : W12(0,2) — R plynie
@’ (ug)h = 0 pre h € Wol’Q(O, 2). Keby bol ® konvexny, bolo by tvrdenie zrejmé. Funkcia f je separdtne konvexnd
v u aj s; pouzitim integracie per partes dostavame

1 2
5D2<I>(u)(h, h) = / (bt + uh/)? + 2uu’hh' + h?) dz
0

(odkial opat’ integraciou per partes %chl)(uo)(h, h) = fol h? dx + f12 (x —1)2(h/)? dx > 0 pre h # 0), ale jednoduch4
modifikdcia argumentov v Cviceni 15.28 ukazuje, ze pre l'ubovolné okrajové podmienky vieme néjst' v € A2 a h €
VVol’2 tak, ze D?®(u)(h, h) < 0, takze ® konvexny nie je. Vdaka konvexite f v premennej s je ® slabo sekvencidlne
zdola polospojity, ale nie je koercivny v Asg, takze existencia globdlneho minimizéra ® v Az tiez nie je jasna. To,
ze ® nadobtuda globdlne minimum v ug ukdzeme teda inak.

Pole extremdl u(xz,a) = 1 + a — z je globdlne, fss > 0, a kedZe Lema 15.9 o Hilbertovom invariantnom integréli
I(u) plati aj pre funkcie u € C1 a ®(ug) = I(ug), z dékazu Vety 15.11 plynie ®(u) > ®(ug) pre kazdé u € Ac.
Z hustoty Ac v Az a spojitosti ® vo W1:2 plynie, Ze ug je globalny minimizér v As.

Uvedme si eSte iny argument, ktory bude uzitoény aj pre iné okrajové podmienky a umozni nam tiez dokazat, ze
ug je globalny minimizér v A;. Kedze ®(u) > ®(u~), kde u~ () = min(u(z),0), staci vysetrovat’ funkcie u < 0.
Pre takéto u € A; moézeme pouzit’ substiticiu v = u?, u = —/v. Pre kazdé u € A; s vlastnostou ®(u) < oo plati

v=u?eB:={veWh%(0,2):v>0, v(0) =0, v(2) =1}, ®(u)=V(v):= /2(;11' + ﬁ)2d:c.
0

Funkciondl ¥ je na konvexnej mnozine B koercivny a slabo sekvencidlne zdola polospojity, takze existuje jeho
globdlny minimizér v*. Oznatme ¢ = max{z : v*(x) = 0}. Zrejme v* = 0 na [0,c]. Ukdzme najprv, ze v* je
triedy C? na intervale (c,2]. Pre d € (c,2) polozme 7 := %min{v*(m) :x € [d,2]} > 0 a zvolme C? funkciu g
taki, ze g(v) = /v pre v > 1, g € BC? na intervale (—oo,n]. Funkcia v*[[4,2) je potom lokdlnym minimizérom
Uy(v) := fdQ %v’—}—g(v))Q dr na mnozine By := {v € WH2(d,2) : v(d) = v*(d), v(2) = 1}, takze z Viet 13.11 a 13.36
plynie v*|(q 2 € C?, a teda v* € C? na intervale (c, 2] a riesi tam du Bois-Reymondovu rovnicu (v')? = 4v + C.
Riesenim tejto rovnice a okrajovych podmienok dostaneme ¢ > 1 a v*(z) = (z —c)2+ D(x—c) pre > ¢, kde D > 0
je dané vztahom (2 —c)? + D(2 —c) = 1. Ukdzeme, ze ¥(u3) < ¥(v*), odkial plynie, ze u2 je globdlnym minizérom
WU v B, a teda ug je globdlnym minimizérom ® v Aj.

U, Uy

2\_/

N

Globélne minimizéry pre |A| = | B|.
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Polozme v1 = ug. Keby ¥(v*) < ¥(v1), potom médzeme v* aproximovat’ funkciou & € C*([0,2]) N B tak, ze ¥(?) <
¥(v1), D = v1 na intervale [0,1 + €] pre vhodné € > 0, o > 0 na [1 + ¢, 2]. Polozme ¥, (v) := f12+5 %v/ + /)2 dx.
Potom We (9][14¢,2)) < We(v1|[14¢,2]); €O je vSak spor, pretoze pre prislusny Lagrangidn plati fss > 0 a pre extremdlu
V1|[14¢,2] vieme skonstruovat’ zovseobecnené pole extremal v(x, ) = vi(z) + (2 — z) (definované pre kazdé o € R
a pre = také, ze v(z,a) > 0) pokryvajice graf ¥|(14¢ o

Podobnymi tdvahami ako vysSie je teraz jednoduché ukézat, ze pre A = B > 1 je globdlnym minimizérom v A
funkcia ugp(z) = /(z —1)2+ A2 — 1 a pre 0 < A = B < 1 funkcia uo(z) = max(A — z,0,z + A — 2) (vid obrézok).

Nech dalej A = —2 a B = 2. Pouzitim substiticie v = u? najdeme pre dané 0 < c¢1 < c2 < 2 podobne ako vyssie
minimizér u; funkciondlu ®; (u) = [ u?(1 —/)? dz s okrajovymi podmienkami u(0) = —2, u(c1) = 0 a minimizér
uz funkciondlu ®g(u) = f022 u?(1 — u’)2 dz s okrajovymi podmienkami u(cz) = 0, u(2) = 2. Pre tieto minimizéry
plati ui,us € Whl \ Wh2 a funkcia u definovand predpismi u(x) = u1(x) pre x < c1, u(z) = 0 pre = € (c1,c2),
u(z) = u2(z) pre x > c2 je zjavne minimizér ® v triede {u € A1 : u(c1) = u(e2) = 0}, ®(u) = P1(u1) + P2(u2).
Dahko sa over{, ze funkcia F(c1,c2) = ®1(u1) + P2(u2) nadobida svoje minimum pre ¢; = c2 = 1 a hladany

minimizér ® na mnozine A; je teda funkcia ug(z) = v/(z — 1)(z + 2) pre « > 1, ug(z) = —+/(1 — z)(4 — z) pre

2 < 1. Minimizéry pre —A = B =1 a —A = B = 1/2 sd naznac¢ené na obréizku.

Cvicenie 16.7. Ndjdite globdlny minimizér funkciondlu ® z Prikladu 16.6 pre A= —2 a B =1 resp. B =5/6.
Cviéenie 16.8. Nech ®(u) = fol ((w)? - 1)2 dz, u(0) = u(1) = 0. Vysetrite lokdlne minimizéry.

Cvicenie 16.9. Nech ®(u) = f02 uw?(1 — /)2 dz, u(0) = 0, u(2) = 1. Vysetrite lokdlne minimizéry.

Priklad 16.10. Pre minimizéry u triedy C1 \ C! vo vyssie uvedenych cviceniach a prikladoch (ako aj v (11.1))
nadobida u’ len koneéne vela hodnét. Toto vo vieobecnosti nemusi byt pravda. UvaZujme napr. nezidporny
funkciondl ®(u) = fOQ(u’ —1)?(u —u)? dz s okrajovymi podmienkami u(0) = 0 a u(2) = B € {1,2,e3/2/2,¢}. Pre
okrajovi podmienku B =1 je zrejme funkcia u; (z) = max(0,z — 1) globdlnym minimizérom ®, pretoze ®(u1) = 0.
Podobne pre B = 2 je globalnym minimizérom funkcia uz(x) = x, pre B = e3/2/2 funkcia uz(z) = x pre z < 1/2,

uz(z) = e*~1/2/2 pre x > 1/2 a pre B = e funkcia us(z) = = pre < 1, ug(z) = e* ! pre & > 1. Derivicie funkcii
ug € C1\ C? auz € C1\ C! nadobiidaji pritom nekoneéne vela hodnét.

Cvicenie 16.11. Vysvetlite, pre¢o minimizér v Priklade 15.44 nespifla 1. Weierstrass-Erdmannovu podmienku.

Cvigenie 16.12. Vysetrite C?-extremaly pre ®(u) = f14 3(u')? — du(u’)? + 2z (vw)* dz, u(1) = 1, u(4) = 2, anajdite
tiez po Castiach afinné extremély ug € C'' s vlatnostou |Z(uop)| = 1. Ukdazte inf 4, ® < —1.
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leohy s vol'nym koncom

Ak hl'addme extrémy funkciondlu ®(u) = f; f(z,u(x),v (z)) dz napr. na mnozine B = {u €
CY([a,b]) : u(a) = A} a f € C%'([a,b] x R?), potom podobne ako v dékaze Eulerovej nutnej
podmienky dostaneme pre kazdy slaby lokalny minimizér ug € B splnenie Eulerovej rovnice a na-
vySe v bode b dostaneme podmienku fs(b, uo(b),u{)(b)) = 0. Specidlne, ak napr. f(z,u,s) =
g(z,u)+P(z,u)s?, kde P(x,u) # 0, potom je najdend podmienka v bode b ekvivalentnd poziadavke
uh(b) = 0 (Neumannova okrajova podmienka).

Ak je f triedy C3, up € C? je extremadla, f (b, uo(b),ué(b)) =0, fss (IL',’LLO(:E), u{)(x)) > 0 a definu-
jeme funkcie P, @ a funkcional ¥ ako v odstavci o konjugovanych bodoch, potom zrejme plati

®" (ug)(h, h) = U(h) + fus (b, uo(b), uy(b))h*(b)

pre kazdé h € C'([a,b]), h(a) = 0. Ak teda budeme pre jednoduchost’ predpokladat’ f2,(b) = 0,
potom zrejme mozeme zopakovat’ ivahy o pozitivnej definitnosti funkcionalu ¥, pricom bod y €
[a, b) bude konjugovany, ak existuje netrividlne rieSenie h Jacobiho rovnice na [y, b] s okrajovymi
podmienkami h(y) = 0, b/ (b) = 0. Ak ¢, := fO,(b) # 0, potom musime uvazovat’ funkcionél

b b
J(h) = / [Ph'? + QR3] dx + cph2(b) = / [PR'? + QR2 + c,2hk] dz.

Jacobiho rovnica sa teda nezment, ale okrajové podmienky maju tvar h(y) = 0, Ph/(b)+cph(b) = 0.

Pri poli extremdl u(x,«) pre ug musime zase pozadovat’ f (b,u(b,a),um(b, a)) = 0; rovnost’
S(b,u(b)) = S(b,ue(b)) v Leme o Hilbertovom invariantnom integrali potom dostaneme z vety
o strednej hodnote.

Priklad 16.13. Hladajme minimizéry pre ®(u) = fol (w'? — 2Bun’) dz (B # 0) na mnozine B = {u € C1([0,1]) :
u(0) = 0}. Extremdly v B st ug =0 a pre 8 = 1 tiez u1(x) = Cz. Pre ug dostdvame P =2, Q = 0, ¢, = —20, takze
Jacobiho rovnica s okrajovymi podmienkami h(y) = 0, /(1) — Bh(1) = 0, mé netrividlne riesenie u(z) = C(z — y)
pre vhodné y € [0,1) len ak 8 > 1. Pre 8 < 1 je teda ug slaby lokdlny minimizér. Pre 8 < 1 méame tiez globalne

pole extremdl u(z,a) = a(Bx/(1 — B) + 1) a fss > 0, takze ug je vtedy tiez silny a sticasne globdlny minimizér.

Podobné analégie mozno samozrejme robit’ aj pre tvrdenia o extrémoch v priestoroch WP ¢i C*.
Vo vektorovom pripade N > 1 pritom pre niektoré z funkeii u; (kde u = (uy,us, ..., uy)) moézeme
pozadovat’ splnenie pevnej okrajovej podmienky u;(a) = A; resp. u;(b) = B;, pre iné nie.

Cvicenie 16.14. Ak s(t),p(t), v(t) oznacuji postupne stav tovaru na sklade, rychlost’ jeho predaja a rychlost’ jeho
vyroby (v8etko v Case t) a koeficient o > 0 uréuje znehodnocovanie skladovych zdsob, potom

s'(t) = v(t) — p(t) — as(t).

Predpokladajme, ze v minulom obdobi [—T',0] (napr. roku) dosiahli hodnoty v(t) a s(t) optimélnu droven a ze pre
nasledujice obdobie [0,T] sa predpokladd rovnakd rychlost’ predaja ako v minulom obdobi (t.j. p(t) = p(t — T)
pre t € (0,T]), avsak pre hodnotu skladovych zasob plati s(0) # s(—T). Ulohou je uréit’ rychlost’ vyroby v(t)
pre t € (0,7T] tak, aby sa minimalizoval funkcional fOT[BQ(s(t) —s(t —T))% + (v(t) —v(t — T))?)]dt, kde 8 > 0
(chceme teda, aby skladové zdsoby aj rychlost’ vyroby boli v nasledujicom obdobi v istom zmysle ¢o najblizsie k ich
optimélnym hodnotdm z minulého obdobia). Ak oznacime u(t) := s(t) —s(t—T) pret € [0,T] a A := s(0) —s(=T),
potom v(t) — v(t — T) = u/(t) + au(t), takze budeme minimalizovat’ kvadraticky funkciondl

T
P(u) = / [B%u? + (v + au)?|(t)dt na mnozine {u € C1([0,T]) : u(0) = A}.
0
Riesenim Eulerovej rovnice s okrajovymi podmienkami u(0) = A, v/(T) + au(T) = 0 dostaneme jediné riesenie

u(t) = A" + pe= 1) /(1 + p), kde v2 = a2 + B2 a p = e’ (y + a) /(7 — a). Optimélne skladové zdsoby potom
vypo&itame zo vztahu s(t) = u(t) + s(t — T') a optimdlnu rychlost’ vyroby zo vztahu v(t) = s'(t) + as(t) + p(t).
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Uvedené riesenie mozno néjst’ napr. v [55]. Zistite, preco sa najdené rieSenie nemusi dat’ vzdy aj zrealizovat’ (t.j. na

¢o sa pri zostaveni optimalizaénej tlohy zabudlo).

Cvigenie 16.15. Nech f € C! a u € C'([a,b]) je silny lokdlny minimizér ®(u) = ff flz,u(z), v (z)) dzr v triede
B:= {u € C([a,b]) : u(b) = B}. Ukazte, ze u’(a) je globalny minimizér funkcie s — f(a,u(a),s).

Cviéenie 16.16. Vysetrite C! extremaly funkciondlu ®(u) = fol(((u’)2 —1)2 4 4(32% — 1)u) dz s okrajovou pod-

mienkou u(0) = 0.
Cviéenie 16.17. Vysetrite C! extremély pre ®(u) = fol((u’)4 + 1222u) dx s okrajovou podmienkou u(0) = 0.

Cvigenie 16.18. Vysetrite C'-minimizéry pre ®(u) = fil ((u")*/12—(u’)?u) dx s okrajovymi podmienkami u(—1) =
u(l) = 0 a ukdzte tiez, ze existuje globdlny minimizér ® vo W01’4(—1,1) aj C’Ol([—l,l]). To isté pre ®(u) =
[ )2 (w)? + 12u — 12) da.

Névod: Skdmajte funkciondl ® na intervale [—1,0] s okrajovou podmienkou u(—1) = 0.

Ulohy s vysSimi derivaciami

Uvazujme funkciondl ®(u) = f; f(z,u(z), v (z),u" (z)) dz na mnozine
B = {uc C%|a,b]) : u(a) = A, u(b) = B, v'(a) = a, u'(b) = 3},
kde f = f(x,u,s,z) je spojitd v x a triedy C' v premennych u, s, z. Polozme d’alej

CG = {p € C*([a, b)) : p(a) = @(b) = ¢'(a) = ¢'(b) = 0}

Ak je ug lokalny minimizér ® na B (v topolégii C?), potom musi zrejme ®'(ug)p = 0 pre vietky
¢ € Cg, odkial

/ [fu(@)p(z) + £ (2)¢ () + f2(2)¢" ()] dz = 0. (16.1)
Ak definujeme

o) = [ s©d a4 we) = [ 199 - g©de

potom dvojnasobnou integraciou per partes v (16.1) dostaneme

b
/ [f0(z) — h(z)]"(x)de =0  pre vietky ¢ € CZ.

Odtial’ sa da podobne ako v pripade du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) dokazat’ existencia
Cl, CQ takych, ze fg(x) - h((E) = le + CQ, tJ

P = | 06 - gle)) dé + Cra + Co

Funkcia f0 je teda triedy C! a zderivovanim dostaneme

1@ = £ == [ o ds+c.

Funkcia na lavej strane v poslednej rovnosti opit’ musi byt C! a jej zderivovanim dostdvame
Fulerovu rovnicu

1L @)~ 1o@)] = 0w, (16.2)

Jej rieSenia sa nazyvaju extremaly.
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Podobne ako v pripade tloh, v ktorych sa vyskytuje len prva derivicia u, mozno aj pre tlohy
s vyssimi derivaciami odvodit’ rozne nutné podmienky pre lokdlne minimizéry, napr. Legendrovu
(vyzadujticu nezdpornost’ f2,) alebo Jacobiho, vid' [22]. V [22, §129] moZno najst’ aj zaujimavi
geometricki lohu s Lagrangianom f(z,u, s, z) = (1+s%)?/z, v ktorej st uvedené nutné podmienky

pre lokdlny minimizér splnené, ale prislusna funkcia nie je silnym lokalnym minimizérom.

Cvicenie 16.19. Ukazte, ze v pripade hladania extrémov ® na mnozinach

B = {u € C?%([a,b]) : u(a) = A, u(b) = B, v (a) = a},
By = {u € C?([a,b]) : u(a) = A, u(b) = B},
B3 = {u € C?([a,b]) : u(a) = A, u/(a) = a}

dostaneme opét’ rovnicu (16.2) a navySe podmienku
(i) £2(b) =0,

(i) f2(a) = f2(b) = 0,

(i) f2(b) =0 a gL f2(x)]o—p = f2(b).

N4jdite analogické podmienky aj pre mnozinu

B = {u € C?(a,b]) : u'(a) = a, v (b) = B}.

Cvicéenie 16.20. Nech ®(u) = f12 [x3u"2 — 12zu] dz. Néjdite globdlny minimizér ® na mnozine {u € W?22(1,2) :
u(l) =1/2, u(2) =2, ¥/(1) =1, ¥/(2) = 2}.

Cvicenie 16.21. Nech ®(u) = fol [u""? — 36022u] dz. Ukézte, Ze globalny minimizér ® na mnozine {u € W22(0,1) :
u(0) =0, v/ (0) =1, u(l) =0, /(1) = 5/2} je funkcia ug(x) = (2% + 323 — 622 + 2z)/2.

Cvicenie 16.22. Ukdzte, ze ak mé Lagrangidn tvar f(z,u, s, z) = zg(z, u, s) + h(z, u, s), potom je Eulerova rovnica
rovnica druhého rddu. Dalej ukézte, ze ak ma Lagrangidn tvar f(z,u, s, z) = 2gs + $gu + gz, kde g = g(z, u, 5) je
hladké funkcia, potom je Eulerova rovnica splnena pre kazdd hladkd funkciu w.

Cviéenie 16.23. Nech f € C3 a nech je ug € C2 extreméla. Ukdzte, Ze uo je riesenim (druhej Euler-Lagrangeovej)
rovnice

£2(a) = @ [£2(0) = 5 12@)] —u@)20) = [ e+

Cvienie 16.24. N4jdite Eulerovu rovnicu pre funkciondl ®(u) = f(f f(z, u(@), v/ (), v (x), v (x)) dz, kde f =
f(z,u,s,z,t) a ukdzte, ze v pripade hladkosti f aj ug ide o rovnicu

d d? d3
Falw) = — f2@) + o5 [2(2) = 5 [ (@) = 0.

Podobne pre funkciondl ®(u) = f; [z, u(z), v/ (), ... ,u(m) (x)) dz s Lagrangidnom f = f(z,u,s1,52,...,5m)
dostavame tzv. Euler-Poissonovu rovnicu

0 d 0 d2 0 1 m dm 0 i 0

Ju(z) — %fm(x) + @f”(ﬂf) —+(=1) dximfsm(x) = 0.
Cvicenie 16.25. Uvazujme funkcional ®(u) = f: f(z,u(z),u (z),u” (z)) dz so skaldrnou funkciou u a polozme
up = u, up = o, f(x,ui,ug,s1,52) = f(x,u1,u2,s2) a h(z,ul,us,s1,52) = s1 — ug. Ulohu minimalizovat’ &

mobzeme zrejme previest’ na dlohu minimalizovat’ funkciondl ®(u1,u2) = f; flx,ur(x), uz(x), v (x), uh(x)) de s véz-
bovou podmienkou h(z,u1(x), uz(x),u) (x), uh(x)) = 0. Tato tloha vedie k Eulerovym rovniciam pre Lagrangidn

F(x,u1,uz,s1,s2) = Xof(x,u1,u2,s1,52) + A1 (x)h(x, ur, uz, s1, s2),

vid’ (6.6). Ukézte, ze volbou Ag = 1 dostaneme z tychto rovnic rovnicu (16.2).
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ﬂlohy v parametrickom tvare

Vel'a variaénych tloh vedie k hl'adaniu (v nejakom zmysle optimélnych) kriviek spéjajicich v rovine
xy dva zadané body, pricom nie je jasné, ¢i optimélna krivka bude grafom funkcie premennej x
(pripadne y), vid’ napr. Cvicenie 2.6.

Predpokladajme, ze G; C R? je otvorend, obsahuje body (a, A), (b, B) a polozme

K ={(z,y) € C*([e, 8], G1) : a« < B, (2')* + (¥/)* > 0,
:L‘(Oé) = a, y(O&) = A, CC(/B) =, y(ﬂ) = B}

Prvky K budeme oznacovat’ K (kazdy taky prvok je dany funkciami z,y a implicitne tiez ¢islami

a, B) a budeme vysetrovat’ funkciondl ¢(K) = ff flt,z(t),y(t),2'(t),y' (t)) dt, kde K € K. Lahko
sa zisti, ze pokial funkcional ® nema zavisiet’ od konkrétnej parametrizacie danej krivky, musi byt’
funkcia f = f(t,z,y, u,v) nezavisla od premennej ¢ a naviac pre kazdé A > 0 a x, y, u, v musi platit’

[z, y, \u, \) = A (2, y,u,0). (16.4)

(16.3)

Nech teda funkcia f = f(z,y,u,v) splia (16.4) a
fecla), kde G :={(z,y,u,v) € G x R* : u? +v? > 0}. (16.5)

Predpokladajme tiez, ze Ko = (zo,y0) : [, 8] — G je globédlny minimizér ® na mnozine K
a oznaéme fO(t) = fu(zo(t),vo(t),zH(t), y4(t)), podobne pre f,, fz, fy. Za tychto predpokladov sa
lahko ukdze (vid napr. [24]), Ze funkcie fO a f0 sd triedy C*! na [a, 8] a platia Eulerove rovnice

d 0 0 d 0 0
— 0= —f0 =0 16.
dtfu T dtf’u fy ( 66)

Cvicenie 16.26. Ukézte, ze Lagrangian f(x,y,u,v) = ~ uj;UQ z Prikladu 2.5 (vid’ (2.9)) splita predpoklady (16.4)
a (16.5) pre G1 = {(z,y) : y > 0}, ale f ¢ C1(G1 x R?). Ukéite tiez, ze ak f € C1(R*) splia (16.4), potom fu, fo

nezavisia od uw ani od wv.

Nech dalej f € C?(Q) splia (16.4). Derivovanim tejto rovnice podla A dostavame f,u + f,v = f
a d’alsim derivovanim

Juztt + foa¥ = fa, fuyu+fvyvzfy7 Juutt + fou¥ = fouv + fouu = 0. (167)

Pre (z,y,u,v) € G definujme

1 fuu fu’l) U fuu+f1w
= ————-—det VU vV = T 5 95 >
fl(x,y,u,’u) (U2+U2)2 e fu fv 0 U2+U2

kde argumenty derivacii funkcie f st (x,y,u,v). Potom zrejme plati
fuuw =07 f1, foo = U f1, Juw = —uvfi. (16.8)
Ak predpokladdme g, yo € C?, potom sa prva z Eulerovych rovnic (16.6) d4 napisat’ v tvare
ua®0 + fuy¥o + fuu0 + fuuye — f2 = 0.
Ak od tejto rovnice odpocitame prvi rovnicu v (16.7) a vyuzijeme (16.8), dostaneme

0 /i

y(/J[ uy 'z())m + f?(xé)/y(l) - xOyO)] =0

a analogicky
!

o[ fow — f'gy + [ (Wowh — yox()] = 0.
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Kedze (z4)? + (y4)? > 0, plynie odtial’ Euler-Weierstrassova rovnica

0 0 0
uy ~ Jox + fl (mgyé) - Igyé’) =0,

a teda tiez 0 0
_ 1o i,
uy VT ToYo — ToYo

)+ (p)?)P2 ((20)? + (yp)?)?/?
kde ko oznacuje krivost’ extremdly (z, yo)-
Ak k vyssie uvedenym predpokladom o funkcii f priddme predpoklad, ze minimizujica krivka K
je parametrizovana svojou dizkou a f(to) # 0, potom sa dd ukdzat’, Ze xg, yo su triedy C? v okoli
to (vid’ [24]), takze ide o riesenie Euler-Weierstrassovej rovnice. V3eobecné tvrdenie o existencii
minimizéra funkciondlu ® (v triede zovseobecnenych rieseni) mozno tiez najst’ napr. v [24].

= Ko, (169)

Priklad 16.27. Nech f(z,y,u,v) = Vu2 + v2 + a(zv — yu), kde a > 0. Potom fuy = —a, foz = a, fi = fuu/v? =
(u? 4+ v2)73/2 vid (16.8). C? extremély funkcionalu ff flz(t),y(t),2'(t),y'(t)) dt musia riesit’ (16.9), takze ich

krivost’ kg = —2a je konStantnd, a teda extremadly lezia na kruzniciach.

Priklad 16.28. (Kelvin) Nech je rovina zy pokrytd hmotou s hladkou hustotou p(z, y) a majme dant hladku krivku
Ky € K, vid (16.3). Ulohou je najst’ krivku K € K predpisanej diZky l, ktora spolu s krivkou K7 ohranicuje oblast’
D s maximdalnou hmotou (porovnajte s izoperimetrickou tlohou v Cviéeniach 6.18 a 13.50).

Polozme V (z,y) := [ p(§,y) dé. Potom z Greenovej vety plynie [, pdzdy = [, Vedrdy = [V dy, kde T' = D
je tvorena krivkami K a K7, symbolicky I' = K U K;. Hodnota M := fK1 V dy je dand, staci teda maximalizovat’
funkcional [,V dy = ff V(z(t),y(t))y' (t) dt s vazbovou podmienkou ff z/(t)2 + ' (t)2dt = I. KedZe tvrdenia
o Lagrangeovych multiplikatoroch platia aj pre tlohy v parametrickom tvare, uvazujme Lagrangian

f(a:?yvua U) = V(J;’ y)'U + )\\/’lm

Potom fuy = 0, foo = Vo = p, fi = fuu/v2 = )\(u2 + v2)_3/2, takze z rovnice (16.9) dostdvame, Ze krivost’
extremaly spiﬁa rovnicu kg = —p/A. V §pecidlnom pripade konstantnej hustoty p musi byt’ krivost’ konstantnd,

takze extremadly lezia na kruzniciach.

Priklad 16.29. (Geodetické krivky) Nech G7 C R? je otvorend a w = w(£1,£&2) : G1 — R3 je triedy C2, pricom
vektory derivécif wg, a weg, si linedrne nezdvislé v kazdom bode (£1,£2) € G1. Tzv. metricky tenzor g;; = g;;(&1,&2),
i,j = 1,2 je definovany ako skaldrny sicin we, - we;. Ak je K = (€1,&2) € CY([o, B], G1) krivka, potom vyraz

2
a(x) = [ (3 sutem.emnem)

i,j=1

urcuje dizku krivky w(K) leziacej na ploche popisanej zobrazenim w. Eulerove rovnice pre ® maja tvar

a ( 2 iy (€1(0), £2(1))€] (1) Sl s @0 ewE0g®

1
a7 1/2) 5 1/2°
dt 2 i219i5(61(), E2(0)EL(1)E] (ﬂ) 2 ( 221 9i5(61(), &2(0)EL(D)E] (t))
a ich riesenia sa nazyvaju geodetické krivky.

Zvolme r > 0 pevne a funkcia w nech popisuje valec s polomerom r: w(€1,£2) = (rcosé1,rsinéy, €2), kde (€1,&2) €
G1 = R2. Potom g11 = 12, g12 = g21 = 0 a g2 = 1, takze rovnice pre geodetické krivky majui tvar

d ( & (1) ) _o, d

a £5(t) )
r2€1(1)2 4 €5(1)2

dt dt (r%a ()2 + €5(¢)?

Pre &} = 0 dostdvame zvislé priamky, pre £] # 0 skrutkovice. Porovnajte tento vysledok s Prikladom 13.52.
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17. Dodatok

V tomto dodatku uvedieme (Casto bez dokazu) niektoré casto pouzivané tvrdenia z redlnej a funkciondlnej analyzy.

Nerovnosti

Veta 17.1. (Jensenova nerovnost’) Nech ¢ : R" — RT je integrovatelnd, [p(z)dr = 1, nech G : R™ —
R U {40} je konvernd a zdola polospojitd a nech u : R™ — R™ je takd, Ze funkcie (G o u)p,up su integrovatelné
(vR™). Potom plati G([updx) < [ G(u)pdr (kde vietky integrdly su integrdly cez R™).

Dékaz. Nech naviac G € C! a ozna¢me ¢t = [up dx. Potom pre kazdé x plati G(u(z)) — G(t) > G'(t)[u(z) — t]. Ak
tito nerovnost’ vyndsobime ¢(x) a zintegrujeme pre x € R", dostaneme dokazované tvrdenie.

Ak G ¢ C!, potom treba miesto G’(t) uvazovat opornti nadrovinu konvexnej mnoziny epi(G) = {(u,y) : y > G(u)}
v bode (t,G(t)). U

Z Jensenovej nerovnosti a Fubiniho vety lahko plynie nasledujice tvrdenie.

Veta 17.2. Nech f € L] (R"), K C R" je kompaktnd a 1 < p < co. Potom konvoluéné zobrazenie LP(K) —
LP(K) : ¢ — (f * p) definované predpisom (f x ¢)(x) = [, f(x —y)p(y) dy je linedrne a spojité, a teda tiez slabo

spogité. Naviac ||f * ¢llp,x < |@llp, x|l fll1,k—K, kde || - ||q,4 0znacuje normu v LY(A).
Veta 17.3. (Sobolevova nerovnost’) Nech 1 < p,qg < 00, 0 < r < n, % + é + I =2, fe LP(R"), g€ LYR").
Potom plati
f(@)g(y)
I dz dy < O gl (ar.1)
R xRn T —y["
Specidlne pren =3, r=1ap=q= 6/5 dostaneme
f(x)g(y)
[, 222 doay < Clfleslalles (17.2)
R3xR3 [T — Y

Dékaz. Tvrdenie plynie z nerovnosti (17.6) a Holderovej nerovnosti. [

Veta 17.4. (Interpolaénd nerovnost’) Nech 1 < pg < p1 < oo, t € [0,1], 1/p = (1 —t)/po +t/p1 a [ €
LPo(R™) N LP1(R™). Potom f € LP(R™) a

A

£l < 156 A, - (17.3)

Doékaz. Pre p1 = oo je tvrdenie zrejmé. Pre p1 < oo z Holderovej nerovnosti plynie

_ o\ (E—1p/po L\ tP/P1
L@ de= [ (5@ @ de < ([ 1r@ie) ([ @)™ O

Veta 17.5. (Hardyho nerovnost’) Nech a <b, p > 1 au € LP(a,b). Potom

/ab(mia [ )" ao < (pfl)p/ab ()P da.

Dékaz. Zrejme moézeme predpokladat’ a = 0. Pre prirodzené k > 1/b polozme ug = UX(1/k,b)- Integrovanim per
partes a pouzitim Holderovej nerovnosti dostaneme

LS ([ @nae) do = ot ([ husa) + 2 [ ([ o de)” T (ol

-~

<0

< 2o ([ () m@rae)” ae) ([t as)
/Ob(i [l de)” de < (pfl)p/;m(x)v’dw.

Dokazovand nerovnost’ teraz plynie z Fatouovej lemy. [

Odtial’ a z definicie uy, plynie
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Veta 17.6. (Poincarého nerovnost’) Nech je Q C R" ohraniéend oblast’s lipschitzovskou hranicou a1 < p < co.
Potom existuje konstanta C = C(Q,p) > 0 tak, Ze pre kazdé uw € WP (Q) plati

dSH < C[IVullLr (o)

o= g LT
1092 Joq LP ()

Vyraz ﬁ faQ udS v tejto nerovnosti mozZno nahradit’ vijrazom Au, kde A je lubovolny spojity linedrny funkciondl
vo WHP(Q) s vlastnostou A(1) = 1.

Teéria miery a integralu

Veta 17.7. (Jegorov) Nech (X, u) je priestor s kone¢nou mierou a fj, f : X — R sd meratelné, f;(x) — f(x)
pre kaZdé x € X. Potom f; konverguje k f p-skoro rovnomerne, t.j. pre kazdé § > 0 existuje meratelnd mnoZina
A tak, Ze p(X \ A) < 9§ a f; konverguje k f na mnozine A rovnomerne.

Dékaz. Navod: Najprv dokazte, ze pre kazdé £, > 0 existuje prirodzené ¢islo k a meratelnd mnozina A tak, ze
WX\ A) <nalfjlx)— flx)] < € pre kazdé = € A a j > k (dokazte, ze pre pevné ¢ > 0 a X := {z € X :
|fj(x) — f(x)| < e prej >k} plati Xi, C Xpyq a X =, Xk, takze lim p(Xy) = p(X) a lim(X \ Xi) = 0). Potom
zvolte e = 1/j an = 6277, aby ste dostali mnozinu Aj;, a potom polozte A = ﬂj Aj.

Nech a,b € R, a < b. Funkcia u : [a,b] — R sa nazyva absolitne spojitd, ak pre kazdé £ > 0 existuje § > 0 tak,

ze pre kazdé a1,b1,a2,b2,...,a,bg s vlastnostou a < a1 < by <az <bz <---<ap < b <bplati
k k
ak Z(bi —a;) <4, potom Z |u(b;) —u(a;)] < e.
i=1 =1

Veta 17.8. Ak je u : [a,b] — R absolitne spojitd, potom s.v. v (a,b) existuje derivdcia u' a plati v’ € L'(a,b),
u(b) — u(a) = f; u/(z) dz.

Ak v € L(a,b), potom je funkcia u(z) := [ v(t) dt absolitne spojitd a v’ = v s.v. v (a,b).

Lebesgueove priestory

Budeme predpokladat), ze Q je otvorend mnozina v R"™ a oznaéime B, = {x € R" : |z| < r}. Symbolom D(2)
budeme oznacovat’ priestor hladkych (C°°) funkcii f : Q@ — R, pre ktoré je ich nosi¢ supp f := {z € Q: f(z) # 0}
kompaktnd podmnozina §2.

Operitor regularizicie (regularizator). Nech w € D(R™) je nezdpornd, mé nosi¢ v By a [z, w(z)dz = 1. Pre

€ > 0 polozme we(z) = 5%‘*’(%% potom mé we nosi¢ v Be a [pn we(z)dz =1. Preu € LP(Q) (kde 1 <p < oo a

je otvorend v R™) definujme
(Reu)(z) := (we *u)(x) = / we (2 — y)u(y) dy, z € R™. (17.4)
Q

Ak dodefinujeme u nulou mimo €2, potom zrejme plati tiez (Reu)(z) = st u(zr — z)we(2) dz.
Z vety o derivovani Lebesgueovho integralu zdvislého na parametri dostaneme, ze Rcu € C°°(R™).

Veta 17.9. Ak v € LP(Q2), 1 < p < oo, potom Reu € LP(2) a Reu — u v LP(Q) pre ¢ — 0+. Naviac
Reu(z) — u(x) pre s.v. x.

Jednoduchym dosledkom Vety 17.9 je nasledujice tvrdenie.

Veta 17.10. Nech 1 < p < co. Potom je D(2) hustd podmnozZina LP(£2).
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Pomocou Arzela-Ascoliho vety a operdtora regularizécie je tiez jenoduché dokéazat’ nasledujice kritérium relativnej
kompaktnosti v LP(Q).

Veta 17.11. Nech je Q C R"™ otvorend a 1 < p < co. MnozZina M C LP(QQ) je relativne kompakind prdve vtedy,
ked’ je ohranic¢end a platia nasledujuce dve podmienky:

(1) [lullp,0\B, — 0 pre k — oo, rovnomerne pre u € M;

(i) JJu(- + h) —u||p = 0 pre h — 0, rovnomerne pre u € M.

Lema 17.12. (du Bois-Reymond; zdkladn4 lema variaéného po¢tu) Nech je Q@ C R™ otvorend a u € Li, ().
(i) Ak

/ u(z)e(z)dz =0 (17.5)
Q
pre vietky ¢ € D(Q), potom u =0 s.v.

i1) Ak (17.5 platz’ pre vsetk %2 € D(Q2) s vlastnost'ou Pp\x dr = (), p0t07n existuje konstanta C tak:, zeu=0C
Y Q ]
S.v.

Dékaz. (i) Nech je K C Q kompaktnd a ¢(z) := sign(u(z))xx (z). Potom pre e > 0 malé plati p. := R.¢ € D(Q),
takze [, upe dz = 0, odkial limitnym prechodom (vdaka Lebesgueovej vete) dostaneme [, |u|dx = [, updx = 0,
tj,u=0sv.v K.

(ii) Zvolme @1 € D(Q) tak, aby [, p1(x)dz =1 a oznatme C = [, u(z)p1(z) dz. Pre ¢ € D(Q) polozme
¢ (@) = (@) —o1(2) [ olw) du.
Potom plati [, ¢*(z) dx = 0, takze

[ (@) = O)pla)do = [ u@y* @) do+( [ u@r@)de—C) [ ot)dy=o.

=0 =0

odkial’ na zdklade prvej casti tvrdenia plynie v = C s.v. [J

Prel<p<oo,0<a<n/pafé€LP(R") definujme Rieszov potencidl

(tahe) = (i )@ = [ L

n |z —ylne

Ak polozime py = np/(n — ap), potom plati I, € LP#(R") a
H[afnp# < Cllfllps (17.6)

vid’ napr. [42, Veta 1.33]. Ak a =2, n > 3 (a p < n/2), potom ide o Newtonov potencidl a u = Iz f je rieenim
rovnice Au = —c¢p, f pre vhodné ¢, > 0 (c3 = 4m). V tomto pripade plati

I1D?ullp < ClIfllp, (17.7)

a ak naviac f € L9(Bggr) pre nejaké 1 < ¢ < oo, potom

u€W>4(Bg),  |ull2.q.55 < Cllullg2r + Ifll4.2r), (17.8)

kde | - ||2,q4,B5 0znacuje normu v Sobolevovom priestore W24(Bg); vid [28, Theorem 9.9 a 9.11].

Z nerovnost{ (17.3), (17.6) a (17.8) plynie, ze ak f € L' N LI(R3), 1 < q¢ < oo, a u = I2f, potom pre kazdé R > 0
plati

ue W»4Bgr),  |ullz,q,55 < CUSfl1 Ifllq, R)- (17.9)



89

Sobolevove priestory

Nech je 2 C R"™ je otvorend oblast’ s (rovnhomerne) lipschitzovskou hranicou, vid’ napr. [1, Definition 4.5]. Nech k
je prirodzené a p € [1,00]. Sobolevov priestor W¥P(Q) je priestor funkcif u € LP(Q), ktorych vietky distributivne
derivdcie D%u radu |a| < k st v LP(€2). V tomto priestore uvazujeme normu

lullkp = D I1D%ullp,

la|<k

kde || - || je norma v LP(Q). Priestory W¥P(Q) sti reflexivne pre 1 < p < oo a si separabilné pre p < 0o (pre p < 00
a Q ohrani¢ent je priestor C*(Q) husty vo W*P(Q)). Priestor W*:2(Q) je Hilbertov priestor.

Pre Sobolevove priestory platia nasledujice vety o vnoreni:

Ak kp <nap<q<np/(n—kp), potom WkP(Q) — LI(Q), pricom ide o kompaktné vnorenie, ak q < np/(n — kp)
a 2 je ohranicend. Ak kp = n, potom toto vnorenie plati pre kazdé ¢ € [p, o).

Ak kp > n, potom W*P(Q) < BUCMQ) pre 0 < A < k —n/p, A < 1, pricom opét’ ide o kompaktné vnorenie, ak
A< k—n/pa je ohranicena.

Ak W}’Q(R”) = {u € WH2(R") : u je radidlne symetrickd}, potom

pren>2a2<q< 2n/(n—2) je vnorenie W,"*(R™) < L(R™) kompaktné. (17.10)

Idea dékazu (17.10) je zalozend na odhade |u(|z|)] < C|lullyy1.2]z]~(*=1/2 pre |z| > 1 a u € D, z ktorého plynie
splnenie podmienky (i) vo Vete 17.11 pre vhodné p € (2n/(n — 1),2n/(n — 2)), p > ¢, a teda kompaktnost’ pre
vnorenie W,?(R™) < LP(R") (a interpoléciou tiez pre W, '?(R") < L4(R")). Ak oznaéime m = (n — 1)/2
a r = |z|, uvedeny odhad plynie integrovanim (na [0, |x|] resp. [|z|, c0) pre n > 3 resp. n = 2) nerovnosti

[(r2™u?)| = 1200 u)rr™u| < ((r™u)e)? + (rMu)? = 77w 4+ u?) + merm " 2u?), — i(n —1)(n = 3)r"3u2.

Pre ohranicené oblasti s lipschitzovskou hranicou plati tiez nasledujiice tvrdenie o stopach: Nech p,q > 1, ¢ <
p(n —1)/(n — p) ak p < n. Potom existuje jediné spojité linedrne zobrazenie T' : WHP(Q) — LI(09Q) tak, ze
Tu = u|gq pre u € C°(§2), pricom toto zobrazenie je kompaktné ak g(n — p) < p(n — 1).

V priestore Wol’p(Q) = {u e WhP(Q) : Tu = 0} je ||Jul| := > jaj=1 [D%ullp norma ekvivalentna norme || - [|1,p, vid’
Vetu 17.6. Ovela vSeobecnejsie tvrdenie o ekvivalentnych norméch mozno néjst’ napriklad v knihdch [44] alebo [37].

Linearna funkcionalna analyza

Nech je X Banachov priestor, X’ jeho dudl, B={z € X : ||z|| <1} a B ={f e X' : ||f]| < 1}.

Veta 17.13. (a) Ak je M C X slabo ohranicend, potom je ohrani¢end v norme.

(b) Ak je M C X konveznd a uzavretd, potom je slabo uzavretd.

(c) Ak je X reflexivny, potom si ohraniéené mnoziny v X slabo relativne kompakiné a z kaZdej ohraniéenej pos-
tupnosti v X sa dd vybrat’ slabo konvergentnd podpostupnost’.

(d) (B,w) je metrizovatelny topologicky priestor prdve vtedy, ked’ je priestor X' separabilng.

(e) (B’,w*) je metrizovatelny topologicky priestor prdve vtedy, ked’ je priestor X separabilng.

(f) Ak je X' separabilny, potom je aj X separabilny.

Poznamky 17.14. (i) Ak je X' separabilny a M C X ohranifend, potom je (M, w) metrizovatelny topologicky
priestor. To plynie z tvrdenia (d) Vety 17.13 a analogicky dosledok plati aj pre tvrdenie (e). Ak je dim(X) = oo,
potom (X', w*) nie je metrizovatelny.

(ii) Ak je X reflexivny, potom je (B, w) kompaktny topologicky priestor. Ak je naviac X separabilny, ide o kompakt-
ny metricky priestor. Mnozinu B mozno pritom nahradit’ lTubovolnou uzavretou ohrani¢enou konvexnou mnozinou.
(iii) Ak je X reflexivny, A C X ohranic¢end a x patri do slabého uzdveru A, potom existuji =, € A, xn, — z. Bez
ohranicenosti A takéto tvrdenie neplati.

(iv) Ak je X uniformne konvexny (t.j. pre kazdé ¢ > 0 existuje & > 0 tak, ze pre kazdé z,y z jednotkovej sféry
Siplati |z —y|| > = |lz+ vyl <2(1—9)), un = uv X a |lun| — ||u|l, potom up — w.
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Bochnerov integral

Nech X je (redlny) Banachov priestor a T je o-kompaktny metricky priestor s nezdpornou tplnou Radonovou
mierou p (Specidlne T' C R"™ je otvorend a p je Lebesgueova miera). Funkcia u : T'— X sa nazyva jednoduchd, ak
nadobtida len koneéne vel'a nenulovych hodnét 1, za, ..., T, pricom mnoziny u~1(z;), j = 1,2,..., k, st meratelné
a majui kone¢ni mieru. Funkcia v : T" — X sa nazyva meratelna, ak existuje postupnost’ jednoduchych funkcii
uy tak, ze ug(t) — u(t) pre s.v. t € T. Ak je X separabilny, potom je u meratelnd prave vtedy, ked je slabo
meratelnd, t.j. fu: T — R je meratelna pre kazdé f € X’ (désledok Pettisovej vety).

Pre u jednoduchi definujeme Bochnerov integral

/Tudu: Z xj,u(ufl(mj)).

0#z;cu(T)

Povieme, ze funkcia u : T' — X je bochnerovsky integrovatelna, ak existuje postupnost’ jednoduchych funkcii
up tak, ze up — u s.v. a fT |lug — u||dp — 0. V tomto pripade definujeme Bochnerov integral fTud,u =
limg o0 fT ug dp, pricom sa da l'ahko dokézat’, ze uvedena limita existuje a nezavisi na blizsej volbe ug. Naviac
plati nasledujice tvrdenie:

Funkcia v : T — X je bochnerovsky integrovatelnd prdve vtedy, ked je meratelnd a funkcia ||u| : T — R je
lebesgueovsky integrovatelnd. Potom plati || [ wdu| < [ ||u|l du a pre kazdé spojité linedrne zobrazenie A : X —'Y
je funkcia Au : T — Y bochnerovsky integrovatelnd, pricom fT Audp = A(fT udp).

Nelinearna funkcionalna analyza

Nech sti X,Y redlne Banachove priestory a Q C X je otvorend. Povieme, Ze zobrazenie F : Q — Y je triedy C!,
ak pre kazdé a € Q existuje Fréchetova derivdcia F’(a) a zobrazenie a — F’(a) je spojité (ako zobrazenie z Q2 do
priestoru £(X,Y) spojitych linedrnych zobrazeni X do Y). Zobrazenie F' : Q — X' sa nazyva potencidlne, ak
existuje funkcia f : Q — R triedy C' (potencial) tak, ze f' = F.

Ak je X Hilbertov priestor so skaldrnym sicinom (-,-), Y = R a existuje F’(a) € H’, potom podla Rieszovej vety
o reprezentdcii existuje prave jeden prvok VF(a) € H tak, ze F'(a)z = (ac, VF(a)) pre kazdé x € H, a naviac plat{
IVF(a)|| = [|[F’'(a)||. Prvok VF(a) sa nazyva gradient (zobrazenia F' v bode a).

Veta 17.15. Ak md F : X — Y n-td derivdciu v smere h,...,h v kaZdom bode usecky [a,a + h] a zobrazenie
t— 6" F(a+ th;h,...,h) je spojité na [0, 1], potom
S"~1F(a;h,...,h 1 1
F(a+h) =F(a)+6F(a;h) +---+ (@h, .., )—1— /(1—t)"_15”F(a—|-th;h,...,h)dt.
(n—1)! (n—1)!Jg

Veta 17.16. Nech je Q C X otvorend a jednoducho suvisld a nech F : Q — X' je triedy C'. Zobrazenie F je
potencidlne prdve vtedy, ked pre kazZdé x € Q platd

(F'(z)h)k = (F'(z)k)h pre kaZdé h,k € X.

Ak je F: X XY — Z apre a € X existuje Fréchetova derivicia zobrazenia F(a, ) : Y — Z v bode b € Y, budeme
tito (parcidlnu Fréchetovu) derivéciu znagit’ symbolom Fy,(a,b) (ide o spojité linedrne zobrazenie Y do Z). Dalej
oznactime Ux (a,d) :={zx € X : ||z — a|| < 0}.

Veta 17.17. (O implicitnej funkcii) Nech je zobrazenie F : X X Y — Z spojité v bode (a,b) a F(a,b) = 0. Nech
v okoli bodu (a,b) existuje parcidlna derivdcia FY, a nech je spojitd v bode (a,b) (ako zobrazenie X xY — L(Y,Z)).
Ak je FY, (a,b) izomorfizmus priestoru Y na Z, potom existuji €,6 > 0 tak, Ze plati

(Vz € Ux(a,8)) (3ly € Uy (b,e)) F(z,y) =0.

Zobrazenie x — y je pritom spojité v bode a. Ak je naviac F triedy C™ v okoli bodu (a,b), potom je zobrazenie
x +— y triedy C™ v okoli bodu a a plat?

Y (@) = =[Fy (z,y(2))] 7' Fx (2, y()).
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RieSenia a navody k cviceniam

Cviéenie 2.10. Ak ¥(u) < oo, potom existuji z — oo tak, ze u?(xy )z — 0. Z nerovnosti (zu’)? + (2u)? —2u? >
—dzu/u —2u? = (—2u?z)’ plynie ¥(u) = limy_, o0 ["% ((z/)? + 2u?) do > limp o0 [{F(—2u?z) doz = 2u?(1) =2 =
¥(uy). Oznaéme O1(u) = fEl((mu’)Q +2u?) dx. Z nerovnosti (2.17) plynie, ze uz(z) = z je (jedinym) minimizérom
©1 na mnozine funkcif {u|[_1 ) : w € Z}. Ak definujeme uz(x) = z pre x < 0 a ug(x) = 0 pre z > 0, potom pre
u € Z plati ©O(u) > O1(ul[—1,0]) = O1(u2) = O(u3). Odtial a z vhodnej aproximécie uz funkciami zo Z dostaneme
infz © = ©(u3). Vzhladom k jednozna¢nosti minimizéra us sa toto infimum nenadobuida.

Cvicenie 3.7. Zobrazenie A, : h — cos(u) - h je zrejme prvkom E(L2 (0,1), L?(0, 1)) K existencii Gateauxovej
derivécie staci teda dokézat, ze lims_,q %(fh(u + th) — fh(u)) = Ayh v L?(0,1), o plynie z Lebesgueovej vety.

K doékazu neexistencie Fréchetovej derivacie staci uvazovat’ funkcie he (x) = 7X(0,¢)-

Cvicenie 3.8. Pouzite poznamky za vetami o spojitosti a diferencovatelnosti Nemyckého zobrazenia v LP-
priestoroch. Podmienky pre F' € C* ak ma Q kone¢ni mieru a p > n: f € CAR?, p > 2q, fu(-,0,0) € L™(%),
fs(-,0,0) € L™ (Q),

| fuu (4, 8)| < M(Jul)(ao (@) + |s|P/70),

| fus(z, u, s)| < M(Jul)(a1(x) + |5|p/7'1)7

|fss($,u,5)| S M(|’u,|)(a,2(;1;) + |S|Z7/1"2)7

kdea; € L™ (Q2) arj:=1/q—j/p, 5 =0,1,2.
Podmienka p > 2q samozrejme nie je nutnd ak je napr. ¢ = 1, p = 2 a f je kvadratickd funkcia v premennych u a s.

Cvicenie 3.14. Na dokaz nespojitosti resp. neohranic¢enosti fh pre a < 2 resp. a < 2 zvol'te postupnost' uy (z) = 1/k

. 1/k%  1/k“ —a
a odhadnite || f%(ug)|1 > 0/ mdm = ck?,

Cvicenie 4.2. Vyuzite to, Zze uniformne konvexny priestor je reflexivny a ze zo slabej konvergencie u,, — u
a konvergencie ||un || — ||u|| v takomto priestore plynie un, — u.

Cvigenie 4.10. Pre k = 3 pouzite Poincarého nerovnost’ (6.8). ® je na Ms koercivny a slabo sekvencialne zdola
polospojity (vid Cvicenie 4.1), takze existuje globdlny minimizér ug. Pre wi(z) = min(20z,5,20(1 — x)) plati
P(ug) < P(u1) <0, takze ug # 0. Keby m := max |ug| < 5, potom %uo € Ms, @(%uo) < ®(up), spor.

Cvicenie 4.11. Pre uy(z) = (14 k(z — 1))Jr plati ®(uy) — 1, ale ®(u) > 1 pre kazdé u v uvazovanych mnozinach.

Cvigenie 4.13. Nech uy(z) = min(1, —%E—z) pre > 0. Potom ®(uy) — 0, ale ®(u) > 0 pre kazdé u.

Cviéenie 4.14. ® je koercivny a slabo sekvencidlne zdola polospojity (pouZzite vnorenie Wol’z(O, 1) > C([0,1]),
meratelnost’ zdola polospojitych funkcii a Fatouovu lemu). Pre g = X[0,00) Minimizér neexistuje, inf & = 0 (uvazujte
funkcie us(z) = emax(—z,z — 1)).

Cviéenie 4.15. Globdlnym minimizérom v X; je T'ubovolnd funkcia u € X1, pre ktorud |u/| =1 s.v., napr. ug(z) =
1 — |z|. Vhodnou C'! aproximéciou ug zistime, zZe infx, ® = 0, ale toto infimum sa zrejme v X2 nenadobida. Ak
uy konverguje slabo k u v X2, potom st u) rovnako okrani¢ené a uj (x) — u'(x) pre kazdé x, takze z Lebesgueovej
vety ®(ug) — ®(u). Ak zvolime uj € X1 tak, aby |u}| = 1s.v. a |ug| < 1/k, potom uy, konverguje slabo k u = 0
v X1, ale ®(0) > limg_, oo ®(ug) = 0. P je koercivny v X ale nie v X».

Cviéenie 4.16. ® € C? pre n = 5,6; ® je koercivny, striktne konvexny a slabo sekvencidlne zdola polospojity.
Cvigenie 4.17. Kedze W1 2(R3) — L?(R3) N LY(R3) a s.v. plati

2
u X|z|<1 [l Xlz|>1  X|z|<1
<o bl (Xt

|2~ || Jalt2/5

o] =7\ [af?/2
je splnend rastovd podmienka (3.2) s p1 =2, p1 =6 a g =1. Pre € > 0 je funkciondl ® koercivny, pretoze

|u / 1 1/2 / 5 o \1/2 / 1 5/6 / 6 . \1/6
—dz < —dzx u”dx + ——dx u’ dz < C|ull.
fopre= ([ pre) ([ 2+ (] arm ) ([ w0d) " <l

Naviac @ je aj striktne konvexny a spojity, a teda slabo zdola polospojity. Ak £ = 0, volte ug(|z|) := 1/3 pre
lz| < 1, ur(|z]) := 1/(3|]z|) pre 1 < |z| < R, ur(|z|) := (R+ 1 —|z|)/(3R) pre R < |z| < R+ 1, u(|z|) := 0 pre
|| > R+ 1 a ukdzte ®(ur) — —oo pre R — oo.

+u2+u6), +u2+u6>,

Cvicenie 5.3. Keby ®(z) < ®(w), zvolte h € M blizko x — w tak, aby ®(w + h) < ®(w). Funkcia ¢ : R > R : ¢t —
®(w + th) je konvexnd, ¢’ (0) = 0, takze musi byt nezdpornd, spor.
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Cvicenie 5.4. Zvolme ¢ € D(R) tak, aby 0 < ¢ < 1, p(x) = 1 pre |z|] < 1, ¢(z) = 0 pre |x| > 2. Nech
ug(z) = £p(x/k), kde znamienko zvolime tak, aby [ fupdr > 0. Potom ||ug|| — oo a limsup ®(uy) < 0. Pre
feM :={geDR): [pgdr#0}auvy(z)= kY/%p(x/k) sign (Jg fdx) plati ®(vy,) — —oo. Pretoze nula patri do
spojitého spektra realizicie diferencidlneho operdtora —u'” v L2(R), mé rovnica —u'/ = f rieSenie u = uy € W22(R)
pre f z hustej mnoziny Mz C L?(R). Pre f € Ms ukézte ®'(ug)h = 0 pre h € D(R) a pouzite Cvicenie 5.3.

Cvicenie 5.7. Uvazujte funkcie us(z) = (¢ — z)4. VySetrite tiez kriticky bod u(z) = 2z/3.

Cviéenie 5.8. Pre m = 4 pouzite nerovnost’ a? + b%> > 2ab. Nech dalej m > 4, ucs(z) = (e + x) pre = € [—¢,0],
ue(xz) = e(e — z) pre € [0,¢], ue(xz) = 0 pre |z| > . Potom ®(us) < 0 pre € > 0 malé. Zvolte také € pevne
a néjdite uy, € C} tak, ze ®(uy) = P(ue) a |Jugl|c1 <e.

Cvicenie 5.9. Uvazujte u = /3m/2x(0,¢), resp. u € VVOl’2 spinajice [u/| = 1/37/2 s.v. v (0,¢), u(z) = 0 pre z > &.

Cviéenie 5.10. Ak X = C(Q), potom ® € C>°, ®"(0)(h,h) = Jo 2h2 dx > 0 pre h # 0. Lagrangeova postacujiica
podmienka sa ned4 pouzit’, ale ug je lokdlny minimizér, lebo |sint| > |t|/+/2 pre |t| malé.

Ak X = L*(Q), potom §2®(0;h,h) = 2||h[|?, ale ® ¢ C2. Pre ue := /7Tx(0,) Plati ue — ug pre ¢ — 0+,
®(ue) < ®(up), takze ug nie je lokalny minimizér.

Nech je dalej X = WH2(Q). Potom ® € C? len ak W2 < L4 t.j.n < 4. Pren=1je W2 — C, takze up = 0
je lokélny minimizér. Pre n > 2 zvolme xo € 2, 0 < ¢ < § < 1 tak, aby 6" < €2 a u(z) = (@)—F. Potom
lull1,2 < 1 a ®(u) < 0, takze ug = 0 nie je lokdlny minimizér. Pre n = 2 skimajte funkcie definované predpisom
u(z) = [In(6/]z — zo|)]® (o < 1/2) pre |z — xo| < &, u(z) = C(2e — |z — xo|) T inak.

Cviéenie 5.11. ® € C? pre n < 3, ug = 0 je lokdlny minimizér vo WOI’Q(Q) ale nie vo W12(Q). (®(us) < 0
pre ue = ¢; ak n < 3 potom ®”(0)(h,h) > c||h||?> pre h € W01’2(Q). Ak n > 3, nijdite f € BC?(R) tak,
ze sinu® < f(u), f(0) = f/(0) = f”(0) = 0 a vyuzite to, ze ®(u) > ¥(u) := [o(|Vul* — f(u))dz, ¥ € C?,
U’ (0)(h,h) > c||h||? pre h € WOI’Q(Q)). Funkciondl @ je koercivny a slabo sekvencidlne zdola polospojity vo
W&’Z(Q) (pre kazdé n), takze existuje jeho globdlne minimum v tomto priestore. V priestore W12(Q) je zrejme
u = (7/2 + 2km)'/3 globalny minimizér pre kazdé celé k. Nech n =1, Q = (0,w) a X = WOI’Q(Q). Ak v e X
a @ := min((7/2)/3, max(—(37/2)1/3,u)), potom zrejme & (@) < ®(u) a || < (37/2)/3. Pre kazdé v € X spinajice
lv| < (37/2)'/3 pritom vdaka Poincarého nerovnosti a odhadu |sinv?| < [v3| < (37/2)'/3v2 plati

B(v) = /0“[(,0,)2 ~ inv®]dz > /Ow[(w/w)g — (37/2)Y3 02 dz > 0

pre w malé, takze tiez ®(u) > ®(@) > 0. Ukéite, Ze pre w velké a u(z) = min(z,w — z, (7/2)/3) plati ®(u) < 0.

Cvicenie 5.12. @ je koercivny a slabo sekvencidlne zdola polospojity; existuje globalne minimum. Ak fQ |Vh|? dz >
fQ h? dx pre kazdé h € X (¢o plati pre dostatoéne ,malé” oblasti ), potom

-1+ 3u?
& (u)(h, h :2/(Vh2+7h2)dac>0
@ =2 [ 1V + o >
pre kazdé u,h € X, takze ® je konvexny a u = 0 je globdlny minimizér. V opa¢nom pripade ® nie je konvexny
a u = 0 nie je lokdlny minimizér (®"/(0)(h,h) < 0 pre vhodné h).

Cviéenie 5.13. ® € C? pre n = 2,3,4. up = 0 je kriticky bod, ktory nie je minimizérom (D2?®(0)(h, h) = —h?/|z|
pre h konstantni). @ je koercivny a slabo sekvencidlne zdola polospojity takze existuje globdlny minimizér u;.
Pretoze ®(—u1) = ®(u1), je aj —u1 minimizér.

Cviéenie 5.14. Zvolte u, h € X, h Z 0, tak, aby nosi¢ h lezal v mnozine {z : u(xz) = 1} a ukdzte, ze ®" (u)(h,h) < 0.
Odtial plynie, ze ® nie je konvexny. Na dokaz slabej sekvencidlnej zdola polospojitosti vyuzite Cvicenie 4.1.

Cviéenie 5.15. Nech X = C(ﬁ) Eulerovu nutni podmienku spfﬁajﬁ funkcie ug = 0 a u1 = £1. Kedze 0
je lokélnym maximizérom a =1 st globdlnymi minimizérmi funkcie f : R — R : u — u? + ﬁ, je up lokdlnym
maximizérom a u+1 st globdlnymi minimizérmi funkcionalu ® v C(Q).

V pripade X = L2(Q) st funkcie u spliiajiice podmienku |u] = 1 s.v. globdlnymi minimizérmi. Funkcia ug = 0 nie
je lokalny minimizér (pretoze je striktny lokdlny maximizér v C(Q)) ani maximizér (pretoze pre mnoziny A. C
s mierou |A¢] = € > 0 a funkcie ue = 2x4_ plati ®(ue) > P(uo) & ue — ug pre € — 0+). Plati pritom
D2®(0)(h, h) = —6]|h||?>. Meratelné funkcie u s vlastnostami |u(z)| € {0,1} pre s.v. x a 0 < |[{z : u(z) = 0}| < |Q|
su tiez kritickymi bodmi, v ktorych ® nenadobiida extrém.

Cvicenie 5.16. ® € C2, ®"(0))(h,h) =2 [ ((h')? — (Ina)h?) dz.



93

Cvicenie 5.17. &' (ug)uo < 2®(ug) < 0, ®" (u1)(u1,u1) < ®'(u1)ur = 0.
Cvicenie 5.18. Pouzite Vetu 17.15 a @' (u,v)(H, H) = 2®(H) > 0 pre H € {(h,0), (0, h), (h,h), (h,—h)}, h # 0.

Cvicenie 6.8. Ukdzte najprv, ze sa jedna o globdlny minimizér ® na mnozine {u € Wol’Q(O, 1): fol (u")?dx < 1},
26

ktorého existencia je zrejma. Vysledok: u(z) = — ).

Cvicenie 6.9. Nech g je gravitacné zrychlenie a p hustota kavy. Potencidlna energia nekonecne tenkej vertikalnej
(r)ydy = mpgru?(r), kde u(r) je vyska uvazovanej vrstvy.
Podobne kinetickd energia tejto vrstvy sa rovnd (2mru(r)p)(w?r?)/2. Jednd sa teda o ndjdenie kritickych bodov

funkciondlu ®(u) = pm fOR[gu2 — w?r2u)rdr s podmienkou ¥(u) := 27 fOR rudr = V. & je konvexny, spojity

vrstvy vo vzdialenosti r od stredu Salky je 27rpg f(?

a koercivny v Hilbertovom priestore L?(0, R) s mierou u = rdr, ¥ je spojity a linedrny, ® je siétom nasobku
funkcionalu F(u) = ||u|? a spojitého linedrneho funkcionélu, a teda triedy C* pre I'ubovolné k. Vysledok: u(r) =
i(wQTQ — A). Vysledok pre w =0: divTu = ku+ A v £, ﬁ -Tu = cosvy na 9Q, kde Tu = Vu/+/1 + |[Vu|2.

Cvicenie 6.10. Vizbova podmienka definuje slabo sekvencidlne uzavreti mnozinu, funkcional je konvexny, spojity
a koercivny, priestor reflexivny. Minimizér: u = f—f(w — ) —sinz.

Cvigenie 6.11. (i) u(z) = — J/7/2v/z, (ii) u = 523 + 22/4 + 3z + 1, (iii) v = 322 + 2z, (iv) u = 122% — 10z + 2,
V) u=C/b, (vi) u= -3, (vi)u=1—u.

Cviéenie 6.17. Postupujte ako v Priklade 6.16: Z Poincarého nerovnosti plynie, ze skaldrny si¢in (u, v) = f: u'v' dx
generuje v X C Wh2(a,b) ekvivalentnii normu. S pomocou du Bois-Reymondovej lemy (Lema 17.12) ukazte, ze
kazdé vlastnd funkcia operdtora A : X — X definovaného predpisom (Au,v) = ff uv dx je klasickym periodickym
rieSenim rovnice \u’’ + u = C, kde nutne C = 0. Uk&zte tieZ, Ze prvé vlastné éislo A m4 ndsobnost’ dva a prislusné
vlastné funkcie sd napr. sin(2n(z — a)/(b — a)) a cos(2n(z — a)/(b — a)). V dokaze dosledku najprv ukdzte, ze
pripoc¢itanim vhodnych konstant k u, v moézeme predpokladat’ u,v € X. Z Wirtingerovej nerovnosti potom plynie

1 1 1
/ (U'2 +o/? — 2run’) de = / (v — mu)? dz + / (Ul2 — w*u?) dx > 0.
—1 —1 —1

V pripade rovnosti musi platit’ v/ = mu a v musi byt vlastnou funkciou A prislusnou prvému vlastnému &islu,
t.j. u(x) = Cq cos(mz) + Ca sin(wx).

Cvicenie 6.18. Po vhodnej reparametrizicii mézeme predpokladat’ v/u/? + v/2 = const = L(0A)/2. Potom
L(0A)? =2 f_ll(u’2 + v'?) dz a sta&f pouzit’ nerovnost’ z Cvicenia 6.17.

Cviéenie 6.20. Nech ||[F(u¢)||? =6 > ¢'(t) > 0aa = %(6 + ¢’ (t)). Sporom ukézte, ze existuje € > 0 tak, ze
|[F(uw)]|? > a pre u € S také, ze ®(u) < ¥ (t) + ¢ a dist(u, S7(t)) < e. Pre dostatoéne malé h > 0 potom S7(t + h)
lezi v e-okoli mnoziny S7(t), ¢o sa d4 vyuzit k dékazu (¢ + h) > min(y(t) + €, 9 (¢) + ah), odkial ¢’(0) > a, spor.

Cvicenie 6.21. P* = EI/4, wo(x) = Csin(x/2) resp. P* = EI/16, wo(z) = C(1 — cos(z/4)) resp. P* = EI,
wo(xz) = C(1 — cos x).

Cvigenie 7.2. Postupnost’ {x,} v podmienke (PS) musi byt ohranicena.

Cvicenie 7.7. Miesto nelinearity g(u) = |u[P~2u uvazujte funkciu §(u) = max(g(u),0) a pre takto modifikovanii
tilohu pomocou principu maxima ukazte, ze kazdé jej netrividlne riesenie je kladné, a teda je aj kladnym rieSenim
pbévodnej tlohy.

Cvicenie 7.9. Pomocou sférickych siradnic ukazte, ze priestor X je izomorfny s Wol’g(l, 2) a priestor radidlne
symetrickych funkcii v LP(Q2) je izomorfny s LP(1,2).

Cviéenie 8.4. Pre funkciu g plati g’ (u) = 2+ 2(1 —¢)(3u?® — 1) /(1 +u?)3 € [2¢, (5 — ¢)/2]. Funkcionél & (u)(h, h)
bude rovnomerne pozitivne definitny vo W12(Q) pre ¢ > 0 a vo W&’Q(Q) pre ¢ > —Aq, kde A1 je prvé vlastné ¢islo
(—A) na Q s nulovymi Dirichletovymi podmienkami. Pre X = W2(Q) dalej plati ||®” (u)|| < (5 — ¢)/2 (takze
pre ¢ > 0 sta¢i zvolit' e < 2/(5 — ¢)), pre X = Wol’Q(Q) plati ||®"(u)|]| <2+ (5 —¢)/2\1 =: M (¢ < 1/M). Pre
X = WhH2(Q) resp. X = W&’Q(Q) je Vo(u) = 2u— (An — 1)~ (g’ (u) —2u— f) resp. V&(u) = 2u—ABl(g/(u) -0,
kde Ay resp. Ap je Laplaceov operdtor na Q s nulovymi Neumannovymi resp. Dirichletovymi podmienkami.
Cvicenie 8.6. Ak |un, | < C, potom pre vybrant postupnost’ plati Uny, = U0 & P(ug) < infU x, ® = infx ®.
Up=Uyjp=00,U1 =1,U2 =0, Lo = —00, Ly = —1, L1 = L2 = 0 (@, (z) = n~"sign(—x) pre n > [z| > 1).

Cvigenie 9.3. Predpokladajte naopak ||ug|| — oo, ®(ur) < A. V Ekelandovom variatnom principe zvolte € :=
A —inf®, 4 :=up a A = A\g := ||ug||/2. Ukazte, ze pre postupnost’ {uy, } neplati Palais-Smaleova podmienka.



94

Cvicenie 10.1. Funkcia f(u,s) = %(u2 —1)2 4 52 nie je konvexn4, ale ® konvexny je:

1 1
D?®(u)(v,v) = / ((6u2 — 2% + 2(1)’)2) dz > 2/ (—v2 + v'g) dz > c||v||%72.
0 0
Pre f(u,s) = g(u) + h(s) oznac¢me gg := inf g’’, ho := inf h”’. Postacujiica podmienka je min(hg, 72ho + go) > 0.
Cvicenie 10.2. Uvazujte funkcie u(z) = Ce™?.

Cvigenie 10.9. Uvazujte funkciondl ®(u) = Ja f(:c,u(x),Vu(:c)) v priestore X = {u € WHP(Q,RN) : u =
0 na 80}, kde f(x,u,s) = f(m,u +uo(x),s + Vuo(a:)).

Cvicéenie 13.9. Pre funkciu vy zvolte &isla ayg, 8 ako v Priklade 13.8, ukdzte 8 — 0 a vyuzite odhad ®(vg) >
C/Br. Ak p = 3/2, tak podobne ako v Priklade 13.8 ukézte, ze predpoklad u(z) > %xl/“q’ pre vSetky x implikuje

[|w]| pre kazdé = > 0, ¢o nie je mozné.

P 1
WLp(0,x) Z 4P
Cvigenie 13.15. Ak ¢/(0) > —2, potom z nerovnosti (6.8) plynie ®”(ug)(h,h) = [ (2(h')? + ¢"'(0)h?)dz >
(2 + min(0, g (0))) [ (W')? dz, takze podla Vety 5.5 je ug lokdlny minimizér ® vo W;,'? a podla Prikladu 13.14 je
uo silny lokdlny minimizér.

Ak ¢”(0) < —2, potom pre funkciu h(z) = sinz dostdvame ®”(0)(h,h) < 0, takze ug nie je lokdlny minimizér.
Pre dostatocne velké prirodzené k a funkciu hy(z) = sin(kz) zase plati ®”(0)(hg, hi) = [; (2k? + ¢”'(0))h3 dz > 0,
takze ug nie je lokdlny maximizér.

Ak g(u) = —u? 4+ u*, potom z nerovnosti (6.8) plynie ®(u) > f07T((u’)2 —u?)dx > 0 pre kazdé u € Wol’z(a7 b), takze
ug je globdlny minimizér vo W01’2.

Ak g(u) = —u? — u?, potom pre uc(z) = esinz (¢ > 0) plati ®(ue) < [ (ul)? — (ue)?) dw = 0, takze ug nie je
lokalny minimizér a podobne ako vysSie dostaneme, Ze ug nie je ani lokalny maximizér.

Cvicenie 13.18. Nech g = _KQX[I,OO) a ug je globalny minimizér ®, ktorého existencia plynie z Cvicenia 4.14.
Kedze ®(ug) < ®(ug) < 0, plati maxug > 1, a teda existuju 0 < z1 < za < 1 tak, ze ug(z1) = uo(z2) =lawug <1
na [0, 1) U (z2, 1]. KedZe ug je globdlny minimizér, plati up = 1 na [x1, z2]. Funkcia uo|[g ,,] je globdlny minimizér
pre funkciondl W(u) = [ (u/)? dz v triede Az, takze je triedy C' a riesi Eulerovu rovnicu. Odtial uo(z) = x/z1
pre x < z1 a podobne ug(z) = (1 — z)/(1 — x2) pre £ > z2. Hodnota ® je pre takéto funkcie minimélna ak
z1=1—mz2=1/K, t.j. pre ugp = ug.

Cvicenie 13.20. Pre kinetickd a potencidlnu energiu plati T = %m(a’vQ +92) = ma?p%(1 + cos ), U = mgy =
mga(l — cos ). Z Hamiltonovho principu dostaneme Eulerovu rovnicu

d . .2 . .

pn (2a¢(1 + cos ) = —agp?sinp — gsin .
Tam, kde cos ¢ > —1, musf zrejme ¢ € C?, a teda

2(1 4 cos )@ — p2 sing + (g/a)sinp = 0.

S vyuzitim (1+cosp) = 2cos? £, sinp = 2sin £ cos £, po skratenf cos £ a substiticii n = sin ¥ dostédvame rovnicu

27 2 2 2
i+ A2 =0, kde A = /L. Ak n(0) = 0, potom odtial plynie n(t) = C'sin At, |C] < 1. Vsimnite si, ze pre |C| =1

prislusné riesenie ((t) nebude C!-funkcia (a tiez Ly, = 0 pre prislusné t), ale funkcie z(t) a y(t) budd C*.
Cvicenie 13.27. Postupujte podobne ako v Priklade 13.26.

Cviéenie 13.29. Eulerova rovnica (z2u’)’ = 12u mé pre kladné z riesenia tvaru u(z) = C1z~4 + Caz3. Ak A =0,
potom funkcia ug(z) = z3 je extremadla, takze ®'(up)h = 0 pre kazdé h € Wol’2(0, 1). Kedze ®"(u)(h,h) > 0
pre kazdé v € W12(0,1), je up globdlny minimizér. Alternativny dékaz: z nerovnosti (zu’)? + (3u)? + 3u? >
6xu’u + 3u? = (3u?z)’ dostaneme

1
P (u) > /0 (3u’z) dz = 3u?(1) = 3 = ®(up). (%)

Nech teraz A # 0. Keby existoval globdlny minimizér vo pre ® v Az, potom pre kazdé § € (0,1) je vs = vol(s,1)
globalny minimizér ®5(u) := f; (@2(u)? + 12u?)dz v Ag 5 := {u € WH2(5,1) : u(6) = vo(d), u(l) = 1}. Vdaka
Vete 13.11 plati vs € C1([6,1]), takze vo € C1((0,1]) N C([0,1]) a vo musi byt riesenim Eulerovej rovnice v (0, 1].
Jediné ohranicené riesenie spinajiice podmienku u(1) = 1 je viak funkcia ug(z) = 3.

Nech je dalej A # 0, ug(z) = 23 (takze Ip = ®(up)) a ®s je definované rovnako ako vyssie. Pre § > 0 malé
polozme ugs(x) = A — (A — §3)x/§ pre x < 8, us(x) = uo(x) pre x > §. Potom z nerovnosti ®s5(ug) < Ip plynie
D(us) < f(;s(xz(ug)Q + 12u?) dz + Ip — Iy pre § — 0, takze 14 < Iy. Nerovnost 14 > Iy plynie z odhadu (x).
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Cvicenie 13.30. Postupujte podobne ako v Cvicen{ 13.29. Eulerova rovnica (zu’)’ = u/x m4 pre kladné z riesenia
tvaru u(z) = Cy1x + Co/x. Diferencovatelnost’ ® v priestore {u € W2(0,1) : u(0) = 0} dokézte priamo z definicie
s pouzitim Hardyho nerovnosti. Alternativny (elementdrny) dokaz: Z nerovnosti a4 32 > 2af3 pre a, 3 € R plynie
x(u')? +u?/x > 2uu’ pre x > 0, takze ®(u) > fol 2uu’ dr = u?(1) —u?(0) = 1 = ®(up) pre kazdé u € As.

Cviéenie 13.34. (i) arctan z; (ii —% + %x + 1 (vyuzite to, ze fol uwdu/ dor = 4 — %); (iii —é(x?’ + 5x) (vyuzite to,
ze fol —3u'u? dx = 1); (iv) 4v72 + 1; (v) 2cos £.

Cvigenie 13.35. Funkcia ug(z) = x je extremdla, takze ®'(ug)h = 0 pre h € C}. Pretoze fos = (2 — s2)(1 +
s2)~7/4/4, 7 vety o strednej hodnote plynie, Ze ug je globdlny minimizér v M. Pre funkcie u.(z) = %x pre z < g,
us(x) = 1 pre x > ¢, zrejme plati ®(u:) — 1 < ®(ug). Pre @ € O blizke ues v A; bude teda tiez ®(i:) < ®(uo).

Cviéenie 13.43. Pouzite Hardyho nerovnost’ (Veta 17.5).

Cvicenie 13.46. Oznacme S := {z € [a,b] : ug(z) € K alebo (3i)(uo(x) € G, uy(x) = gi(uo(x)))} a S mnozinu
hromadnych bodov S. Na mnozine [a,b] \ S plati f, # 0, takze ug € C? a F’ = 0. Kedze je F spojitd v [a, b],
plati tiez F’(x) = 0 pre kazdy izolovany bod z mnoziny S. Nech z € S;,. Potom existuju zy € S, xr — x. Ak pre
vybrani postupnost’ plati ug(zy) € K, potom ug(x) = ug(xy) pre dostatoéne velké k, takze uf(xz) = 0 = go(uo(x)),
kde go(u) := 0 pre u € Go := R. Ak existuje j € {1,2,...,m} tak, ze pre vybrand postupnost’ plati uo(zy) € Gj,
uy(zr) = gj(uo(xg)), potom ug(x) € G; a uj(x) = g;(uo(x)). Zvolme dalej xzo € (a,b) NSy pevne. Nech
z € (a,b) \ {zo}. Polozme 7 := inf{y € [zo,7] : F|[y o) = F(z)} ak © > z0, T := sup{y € [z,20] : Fl[z,y = F(2)}
ak © < zg. Potom nutne £ € S, (inak by bola F' v okoli £ konstantnd), takze existuje j = j(z) € {0,1,...,m}
tak, ze uo(%) € G a uy(%) = g;(uo(Z)). Nech J je mnozina tych indexov j, pre ktoré v kazdom okoli zo existuje x
s vlastnostou j(z) = j. Potom pre kazdé j € J plati ug(zo) € G; a uj(zo) = g;(uo(xo)). Pre x dostatoéne blizko
k zo plati j := j(z) € J, a teda pre vhodné 6 € [zo, Z] (alebo 0 € [Z, zo]) dostaneme

F(x) — F(x0) = F(Z) — F(x0) = H;(Z) — Hj(z0) = H}(0)(Z — ®0) = o(|x — o]) pre = — o,
kde H;(y) := f(uo(y), 95 (wo(y))) — g5 (uo(y)) fs(uo(y), uy(y)) pre j € J je vdaka Vete 13.16 triedy C* v okolf zo,

H(y) =fu(uo(y), g5 (uo(y)))ug(y) — fuluo(y), up(y))gs(uo(y))
+ [fs(uo(y), 95 (uo(y))) — fs(uo(y), ug(y))lg] (uo(y))uo(y)

a uy(y) — g5(uo(y)) — 0 pre y — xo. Odtial F'(x09) =0, a teda F/ =0 v (a,b).

Cvicenie 13.49. RieSenim du Bois-Reymondovej rovnice dostaneme, ze pre hladané kritické body musi platit’
|u'| = %\/R2 —u? pre vhodné R > 0. PretoZze v/ = 0 nie je rieSenim Eulerovej rovnice, dostdvame z tejto
podmienky, Ze extreméaly musia lezat’ na polkruzniciach tvaru u? + (x — A)2 = R%. Ak u parametrizujeme ako

krivku ¢(0) = (A + Rcosf, Rsinf) a ¢(0;) = (z4,y:), i = 1,2, potom z du Bois-Reymondovej rovnice plynie
02 1 dx %2 R dx b2 1 tan(61/2)
D(u) = ~V1 ﬂ—d&:/ ——d&:—/ df =1n ——-"7
(u) /91 umdﬂ 0, u?db 0, sinf " tan(02/2)
Ak y1 = y2 = C, u1 = C, ozname 2d = z2 — x1, 20 = 03 — 01 a z = d/C. Potom ®(u) = In 14—_2123 =
In(1+22(vV1+22+2) aeP®) =€22 > 1422+222 +423/3 > 1+ 22(V1+22 +2) = W),

Cvicenie 13.50. Plat{ fé) V1+u/?dz = 1. Substiticiou 7(z) = Jo /1 + /(€)% d¢, v(r(z)) = u(x) dostaneme
S = fé) u(z)dr = fé v(T)\/1 =/ (7)? dr =: ®(v). Z du Bois-Reymondovej rovnice pre extremaly funkciondlu &
dostaneme [v'| = /1 —v2/C2 pre vhodné C > 0, takze |u/(z)| = |v/(7)|//1 =/ (1)2 = VC? —u?/u, odkial

plynie, 7ze graf u je polkruznica s polomerom [/ a hladané plocha je [2/(27).

Cviéenie 13.54. Zvolme c tak, aby u(c) = 1/2. Potom pre u € As plati odhad

/C 2 (u—1/2) dz > (Js o/ (u—1/2)da)* 1

uw'“(u— ,
foc 1dx 82¢

podobne fcl w'?(u—1/2)2dx > 1/(82(1 — ¢)), takze inf 4, ® > 1/16. Funkcia ug definovana predpismi ug(z) =
(1—+v1—=2z)/2prexz < 1/2 aug(z) = (1++/2x —1)/2 pre > 1/2 spiia v’ (u—1/2) = —C a riesi Eulerovu (aj du
Bois-Reymondovu) rovnicu, ®(ug) = 1/16. Plati ug ¢ W12, ale ak tiito funkciu pre £ > 0 malé predefinujeme na
intervale [(1 —€)/2, (1 + €)/2] tak, aby na tomto intervale bola afinnéd (a zostala spojitd na [0, 1]), potom vyslednd
funkcia us je v Az a ®(us) — ®(ug) pre € — 0+.
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Cviéenie 14.3. Eulerova rovnica mé tvar u’(3u’ — 2z) = C. Keby C # 0, potom by funkcia v’ musela byt stdle
kladng alebo stale zdpornd, ¢o je v spore s okrajovymi podmienkami. Pre C' = 0 dostdvame dve riesenia: uj(z) = 0
a uz(z) = (2 — 1)/3. Ziadna z tychto extremdl viak nevyhovuje Legendreovej nutnej podmienke, takze ® nemd
slabé lokdlne C'' minimizéry.

Cvicenie 14.7. ug(z) = /7/2z nie je minimizér ani maximizér: E(z,uo(x),uy(x),q) ako funkcia premennej ¢
men{ znamienko v bode ¢ = y/7/2. Legendrova nutnd podmienka pre slaby lokdlny minimizér je pritom splnen4.

Cvicenie 14.15. Pretoze fé) 2uu’ dz = u?(b) —u?(0) = 0 pre u € A, staci vysetrovat’ funkciondl fob((u’)2 —16u?) da.
Eulerova rovnica (aj Jacobiho rovnica pre l'ubovolnd extremdlu) mé tvar u” = —16wu; jej rieSenim spiﬁajﬁcim dané
okrajové podmienky je funkcia ug(z) = 0 a pre b = /4 tiez vSetky ndsobky funkcie ug(z) = sin(4z).

Pre b > 7/4 existuje konjugovany bod y = w/4, takze up = 0 nie je (slaby) lokdlny minimizér (ani maximizér).
Pre b < /4 neexistuje konjugovany bod v (0, b), takze podobne ako v Priklade 14.14 je D?® > 0 a véetky néjdené
extremdaly su globdlne minimizéry.

Cviéenie 14.16. Eulerova rovnica je u'’ + 4u + 4 = 0, ug(z) = sin(2z) — 1 je globdlny minimizér, lebo D?® > 0.

Cvicenie 14.17. KedZze fob vy’ dr je v Ac konStantny, ide o ndsobok funkcionédlu z Prikladu 14.14. Extreméla
ug(z) = cosx — cotbsinz (pre b # kr) je globdlnym minimizérom ak b < 7 a nie je bodom extrému pre b > .

Cvigenie 14.18. Extremélou je funkcia ug(z) = /z(1 + DlInz), kde D = 2/In4. Plati P = 2, Q = —1/(222) >
—1/2, takze funkciondl (k) = [{(P(h')% +Qh?) dz je pozitivne definitny vo W, a kedze funkciondl @ je kvadrat-
icky, podobne ako v Priklade 14.14 dostavame, ze ug je globdlny minimizér.

Cviéenie 15.3. Eulerova rovnica ma tvar v/(3u’ — 2z) = C. Ak C # 0, potom mus{ stdle v/ > 2z/3 alebo
u' < 2x/3, ¢o vedie k sporu s okrajovymi podmienkami. Pre C' = 0 dostdvame extremalu uo(z) = (z° + 2)/3.
Plati P =2z > 0, @ = 0, takze ide o slaby lokalny minimizér. Weierstrassova funkcia meni znamienko, takze nejde
o silny lokalny minimizér.

Cviéenie 15.4. P = —4, Q = 2, E(x,0,0,q) = (¢> —1)2 — 1. Pre b = 1 je up = 0 slaby ale nie silny lokalny
maximizér, pretoze v (0, 1] neexistuju konjugované body a F meni znamienko. Pre b = 5 sa nejednd ani o slaby
extrém, pretoze V27 € (0,5) je konjugovany bod. Pre kazdé u € Wol’4 zrejme plati ®(u) > 0 a pre up € W&A
s vlastnostiou |u}| =1 s.v. a sup |ug| — 0 pre k — oo plati ®(uy) — 0 = inf ®. Dokaz koercivity je jednoduchy.

Cvicenie 15.5. V prvej casti dlohy vieme, Ze pre kazdu extreméalu u spfﬁajﬁcu dané okrajové podmienky existuje
x tak, ze u/(z) = 1. V du Bois-Reymondovej rovnici (u’)?2u(u’ — 1) = C musi byt teda C = 0 a dostdvame jediné
riedenie ug(x) = x + 1. Plati P(z) > 0, Q(z) = 0, takze ide o slaby lokdlny minimizér. FE(z,uo(x),u)(x),q) =
quo(z)(q — 1)? meni znamienko, takze uo nie je silny minimizér. Pre okrajové podmienky u(—1) = u(1) = 1 a
u(£1) = £1 dostdvame extremaly ug(z) = 1 (slaby lokdlny maximizér, lebo P < 0, Q =0, E(z,1,0,q) = ¢*(q¢—2))
a ug(r) = = (tam nie je extrém, lebo fO, meni znamienko).

Cviéenie 15.6. Du Bois-Reymondova rovnica mé tvar (u')?u(u’ — 2) = C; v oboch pripadoch musi C' = 0.
Extremaly st ug(x) = 2z — 1 resp. ug(x) = 1, fss = 6su — 8u. V prvom pripade fO, = 4ug meni znamienko, takze
uo nie je slaby lokdlny minimizér ani maximizér. V druhom pripade plati P = —8, Q = 0, ale E(x, ug(x), u)(x),q) =
q°(q — 4) meni znamienko, takZe ug je slaby ale nie silny lokalny maximizér.

Cvicenie 15.7. up(z) = 2/x — 1 je slaby lokalny maximizér; P = —122% < 0, Q =0, E = ¢3z*.

Cvicenie 15.14. Z Eulerovej rovnice plynie ug(z) = Bz; existuje globalne pole extremdl u(x, o) = Bz + «. Plati
f9 > 0ak B ¢ (B1,Bz2) U{0}, kde By 2 = (=10 £ /10)/15. Pre B ¢ {Bi1, B2,0} neexistuji konjugované body,
takze ug je slaby lokdlny minimizér resp. maximizér. Ak B € (B1, B2), potom nemoéze ist’ o silné lokdlne maximum,
lebo z Weierstrassovej nutnej podmienky by plynulo E(x,uo(x),uj(x),q) < 0, odkial E(x,u,¢(z,u),q) < 0 pre
Iubovolné u, takze up by musel byt globdlny maximizér, pricom ® nie je zhora ohraniceny. E = (¢ — B)?[(q® +
(B4+1)g+B(B+1))24+2B2(B+1)(¢+2B+1)] > 0 pre B € (—c0, —1]U [0, 00) (tato podmienka nie je optimalna),
takze v tomto pripade ide o globdlny minimizér. Pripady B = 0, —1 st trividlne, lebo ®(u) > 0 = ®(0) = &(—1).

CviGenie 15.15. Eulerova rovnica je 2u’(2u/? — M — 1) = C, extreméla uo(z) = z. Plati fss = 2(6s2 — M — 1),
P=2(—-—M),Q=0,t.j. pre M <5 (resp. M > 5) je ug slaby lokdlny minimizér (resp. maximizér).

Pole extremdl mé tvar u(z, o) = = + «, jeho sklon je ¢(z,u) = uf,(xz) = 1. Weierstrassova funkcia E = (¢ —1)2(¢ +
2q + 2 — M) meni znamienko priave pre M > 1, takze ® nadobida v ug silny extrém len pre M = 1. Vtedy ide
o globdlny extrém.

Pre M = 5 funkciondl ® vo funkcii ug nemé extrém: D3®(ug)(h,h,h) = 24 [(h')3 dz.
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Cviéenie 15.16. Jedind C'-extremila je ug(x) = Bz, pole extremdl mé tvar u(x,a) = Bz + a. Plati fes =
4(3s% — 1), takze pre | B| # 1/+/3 neexistuji konjugované body a ug je bud slaby lokdlny minimizér (ak |B| > 1/v/3)
alebo maximizér (ak |B| < 1/v/3). Pre |B| = 1/v/3 je ®"(ug) = 0, ale ®""(up) # 0, takze uo nie je minizér ani
maximizér. Weierstrassova funkcia F = (¢ — B)?[(q + B)? + 2(B? — 1)] nemenf{ znamienko préve pre |B| > 1, takze
v tomto pripade je ug silny lokdlny minimizér; pretoze pole extremadl je globdlne, ide tiez o globdlny minimizér v A¢c;
zo spojitosti ® vo W14 plynie, ze ide tiez o globalny minimizér v A4. Pre |B| < 1 nie je splnend Weierstrassova
nutnd podmienka, takze ug nie je silny minimizér resp. maximizér. V tomto pripade je zrejme kazda funkcia v € A
s vlastnostou |u’| = 1 s.v. globdlnym minimizérom ®.

Cvicenie 15.17. Pre kazdd extremalu u spfﬁajlicu dané okrajové podmienky existuje = tak, ze uv/(z) = 1. V
du Bois-Reymondovej rovnici (u/)?2u(u’ — 1) = C musi byt teda C = 0 a dostdvame jediné rieSenie ug(z) = z.
Plat{ P > 0 ale P(0) = 0, takze nemo6zeme pouzit’ Jacobiho postacujicu podmienku. Existuje pole extremil

u(z, @) = ¢+« a pre Weierstrassovu funkciu plati E(z, v, (z,v), s) = vs(s—1)2. Pre kazdi u € Ac, ktord je blizko
uo v Cl-norme, plati teda E(z,u(z),¥(z,u(x)),u (x)) > 0 a z dékazu postacujicej podmienky pre silny extrém
plynie, Zze ug je slaby lokdlny minimizér. KedZe nie je splnend Weierstrassova nutna podmienka pre silny extrém,
nejde o silny lokalny mnimizér.

Cvigenie 15.19. Existuje prave jedno C € (0,1) tak, ze uj(z) = (z> — C)/3. Funkcia ug € C'\ C? je globalny
minimizér vo W01’4 (striktna konvexita a koercivita ®). Plati tiez £ = (q — 5)2((q + 5)? + 252) > 0, ale u(z,a) =
uo(z) + o nespfﬁa nase predpoklady o hladkosti pola extremal.

Cvicenie 15.20. Eulerova rovnica mé tvar u/[(u/)? — 1/(42)] = C. Nech najprv u(1) = 0, u(4) = 1. Keby C # 0,
potom u/ nemeni znamienko, takze z okrajovych podmienok w’ > 0 a tiez na celom intervale [1,4] bud u’ > 1/(21/x)
alebo v’ < 1/(2+4/x), ¢o vedie k sporu s okrajovymi podmienkami. Musi teda C = 0, odkial ug(z) = v/z—1. Existuje
globalne pole extremal u(z,a) = /z —1+a a E = (¢ — 1/(4x))? > 0, takze ug je globalny minimizér. To plynie
aj z vyjadrenia ®(u) = f14((u’)2 —1/(4x))?dz + C.

Nech teraz u(1) = u(4) = 0. Podobne ako vysSie dostdvame jedini extremélu ug(x) = 0. Plati P = —1/x < 0,
Q = 0, takze ug je slaby lokalny maximizér. E(zx,0,0,q) = ¢%(¢?> — 1/(2z)) meni znamienko, takze ug nie je silny
maximizér.

Cviéenie 15.21. Eulerova rovnica (u')?(u’ — z) = C déva extremdly ug = 0 a u1(z) = (z? — 1)/2. Plati fO, =0,
fi(x) = 1222, Weierstrassova funkcia E(z,uo(z), uy(x),q) = 3¢* — 4¢3z meni pre x # 0 v okoli ¢ = 0 znamienko,
takZe up nie je minimizér ani maximizér. Pre u; existuje globdlne pole extremal u(x,a) = ui(x) + a so sklonom
Pz, u) = x a B(x,u,¥(x,u),q) = 3¢* — 4¢3z + 2* > 0, takZe uj je globdlny minimizér. To plynie aj priamo
z vyjadrenia ®(u) = f_11(3(u’)4 —4x(u')? + x*) dx + C a z Youngovej nerovnosti.

Cvicenie 15.22. Nech najprv B = 1. KedZze fol u(x)der =1 = fol 2z dz, existuje zo tak, ze u/(z9) = 2x0, a z
Eulerovej rovnice (u')?(u’ — z) = 423 + C plynie C = 0, a teda u/(0) = 0 a u/(z) > x pre x > 0. Pre s > x plat{
fss = 125(3s — 2z) > 0, takze u/(z) = 2z je jediné riesenie Eulerovej rovnice a ug(z) = 22 je jedind C! extremala
(spfﬁajﬁca dané okrajové podmienky). Pre globélne pole extremal u(z, o) = 2 4+ « a jeho sklon ¥(x,u) = 2z plati
E(x,u,¥(z,u),q) = (¢ — 22)%(3¢% + 8qx + 20x2) > 0, takze ug je globdlny minimizér.

Nech dalej B € [0,1). Potom fol u(z)de <1= fol 2z dx, takze existuje o tak, ze u’/(x0) < 2z0, a teda v Eulerovej
rovnici plati C < 0. Odtial' v/(0) < 0. Funkcia u nadobtida minimum v bode z1 a z rovnosti v/(z1) = 0 dostaneme
C = —4:0?, takze z1 je jediny bod, kde v/ = 0, a nutne u’ > 0 pre x > z1. Pre z > x1 je prava strana v Eulerovej
rovnici (u')?(v' — x) = 423 4+ C kladn4, takze v/ (x) > x pre > 1, ¢o ddva spor pre  — z1. Ziadna C' extreméla
spiﬁajﬁca dané okrajové podmienky teda neexistuje.

Cvicenie 15.23. Eulerova rovnica je (u’)2(2u’ — 3z) = C. V prvom pripade je u(x,a) = 322 /4 + «a globalne pole
extremél a E(z,u,3x/2,q) = ¢* — 2z¢> + (3x/2)*/3 > 0 (vd'aka Youngovej nerovnosti), takze ug(z) = 3x2/4 je
globalny minimizér. Pritom fgs(O) = 0, takze sa neda pouzit’ Jacobiho postacujica podmienka. V druhom pripade
extremala up = 0 nie je lokdlny minimizér ani maximizér, pretoze O, =0, fO.. = —12z < 0 a f, = 0.

Cviéenie 15.24. Eulerova rovnica pre extremély ug € C! mi tvar —2(u/)3 = %(43:(1/)3 — 6u(u’)?). Dalej
fss(z,u,8) = 12s(xs — u). Predpokladajme, ze aspon v jednom bode z € [1, 2] plat{

ugp(z) #0,  wup(x) — uo(x) # 0. (%)

Potom f0, # 0 v okoli tohto bodu, takze ug je v tomto okoli triedy C? a Eulerova rovnica je v tomto okolf ekvivalentnd
s rovnicou z(u’)?u" = wu'v". Z predpokladu (%) dostaneme odtial u// = 0, takze ug(z) = C1z + Cs, pricom z
nerovnosti (x) plynie C1 # 0, C2 # 0. Odtial a zo spojitosti uy plynie, Ze mnozina {z € [1,2] : v bode x plati (%)}
je otvorena aj uzavretd v [1, 2], takze () plat{ vsade.

Pokial' () neplati v ziadnom bode intervalu [1,2], potom aspon v jednom bode plati u((z) # 0 (inak by u musela
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byt’ konstantnd, ¢o nevyhovuje okrajovym podmienkam). V okoli tohto bodu dostdvame z negécie (%) zu(, = uo,

odkial ug(z) = Cx pre vhodné C # 0. Podobne ako vyssie dostaneme, ze {z : up(x) # 0} = [1, 2], takze ug(x) = Cx

pre v8etky x, ¢o vSak nevyhovuje okrajovym podmienkam.

Kazd4 extremdla je teda tvaru ug(z) = Ciz + Ca, z okrajovych podmienok plynie ug(xz) =z — 1.

Pretoze fO, = 12, je Jacobiho rovnica ekvivalentnd s h” = 0, takze pre up neexistuje konjugovany bod. Dalej
0> 0, takze ug je slaby lokdlny minimizér.

Pretoze funkcia fss(x,u,s) = 12(xs? — us) meni znamienko pre z = 2,u = 1,s € R, musime k uréeniu toho,

¢i je ug silny extrém, pouzit’ Weierstrassovu funkciu. Pole extremdl ma tvar u(xz,a) = = — 1 + «, jeho sklon

je ¥(z,u) = uf(z) = 1. Welierstrassova funkcia E(z,u,1,q) = z(¢* — 1) — 2u(¢® — 1) + (6u — 4z)(¢ — 1) =
(g — 1)?[zq? + 2(x — u)q + (3z — 4u)] je nezdporné pre u = = — 1 + «, o malé, pretoze prislusny diskriminant

D = (z —u)? — (3x — 4u)x < 0 pre tieto hodnoty. Preto ug je silny lokdlny minimizér.

Cvicenie 15.25. Nech je u € C! extremdla. Plati fss(z,u(z),v/(z)) = 2(12bzu/? — 12buv’ + a). Na mnozine
M = {x : fss # 0} plati u € C? a Eulerova rovnica mé tvar u’ fss = 0, takze u''(x) = 0. Pre x ¢ M, = > 0, plati

u'(z) = i [u=£ \/u? — 2], takze v’ m4 rovnaké znamienko ako u. Funkcia ug = ¢ je teda jedind C! extreméla

Spfﬁajlica zadané okrajové podmienky.

V (0, 1] neexistuje konjugovany bod (P = 2a, @ = 0), takze ide o slaby minimizér. Sklon pola extremdl u(z,a) =
c+ajety =0, B(x,u,,q) = q>(a — 4bug + 2bxq?) meni znamienko pre u = ¢ # 0 a = 0, takZe ug = c nie
je silny minimizér pre ¢ # 0. Ak ¢ = 0 potom je splnend nutnd ale nie postacujica podmienka pre silny extrém.
\% Prﬂflfde 13.5 je ukazané, ze extremdla up = 0 nie je silnym lokdlnym minimizérom, ale je lokdlnym minimizérom
vo Wy

Cviéenie 15.27. Z du Bois-Reymondovej rovnice (u/)?(1 + (u?)’) = C plynie C = 0 (uvazujte bod, kde |ul
nadobida maximum), takze jedinym rieSenim je ug = 0 (a tdto funkcia je tiez riesenim Eulerovej rovnice). Plat{
P(x) =2, Q(z) = 0, takze ug je slaby lokalny minimizér. Dalej je splnend nutnd ale nie postacujiica podmienka pre
silny extrém. Nech je spojitd funkcia ue afinnd na intervaloch [0,1—¢], [1 —¢, 1], ue(0) = ue (1) =0, ue (1 —¢) = €%,
kde a € (0,1/2). Ukézte, ze ®(ue) < 0 pre malé € > 0 a tiez (@) < 0 pre vhodni @, € A¢ leziacu blizko ue vo
W13(0,1), takze up nie je silny lokdlny minimizér.

Cviéenie 15.28. Z du Bois-Reymondovej rovnice (u'u)? = C dostaneme ug(x) = /1 + 3z. Plati P(z) = 2(1+3z) >
0, Q(x) =9/(2(143x)) > 0, takze ug je slaby lokdlny minimizér. Pole extremél u(z, o) = (1+a)+/1 + 3z je globdlne,
fss > 0, takze ug je silny lokdlny minimizér a stiéasne globdlny minimizér v Ac. Zo spojitosti ® vo W1:2 plynie, ze
uo je tiez globdlny minimizér v As. Toto tvrdenie sa d& tiez (jednoduchsie) dostat’ substitticiou v = u2.

Ak us(z) =1 —4z pre z < 1/4, uc(z) =4z — 2 pre z > 1/2, |ul(z)| = 1/c a |uc(z)| < € pre s.v. x € (1/4,1/2),
potom |[ugl|1,2 — oo pre e — 0 ale ®(ue) < C, takze ® nie je korecivny. Zvolme d € (0,1/3) a funkciu u = uq € Az
definovant predpisom u(x) = 1 pre € [0,2d], u(x) = 1 4 (x — 2d)/(1 — 3d) pre = € [2d,1 — d] a u(z) = 2 pre
xz € [1—d,1]. Nech h € Wol’Q(O, 1) je definovand predpisom h(z) = z pre « € [0, 2d], h(z) = 2d/(1+(x—2d)/(1—3d))
pre x € [2d,1 —d] a h(z) =1 —x pre z € [1 — d,1]. Potom h'/h = —u//u na (2d,1 — d) a pre d blizke k 1/3 plati
D2®(u)(h,h) =2 fol[(uh’ +u’'h)? + 2uu'hh/] dx < 0, takze ® nie je konvexny.

Cviéenie 15.29. Pre Weierstrassovu funkciu plati F(x,u, s, q) = u(q—s)? > 0 pre u > 0. V pripade vg skonstruujte
pole extremdl pokryvajuice .A;' a vyuzite hustotu C! funkcif vo W12 a spojitost’ ® vo W2, V pripade wg najprv
pomocou zovseobecneného pola extremdl (vid Pozndmku 15.12(iii)) ukédzte, ze pre dané zo € (0,1) je funkcia
uy(z) = (z/x0—1)2/3 globalny minimizér ¥(u) = 15° (v)?u dz na mnozine {u € W2(0,z0) : u(0) = 1, u(zo) = 0}
a dokézte tiez analogické tvrdenie pre funkciu ua(z) = (2(x — z0)/(1 — 0))?/3 na intervale (xo,1). Dalej ukédzte, ze
pre pre funkciu ug definovani predpisom ug(z) = uj(x) pre x < zg, ug(z) = uz(x) pre x > xo, je ®(ug) minimalne
v pripade zg = 1/3, t.j. pre ugp = wo. Nakoniec polozte h(z) = 2z pre x < 1/3, h(z) =1 — x pre x > 1/3 a ukazte
@ (wo)(h,h) < 0.

Cviéenie 15.30. ug = 1 resp. ug = 0 resp. ug(z) = (7 +1)2/3. P =2ug, Q = —2uf >0, E=(q—s)u.
Cvicenie 15.31. ug(z) = sinh(Cx) (kde sinh C = 1) je globdlny minimizér: fss > 0, pole u(zx, o) = sinh(Cx + o).

Cviéenie 15.32. Ak u(1) = 0, potom ug = 0 je slaby ale nie silny minimizér pre k =0 (P =2, Q = 0, E = sin¢?)
resp. globalny minimizér pre k > 1 (f(s) = sin(s?) + ks > 0). Pre k = 0 nie je ug ani lokdlny minimizér v As:
uvazujte funkciu ue € Aj, pre ktord |ul| = 4/37/2 s.v. na intervale [0, ] a uc = 0 na [¢,1]. Nech dalej u(1) = /7.
Potom existuje jedind extremdla ug(z) = /7z splhajica dané okrajové podmienky; u(z, ) = uo(xz) + o je pole
extremdl so sklonom /7, E(z,u,/7,q) = sing® + (¢ — /7)(kq — (k — 2)y/7), P = fO, = 2(k - 1), Q = 0. Ak
k = 0 potom ug je slaby ale nie silny lokdlny maximizér (E meni znamienko) a nejde ani o lokdlny maximizér v As
(uvazujte funkciu ue € Ag, pre ktord |ul| = y/57/2 s.v. na intervale [0,e] a ue = ug na [g,1]). Ak k =1, potom ug
nie je minimizér ani maximizér, pretoze E men{ znamienko v bode ¢ = /7 (az tretia derivécia E podla q je v bode
v/ nenulovd). Ak k € {2,3}, potom ug je slaby ale nie silny minimizér (pre k = 2 je E je zdporné napr. pre malé
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kladné q, pre k = 3 je E je zaporna napr. pre ¢ = 24/7/3) a nejde ani o lokdlny minimizér v As (uvazujte funkciu
u=u. s € As taki, ze u(z) = (1+¢)/mx na [0,6], v’ = /7/2 na [4,6(1 + 2¢)], u = ug na [6(1 +2¢),1]). Ak k > 4,
potom wug je globdlny minimizér (E = E(q) > 0, pretoze E(—q) > E(q) pre ¢ > 0, E'(qg) > 0 pre ¢ > /7, E(q) > 0
pre g € [0, (k — 2)\/7/k], E(qx — €) > E(qx +¢€) pre gy = (k—1)y/n/k ae € [0,\/n/k] a E'(y/7(1 —¢)) < 0 pre
e € [0,1/k] vdaka odhadu cos(m(1 — €)?) = —cos(me(2 — ¢)) < —1 + (we(2 — €))?/2).

P je vo Wg’Q koercivny pre k > 0 ale nie pre k£ = 0, je zdola ohraniceny, nie je slabo sekvencidlne zdola polospojity,
pretoze f nie je konvexnd. Zvolme sg > 0 tak, aby f(so) = min f. Potom kazd4 funkcia spliiajica |u'| = sg s.v. je
globdlnym minimizérom. Ak k = 0, potom D?®(0)(h,h) = 2 fol(h')2 dz, ale ug = 0 nie je lokdlny minimizér.

Cvicenie 15.33. Kedze P(0) = f2,(0) = 0, nemozeme pouzit’ klasickd postacujiicu podmienku pre slaby minimizér.
Pouzite Pozndmku 15.12(ii): uvazujte pole u(z, o) = 7z + a a ukdzte E(z,u, /T, q) > 0 pre ¢ blizke /7.

Cvicenie 15.34. u(z, @) = « nie je pole extrem4l, lebo nenulové konstanty nie st rieSenim Eulerovej rovnice. Pre
|K| velké bude globalny minimizér funkcia u1 # ug. Kedze u; € C? je rieSenfim du Bois-Reymondovej rovnice, pre
takéto K musi mat’ du Bois-Reymondova rovnica aj netrividlne riesenie.

Z Tvrdenia 15.8 plynie pre extremdalu ug = 0 existencia pola extremdl a kedZze E(z,u,s,q) = (¢ — 8)2[((1 +5)2 +
252 + 1] > 0, je ug silny lokdlny minimizér, nemusi véak byt globdlny (a teda ani pole extremal neméze potom
existovat’ globélne). To, ze ug je silny lokdlny minimizér, mozno dokdzat aj jednoduchym odhadom: ak v € Ag,
lv] < 1/(]K|+ 1), potom s pouzitim Poincarého nerovnosti dostdvame

1 1 1 1
‘ / Kuv? dac’ < / v2dx < —2/ (v")? dz, takze ®(v) > 0 = P(ug).
0 0 7T 0

Cvicenie 15.35. Z Tvrdenia 15.8 a nerovnosti (6.8) plynie existencia pola extremdl pre ug. Pre (k,m) = (4,24) je
Weierstrassova funkcia E(z,u, s,q) = (¢ — 8)%[2¢* — 5¢% + 4 + (¢* +1)O(s)] > 0 pre s — 0, pre (k,m) = (8,70) je
fss > 1, takze up je silny lokdlny minimizér. Pre ui(z) = min(z,1 — z) plat{ ®(u1) < 0.

Pozndmka: Z nerovnosti ®(u) > f01(2(u/)6 — 5(u’)*) dz plynie koercivita ® vo W&’G. Pre (k, m) = (8,70) je naviac
f konvexnda v s, takze existuje globdlny minimizér. Vdaka fss > co > 0 sa pre ® da tiez dokazat’ Palais-Smaleova
podmienka, takze z Vety 7.3 plynie existencia sedlového bodu ®.

Cviéenie 15.36. Kedze —108zuu’ = —(54zu?)’ +54u?, mozeme miesto ® vysetrovat’ funkciondl ¥(u) = fol((u')?’—i—
54u?) dz. Pretoze E(z,u,s,q) = (q — s)%(q + 2s), Weierstrassova nutnd podmienka zarucuje, ze ziadna extremala
nie je silny minimizér ani maximizér a ziadna extremadla s vlastnostou u'(zg) = 0 pre nejaké zg € [0,1] nie je
slaby minimizér ani maximizér. Pre B > 1 existuje jediné C > 0 tak, ze rieSenie du Bois-Reymondovej rovnice
v = 3(u? 4+ C)/3 s pociatoénou podmienkou u(0) = 0 spliia podmienku u(1) = B. Pre takito extremélu plati
P =6u >0, Q = 108 > 0, takze ide o slaby lokdlny minimizér. Ak B € [0, 1], potom m4 prislusnd extreméla

tvar u(z) = 0 pre # < zg := 1 — B3, u(z) = (z — x0)3 pre z > z9. KedZze v/(0) = 0, nejde o minimizér ani
maximizér. Riesenfm du Bois-Reymondovej rovnice pre C < 0 nijdeme B < 0 tak, Ze pre B € [B1,0) a C = —B?

bude prislusné riesenie spliat’ u/(1) = 0 (takze nemdze st o minimizér ani maximizér), naviac toto riesenie nie je
C? a pre B > Bj nejde ani o Cl-extremdlu (pretoze u(xz) = B pre z blizko 1, ¢o nie je riesenim Eulerovej rovnice).
Na druht stranu pre B < Bj existuje jediné C' < —B? tak, ze prislusné riesenie u je v . Ac N C2. Naviac pre B < Bj
plat{ v/ (z) < 0 pre = € [0,1]. Kedze P < 0 a Q > 0, na dokaz toho, zZe ide o slaby lokdlny maximizér, treba pouzit’
Pozndmku 15.12(iii) (rieSenia v s podmienkou u(1) € (B — ¢, B + ¢) tvoria zovSeobecnené pole extrem4l).

Cviéenie 15.41. Du Bois-Reymondova rovnica pre ® + AV déva v+ X = C(1 + u’2)1/2. Substitticia u’ = sinh x
déva u+ A = C cosh x, du/dx = C'sinhx a dz = (sinh x) " 'du = Cdy. Odtial z = Cx + C, u+ A = C cosh x, takze
u+ A= C’cosh((a: - C)/C). 7Z viazbovej a okrajovych podmienok dostaneme u + v/2 = cosh(z + In(v/2 — 1)).

Cvicenie 15.43. RieSenim du Bois-Reymondovej rovnice dostdvame extremaly u(ﬁ): = 1/C2i + CQi(Cl —1)?/4 kde
C1=1/2,C2 = 4(v/2%1). Kedze fss = vJu(l+52)73/2 > 0apre ug existuje pole extremal u(z,a) = 1/(Cy —a) +
(Cy —a)(C1 —x)?/4, je uy silny lokdlny minimizér. Pre extremély u(z,a) = 1/(0; —a)+ (C’;‘ —)(C1 —x)?%/4
a w(zr) = Ju(zx,a)/da)a=0 dostdvame w(0),w(l) < 0 < w(1/2), takze podla Pozndmky 14.12 v intervale (0,1)
existuje konjugovany bod pre extremélu uT a tito extremédla teda nie je ani slabym lokdlnym minimizérom &.

Cviéenie 15.46. Riesenim du Bois-Reymondovej rovnice 1 + u? = C(u’)? dostdvame extremalu ug(z) = sinh kx
s k = arcsinh 1 ako aj globalne pole u(x, a) = sinh(kz + ). Pretoze E(x,u,s,q)(14+u?)/q?>s? = (¢—5)?(2¢+s) > 0
pre s,q > 0, je ug globdlny minimizér v triede C? funkcii spiﬁajl’lcich podmienky u(0) = 0, u(l) = 1, v/ > 0.
Pre funkciu ue definovani predpismi ue(x) = —ug(z) pre z < g, ue(z) = —uo(e) + (uo(2¢) + uo(e))(x — €)/e pre
z € [e,2¢] a us(x) = uo(x) pre > 2¢ zrejme plati P(ue) < P(ug) a |lue — uollyy1,p — 0 pre e = 0+ a p < oo.

Cviéenie 15.47. Kladné rastice riesenia Eulerovej rovnice (ktord je ekvivalentnd s uu’ = C) maji tvar u(z) =
Vv Cz + D;j pre extremalu ug(x) = v/3z + 1 existuje globdlne pole extremal u(z,a) = /3(1 + a)z + 1 + o, a > —1.
Pre u, s,q > 0 dalej plati F(x,u,s,q) = (q — s)?/(qus?) > 0, ¢o zaruéuje dokazované tvrdenie.
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Cviéenie 15.48. Du Bois-Reymondova rovnica je (u’)? = 1 — Cu?, ug(x) = 2sin(z/2 + ©/4) je silny lokalny
minimizér v triede funkcif spiiiajicich |u/| < 1. Plati P = 2/sin?(...) > 2, Q = —1/sin?(...) > —2, takze
v (0, 7] neexistuju konjugované body. Pole extremal mé tvar u(z, a) = 2(1 4+ «)sin(x/(2(1 + «)) + 7/4) pre o malé,
E(z,u,s,q) > 0 pre |q| < 1.

Cviéenie 15.49. Du Bois-Reymondova rovnica u = C1(1 — (u’)?) ma rieSenia konstanty (ktoré nie st extremaly)
a extremaly tvaru u(z) = C1 — (z — C2)2/(4C1), z ktorych volbou Co = 1/2 a Cy = (2 + v/5)/4 dostaneme jedini
C?2 extremélu ug spliajicu dané okrajové podmienky. Pole extremél u(z, o) = (1 +a) — (z — 1/2)2/(4(1 + )) pre
a > —3/4 pokryva vietky C! funkcie s vlastnostami u(0) = u(1) = 1 a |u/| < 1. Kedze E(x,u,1,q) < 0 v tomto
poli pre lubovolné |g| < 1, ug je globalny maximizér.

Cvicenie 15.50. Eulerova rovnica v (z —u) +2u’(1+v’) = 0 m4 rieSenia tvaru u(z) = —(C2+1/(C1z+ C2))/Ch,
takze u(z, ) = —(1 + a)/z pre o > —1 je pole extremdl pokryvajice vietky pripustné funkcie. Pretoze £ < 0
v tomto poli, je up(z) = 1/x globédlny maximizér.

Cviéenie 15.51. Z Eulerovej rovnice v’ = Cz+/1 + (u’)? dostaneme pre C' > 0 extremdly u(z) = —/1/C? — z2 +
D; up(z) = —vV5 — 22 je globdlny minimizér, lebo ® je konvexny; vid Priklad 13.31. Pre ug = 0 je pole extrem4l
napr. u(z, ) = é(l —vV1—0a2z2) pre 0 < |a| < 1/2, u(z,0) = 0.

Cviéenie 15.52. fss = 6(55%2 — 1)(s? — 1), extremdly u(z) = C1z + C2. Ak B = 0 potom ug = 0 je globélny
minimizér (plynie z odhadu (u/)? > 0 alebo E(x,u,0,q) = ¢%(¢* — 3¢%> +3) > 0). Ak B = 1/2, potom ug(z) = z/2
je slaby lokdlny maximizér (P < 0, @ = 0, F nie je nekladnd). Ak B = 1, potom ug(z) = x nie minimizér ani
maximizér (E(z,u,1,q) = (¢> — 1)3 meni znamienko v bode ¢ = 1). Ak B = 2, potom ug(z) = 2z je globalny
minimizér (E(z,u,2,q) = (¢ — 2)2((q + 1)* + 3¢? + 16q + 46) > 0). Ak B = 1 + ¢, potom ug(z) = (1 + )z je slaby
lokdlny minimizér (E(z,u,1+ €,q) < 0 pre ¢ = 1 — 4/¢; alternativny dokaz sporom: keby E(xz,u,1+ e,q) > 0 pre
v8etky q a £ — 0+, potom by E(z,u,1,q) > 0 pre vSetky g, spor).

Cviéenie 15.53. Extremaly (Ciz 4+ C2)*/7, E(z,u,s,q) = u?(q — s)2((q + 5)®> + 2s2) > 0 pre u > 0, up = 1
aug(z) = (1272 + 1)*/7 st silné lok. minimizéry; polia u(z, @) = 1+ a resp. u(x,a) = (127 + 1+ a)*/7, ale P =0
pre prvu extremalu.

Cvicenie 16.7. Podobne ako v Priklade 16.6 dostaneme, ze globdlny minimizér na intervale [0,2a], 1 < a < 2,
s okrajovymi podmienkami —u(0) = u(2a) = 2 je funkcia uq(z) = /(z — a)2 + Co(x — a) pre x > a, ug(a — x) =
—ug(a+x) pre 0 < x < a, kde Cy = (4—a?)/a > 0. Restrikcia ug na interval [0, 2] je zrejme globalnym minimizérom
® na intervale [0,2] s okrajovymi podmienkami u(0) = —2, u(2) = uq(2). Staci teda néjst’ a tak, aby uq(2) = 1
resp. uq(2) = 5/6. V prvom pripade je a jedinym riesenim rovnice 2a3 —6a? —a+8 = 0 v intervale (1,2), v druhom
pripade a = 3/2 (a Cq = 7/6).

Cvicenie 16.8. V triede C! je up = 0 slaby lokdlny maximizér (E = ¢2(¢? — 2)), v triede funkcii C'* st funkcie
tvaru |u’| = 1 s.v. globdlnymi minimizérmi.

Cvicenie 16.9. ug(z) = %x je slaby lokalny maximizér triedy C'!. Funkcie u € Ags splhajtice u/(x) € {0,1} s.v. st
globalne minimizéry.

Cviéenie 16.11. Ide o minimizér v triede funkcii spiflajlicich u' < 0, takze plati len ®'(ug)h > 0 pre vsetky h € ct
také, ze h/(z) < 0 ak uf(x) = 0. Specidlne musi h(a) < 0, takze dostdvame len podmienku f{(a+) > f2(a—), ktord
je zrejme splnena.

Cvicenie 16.12. Eulerova rovnica pre C2-extremélu ug mé tvar uf)’fss = 0 a ma prave dve rieSenia Spfﬁajlice dané
okrajové podmienky: uél)(w) =(x+2)/3a u(()2)(ac) = /x. Weierstrassova funkcia E = (q — s)2(3 — 4u(q + 2s) +
2z(q? + 2gs + 3s?)) je nezdporna pre pole extremdl u(z,a)) = uél)(m) + o (Jaof € 1), takze u(()l) je silny lokdlny
minimizér. Pre extremdlu ug := uéQ) plati 8zE(z, uo(z), up(x),q) = (2y/zg — 1)* > 0, takze u(()z) nie je lokdlny
maximizér, ale tiez <I>"(u(()2))(h7 h)=— f14(3/a:2)h2 dr < 0 pre h # 0, takze u(()z) nie je ani lokdlny mimimizér. Dalej
oul?) > i’y > 1/2.

Uvazujme dialej po Castiach afinné extremaly ug € C'' s vlatnostou Z(ug) = {zo}, o € (1,4). Oznacme s1 = uj(x)
pre x < xg, s2 = ugy(x) pre x > xo. Potom plati ug(zo) =1+ s1(xo — 1) =2 — s2(4 — x0), odkial

uo(mo)(sl - 52) = 281 — 82 — 38182, (1)

:1?0(81 — 82) =14 s1 —4s2, (2)

Naviac platia Weierstrass-Erdmannove podmienky

fs(xo,u0(x0),51) = fs(xo,uo0(z0), s2), (3)
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(f = sfs)(xo,uo(z0),81) = (f — sfs)(zo,uo(z0), 82)- (4)

Z (3) plynie
(51 — 52)(3 — 6uo(x0)(s1 + s2) + 4wo(s? 4 s152 + 53)) = 0, (5)

odkial' s vyuzitim (1),(2) a s1 # s2 dostdvame

3 — (8s1 + 10s2) + 45% 4+ 105152 4+ 1652 = 0,

1
51 = Z(4—5.9211/4—3933). (6)

t.j.

Zo (4) plynie
(51 — s2)(—3(s1 + s2) + 8ug(wo) (57 + s1852 + 53) — 620(55 + 57852 + 5152 + 53)) = 0.
Ak k tejto rovnici pripo¢itame (5) vyndsobeni (s1 + s2), dostaneme
2(s1 — 52)%(uo(w0) — zo(s + 1 + s2)) = 0,
takze uo(zo)/zo = s1 + s2. S vyuzitim (1),(2) dostaneme
(51 —282)(1 —s1 —282) =0,

takze bud s; = 2s2 alebo s1 4+ 2s2 = 1. V oboch pripadoch zg = 2. S vyuzitim (6) dostdvame rieSenia (s1,s2) =
(1+1/v/3,—1/2V3) a (s1,s2) = (1 — 1/4/3,1/2+/3) a prislusné extremaly ués) a u(()4);

u® (z) = (1+1/V3)z —1/2v/3 = < o,
0 2+2v3 —z/2V/3 x> xo.

Platf ®(ul") > 0> —1 > &(u{?).

Cvicenie 16.14. Ak napr. a =1, T =1,p(t) =2, s(t —T) =t> -3t +2, v(t —T) = t2 —t + 1, potom A < 0,
takze u(t) < 0 pre t € [0,T]. Kedze s(0) = 0, funkcia s(t) = s(t —T) 4+ u(t) bude zdporna pre t blizko k T', ¢o nie je
mozné. Pri optimalizacii bolo treba pozadovat’ obmedzenia na u zarucujice nezapornost’ funkcii s, v.

Cviéenie 16.15. Predpokladajte sporom f(a,u(a),u'(a) + K) < f(a,u(a),u’(a)) pre nejaké K, napr. K > 0.
Ukézte, ze pre € > 0 malé a v(z) := u(x) — [ — K(x —a)]+ bude ®(v) < ®(u) a aproximujte v vhodnou C*-funkciou.

Cviéenie 16.16. Plati fs = 4s(s®> — 1), fss = 4(3s% — 1). Z Eulerovej rovnice 4u’((u’)? — 1) = 4x(z?2 - 1)+ C a
podmienky fs(1,u(1),u/(1)) = 0 dostdvame C' = 0, a teda (v’ —z)((u')%2+u'z+22—1) = 0, odkial v/(z) € {z, —z/2+
V/1—3z2/4}. Mame teda extremalu ug spliiajucu uy(z) = —x/2 — /1 —322/4 < —1 pre x € [0,1] a dalsie Styri
extremaly w1, uz2, us, u4, ktorych derivacie sa na kazdom z intervalov [0, 1/+/3] a [1/v/3, 1] rovnaji bud funkcii x alebo
—z/2 + /1 — 3z2/4. Extremdla ug je globdlny minimizér, pretoZe pre globalne pole extremal u(z,a) = ug(z) +
a Weierstrassovu funkciu E plati E(z,u,¥(z,u),q) = (¢ — uf(x))%((q + uf(x))? + 2(uf(z)? — 1)) > 0. Extremdly
u; pre i = 1,2,3,4 nie st lokdlne minimizéry ani maximizéry, pretoze pre zo = 1/4/3 plati ul(xo) = 1/v/3 a
E(z0,ui(z0),u}(20), q) meni znamienko pre g v okolf 1//3.

Cvicenie 16.17. Z Eulerovej rovnice (u/)? = 23 4+ C a podmienky /(1) = 0 dostdvame C' = —1, takze uj(z) =
—(1 —23)1/3; ug € O\ C2. Kedze ide o kriticky bod (striktne) konvexného koercivneho funkcionélu v priestore
{ue W(}A : u(0) = 0}, je to globdlny minimizér.

Cvigenie 16.18. Nech najprv ®(u) = [' ((«/)*/12 — (u)?u)de. Jedingm C' riesenim du Bois-Reymondovej
rovnice (u')2(4u — (v/)?) = C spliajicim podmienky u(—1) = u(1) = 0 je up = 0. V C} plati ®'(ug) = 0,
" (up) =0, """ (uo)(h, h,h) = —6 f_ll(h’)gh dx # 0 pre vhodné h € C}, takze ug nie je ani slaby lokdlny minimizér.
Nech ¥(u) = f_ol((u’)4/12 — (u)%u)dz pre u € X := {v € Wh4(=1,0); v(—1) = 0}. Globalny minimizér
funkcionalu ¥ stacf hladat’ medzi funkciami spinajicimi v > 0 a u/ > 0 (plati totiz ¥(|u|) < W(u); pre u > 0
a a(x) := [7 |u/|(t)dt plati U(@) < ¥(u)). VzhPadom k spojitosti ¥ a hustote C'* funkcif vo W4 staci najst’
globdlny minimizér ¥ v mnozine M := {u € C'([~1,0]) : u(0) =0, u > 0, v’ > 0}.

Pre a > 0 je funkcia u = u(-, a) definovand ako riesenie diferencidlnej rovnice u’ = v/2v/u + v/u2 + o2 s podmienkou
u(0) = a/+/3 riesenim du Bois-Reymondovej rovnice na intervale [zq,0] splfiajicim fs(u(0), 4 (0)) = 0, kde bud’
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Za = —1 au > 0 na [—1,0] alebo zo € (—1,0), u(za) =0 a u > 0 na [z4,0]. Z odhadov v2a < v/ < 31/4,/2q
vidno, ze o = —1 pre &« > 1 a 2o > —1 pre a € 1; |za| < /a/6 pre a < 6. Funkcia w := du/do splita

r_ 1 1 _ g . . . L e
w' = ?\/ﬁ < s @ w(0) = 1/v/3, takze w je kladnd na [z4,1]. Odtial plynie, ze existuje jediné ag > 0

(ap > 6), pre ktoré plat{ u(—1,ap) = 0; oznaéme ug := u(-,ap). Funkcie u(-,a) pre o > 0 a z € [zq,0] tvoria
pole extremdl pokryvajice grafy funkcii z mnoziny M, so sklonom ¥ (z,v) > 2/v. Pre Weierstrassovu funkciu s
argumentami z € [—1,0] a v,q > 0 plati E(z,v,¥(x,v),q) = (¢ —¥)%(q* + 2q¢p + 3¢? — 12v) /12 > 0. Funkcia uo je
teda globdlny minimizér ¥ a po jej rozsireni na parnu funkciu na intervale [—1,1] ide zrejme o globdlny minimizér
P triedy C1. Jednoznaénost plynie z nerovnosti E > 0 pre ¢ ¢ {0,¢} a dalsich zrejmych tdvah.

Pre ®(u) = f_ll (u")2(—=12+12u+(u")?) dz m4 du Bois-Reymondova rovnica (u’)?((u’)?+4u—4) = C C! riesenia len
pre C = 0: up = 0 auy(x) = 1—x2. ug je slaby, ale nie silny lokdlny maximizér (P < 0 = Q, E = ¢?(¢% +12u—12)),
v u1 nie je lokédlny extrém (E! = (¢42z)2¢(qg—4x)). Dalej postupujte ako vyssie: Hladany minimizér spifia na [—1, 0]
aj [0,1] du Bois-Reymondovu rovnicu (s vhodnym C > 0) a v bode = 0 podmienku fs = 0, t.j. (u/)? = 6 — 6u;
E=(q—5)%(¢*> +2gs+3(s®> +4u—4)) >0 pre gs > 0 a s + 4u — 4 > 0.

Cvicenie 16.19. Navod pre (iii): Rovnica (16.1) plati pre ¢ € C2([a,b]) spliajicu podmienku ¢(0) = ¢’(0) = 0.
Ak polozime

b ~ b
i@ = [ 12©de  a k@)= [ 100 +5(©)d

x x
potom integraciou per partes vyjde ff[fg (z) 4+ h(z)]¢" () dz = 0 (takze fO(x) 4+ h(z) = Ciz 4 Ca.). Odtial sa
odvodi Eulerova rovnica, ale tiez (integraciou per partes)

- b b
0= 112) +h@I[ - 01 [ (@) deo
a a

Musi teda fO(b) = —h(b) = 0 a tiez C; = 0. Zderivovanim rovnice fO(z) + h(z) = Ca v bode b dostaneme
L F2b) = —gLh(b) = f2(b) + g(b) = f2(b).
Cvicenie 16.20. @ je kvadraticky a '’ je pozitivne definitny na Wg’Q(l, 2). RieSenim Eulerovej rovnice (2z3uf))” =

12z dostaneme ug(x) = 22/2 + C1Inx + Co /x + C3z + Cy, 7z okrajovych podmienok plynie ug(z) = 22 /2. Pretoze
® je striktne konvexny a ®’(ug) = 0, je up hladany globdlny minimizér.
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bod

— konjugovany, 62

— kriticky, 18

— typu horského sedla, 27
brachistochrona, 6, 22

Eulerov operator, 3
extremala, 52

funkcia

— bochnerovsky integrovatelna, 90
— Carathéodoryho, 10

— Hamiltonova, 76

— jednoduché, 90

— kvazikonvexna, 39

— meratelné, 90

— polykonvexna, 39

— rank-1 konvexna, 39

— slabo meratelna, 90

— Weierstrassova, 60

— zdola polospojita, 15

funkcional

— koercivny, 15

— konvexny, 15

— slabo (sekvencidlne) spojity, 15
— slabo (sekvencialne) zdola polospojity, 15
— striktne konvexny, 15

geodetické krivky, 53, 59, 85
gradient, 90

integral
— Bochnerov, 90
— Hilbertov invariantny, 66

kriticka hodnota, 26

kriticky bod, 18

kriticky Sobolevov exponent, 27
kriticky stav, 3

Lagrangeove multiplikatory, 20
Lagrangian, 3

metoda

— kone¢nych prvkov, 31
— najvacsieho spadu, 30
— Newtonova, 31

— Ritzova, 31
minimizér, 15

— lokélny, 48

— silny lokélny, 48

— slaby lokalny, 48
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nerovnost’

— Hardyho, 86

— interpola¢na, 86
— Jensenova, 86

— Kornova, 17

— Poincarého, 87

— Sobolevova, 86
null Lagrangian, 67

podmienka

— du Bois-Reymondova nutné, 58
— Eulerova nutna, 18, 52

— Jacobiho nutna, 63

— Lagrangeova postacujuca, 18

— Legendreova nutna, 60

— nutna pre viazany extrém, 20

— Palais-Smaleova, 25

— postacujica pre silny extrém, 67
— postacujica pre slaby extrém, 64
— Weierstrass-Erdmannova, 78

— Weierstrassova nutna, 60

pole extremal, 65

postupnost’

— biortogonalna, 20

— minimizujica, 15

— relativne kompaktna az na translacie, 42
potencial, 90

— Rieszov, 88

priestor

— Sobolevov, 89

— uniformne konvexny, 89

princip

— Courant-Weinsteinov, 23

— Ekelandov, 32

— Fermatov, 5, 59

— Hamiltonov, 5, 53

— Maupertuisov, 53

Rayleighov podiel, 23
Rieszov potencial, 88

rovnica

— du Bois-Reymondova, 58

— Euler-Lagrangeova druhd, 58
— Euler-Lagrangeova prva, 52
— Euler-Poissonova, 83

— Euler-Weierstrassova, 85

— Eulerova, 3, 52

— Hamilton-Jacobiho, 76

— Jacobiho, 62

sklon pola extremal, 65
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varidcia, 3 — o konjugovanych bodoch, 62

veta — o regularite C'-minimizéra, 56

— o regularite minimizéra vo WP, 51 — 0 spojitosti Nemyckého zobrazenia v LP-pries-
— Ljusternikova, 20 toroch, 10

— Mountain Pass Theorem, 26 — 0 spojitosti Nemyckého zobrazenia v priesto-
— o diferencovatelnosti Nemyckého zobrazenia roch spojitych funkcii, 13

v LP-priestoroch, 11

— o diferencovatelnosti Nemyckého zobrazenia
v priestoroch spojitych funkcii, 13

— o implicitnej funkcii, 90

zobrazenie

— Nemyckého, 10
— potencialne, 90
— triedy C*, 90

Casto pouzivané symboly

0F(w;h) = }1_{% ; ... derivacia F' v bode w v smere h
DF(W)..oooiiiiiiiiiiiiin... Gateauxova derivacia F' v bode w
Flw).oooiooiiiiiiii i, Fréchetova derivacia F' v bode w

LOX,Y) o priestor spojitych linearnych zobrazeni A : X — Y
D(Q) i hladké funkcie s kompaktnym nosicom v €2

CAR ..., Carathéodoryho funkcie

WP (Q) = {u e W'?(Q) : u = 0 na 90}

BC*(I) = {u € C*(I) : u,u’,u” st ohrani¢ené}

Co([a,0]) = {u € C*([a,b]) : u(a) = u(b) = 0}
5([a,0]) = {u € C*([a,b]) : u(a) = u(b) = 0}

Cl([a,b) ={ueC

Z(u) = {z € (a,b) : neexistuje v’ (z)}

([a,b]) : u je po astiach C'1}

Ac = {u € C([a,b]) : u(a) = A, u(b) = B}
Ag = {u € C'([a,b]) : u(a) = A, u(b) = B}
A, = {u € WhP(a,b) : u(a) = A, u(b) = B}

fo(@,u,8) = Gz, u,s)
fo(@) = f(z,u0(2),up(2), fl(@) = fos(,uo(z), up(e)), ..

P(z) = fJ(z)

Qz) = fu(x) — g f2,(x)

E(z,u,s,q) = f(x,u,q) — f(z,u,s) — (¢ — ) fs(x,u,s) ... Weicrstrassova funkcia

Y:P—=>R:(z,0)— %(m, a(z,v)) ... sklon pola extremél



