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Рассмотрим систему

~ == Ах Ба + р , (1)

где х ~n-мерный вектор,' характеризующий состояние системы; и - т

. мерный вектор, .характериаующий действие управляющих сил; р ---" /1,

мерный вектор лостояннодействуюших .воэмушепий: А,В 'Соответственно

п >: nи n Х т-мерные постоянные матрицы.

Известно [1], что если т -~ 11" матрицаВ не. вырожденная и возму

щения p(t) достаточно малы, то существует управление и (х) такое, что

всякое решение системы: ( 1) при и - и (х), начинвющееся .в достаточно

малой окрестности начала. координат, входит в него в конечное время.

УпраВJlение и (х), в частности, делает 'систему' (1) асимптотически устой

чивой при постоянно действующих возмущения х.

В случает <'л при постояннодействующих возмущениях с помощью

управления ц (х) асимптотической устойчивости, вообще говоря, добиться

нельзя (случай rn - 1" п == 2 подробно рассмотрен в [2, 3]).
В настоящей статье рассматривается задача стабилизации системы

(1) 1? случае, когда воамущенияп (t) действуют только внекотором т

мерном подпространстве :Еmn-мерного евклидова лтрострапства Еn , и

управление действует в том же подпространстве. В таком случае си

стему (1) можно записать в виде

х= Ах + В (и + р), (2)

где х., А, В-такие же, как и в (1), и р-т-мерный вектор постоянно

действующих возмущений.

Пусть р - выпуклый комиакт в' Еm , и (х) - некоторое управление,

т. е. измеримая ограниченная функция х, определенная внекоторой

области DC Еn • Абсолютно непрерывную функцию х (t) назовем реше

нием управления (2) на интервале (t1 , t2) , . если (t, х (t)) Е: D для t Е (t1 ,

12) И если существует такая измеримая ФУНКЦИЯ р (t), чтор (t) Е Р для

It (t 1, 12) И

x(t) Е Ax(t) + В (,;1 meQ,=QkOllV (U(S(x (t), б) - N) + р (t))) (3)

для почти всех t Е (t1 , t2)*).

k

*) .пусты � х / l = l :/ х il � для xEEk. Обозначим S(x, О)=={х'://х'-Х//<О}.
i=l

Дальше обозначимf(Х)=={f(Х):ХЕХ},X+Y={X+Y:XEX~УЕУ} и kОПVХ-БЫ
пуклое замыкание Х для Х CEk' У С: Ek •

4. Дифференциальные уравнения .N2 6
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Причина того ; что решения (2) определяются не в классическом,

а в некогором расширенном смысле, состоит в том, что в качестве

управления допускаются разрывные функции х. в случае непрерывной

функции, и (х) решение в расширенном смысле совпадает с решением:

в классическом смысле (см. [4, 5]).
Обозначим
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удовлетворяет для t Е (to,' t2 ) уравнению в конгингенциях
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где Т, (Х) - касательная плоскость к поверхности Si (х) = О в точке х.

Как частный случай этого предложения получается

П р е Д л о ж е н и е2. Пусть для (t,x)E (t1 , t2 ) хV F (t, х) - сегмент,

параллельный оси хn ; т. е.

F(t, х) = (fl (t, Х), . - . , fn-l (t, Х), рn (t, х)),

где fi (t, Х) - непрерывные однозначные скалярные функции Х; рn (t,
х) - ~-непрерывный сегмент числовой оси. Пусть для каждогоzt

Е: F п (t, Х) выполняется

где ер (х1 , •.• , 'Хn-1) - непрерывная дифференцируемая функция пере
менных Х1', ... , Хn-1 в некоторойобласти W С Еn-1 , такой, что (Х1, ...
• • • , Хn-1 ' ер (~1' ... , Xn- 1 ) ) Е V дЛЯ (X1 , •.• , Хn-1) Е w. Пусть Х (t) - ре

шение уравнения (4) и хn (to) == ер (Хl (to), ••. , Хn-1 (to)) для некоторого

to Е (t 1 , t2 ) · , .
т()г п о V' I '\ _ m (11' 11-\ ,~.... I J.\ \ /.... , J.\ - - / Л \
... "'''',u.u. ;''''n \'"J - 'у ~ Л1 \"), ... , л,n-1 \t}) И ~ л,1 \[,}, ••• , хn-l ~l)) является

решением дифференциальной системы

~i =.fi (t, Х1 , ••• , Хn-1 , ер (х1 , ••• , Хn-1» )

для t Е (to, tз ) , где tз Е (to, t2 ) такое, что (x1 (t ), ..• , Xn- 1 (t») ,.,Е W для

t Е (1o, tз ) ·
Заметим, что нашу задачу всегда можно свести к случаю линейно

пезависимых векторов Ь1 , ••• , Ьт . В самом деле, предположим, напри

мер, что вектор Ьm является линейной комбинацией линейно независи

мых векторов Ь1 , .•. , Ьт-1 , (b~ ==="11 Ь1 + ..·+ Уm-1 Ьm-1) . Тогда имеем

В (и + р) === Ь1 (и1 +Рl) + .. ·+ Ьт(иm + Рm) -

== Ь1 (и1 + Р1) + .·.+ [УlЬ1 -4- ... + Уm-1Ьm-l] (urn + Рm) ==

= Ь1 (иl + r1) +'... + Ьm-1 (Vf~-l + rm-l),

где r Е R-{Г:Гi-Рi+УiРm; i== 1, ... , m-l; РЕР}, Vi=Ui+'YiUm·
Следовательно, получаем систему х =Ах + В (и + г), где матрица В 
n Х (т - 1)-мерная матрица со столбцами Ь1 , •.• , bm - 1 .it Эта система, оче

видно, управляема, R - выпуклый КОМП3КТ, И если V (х) -КУСОЧНО-ПО

стоянное управление, то и (х) тоже является кусочно-постоянным

управлением.

Итак, предположим в дальнейшем, что векторы Ь1 , ••• , 'Ьm линейно

независимы. Выберем теперьподсистему ~ из системы векторов Ь1 , •••

.. . , Ьm • Ab1 , •• с АЬm, ... , An-1b
1 , ••• , Аn-1Ь

m следующим образом.

Вектор 'Aibs включим в систему ~ тогда и только тогда, -если он не
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является линейной комбинацией векторов A1b
s (j === О, ... , i - 1, а =

== 1, ... , т и j == i, а =1, ... , 8 - 1). Система ~, очевидно, будет со

стоять из n линейно н~зависимых векторов и будет обладать следую

щим свойством: если Aibs Е. ~, то

A1bs Е 1: (j == 1, ... , i - 1).

Для доказательства достаточно заметить, что в обратном случае

существовал бы вектор Akbs(k < i)и постоянные С}(] такие, что

k-l т s-l

»ь, - ~ ~ с.; мь, + ~ CkaAkba,
}=о а=l а=1

откуда

k-l т s-1

Aibs = ~ ~CjaAj+i-kЬа +~CkaAiba,
1=0 а=1 а=1

что несовместно с Aibs Е:= ~.

Итак, ~ состоит из векторов

b1 , , Al
l -

1b
l'

Ь2 , , Al 2-'- 1 Ь
2'

Ь .Alm-:'-l Ьm'm) ••.• ,

(11+12 + ... +lm=n; 1i>1; i==1, ... , т).

Из алгорифма выбора векторов системы ~ получается, что вектор

Alsbs является линейной комбинацией векторов А1Ь(] (j .- О, ... , 15 - 1;
0'=,1, ... , т и ]=ls' 0'=1, ... ,8-1), входящих B~.

Докажем, что систему'(2) можно при' помощи невырожденной ли

нейной подстановки Х==,Су преобразовать к виду

т

Yk, = allYl + .··+ а1 nуn+ U1 + Рl-+- ~ glj (Uj -+- Pj), (5)
}=2

Ylг 2- 1 = Yk2,

т

Yk2 -а21Уl + .·.+ (1211/'1 + И2 + Р2 + ~. g2j(щ + Pj),
1=3
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(5}

s

где ks = L [s' в том смысле, что у (t) - решение системы (5) тогда и
j=l

ТОЛЬКО тогда, если x(t) = Cy(t) является решением системы (2) (см. (5],.
теорема 6). .

Обозначим через D матрицу системы (5), через G - т Х m-мерНУlо

матрицу, имеющую элементы на главной диагонали равными единице"

элементы под ней gij и остальные равны нулю, и через Со - матрицу,

составленную из ks-bIХ (s === 1, ... , т) столбцов матрицы С. Тогда для

матриц С, D,G, Со получаем уравнения

АС === CD, В =соо. (6)

(7)

Так как матрица 0-1 тоже треугольная с.едипицами на главно 11
диагонали и нулями под ней, то.гобозпачив чсреэ Yij остальные ее эле

менты и через Cj столбцы матрицы С, из второго равенства (6) получаем

s-l

Cks = bs + LYcrAJ'
0-=1

Положим - Уcrsравными коэффициентам при rAlsbs в разложеНПl!
вектора Alsbs по векторам системы ~. Нетрудно убедиться, что ттогда
система ~' тех векторов Аiсks,для которых AibsE ~, состоит из п ли-

нейно независимых векторов и чтоАlsCk является линейной комбина-
s '

цией векторов AiCko- (i ===1, ... , т; а = 1, ... , [!' - 1). Если Y~i опре-

делены, то; конечно, однозначно определена и матрица' о.; РаСПИС8В
первое уравнение.лб) по столбцам, получаем для всех S' - 1, ~~'.,' т' .

т

ACk = ~a С5-1+1 .. ~ akS- 1 -t1 ka,

0'=1

т

.4ck +? = Ck . +1 -t ~.' aak.. +2. Ck ,5-1 .... s-1 ~ s-l ,О'

0'=1

. . . . . . . . . ." . . . '. . .
т

ACks = Cks-i +~aJkSCka
0'=1

или

т

А ~.
Ck -1 == Ck -, aak Cks , s ......,. s 0-'

а=]

•• • • • • • • • -8 • •
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т

CkS_1+1 = ACkS_1+l-- ~aakS_l+2Cka (8 = 1, ... , т),
0'=1

т

О = ACk +1 - ~ (Zak' +lCk
s-1 ..--. s-1 0'-

0'=1

', т

0= AISCkS- ~ Als-
j
~(Zаkгj+lСkа'

j=1 0'===1

(
(8)

(9)

Из сказанного выше следует, что, полагая (ха, ks-j+l равными нулю,

если Als-
j
не входит в ~', из (9) однозначно определяются постоянные

,аа,; (а == 1, ... , т; 't = 1, ... , n) .. Векторы Ci . (i =1= k s; 8 = 1, ... , т)

определяются при помощи равенств (8). Из свойств системы ~' следует,

что в выражениях (8) коэффициенты при векторах Als-t-JСkО' , не вхо-

дящих в ~', тоже равны нулю. Тем самым матрицы С, D определены

и, очевидно, удовлетворяют' уравнениям (6). Остается показатъ, что

матрица С не вырожденная,

Пусть L1 , .• '., Ln такие n постоянных, что L1c1 +... + Lncn === о.
Подставив в это неравенство (8), получаем

( 10)

и-ь-! ,
Так как коэффициенты при векторах А s CkO', не входящих в ~,

тождественно равны нулю и векторы системы ~' линейно независимы,

то (10) может иметь место только в том случае, когда коэффициенты

при векторах системы ~' равны нулю. Отсюда получаем систему ли

нейныходнородных уравнений треугольного вида для L i , которая имеет

только тривиальное решение. Это доказывает невырожденность мат-

,рицы С.

Возьмем теперь любой мдогочлен

(8=1, ... , т),

все КОрНИ которого имеют отрицательные вещественные части, и поло

жим

us(y) =
т

если Yk s < - (~ks_1+1Yks_l+1 + .··+ ~kг]Уkг1) -1- ~ hSaYka,
O'=s+1

т

если Yk s > - (~ks-1+1Yks-l+1 +·..+ ~kг]Уkгj) + ~ hsaYka,

·'1=5+1



о СТАБИЛИЗАЦИИ ЛИНЕйНЫХ СИСТЕМ

где hS(J - решение треугольной системы линейных уравнений

а-l

gsa = hsa + ~ hsтЯт;а (а = S + 1, ... , т).
't=s+l

Докажем, что и (у) и есть искомое стабилизирующее управление.

Обозначим

d = min (Pi -~тax IPi 1)·
l<i<m Ре?
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(11)

Пусть 11 > О - некоторое число. Покажем , что если 1) достаточно мало,

то существует такое б (1l) > О, что если решение у (t) удовлетворяет

при t==to условиям [fу(t)I/<б(1)),

[-1 тs

Yks(t) = - ~ Pks-1+jУks-1+j (t) +. ~ hsaYka(t)
j=1 cr=s+l

( 12)

для всех s из некоторого собственного подмножества S множества

индексов {1, ... , т}, то существует t1 > to такое, что у (t) удовлетво

ряет условиям (12) и

11 у (t) 11 < 11 ( 13)

для всех t Е (to, t1 ) и sES и в точке t = t1 (12) выполняется для неко

торого дальнейшего s Е S. Иначе говоря, решение y(t) лежит для
t t (to, t1 ) в 'плоскости

1-1 тs

Yks = - ~ Pks-1+jУks-1+i+ L hSaYka
j=1 cr=st1

( 14)

для s Е s и при t === t 1 пересечет некоторую дальнейшую гиперплоскостъ

(14)~ б (11) не зависит от S.
ДЛЯ доказательства предположим обратное. Пусть S - некоторое

подмножество индексов и пусть t; > to - наименьшее число, в котором

нарушается (13) "(если оно вовсе не нарушается, то положим t; == со).
Пусть 11 > О настолько мало, что ДЛЯ 11 уН .< 11 выполняется

18-1 nm т

I~ Pks-1+jУks-1+j+l + ~ asjYj - ~ hsa~ aajYj I< ~. (15)
j=1 j=l cr=s+l j=l

(s - 1, ... , т).

Тогда в силу (11) имеем

п [8-1 т

= LaSj!Jj+Us+Ps+ ~Вks-l+j!Jks-l+j+I+~ gsd(Ua+Pa)-
j=l j=l cr~-:·s·t-l
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m n m

a~l h scr [~acrjYj + иа + Ра + "~l gcr" (и" + р,,)J==

ls-1 п m m

~ ~kS-l+jУks-l+j+l + ~aksjYj - .~ hscr ~acrjYj + Us + .(16)
j=1 j=1 0-=5+1 j=1

(s = 1, ... , т). Отсюда в силу предложения 2' следует, что решение

y(t) для tE(to, t;) не может покинуть ПЛОСКОСТЬ (14) при sfS..
Предположим, что (12) не выполняется ни для какого (Е (to, t;) и

s ES. Так как у (t) ограничено для 11 у /J <1'], скажем, 11 y(t)/I -z: к, то
(для достаточно малого б получаем

(17)

Для достаточно малого б> О максимум расстояний точек fI у lJ < б от

плоскостей (14) при s tS меньше произвольно малого положительного
числа. В силу (16) оно должно уменьшаться, что вместе с (17) ведет

k противоречию, если только о > О достаточно мало.

пусть теперь е > О настолько мало, что для 11 у 11 < е выполняется
(15). Исключивттритюмощи (12) Yk

5
из системы уравнений (5), получим

линейную однородную дифференциальную-систему -,

тl --1
.8

Уkг1= - ~~ks-l+jУks-l+j + L hScrYka

'j=1 а=5+1

(s = 1, ... , т)

(18)

для переменных У1' ... , Уkг..,. !" fIk
1
+1' ... ':Yk2~1' ... , Ykm- l +1, ... ,Уn-1,

характеристические корни которой имеют отрицательные вещественные

части. Поэтому существует 11т >0 такое, что для каждого решения

у (t) = (УI (t), ... , Yk t - l (t), ... , Ykm- l +1 (t), ... , Уn-1 (t) этой системы

с 11 у (t 1 ) 11 < ~m,,.ВЬIпоЛняеrся

m [-1; т

"y(t) 11 + ~I-" ~ (3kS-1+jУks-1+j + ~ hScrYk cr I< 8 (19)
5=1 t=l, а=5+1

при t>t1 И y(t) ~;O .при t~ 00.



о СТАБИЛИЗАЦИИ ЛИНЕйНЫХ СИСТЕМ 777

Начиная с 11т' построим конечную последовательность положитель

ных чисел {11i }~o такую, что 11i-1 == б ('tli)' Для произвольного решения
У (t) такого, что 11 У (to) \\< "'10, существует такое t1 > to, что 11 у (t) 11 <. 11111,

для t t (to, t1) , и (12) выполняется для всех s = 1, "., т при t = t1-

в силу предложения 2 и (19) н, (t) (i =1= ks) удовлетворяютдифферен

циальной системе (18), Yks(t) (s = 1, ... ,m)-уравнениям (12), \ly(t)11 <
< е при t >- t1 ; следовательно, имеем У (t) ~ О. Тем и завершается дока

зательство теоремы.
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