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ÜBER DAS SCHNELLSTE SUCHEN EINES PlJNKTES
AUF EINER I~INIE

PAVOL BRUNOVSKY, Bratislava

Das Problem, das hier untersucht wird, hat seinen Ursprung im Orientier­
ungslauf, und zwar in folgender Aufgabe:

Es seien ein Punkt auf einer im Gelände leicht und genau identifizierbarer
Linie p (zB. auf einem Bach, Weg usw.) und ein auf der Linie nicht liegender
Ausgangspunkt Q, von dem der Punkt P zu finden ist, gegeben.

Nehmen wir an, dass wir imstande sind, vom Punkt Q in beliebiger be­
stimmter vorher gewählter Richtung fortzuschreiten, aber mit einer gewissen
Ungenauigkeit, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung bekannt ist. Setzen
wir ferner voraus, dass wir der Linie p genau folgen, die Entfernung genau,
messen und die Richtung des Fortschreitens entlang der Linie p augenblicklich
ändern können. Dann kann man den Punkt P folgendermassen suchen:

Man wählt, von Q ausgehend, eine gewisse Richtung f{J, entlang welcher
man (ungenau) fortschreitet, bis man die Linie p in einem gewissen Punkt R
erreicht. Weiter geht man von R entlang der Linie p wechselweise nach rechts
und nach links wachsende Strecken, bis man Perreicht.

Nun taucht das Problem der Wahl einer Richtung rp und einer Strategie
des Suchens des Punktes P der Linie p entlang auf, womit man P in durch­
schnittlieh kürzester Zeit erreicht.

In diesem Artikel wird ein Problem untersucht, das dem Fall einer fest­
gewählten Richtung rp entspricht. In diesem Fall kann man voraussetzen,
dass man sich an der Linie p befindet, wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Ortes bekannt ist.

Es sei also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F(x), x E (- 00, (0) an einer
Geraden gegeben, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir uns im
Intervall (- 00, x) befinden. Unsere Aufgabe sei es, den Nullpunkt der Koordi­
naten P in kürzester Zeit zu erreichen.

Der Prozess des Suchens des Punktes P sieht folgendermassen aus:
Vom Ausgangspunkt mit der Koordinate x gehen wir eine Strecke Xl > 0

nach rechts.
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Wenn wir den punkt P nicht finden, kommen .wir in den Ausgangspunkt
zurück und gehen eine Strecke Yl > 0 nach links. Wenn wir den Punkt P
wieder nicht finden, kehren wir in den Ausgangspunkt zurück und gehen
eine Strecke X2 > 0 wieder nach rechts. In solcher weise setzen wir unser
Suchen fort, bis wir den Punkt P finden. Die Strategie (X, Y) des Suchens
ist also durch zwei nicht Fallende Folgen X == {Xn}:=l' Y == {Yn}:=l
(xn, Yn sind nicht negative Zahlen oder co) gegeben, wo xn(Yn) die Strecke ist,
die wir vom Ausgangspunkt der Linie p entlang' nach rechts (links) gehen,
wenn sich der Punkt P nicht im Interwall <x - Yn-l, X + Xn-l) «x - Yn-l,
X + x n ») befindet. Die Geschwindigkeit unseres Fortschreitens sei 1.

Bemerkungen 1. Es ist klar, dass wir das Suchen nicht nach rechts
anfangen müssen. Im Fall, dass wir das Suchen nach links anfangen, setzen
wir' Xl '== O.

2. Offensichtlich ist es im Fall, wenn die Ungleichungen

(1) o < F(x) < 1

für j~des x gelten, nur so möglich den Punkt·P in jedem Falle in endlicher Zeit
zu finden" wenn wir unendlichmal nach der endlichen Entfernung umkehren,
d. h. alle Xn, Yn endlich sind. Wenn aber eine von den Ungleichungen (1)
(zB. die erste) für irgendein x nicht erfüllt ist, kann man den Punkt P so
suchen, dass man nach der Umkehrung in dem Punkt x + XN == x· + x
nur noch nach links geht. Im solchen Fall setzen wir·xn == Cf) für n > N + 1

~nd Yn == Cf) für n > N.
Für eine gewisse Strategie (X, Y) können wir den Mittelwert r(X, Y)

der Zeit, die zum Finden des Punktes P notwendig ist, berechnen. Bezeichnen
wir durch T(x, X, Y) die Zeit, die bei der gewählten Strategie (X, Y) not­
wendig ist, um vom Punkte x in den PunktP zu kommen. Es gilt-

T(x, X, Y)

n

lxI + 2 L (Xi + Yi) für XE< ~Xn+l, -Xn)
i=O

n

lxi + 2 L (Xi+l + Yi) für x E (Yn, Yn+l)>
i=O

(wir setzen für weiteres Xo == Yo == 0) und

, + 00 -Xi Yi+l

.(X, Y) =JT(x,X,Y)dF(x) =.L:[ J T(x,X, Y)dF(x) + JT(x, X, Y)dF(X)] =
i=O -Xi+l Yi

00 -Xi. Yi+l.

=.L:{ J [lxi + 2n~o (xn + Yn)] dF(x) + J[lxi + 2n~o(xn+1 + Yn)] dF(x)}
~=O - Xi+l Yi
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+00 ., ,

= J lxi dF(x) + 2n~o[(Xn + Yn)i~ (F(-Xi) - F(-Xi+l) +

00

+ (Xn+l + Yn) L (F(Yi-tl) - F(Yi»] ===
i=n

+00

= J lxi dF(x) + 2n~yxn + Yn)F(-xn) + (Xn+l + Yn) (1 - F(Yn»)].

Offensichtlich kann r(X, Y) auch unendlich sein.
Die Menge der Mittelwerte, die sämtlichen Strategien entsprechen, hat

ein Infimum r*, das endlich oder unendlich sein kann. Ist das Infimum r*
endlich, und existiert eine Strategie (X*, Y*) für die r(X*, Y*) === r* gilt,
so bezeichnen wir sie als optimal.

Satz. Die Funktion F(x) sei stetig und genüge den Bedingungen

(2)

(3)

. IF(y) -F(-x) I'11m sup < 00,
x, y~O + x + y

F(-x) === o(x-2- tt) , 1 - F(x) === o(x-~~tt), fl > 0 für x -7- 00.

Dann ist r* endlich und es existiert eine optimale Strategie (X*, Y*).
Beweis. Wir beweisen zuerst, dass es eine Strategie gibt, für die rendlich ist.

Setzen wir X n === Yn === n. Dann ist

00

r(X, Y) - J [z] dF(x) + 2n~}2nF(-n)+ (2n + 1) (1-F(n))] .

. f,

Nach (3) gilt

00 0 00 x

J lxi dF(x) =- JxdF(x) + JxdF(x) =-[x JdF(~)roo+
o 0

o x 00 00 00 0

+ Jdx JdF(~)- [x JdF(~)]~+Jdx JdF(~) = Jo(lxl-2
- P ) dx +

-00 -00 x 0 x

00

+ Jo(Ixl-2- p ) dx
o

und
00 00

L [2F(-n) + (2n + 1) (l-F(n»] :=:'2 (4n + 1)o(n-2- tt) < 00
n=O n=O

woraus folgt, dass r(X; Y) endlich ist.
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Hieraus folgt, dass r* endlich ist. Es existiert so eine Folge {(X(k), y(k»)}
von Strategien, dass

lim r(X(k), y(k») === r*
k-::;.oo

gilt.
Wenn F(O) === 0 oder F(O) === 1 ist, .dann ist die optimale Strategie offen­

sichtlich Xl === 0, Xn === 00, n === 2, 3, ... ; Yn === 0, -n. === 1, 2, ... bzw.rc; === Yn === 00,
n === 1, 2, 3, .... Darum werden wir im Weiteren voraussetzen, dass

(4) o < F(O) < 1

gilt.
Wenn wir von den Folgen {xn}, {Yn} die Elemente Xl, Yl auslassen, bekom­

men wir neue Folgen {x~}, {Y~} wo x~ === Xn+l, s: === Yn+l, n === 1, 2, 3, ... ist,
die eine neue Strategie (X', .Y') definieren. Ähnlich erhalten wir durch Aus­
lassen der Elemente tn, X~ eine neue Strategie (X", Y") mit x~ === Xl, X~ ===
=== Xn+l, n === 2, 3, ... ; y~ === Yn+l, n === 1, 2, .... Wir beweisen, dass es so eine
Konstante Ä > 0 gibt, wobei - wenn wenigstens eine von den Zahlen X2, Y2
kleiner als A ist - wenigstens eine von den Ungleichungen

(5) .r(X', Y') < r(X, Y), «s', Y") < -rx, Y)

gilt.
Zum Beweis nehmen wir an, dass keine von den Ungleichungen (5) erfüllt ist',

d. h. es gilt

(6) «x, Y) < r(X', Y'), r(X, Y) < r(X", Y")

Es ist
00

(7) r(X, Y) - r(X', Y') === 22: [(~n +Yn)F(-xn) + (Xn+l +Yn) (l-F(~Yn) )]-
n=O

00 00

- 22: (xn + Yn)F(-xn) - 22: (Xn+l + Yn) [l-F(Yn)] - 2x2(1-F(O)) ===
n=2 n=2

=== 2(Xl + Yl)F(-Xl) + 2(X2 + Yl) (1 -F(Yl)) + 2Xl(1-F(O))-

- 2x2(1 - F(O)) === 2{(Xl + Yl) [l-F(Yl) +F(-Xl)] + (Xl - X2) (F(Yl)-

-F(O))}.

Aus (6) und (7) ergibt sich für genügend kleine Xl, Yl

1 F(Yl) -F(O) F(Yl) -F(-Xl)- < ,<2,
X2 xl(F(Yl) -F(O)) + (Xl + Yl) [l-F(Yl) + F(-Xl)] Xl + Yl

woraus nach (2) folgt, dass X2l für genügend kleine Xl , Yl beschränkt ist.
Daraus ergibt sich die Existenz eines solchen 81 > 0 dass für genügend kleine t51
aus Xl < t5l , Yl < t5l und (6) X2 > SI folgt. Wenn aber Yl > t51, Xl < t5l ist,
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dann ergibt sich aus (6) und (7) X2 > X2 [F(YI) -F(O)] > YI [1 -F(YI} +
+ F(-Xl)] >yIF(-XI) > ~IF(-~I). Da F stetig ist und (4) gilt, kann ~1

so klein gewählt werden, dassF(-~I)> oist. Setzen wir UI ==min {si, ~IF(-~I)}.
Dann ist UI positiv und es gilt X2 > UI, sobald Xl < ~l ist und die Ungleich­
ungen (6) erfüllt sind.

Ähnlich bekommen wir
00

(8) r(X, Y)-r(X", Y")==2{L [(xn+Yn)F(-xn) + (xn+I+Yn}(I-F(Yn))]-
n=O

00

- (Xl + Y2)F(-XI) - :L (xn + Yn)F(-xn) - xI(1 - F(O)) -
n=3

00

- L (Xn+l + Yn) (1 - F(Yn)) == 2{(XI + YI)F(-XI) + (X2 + Y2)F(-X2) +
n=2

+ (X2 + YI) (I-F(YI)) - (Xl + Y2)F(-XI)} ==

=== (X2 + YI) [1 - F(YI) + F(-x~)] + (YI - Y2) (F(-XI) - F(-X2)).

Aus (6) und (8) ergibt sich

(9) Y2(F(-XI) - F(-X2}) >

> Y2(F(-Xl} -F(-X2)) > YI(F( -Xl} - F(-X2}} + (X2 + YI) [1 ­

-F(-XI) +F(-X2)] ,

woraus

1 F(-XI) -F(-~2) F(YI) -F(-X2)
(10) - < < ----------'---,---

Y2 (X2 +Y2)[I-F(-XI) +F(-X2)] (Xz+ yz) 1 [-F(-Xl} +F(-X2)J

folgt.
Aus (2) und (10) erhalten wir, dass so eine positive Zahl c2 existiert,

dass für ein gerlügend kleines 02 aus X2 < ~2, Yl < 02 und (4) Xz > c2 folgt.
Wenn aber YI < ~2, X2 > 02 ist, dann folgt aus (9)

yz > YZ(F(~XI) -F(-X2)) >

> Xz [1 - F(YI) + F(-xz)] > 02 [I - F( 02)].

Da (4) gilt und F stetig ist, können wir 02 > 0 so kleiri wählen, dass 1­
-F(~2) > 0 ist. Wenn wir jetzt U2 ==min {c2, o2(I-F(~2))} wählen, dann
ist U2 positiv und für YI < ~2 folgt aus (8) Y2 > U2.

Setzen wir A == min {~l, ~2, UI, U2}. Wenn X2 < A wäre, dann wäre auch
Xl < X2 < A < ~l. Wenn aber (6) erfüllt sein soll, dann folgt daraus X2 >
> U > Ä, was -rler Voraussetzung widerspricht. Darum muss X2 > Asein.
Analogisch beweist man Y2 .>Ä.

Wenn jetzt (X, Y) eine Strategie ist, worin wenigstens eine von den Zahlen
X2, Y2 kleiner als Ä ist, können. wir durch das Auslassen eines von den Paaren
Xl, YI; X2, YI eine neue Strategie (X, Y) bilden, wobei r nicht grösser wird.
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Ist eine von den Zahlen X2, Y2 wieder kleiner als A, so können wir wieder durch
Auslassen eines geeignetes Paares eine Strategie bilden, wobei r nicht grösser
wird. Dieses Verfahren können wir, wenn notwendig, weiter fortsetzen. Da aber
nur endlich viele von den Zahlen Xn, Yn kleiner als A sind, bekommen wir
nach endlich vielen Schritten eine Strategie (X, Y), für die X2 .>A, Y2 > Ä

und r(X, Y) < -rx, Y) gilt.
Durch Umbilden der Strategien (X(k), y(k») in der oben beschriebenen

weise erhalten wir eine Folge von Strategien

für die

und folglich auch

lim r(X(k), y(k») == r*
k~oo

gilt.

Wir können also für Weiteres annehmen, dass schon die ursprüngliche
Folge (X(k), y(k») so gewählt ist, dass X~k) .>A, y~k) > A, k == 1, 2, ... gilt.

Es seien jetzt LI < i; zwei Zahlen. Wir bezeichnen durch C(L
1

, L
2
>(X, Y)

die Zahl derjenigen Elemente Xn, Yn der Folgen {xn}, {Yn}, die im Intervall
<LI, L 2>liegen. Es gilt

r(X(k), y(k») > 2A[LF(-X~k») + L (1 _F(y~k»)] >
i2:2 i2;2

:> 2A[C<L
1

, L
2
>(X(k), y(k») - 2]min {F(L1 ) , 1-F(L2 ) } ,

woraus. folgt, dass wenn 0 < F(L1 ) < F(L2 ) < 1 gilt, dann ist die Folge
{C(L

1
, L

2
> (X,(k) y(k»)}k=l beschränkt. .

Wählen wir jetzt eine solche Folge {k;};a=l von naturellen Zahlen, dass
die Folgen {xik~)}, {yik~)} endliche oder unendliche Limiten haben, die wir
durch x~, y~ bezeichnen. Weiter wählen wir aus der Folge {k;} eine solche
Folge {k;}, dass die Folgen {x~k~)}, {y~k;)} die Limiten x;, y; haben. Wenn
wir in solcher Weise fortschreiten werden, erhalten wir eine solche Folge
von Folgen {{k~}::l}:=l wo {k:} aus {k:- 1

} gewählt ist und die Folgen
{x~k:)};a=l' {y~k:)};o=l endliche oder unendliche Limiten x;, y; haben. Offen­
sichtlich sind X* == {x;}, y == {y;} nicht fallende Folgen und folglich ist
(X*, y* eine Strategie. Wir zeigen, dass r(X*, y*) == r* gilt und daher die
Strategie (X*, Y*) optimal ist.

Bezeichnen wir der Einfachheit wegen von neuem x(k~) == x(v) y(k~) == y(v).
n n n n

Offensichtlich gilt r(X(V), Y(V») ~ r* und x~) ~ x;, y~) ~ y; für beliebiges n.

Bezeichnen wir durch !(1 ,K2 solche Zahlen, dass F(x) == 0 für x < 1(1, F(x) > 0
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für x >KI , F(x) < 1 für x < K 2 und F(x) == 1 für x '> K 2 gilt. (K I , K 2

können auch'~ 00, bzw, +00 sein). Es sei K I < LI <Lz < K 2 , lind LI *- x:,
L z *- Y: für beliebiges n. Wie bewiesen wurde, ist die Folge C(L

1
, L

2
)(X (V), Y(V»)

beschränkt und daher' existieren solche Zahlen nl, nz, dass x: < - LI < x; + I
und y:, < L 2 < Y:,+1 gilt. Für genügend grosse v wird dann auch x~:' <

L (v) d (v) < L < (v) lt< - I < xn1+ 1 un Yn 2 2 Yn 2 + 1 ge en.
Bezeichnen wir jetzt kurzerhand

tv(x) == T(x, X(v), Y(V») - lxi,
t*(x) == T(x, X*, Y*) - lxi.

Offensichtlich ist
t(x) == t( -Xn+l) für XE< -Xn+l, xn),
t(x) == t( Yn+l) für x E (Yn, Yn+l>~ .

Die Funktionen T(x, X(J') , Y(V») sind offensichtlich fallend für x < 0 und
wachsend für x '> o. Daher gilt

n 1 n2

== 2[ L (x~) + y~»)F(LI) + L (x~~1+ y~») (1 - F(L2 ) )] ,
n=O n=O

woraus folgt, dass die Folgen {x~} für n < max {nI, n2 + I} und {y~)}

für n < max {nI, n2} beschränkt sind und daher gegen endliche Limiten
konvergieren, Es gilt

L 2 L 2

i ~

(11) J (T(x, X(·), Y(·») ~T(x, X*, Y*)) dF(x) = J (t.(x) --t*(x)) dF(x) =
~ k

nc 1

== L tv(-X~~l) (F(-x~») -F(X~~l)) + tv(LI ) (F(-x~:) -F(LI ) ) +
n=O
n 2 - 1

+ L tv(Y~~l) (F(Y~~l) - F(y~»)) + tv(L 2 ) (F(L2 ) - F(y~:) -
n=O
(~i-l

- L t*(-x:+ 1) (F(-x:) -F(-X':+l)) -t*(LI) (F(-x:) -F(L1 ) ) -
n=O
n2-1

- L t*(Y:+l) (F(Y:+l) - F(y:)) - t*(L2) (F(L2 ) - F(Y:J) ==
n=O
nc 1 ,

- L (tv(-X~~l) - t*(-x:+ 1 ) ) · (F(-x~») -F(-X~~l)) +
n=O

n2-1

+ (tv(L 1 ) - t*(LI)) (F(-x~!) -F(LI)) + L (tv(Y~~l) -
n=O

- t*(Y:+l)) (F(Y~~l) - F(y~»)) + (tv(L 2 ) - t*(L2 ) ) (F(L2 ) - F(y~:)) +
n 1

+L t*(-x:+ 1 ) (F(-x~») -F(-x:) + F(-x:+ 1) -F(-X~~l)+
n=O
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n2- 1

+ t*(L1 } (F(--x};;) -F(-x:)) + L t*(Y:+l} [F(y:) -F(y~)}+
n=O

+ F(Y~~l} - F(Y:+l)] + t*(L2 } (F(Y;2) - F(y~!}}.

Da aber, wie oben bewiesen ,wurde, xi, yi für i < n endlich sind, gilt

n

(tv(-X~~l) - t*(-X;+l}) === 2 L [(x~v) + y~v») - (xi + Yi)] ~ 0
i=l

für n < nl, woraus sich

nl-l

L (tv(-X~:~l) - t*(-X;+l}) (F(-x~)} - F(-X~~l)) ~ 0
n=O

ergibt. Weiter folgt von der Stetigkeit der Funktion F

F(-x~)}--F(-x:} ~ 0

für n <:nl, woraus

nc1

L t*(-X;+l} (F(-x~)}-F(-x;) ~- F(-X~~_l} -F(-X':+l)) ~ 0
n=O

folgt. Ähnlich beweist mall leicht, dass auch die bleibenden Glieder in der
Formel (11) gegen Null konvergieren. Daraus ergibt sich

L2 L2

!~JT(x, x», Y(P») dF(x) = fT(x, X*, Y*) dF(x).
t., i;

Wählen wir jetzt zwei solche Folgen {L1k}, {L2k } dass L l k ~ K I , L~k ~ K 2

und L l k -#- -Xn , L 2k -::/-: Yn für n === 1,2, ... gilt. Dann gilt

L2k L2k

2..~IT(x, x», Y(P») dF(x) = IT(x, X*, Y*) dF(x) ,
Llk L11c

woraus
+00 K!

T* = E~ IT(x, x», Y(p») dF(x) = !~~ IT(x, X(P), Y(P») dF(x)
K l

K2

= IT(x, X*, Y*) dF(:l:) = T(X*, Y*)
K l

folgt. Damit ist der Satz' bewiesen.

Eingegangen am 10. 9. 1964.
6SA V, Üsta» technickej kybernetiky
Slovenskej akademie vied, Bratislava
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