
Controlabilit6 Bang Bang, eontrolabilit6 diff6rentiable, 
et perturbation des syst/~mes non lin6aires (*). 

PAVOL B~UNOVSKY (Br~tisl~v~) - CLAUDE LOBI~Y (Bordeaux) 

Summary. - We describe a general scheme to obtain controllability results under the action o] 
special controls (Bang Bang or smooth) or under perturbations. The method works in  the 
case o] linear and nonlinear systems; it  uses essentially Brouwer ]ixed point theorem and 
the inequality o] Gronwall. 

Le but  de ce papier  est de d6crire un proe6d6 syst6matictue p e r m e t t a n t  de d6mon- 
t r e r  un cer ta in  hombre  de r6sultats de contr61abilit6 des syst6mes guidables. En  fair, 
ce proc6d6 n 'es t  pas r6ellement nouveau.  I1 remonte  au moins ~ 1~ preuve  du principe 
du  m a x im um  (voir [11]) ou encore ~ 1~ d6monstra t ion de certains r6sultats de con- 

tr61abilit6 de syst~mes non lin6aires (voir [3], [5]). 
Nous avons voutu me t t r e  en valeur  ce proc6d6 pour  deux raisons: 

i) deux articles r6eents [1], [9] sur l~ pe r tu rba t ion  de syst~mes lin6aires ten- 
t r e n t  exac tement  dans ce cadre;  

ii) gr~.ee au lemme II-5 du pr6sent  art icle nous pouvons prouver  de nouveaux  
r6sultats sur i~ contr61abilit6 et  les per turba t ions  de syst6mes non lin6aires 

t generaux.  

Le lemme II-5 6voqu6 plus h~ut n 'es t  qu 'une cons6quence t r iviale  d 'un  r6sult~t 
r6cent de [4]. :En cons6quence, nous pouvons dire ctue ce papier  ne cont ient  pas r6el- 
lement  quelque chose de neuf, cependant ,  nous allons voir  que la juxtaposi t ion de 
ees r6sultats connus pe rmet  d 'obteni r  ~is6ment des conclusions significatives. Pa r  
exemple,  nous obtenons le r6sut tat  su ivant :  

~ Pour  tou t  syst6me de l~ forme:  

dx 
d'~ = g(x) + u~p(~)  + u ~ # ( x ) ,  • ~ R ~ , u~ e R ,  u2 e R 

il existe des perturba~tions a rb i t r a i r emen t  pet i tes  ]~ et  ]~ de ]1 et  ]3 telles que pour  
tou t  compact  C de R ~ le syst6me per turb6:  

dx 
d-t = g(x)-~- u l i (~  ) + u j ( x ) ,  x e R" 

(*) Entrata in Redazione il 29 settembre 1973. 

7 - A n n a l i  d i  ~ l a t e r a a t i c a  
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soit eontr61able sur C par  des commandes de module inf6rieur ~ ,~¢; la constante  2~ 
d6pend du compact  C ~>. 

Ce r6sultat  s ' in terpr6te  de la fapon suivante:  supposons que l '6quation diff6ren- 
t ielle:  

dz 
d-i = g ( x )  

repr6sente l '6quation du mouvement  d 'un  systbme dynamiciue en l 'absence de tout  
contr61e, et que l '6quation complete repr6sente le syst~me eontr616:]1 et  ]2 repr6- 
sentent  le type  de forces qu' i l  est possible d 'appl iquer  au systSme, les contr61es ul 
et  u~ repr6sentent  eux l ' intensi t6 avec laquelle on applique ces forces. Les forces ]1 
et  ]2 6rant  r6alis6es ~ l 'a ide de certains dispositifs <, fabriqu6s }>, il est clair qu 'en  jouant  
sur le proc6d6 de fabr ica t ion  il est possible de t rans former  fl et  ]'~ en ]~ et  ]~, pourvu  
que s ne soit pas t rop  grand.  Cc r6sultat  affirme done la possibilit6 de contrbler presque 
tous les syst6mes sur un ensemble compact  pourvu  que l 'on puisse appliquer des 
forces suffisamment grandes.  

Le  plan  de cet ar t icle  est le suivant :  te premier  pa ragraphe  est eonsaer6 ~ la de- 
script ion de la m6thode que nous proposons, pour  bien t ' i l lustrer  nous donnons un 
r6sultat  sur les pe r tu rba t ions  non lin6aires des systbmes lin6aires; ce r6sultat  est 
une pe t i te  am61ioration du th6orSme 4 de l 'ar t ic le  [1]. Darts le deuxi~me paragraphe,  
nous proposons quelques nota t ions  sur les syst6mes non lin6aires et  nous 6non~ons 
deux lemmes;  le deuxibme de ces lemmes est un  exercice facile sur l ' in6galit6 de 
Gronwall. Dans le dernier  paragraph% nous d6montrons des r6snltats de deux types;  
les premiers  snr la possibilit6 de contr61er pa r  des contr61es de type  sp6cial (Bang 
Bang, diff6rentiables, p6riodiques, etc.) les seconds sur les per tu rba t ions  de syst6mes 
non lin6aires. :Notre proposit ion I I I -3  pent  ~tre consid6r6e comme une extension au 
cas non lin6aire du th6or~me 8 de [2]. 

I .  - L a  m 6 t h o d e .  

Les notat ions curieuses que nous allons in t rodui re  ic iseront justifi6es par  la suite 
lorsciue nous lea appliquerons aux probl~mes de contr61e. Pour  facil i ter le lecture 
nous donnons ent re  parenth6ses la signification intui t ive.  

Soit  U un  ensemble (les commandes admissibles), d6signons par :  

~2: U - ~ R  ~ 

une applicat ion de U darts R ~ (c'est l 'appl icat ion qui ~ la commande u associe la 
r@onse).  Un inverse ~ droi te  local sera une applicat ion:  

~ :  0~-+ U 

off (g, est un voisinuge ouver t  et born6 du point  x, et off l 'appl icat ion ~ o ~ ,  de R" 
dans lui-mSme est l ' identi t6.  
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Soit  ~ une appl icat ion de U darts lui-m~me (l ' image ~0(U) est l 'ensemble des com- 
mandes  sp~ciales) e t  enfin une applicat ion:  

~ :  U -+R  ~ 

(qui repr6sente la r~ponse ~ un syst~me perturb4).  

I-1. LEgiblE. - Soit C u n  compact  conteuu dans l ' int~rieur  de l ' image de ~ .  Sup- 
posons qu 'en  tou t  poin t  de C l 'appl icat ion ~ admet t e  un inverse ~ droi te  local, il 
existe alors un r4el e(c) s t r i c t ement  positif  ne d~pendant  que de C tel  que si: 

i) pour  tou t  x de C l 'appl icat ion ~ o ~ o ~  est continue;  

ii) on a la majora t ion :  

alors l ' image de ~ cont ient  C. 

DI~)IONSTRATION. - C'est une consequence immedia te  du th~or~me de Brouwer.  
Soit  un recouvrement  fini de C p a r  des boules ferrules:  

B(x~,~i), i----1,2,...,p 

telles que la boule ferm4e de r ayon  double:  

B(x,, 2q, ) 

soit contenue darts r o u v e r t  0~. Soit:  

e(e)  ---- _~Iin (e~,  e~-, . . . ,  e ~ ) .  

Pour  tou t  x dans la boule de centre  x~ et de rayon  ~o~ l 'appl icat ion:  

est une applicat ion cont inue (condit ion i)) d4finie, par  construct ion du recouvre-  
ment~ sur les boules, et  d 'aprSs la condit ion ii), nous avons: 

L 'appl ica t ion  yJ admet  donc un point  fixe Yo qui satisfait  na ture l lement :  

x = • 

Ceci prouve  que x est dans l ' image de ~2oq~o~,, le lemme est doric prouv~. 
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Nous nous proposons ma in tenan t  d ' i l lustrer  ce lemme en l ' appl iquant  £ l 'exemple 
suivant  de la pe r tu rba t ion  d 'un  syst~me lin~aire. 

Nous consid~rons le syst~me s tandard :  

d x  
(1) d~ -~ A ( t ) x  + B ( t ) u  ; x e R ~ ; u E R ~ . 

Pour  ne p~s compliquer sans raison les d6monstra t ions  nous supposerons que p ---- 1 
et  que les applicat ions t--->A(t) et  t---~B(t) sont continues; l~ g6n6ralisation £ p 
arbi t r~ire  et ~ des applications localement int6grables est immediate.  

Premiere  i tape.  - Nous appelons U ] 'ensemble des applications ~ ,  int6grables 
de [0, T] dans R. A route  commande 0?/ de U, et  ~ la condit ion ini t iale X(0) ---- 0, 
correspond une r6ponse ~(o2[) d6finie par  la formule classique: 

(*) 
T 

: ¢( T) f B(t) d t  . 

0 

Supposons le syst~me (1) compl~tement  contrSlable, donc que ~ est surject ive:  de 
la formule ci-dessus nous concluons ~lors que l 'ensemble:  

T 

0 

est l 'espace tou t  entier .  
I1 existe doric n ins tants :  

O ~  tl ~ t2 ~ . . .  ~ t i ~ . . .  ~ t~ ~ T 

tcls que les vecteurs :  

¢-~(t~)R(t~) i ---- 1, 2, ..., n 

soient l in4airement ind4pendants.  P a r  suite, on peut  choisir a s t r i c tement  positif 
et  suffisamment pe t i t  de mani~re ~ ce que les intervalles [ t~ , t i+  a] ne se recou- 
v ren t  pas, [t=, t . - / a ]  soit  contenu dans [0, T] et  les vecteurs :  

wi  = ¢(~) f ¢-l(s)R(s)d= 
t¢ 

i = 1 ~ 2 ~  . , .~n 

soient indSpendants.  

(*) :N~turellement ¢(t) d@signe 1~ rdsolva.nte du syst~me dx/dt = A(t)x .  
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Soit x un 61gment de R~; £ x nous assoeions l 'unique n-uple (~l(x), ~(x) ,  ..., ~ (x ) )  
d4fini pa r :  

x = ~ ~(x)  W~. 
i = 1  

A x enfin, nous associons la commande  ¢/o(X) d~finie par :  

q[o(x)( t ) :~i(x)  si t i ~ t ~ t i - ~ o : ,  i = = l , 2 , . . . , n  

~lo(x)(t) = 0 sinon. 

Z'application q/o(x) est, par construction, un inverse h droite de ~ .  On a: 

~o~o(x )  = x ; x e R ~. 

Deuxi~me dtape. - Nous ~ppelons ).-comm~nde une commande  dont  te module 
est  inf~riel~r ~ 2, une  A-commande B. B. une comm~nde dont  le module est pour  
presq[ue tou t  t ~gal £ A. Nous allons d4finir m~e ~pplication q~ de Fensemble des 
A-comm~ndes continues par  morcea.ux darts 1'ensemble des ~-commandes Bang- 
B~ng. Soit ~ une ~-commande,  cont inue p~r morceaux,  discontinue aux points:  

0 = t i ~ t ~ . . . ~ t l ~ . . . ~ t ~ =  T 

p r e n a n t  la v~Ieur u~ sur Pinterva.lle Its, t~+~]. Soit ~ un r~et de 1~ forme 1/r avec r 
entier.  On par tage  l ' in terval le  [0, T] en r intervalles de longueur ~]T. Cette  par t i -  
t ion d4finit une pa r t i t i on  de l ' in terval le  [t~, t~+~] en un cer ta in  nombre  d ' interval les;  
soit I un de ces iuterv~lles. P~r  const ruct ion,  sur I lu comm~nde q / v a u t  u~, ~vec: 

lu,]<~ • 

~Ious par tageons  l ' in~ervatle I en deux interval les  I~ et  I~ tels que: 

~l(I~) + (--  ~)l(I~) = V/J(I) 

(off t(I~), ~(I~) et  l(I) d~signent respec t ivement  les longueurs de 11, I~ et  I )  ce qui 
est toujours  possible. BTous remplagcons 1~ commande  q /pa r  Ia comm~nde qui vau t  -4- A 
sur I~ et  - - Z  sur I~; nous proc4dons ainsi sur chaquc in~erwlle  I e t  1~ commande 
~ ( ~ )  ~insi d~finie est bien une ;~-commande B. B. Nous illustrons sur 1~ figure 1 
en annexe  la correspondance q / - ~ ( q / )  dans un cas par t icul ier .  

Troisidme g t a p e . -  ~ous  introduisons le syst~me per turbS:  

dx 
(2) d~ = A( t )x  + B( t )u  + g(t, x, u) 
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et  nous supposons  que Fa pp l i c a t i on  g est  con t inue  r born~e p a r  Mr loca lemen t  l ipschit-  
z ienne  p a r  r a p p o r t  ~ x. D~signons p a r :  
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la r6ponse £ l ' ins tan t  T (toujours depuis 1~ condit ion init iale:  x ( 0 ) =  0). De l'in6- 
gMit6 de Gronwall  on d6duit  la majora t ion :  

(3) 

oi~ la constante  K~ ne d6pend que de l 'appl icat ion t -~A( t ) .  
~ous  disposons m a i n t e n a n t  de tou t  ce qu ' i l  fau t  pour  6noncer e t  p rouver  la: 

I-2. P~OPOStTIOa-. -- Supposons que le syst6me ( t )  soit  compl~tement  contr6- 

lable. Soit :  

g: R×R~×R--~  R . 

(t, x, u) ~-> g(t, x, u) 

une applicat ion continue, born6e, locMement lipschitzierme par  r appor t  ~ x. Pour  
tou t  compact  C de R" il existe  un  r6el )~o tel  que le systgme per tu rb6  (2) cont ienne C 
dans l 'ensemble de ses 6tats accessibles ~ p a r t i r  de l 'origine par  des ),o-commandes B. B. 

constantes  pa r  morceaux.  

DI~O~STlCATIO~. -- Soit B(O, ~) une boule de R" contenant  C dans son int6rieur;  
la res t r ic t ion '~ B(0, 29) de l 'appl icat ion ~o construi te  ~ la (( premi&'e 6tape >) d6finit 
6v idemment  pour  tou t  poin t  de C u n  inverse £ droi te  local de ~ .  Le lemme I-1 s'ap- 
plique don% et darts ce cas, on a na ture l lement  e (C)=  & La commande ~o(x) est 
une K20-commande cont inue pa r  morceaux,  of f / f2  est 2 fois la norme de Fapplica- 
t ion l in6aire:  

x ~ ( ~ ( z ) ,  ~ ( x ) ,  . . . ,  ~,(x))  

d6fiaie ~ la (( p remie re  6tape ~), done elle appa r t i en t  au domMne de d6finition de ~v~ '° 
e t  pa r  suite,  la formule :  

c~K2q _ ,'~t 
r I U ~ O  

a u n  sens; il est clair  que l 'appl icat ion ci-dessus est continue,  le point  i) du lemme I-1 
est sat isfai t .  On a ma in t enan t  ~ majorer  la quant i t6 :  

que nous d4composons en la somme: 

H~ov~-'% ~o(X) -~ov$,%~bo(X)L' + I[~ov$'°O~o(x) - ~O~Zo(X)'~1. 
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D'apr~s  la  <(troisi~me 4tape  ~> on a la m a j o r a t i o n  (3): 

(3) 

avee:  M - .  sup {g( t ,x ,u ) ;  t c R ;  x c R ' ;  u c R } .  
L a  quant i t6  M exp [K~, T] ne d6pend pas  de @, nous ponvons done toujours  sup- 

poser que celui-ci a 6t6 choisi plus g rand  que M exp [K~, T], ce que nous faisons. 
Le r ayon  Q 6 tan t  m a i n t e n a n t  fix6, de la d~finition de l ' app l i ca t ion  ,~K0o il cst  ais6 

de se conva incre  que: 

I K2q ~I~op~ o % ( x ) -  ~°o%(x)il < h(v) 

off ta  fonet ion h(~) t end  vers  0 avee ~]. On choisira done fl0 tel  que:  

Comme nous avons:  

/~070) -< -~ 

le l emme s ' app l ique  et nous pouvons a, ffirmer que l ' image  de: 

eont ien t  le com pac t  C. On pose:  

K~@ ~ o ~  o~  o 

ct F~noneg de la proposi t ion n ' a p p a r a i t  plus Mors que comme une re formula t ion  de 
l ' inclusion:  

I-3.  t~E~A~Q~JES. - En  supposant  sur la <( p e r t u r b a t i o n  ~) g(t~ x, u), non plus une 
mgjora t ion  globMe ma, is des condit ions de Lipshi tz  globales, on ob t i endra i t  des in~- 
galit6s d ' u n  t y p e  different de (3) qui condui ra ien t /~  des r~suttats  anlogues ~ cenx 

de [1] e t  [9]. 
Dans  le cas o~ t -->B(t) ne sera i t  p~s continue,  il suffirait  d ' i n t rodu i r e  £ la  ~ deux- 

i~me 6tape  ~) une a p p r o x i m a t i o n  (au sens de la convergense en moyenne)  continue. 
Cet te  proposi t ion est role pe t i te  amel iora t ion  du th~orgme 4 de l ' a r t ie le  [1] en 

ee sens~ que nous afflrmons (ce qui dgeoule de la  construct ion)  que les A-commandes 
B.B. qui p e r m e t t e n t  de eontr61er le syst~me peuvent etre choisies constantes par mor- 
ceaux. 
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I I .  - G 6 n 6 r a l i t 6 s  s u r  l e s  s y s t ~ m e s  n o n  l i n 6 a i r e s .  

Iqous commengons par  rappeler  des nota t ions  tr~s cIassiques. Un syst~me non 
t in6aire est  d6fini pa r  l '6quat ion:  

dx 
(1) d-t = ](x, u) ; x e R  '~ , u e R " .  

Les valeurs du param~tre  de contr51e u appar t i ennen t  ~ une par t i e  E de Rp et une 
commande admissible est une applicat ion loealement  int6grable £ valeur  dans R. 

II-1.  D]~FI~ITIO~h -- Une E-commande  est une applicat ion localement  int6grable 

d 'un  interval le  I dans E. Dans la suite nous uti l iserons les ensembles: 

(< , } 
i = l  

.E=D<~ = U D~. 

Soit:  
~l: [0, T ] - + E  

une E-commande .  La  r@onse ~ eet te  E-commande :  

t-->x(t, ~ , ] ) ,  0 < t < T  

est, par  d6finition~ la solution du probl~me de Cauchy: 

-~= f(x, ~(~)) 

x ( o )  = o. 

Cette solution n 'es t  bien d6finie que si la, fonct ion ] satisfait  un cer ta in  nombre  de 
condit ions de r6gularit6 classiques qui, dans cet art icle,  seront toujours  entrain6es 
pa r  des condit ions beaucoup plus fortes.  

L~ensemble des 6tats accessibles £ F ins tan t  T e s t  Fensemble de toutes les r6ponses 
possibles aux E-commandes  d6finies sur l ' in terval le  [07 T]; on le note:  A(T,  E~ ]); 
ce t te  no ta t ion  rappelle quail s~agit de E-commandes~ et  que F6quation d~6volution 
est d6finie par  ]. On a donc:  

~(T, E,h ={x(~, ~,h; ~+L,([0 ~], E)}. 
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L'ensemble des 6tats aecessibles est la r6union pour  T positif des 6tats aceessibles 
l ' ins tan t  T;  on te no te  A ( E ,  ]), donc: 

A ( E , / )  = U A ( r ,  E , / ) .  
T>~0 

57pus consid~rerons des sysg~mes par t ieu t ie rs  que nous d6finissons mMntenant .  

II-2.  D~FZNITION. -- Un syst&me <~ semi lin6Mre ,> (cf. [3]) est un syst&me off le 
pa ram6t re  de contr61e ent re  de fapon lin6aire, c 'est-£-dire un syst~me de la forme:  

d ~  
(2) d-i = tO(x) + Z uJ~(x) ; 

i=1 

lorsque la funct ion ]0 est ident iquement  nulle, on dig que le syst6me est <~ homog~ne >>. 

Dans cet te  d6finition nous incluons les conditions suivantes:  

i) les applicat ions ]% i-= 0, 1, ..., p song de ctasse C~; 

ii) les solutions de (2) song d6finies pour  routes les valeurs de t. 

Nous Mlons mMn t enan t  d6finir ta no~ion de syst6me semi l in6aire homog~ne en 
position g6n6rale. Cegte derni6re appel lat ion est justifi6e par  le fMt que (< presque 
tous ~> les syst6mes homoggnes song en posi t ion g6n6rMe (voir:  [6], [7]). 

II-3.  D£FZ~ZTIO~. - On di t  que le syst~me semi tin6Mre homog~ne (3): 

d x  
(3) aZ = ]~u~/~(x) ; xeR',  

i=1 

est en position g~n6rale si la dimension de l 'espace vector ie l  des valeurs au point  x 
des 616ments de l'Mg~bre de Lie engendr6e par  les champs de vecteurs  ]4 est @ale ~ n, 
ce, pour  tou t  x de R% 

II-~. - ~ous  Mlons nous int6resser aux syst~mes semi lin6aires homog6nes en posi- 
t ion g6n6rale. Spit doric: 

dx  

i=1 

Nous d6finissons pour commencer  l 'ensemble U comme l 'ensemble des ~Q~-commandes 
d6finies s u r u n  intervall6 [0, T]; T e R +. P a r  abus de nota t ion  nons d6signons simple- 
ent  par :  ¢// au lieu de ~[: [0, T] ---> .(2 ~ , une telle commande,  et nous notons sim- 
p lement :  
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L ' image  pa r  l 'appl icat ion ~ de l 'ensemble U est doric par  d6finition l 'ensemble A (Qa, ]) 
des 6tats accessibles pour  le syst~me semi l in6aire homog~ne d6fini par :  

l(x, u) = Z u,l'(x). 
i=1 

~ous  Mlons mont re r  que l 'appl ieat ion ~ poss~de un inverse g droi te  local (all 
sens de I)  et  de plus, n ous allons voir  que cet inverse g droi te  local prend ses valeurs 
dans l'ensemble des [2z B.B.-eommandes ayant un nombre ]ini de discontinuites; pr6ci- 

6ment  nous 6nougons le: 

II-5.  LE3IME. -- 80it  un syst~me semi lin6aire homog~ne (3) en position g6n6rale. 
Pour  tou t  x a ppa r t e nan t  g l ' in t6r ieur  de l 'ensemble ~ ( U )  il existe:  

i) Unc Q,  B .B . -commande  ayan t  un hombre  fini de diseontinuit6s not6e: ~ :  

~ . :  [0, T)-+ R ~ ; 

ii) Une suite il, i2, . . . , in d'616ments de l 'ensemble {1,2, . . . ,p}.  

iii) Un diff6omorphisme local au voisinage de x p renan t  ses valeurs dans:  
(]o, + ~))o. 

~: ¢=+(]o, + o~))~ 

y - > , ( y )  = (T~(y), ~ ( y ) ,  . . . ,  ~ , (y ) ,  . . . ,  , ~ ( y ) )  

tels que la Y2 a B .B. -commande  ~/~(y) d6finie pa r  les relat ions:  

pour:  

~ V C C :  

adme t t e  pour  r6ponsc: 

~z=(v)(t) = _~=(t) ; o < t < T  

ql~(y)(t) = (ut, u2, . . . ,  u~, ..., u~) 

t j + l  

T +  ~ z ~ ( y ) < t < T +  ~v~(y)  ; 
k = o  k = 0  

j -=-- 0, 1~ .. . ,  n - - 1  

%(y) = 0 

u~ = 0 si i ~ ij 

u ~ = ) ~  si i = i ~  

~ ( % ( v ) )  = v .  
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RI 

Pour  d6montrer  ce Iemme nous allons util iser les deux r6sultats suivants:  

Pour  an  syst~me semi lin6aire homog~ne l 'ensemble A(.Q~. B.B. ,  ]) des 6tats 
aceessibles par  des commandes Bang Bang ayan t  un  hombre  fini discontinuit6s 
est dense darts t 'ensemble des 6tats aeeessib]es par  des ~ - e o m m a n d e s  quel- 
eonques. Ce r6sul tat  est une cons6quence de ce que ~ est l 'enveloppe convexe 
de Dz B.B. On peut  en t rouver  une d6monstra t ion dans [3] ou [8]. 

R2 Soit le syst6me semi lin6aire (3) en position g6n6rale. D6signons par :  

(t, z) 

le groupe ~ un pa ram6t re  de diff6omorphismes de R ~ engendr6 par  le champ 
de vecteur  ]~ qui, de par  la d6finition mvme d 'un  syst6me semi lin6aire, est n6ces- 
sa i rement  complet.  Quel que soit ¢ dans R ~ et quel que soit le voisinage ~f~, 
de x il existe deux suites: 

i l~ i2~ . . . , i~ , . . . , i~  ; i j ~ [ 1 , 2 , . . . ~ p ]  

t~ o o o ,t,~, .... , t~ , . . . , t~  ; t j > O  

telles que: 

i) l ' appl icat ion de R " dans R~: 

soit diff6omorphisme local au voisinage du point :  

ii) l ' image du point :  

0 0 0 t t ,  t~, ..., t~ 

appar t ienne  au voisinage $/'~ du point  x. 

On peut  t rouver  une d6monstra t ion de ce r6sultat  dans [4]. 

D]%I0~NSTtCATIO~N DE L ] ~ E  II-5. - Commengons par  r emarquer  ciu'il n 'es t  pas 
res t r ie t i f  de supposer que ), = 1 en raison de la relat ion:  

x ( r ,  ]) = x(mtk,  I) 

toujours  satisfaite par  les syst~mes homog~nes. Darts ces conditions, si on se donne 
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deux suites: 

ii~ i2~ ...~ i~ ; 

ti~ t~ ...~ tq ; 

et si on d~finit 1~ commande:  

par  les relations: 

alors, par  construction:  

i j ~ (1 ,  2, . . . , p )  

tq E R + 

q 

J - -1  

~z(t) = i~ ~, t~ < t~ < ~ t~ 
k=l lc=i 

q 

- ] t  o l t , _ o . . . o f l ~ ( x )  

(toujours paree que le systgme eonsid~rg est homogbne). 
Le r~suttat R~ appliqu~ au systgme semi lin~aire: 

dx ~ 
- = 2  ( )) dt u~- - /~ (x  , x e R "  

t = l  

qui lai aussi est ell position g4n~rale nous montre  clue si $ r  est un ¥oisinage ouvert  
du point  x contenu duns ~ ( U )  il existe deux suites: 

t i~ t~  ...~tj~ ...~t~ ; t ~ O  

telles que: 

i) l 'application: 

tl, t~, . . . ,  t ~  ]~ too . . .o l~ tp lL , (x )  

soit un  diff6omorphisme local au voisinage du point:  

0 0 0 tl~ t2~ ...~ t, 

ii) le point :  

o = ' ~ o o  or~,oopo(x) Y . f -~o  . . .  __.~ -~_ _ 

~ppartienne au voisinage ~f~ du point x. 
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Soit $P~o un voisinage ouver t  de Yo sur lequel l 'appl icat ion inverse de: 

~n 0 ' ' t~, t~, . . . ,  t , ~ l - e o  . . .o ]~o/~t , (x)  

est d4fine et  est de rang maximum.  D'apr~s le r~sultat R~ il existe une commande 
cont inue pa r  morceaux:  

~ :  [0, T] --> £2~ B.B. 

dont  la r~ponse app~r t ien t  '~ $ r  (~ ~ .  Puisque le poin t  x(T, q/.~, ]) appa r t i en t  ~ $Po 
par  construct ion,  il existe une suite de r~els s t r i c tement  positifs: 

tels que: 

0 TO~ T O , . . . ,  T n 

x(_r ,  ~ ,  f )  = i .  0o o l. 0o " ° x ] - , . . . . l - , , l - ,o( )  

et~ d ' au t r e  par t ,  l 'appl icat ion:  

t~, t~., ..., t~ It° . . .°h~°h,(x) 

o De l'~galit6 ei-dessus nous obtenons que est de rang m a x i m u m  n au point  z °, zo, . . . ,  r . .  

X ~ 1 tt n (  _ _ t  /,°of,0o...o]~0 x(T. ~, i)) 

et 1 'application: 

Q i~ i .  t , ,  t~, ..., t , ~ t ,  ol, o...ot,.(~(_T, ~z, f))  

est 6galement de rang  m a x i m u m  au poin t :  

0 T 1 ,  T 0 ,  ~ 0 

I1 existe donc un ouver t  (~ con tenan t  x, une applicat ion dif- dont  l ' image est x. 
f~rentiable:  

y -~ T,(y), ~ (y) ,  ..., T.(y) ; 

d~finie sur O~ telle que: 

~(y)  > O, v~(y)> O, ..., T~(y)> 0 ,  

Q i~ tn 
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De 1~ rem~rque fai te  au d6but de cette d6monstrat ion,  nous concluons que la Y2,B.B.- 
commande q/~(y) d6finie par  les relations:  

q/~(y)(t) = ~ ( t )  ; O < t < T  

j = O, 1, ..., ~ - - 1  ; 

a v e c :  

admet  pour r@onse: 

¢][~(y)(t) = (u~, u2, . . . ,  u~, . . . ,  u~) 

~+1 

/¢=0 k=o 

~o(y)  = o 

u~ = 0 si i = ij 

u~ = 1 si i = ii 

k=O 

Comme on peut  remplacer 1 par  2, ceci prouve le lemme. 

II-6. I~E~A~Q~E.-- Le lemme pr6c6dent entraine en part icul ier  que pour un syst~me 
semi lin6aire homogbn% Fensemble des 6tats accessibles par  des ~9~ B.B.-commandes 
contient  l ' int6rieur de l 'ensemble des 6tats accessibles par  des ~9~.-commandes. Ce 
r6sultat  est 6nonc6 dans [4]; nous n 'avons fair que reprendre la d6monstrat ion de [4] 
en explici tant  Finverse £ droite local. ~ous  avons remarqu6 dans la d6monstr~tion 
de II-5 que pour un syst~me semi tin6aire homog~ne: 

x(T, ~ ,  t) = x(T/~, ;.~, l) , 

ce qui entraine l'6galit6 des 6tats accessibles: 

A(~9~., 1) = A(9<~., 1) 

et  par  suite, on a l e s  inclusions: 

A(tP~ B.B. ,  ]) ~ Int(A(/2~,/))  

A(12~ B.B. ,  ]) ~ Int(A(Q<<~,/)) 

A (/2~. B.B. ,  ]) D In t (A  (~Q<,., ])) 

2 > 0 ;  

2 > 0 ;  

~ > 0 ,  v > O .  

Nous allons main ten~nt  6t~blir une majora t ion bas6e sur l'in6galit6 de Gronwall; 
pour cela, nous introduisons le mat6riel:  
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I I -7 .  - Soit  un systSme semi lin6~ire homog~ne:  

dx 
a-7 = y ~,l~(x)= ](x, ~) 

on suppose que sur un ouver t  (P de R ~ il sa t i s fa i t  les deux condi t ions:  

i) I1 exis te  une cons tan te  K telle que: 

i]]'(x)-l~(y)il<Kilx-y!] ; xe(O; ye(~; i = l , 2 , . . . , p .  

ii) I1 existe une cons tan te  M telle que: 

!i#(x)I1 < ; g  ; x e ¢ ;  i---] ,2,  . . . , p .  

Soit:  

(x, u) ~ g(x, u) 

une appl ica t ion  continue,  loc~lcment l ipschitzienne pa r  r a p p o r t  ~ x, sat isfaisant :  

l]g(x,u)ll<~, xeR~, ueR. .  

Soit  enfin ~ .  une .Q;.-comm~nde dont  l~ r6ponse x(t, ~g~, ]) est en t i~rement  contenue 
dans  (9: 

x(t, ~q, / )e  6; 0 < t < / ' .  

I I -8 .  LEGUME. -- Darts les condit ions 6nonc6es en I I -7 ,  pour  route  commande  
d6finie sur [0, T] on a ma jo ra t i on :  

t 

llx(t, ] ÷ g) - x(t, ])t <pM  f 
o 

exp [p),K(t -- s)] II~1(s) - -  ~(s ) ! !ds  + 

N 
+ ~ [exp (pKAt ) -  lJ 

p g ~  

pour  route valeur  t inf6rieure ou 6gale ~ z, le r6el ~ d6signant  l ' i n s t an t  off le g raphe  de: 

t~->x(t, @/~, ] +  g) 

qui t te  1 'ensemble [0, T] × ~, la  no rme  dans  l ' espace  R~ des valeurs  des commandes  

6rant  1~ n o r m e  du m a x .  
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D~IONST~ATIO~ ~ DU L:E)~E II-8. - On pose: 

a(t) = ilx(t, ~ ,  ~ 4- g ) -x ( t ,  ~ ,  l)!l • 
On a: 

t 

(t) = ll f](x(s, ~2, ] 4- g), @/2(s)) 4- g(x(t, ~2, ] 4- g), ~ ( s ) )  - -  ](x(s, ~ ,  f), @/~(s)) as l[, 
0 

t 

5(t) < f ll](x(s, ~ ,  ]4- g), ~Y~(s))--](x(s, ~ ,  14- g), ~(s) ) i l  as 
0 

t 

+ f I!t(x(s, ~ ,  t + g), ~ ( s ) ) -  ](x(s, ~ ,  ]1, ~z~(~))li ~s 
0 

t 

+ fllg(x(~, ~ ,  ]+ g), ~¢(s))il ~s.  
0 

Compte t enu  des hypotheses fuites sur / et  g celu condui t  ~: 

soit:  

H/(x(s, ~':, ] +  g), ~'~(s))--](x(s, qG, ]4- g), ~',(s))H <pMIICY2(s)--~Y~(s)]I, 

tif(x(s, q¢, i +  v), ~(s)) - i (x(~,  ~'~,/), ~b~(s))I1 <;.p~:a(t), 

tiv(x(~, ~'~, t +  v), ~'~(s))li < ~ ,  

t t t 

0 0 0 

pour  route  vMeur de t inf6rieure ~ z. Pa r  un a rgument  clussique (cf. pa r  exemple 
Coddington-Levinson,  I ,  ex. 1) on d~duit de ce t te  in~gMit4, l'in~galit~ annonc4e 

duns le lemme. 

I I I . -  Contr61abilit6 Bang Bang, diff6rentiable, et perturbation des syst~mes non 
lin6aires. 

Dans une premiere  par t ie ,  nous Mlons 4tudier lu possibilit~ de contr61er un syst~me 

homog~ne pa r  des commandes  Bang Bang ou diff~rentiables. 
Darts role deuxi~me par t ie ,  nous consid4rons des pet i tes  per tu rba t ions  d 'un  syst~me 

homog~ne, e t n o u s  verrons  que ces derni~res n 'af fectent  p ru t iquement  pas la contr6- 
labilitY, puis nous envisagerons la eontr61~bilit~ des syst~mes non homog~nes en 
consid~rant ces derniers  eomme des (~ per tu rba t ions  )> d 'un  syst~me homog~ne. 

8 - A n n a l i  d i  M a t e m a t f c a  
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III-1.  PI~OPOSITION (KI~ENER [4]). - Pour  un syst6me semi lin6~ire homog6ne 
en position g6n6rale, l 'ensemble des 6t~ts accessibles par  des D~ B.B.-commandes 
continues par  morceaux  cont ient  r in t6 r ieur  de l 'ensemble des 6t~ts accessibles par  
des i9~-comm~ndes, ou encore des 12<~-commandes, soit  les inclusions: 

A(12~ B.B. ,  f) o Int(A(12~, ] ) ) ,  

A(I2a B . B . , / )  o Int(A(12<~, ] ) ) .  

D~)~o~sTiA~IO~. - !(ous n 'avons  fai t  que rappeler  pour  1~ commodit6 la re- 
marque  II-6.  

I I I -2 .  DI~FINITION. - Soit  une suite discr6te: 

de nombres  r6els, une sui te:  

t i~ t2~ . , .~ t~ . . .  

de vecteurs  de Rp. On dit  qu 'une communde q/sa t i s fu i t  les conditions (( ponctuelles ~ 
ci-dessus lorsque pour  tou t  ent ier  n on a: 

~ ( t ~ )  = a s  • 

Une telle condit ion n ' a  na ture l lement  de sens que si on s'int6resse h des commandes 
continues. 

I I I -3 .  PROPOSITION. - Soit le syst6me semi l in6aire homog~ne: 

dX 
a-i = y" ~ , / ' ( x )= l(x, u) 

4=1 

en position g~n~rale. L 'ensemble  des 4t~ts ~ccessibles p~r des D<~:commundes dif- 
f~rentiables s~tisfuisant un nombre  fini de conditions ponctuelles: 

W(tt) = a~, a~e.Q<a, i = 1 , 2 , . . . , m  

cont ient  l ' int~rieur de l 'ensemble des ~tats accessibles par  des ~<~-commandes quel- 
conques. 

D~iIOI~STI~ATI01~ DE LA PROPOSITION 111-3. -- Pour  s impl i fer  les 6critures, nous 
~llons supposer qu'i l  n ' y  ~ qu 'une seule condit ion ponctuelle ~ satisfaire, soit par  
exemple:  

~(0)  = ()., O, O, O, . . . ,  O). 
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Pour  compact  C du lemme I-1, nous ehoisissons un compact  r6duit  ~ un unique point  x 
ehoisi d~ns l ' int6rieur de l 'ensemble A(.(2<z , 1) des 6tats accessibles par  une commande  
quelconque. D'apr~s le lemme II-5, il existe un inverse local: ~ .  d6fini sur un voi- 
sinage 0.  du point  x; n ous pouvons toujours res t re indre  (9. ~ une boule ferm6e de 
centre  x et  de rayon  ~ L ' image  par  l 'appl icat ion ~ (d6fine dans l'6nonc6 du lemme II-5) 
de cet te  boule est un compact  de (R+) ~. De ceci, nous pouvons conclure que les com- 
mande~ ~ ( y )  ont  leur interval le  de d6finition eontenu dans un interval le  [0, T] ind6- 
pendan t  de y dans (~, qu'elles ont  un nombre  fini de discontinuit6s~ disons r, et l ' inter-  

valle qui s6pare deux discontinuit6s successives a une longueur mino%e par  a > 0, 
6rant  ind6pendant  de y dans ~.. Prolongeons la commande  ~ ( y )  £ l ' interval le  

[0, T] pa r  0. L 'app l ica t ion :  

(y, t)~->x(t, ~'~(y), ]) 

d6finie sur 0~X [0, T] est continue,  son image J~ done un compact .  Soit 0 un ouver t  
born6 con tenan t  J~' et  ~ la dis tance ent re  iv et  le compl6mentaire  de 0. 

Soit  K une constante  de l ipschitz va]able pour  t o u s l e s  ]~ sur l ' ouver t  0, M une 
une cons tante  ma jo ran t  tons les ]~ sur 0. ~ous  sommes en mesure d 'appl iquer  les 

deux  lemmes, I-1 e t  II-8.  
~ous  ehoisissons le r6el posit if  # de maniSre ~ ce que: 

i) # < ½a, 

ii) T~p M exp [p]~KT] #(r + 1) < ½~, 

iii) Y2.pM exp [p~tK:T]#(r + 1)<s(C) ,  

iii) T2pM exp [p~KT]#(r + 1) ~< e(C) 

oh e(C) est le r6el d6fini au lemme I-1. 
Nous d6signons par :  

une appl icat ion diff6rentiable a y a n t  les propri6t6s snivantes:  

t < ~ .  q~..,~.jt) = (o, o, . . . ,  ~, o, . . . ,  o)  

n- i~me  p lace  

t >  v +  # ~ ~ . ~ . d t )  = (0, O, . . . ,  2, o, . . . ,  o) 
,¢ 

m- l~me  p lace  

une telle fonet ion existe de mani~re 6vidente. 
~-ous assoeions, pour  te rminer ,  ~ la commande  q/~(y) la commande  ~ ( ~ ( y ) )  d6finie 

ainsi: nous avons vu  que la conmmnde ~ ( y )  est une 2-commande :Bang Bang ayan t  
exac tement  r discontinuit6s; cet te  z9~. B .B. -eommande  est done pa r fa i t ement  carac- 
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t6ris6e pa r  les r ins tan t  de discontinui t6:  

et les r hombres  ent iers  compris ent re  0 et p :  

il, i2, . . . ,  i ,  

ind iquant  1~ composante  de ~ ( y )  qui est 6gale ~ 2 sur l ' in terval le :  [z~_~, z,.], zo 6rant 
par  d6finition l ' ins tant  0. Pa r  d6finition, la commande ~ ( ~ ( y ) )  est d6finie par  les 
relat ions ci-dessous: 

~ o < t <  To+~, ~ ~(%(y))(t) = ~l.,,(t) 

r o + , < t <  T 1 ~ ~ ( % ( y l ) ( t ) =  % ( y ) ( t )  = (0, . . . ,  )., O, . . . ,  O) 

Q -i~me place 

T~_l+,<t < ~-~ :~ (p(%(yl)(t) = % ( y ) ( t )  = (0, . . . ,  ,~, O, . . . ,  O) 

ij-i~me place 

r,~<t ~ q~(~(y))(t) = ~ ( y ) ( t )  = (0, . . . ,  )., O, . . . ,  O) 

ir -i~me E)lace 

Cette const ruct ion est possible poar  tou t  y de (9 car la constante/~ sat isfai t  la con- 
dit ion i). 

:Nous appliquons ma in t enan t  le lemme I-1 avec: 

soit:  

L 'appl ica t ion:  

~=~, 

->~(~/ )  = x(~, ~ ,  I) .  

est c la i rement  cont inue;  majorons:  

soit encore:  

I t ~ o v o ~ ( y ) - y ! l  

tlz(T, ~(~'~(Y)), 1) --z(T, ~(y), l)tl. 
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D'apr~s le lemme II-8, on a pour t inf6rieur ~ z: 

t 

' <pMf exp [p)~ K(t-- s)] [iF(~(y))(s) - -  ~(y)(s)I1 ds /ix(t, ~(9(~'~(y)), 1) --x(t, ~'~(y), ])h 
0 

soit, puisque ~f(~/,(y)) et  ~ ( y )  song des commandes de Q<~ qui different sur un ensem- 
ble de mesure  au plus 6gale £ ( r +  1)#:  

(1) I[x(t, ~f(~'~(y)), ]) --x(t, ~.(y) ,  ])II <2T)~pM exp [p2.KT]p(r + 1) ,  

done, en raison de la condition ii) snr #:  

IIx(t, 9 ( ~ ( y ) ) ,  ] ) - x ( t ,  ~ ( y ) ,  ])il < ~ ,  

ce qui mont re  que, pour  tout  t de [0, T] le point :  x(t, ~(~/~(y)), ]) appar t ien t  ~ (~, 
donc quc T ~--T darts le lemme II-8, done l'in6g~lit~ (1) est vraie  pour t = T; la 
condit ion iii) sur p entraine alors: 

[IJ2°9° ~ (Y)  - -  Y li < e(C). 

D'apr~s le lemme I-1, la proposit ion est d6montr6e. 
Les propositions III-1 et I I I -3  song fausses si on remplaee l 'ensemble des 6tats 

accessibles par  1'ensemble des 6tats aceessibles £ l ' ins tant  T (voir [2] p. 260). Par  
contr% on a ta: 

I I I-4.  P~oPOSlTIO~. - Soit le syst~me semi lin6aire homog~ne: 

d2D 
d-/= Z u'/~(x) =/(x, u), 

i = 1  

en posit ion g6n~rale. L 'ensemble des 6tat  accessibtes par  des Q~ B.B.-commandes 
r i n s t a n t  T +  e ou, par  des Q2~-eomm~ndes  diff6rentiables satisfaisant des 

conditions ponctuelles, contient  l ' int6rieur de l 'ensemble des 6tats accessibles par  
des tg~-commandes ~ l ' ins tant  T, soit: 

A(T+ ~, .O~. B.B.,  ]) o Int (A(T, /2~,  ] ) ) .  

D~m~'ST~ATIO~" DE L~ e~OPOSlTIO~ III-4.  - On consid~re l 'espace (( augment6 
R n+l et  dans cot espace le syst~me: 

dX 
d---i-= F(X ,  u) = y ~,F~(x) ; x -  (x, x~+~) 

i = 1  

F,(x,  u) = (],(x, u), 1).  
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Ce syst6me est 6galement un syst6me en position g6n6rale. 
D6signons par 3r la projection canonique: 

~:: R~+: --> R'~ 

(x, x~+0 ~ x 

et par H7 le plan de R ~+~ d6fini par: 

= r } .  

On a 6videmment la relation: 

~(A(Y2;., F) n HT) = A(T, ~ ,  ]). 

S i x  est an point int6rieur de A(T, ~ ,  ]) le point: 

X = ( x , T + ~ ) ,  

est an point int6rieur de A([2;., F) d6s lors que U est ehoisi assez petit. A partir de 
ce point, il suffit d'appliquer la proposition III-1 (resp. III-3), pour obtenir le r6sultat. 

III-5. - Nous eonsid6rons maintenant le probl6me de la perturbation d'un syst6me 
homog6ne; nous consid6rerons ici des eommandes off le param6tre st est fix6 une fois 
pour routes. Le seul r6sultat que nous proposerons sur eette question est te suivant; 
eomme il a 6t6 remarqu6 an paragraphe I, d'autres types de ma jorations peuvent 
6tre envisag6s pour la fonction perturbatriee g. 

III-6. P~.oPoslTIO~-. - On eonsid6re un syst6me semi lin6aire homog6ne en posi- 
tion g6n6rale. Pour tout compact C contenu dans l~int6rieur de l'ensemble des 6tats 
accessibles par des ~2~-commandes quelconques, il existe un r6el strictement positif 
tel que pour ¢oute application: 

g: R'×RP-+ R ~, 

continue, localement lipschitzienne par rapport h. x sat.isfaissnt rin6galit6: 

t'ensemble: 

g(x, u)<t t  ; x e R  ~, ueR~ ; 

A(I2~, ¢ + g) , 
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des ~tats accessibles du syst~me: 

d~g 
dU = fix, ~) + g(x, U)= ~ ui/~(x) + g(x, U) 

i=1 

contient le compact C. 

D]~I~I0~NSTICATIOI~ DE LA PROPOSITIO~N IIi-6. - Nous choisissons des inverses locaux, 
comme ils sont d~finis duns le lemme II-5. 

~ ( y ) :  [0, t~(y)] -~/2~ B.B. 

On peut toujours supposer que les voisinages (~ sont des boules B(x, ~) compactes 
centrges en x. Soient xl,  x2, ..., x~ les centres d'un recouvrement fini de C pur des 
boules de rayon moiti4 et soit e(C) le plus petit  de ces demi-ruyons. Toutes les com- 
mandes: 

~ ( y )  ; y eB(x~ ,  ~) ; i = 1 , 2 , . . . ,  q, 

ont leur intervalle de d6finition [0, t~(y)] contenu dans un unique intervalle [0, T]; 
nous convenons de prolonger la commande ~ , (y)  au-del~ de la borne sup6rieure de 
son intervalle de d~finition t~(y) par la valeur 0. Chaque point de C est donc lu rgponse 
pour le syst~me non perturbg, £ une commande de lu forint: 

~ ( y ) :  [0, T] -+ 9~B.B. 

Par un argument de compacit~ 6vident, on voit que toutes les trajectorires du syst~me 
non perturb4, conduisant £ ces points (et correspondant aux commandes partic~ii'xes 
ci-dessus) sont contenues duns un m~me ouvert bomb ~. Suit ~ > 0 la distance du 
compl6mentaire de (P £ l'ensemble des points situ~s sur les trajectoires en question. 
Soit enfin K une constante de Lipschitz rulable pour chaque fonction ]~ sur l 'ouvert 
born6 0. 

D'apr~s le lemme II-8, on a la mujoration: 

I]x(~:, ~ ( y ) , / )  - -  x(v, eYe(y), ] + g)II <p~-~ [exp [pKv~) --  1] 

oh ~ est comme duns II-8 le premier instant off le graphe de la solution perturb~e 
quitte (~×[0, T]. Si on choisit: 

<~o = ½ ~ p K ~  [exp (pK2 T) - -  1] -1 

on a alors: z = T, et par suite, puisque t~(y) est inf6rieur £ T, l'in6galit6: 

]lx(t~(x), cg~(y),/)--x(t~(y), ~ ( y ) , / ÷  g) ~7 I /<~-~  [exp (pK2T) --  1] 

est vatide pour route commande ~ ( y ) .  
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~ous  allons appliquer le lemme I-1. Posons: 

U =  ensemble des tg~.-commandes d6finies sur [0, t]; t< /~  

¢Y ~-> ~(~J) = x(t ,  ~ ,  ] ) ,  

~: U ~--> U 

~ :  U~-*R ~ 

~+ ~(~1) = x(t ,  ~[, f +  g) . 

La premiere condition requise, ~ savoir que l 'application: 

x ~ - ~ o ~ o % ( y ) ,  

soit continue pour cheque x est clairement s~tisfaite; il reste ~ m~jorer: 

qui, par  construction, est @ale £: 

Doric: 

!l~(t~(y), ~ ( y ) ,  / + g) -~(t~(y) ,  ~ ( y ) ,  ])It • 

]!~ o ~ o e/~(y) - y i! < : ~  [ e x p  ( p K ~ T )  - -  ~ ] ,  /JJx i. 

19 proposition d6eoule done de I-1, si: 

~l < rain {~o, e(C)pKA [exp (pKA T)  - -  1]-~} . 

Remarquons que la proposition prgc6dente est encore valable si le systbme semi 
lin6aire est d6fini non plus sur R '~ maim sur une vari6t6; tous les  arguments utilis6s 
out toujours 6t6 de na ture  locale lorsqu~ils 6taient ~ diff6rentiels ~> ou alors pure- 
merit topologiques. Ceci nous permet  d'~noncer tm corolla, ire: 

111-7. COROLLAI~E. -- L'ensemble des syst~mes semi lin6aires compl~tement 
contrSla.bles (i.e. dont  les 6tats accessibles par des /2~. B.B.-commandes remplissent 
tout  l'esp~ce) sur une vari6t6 compacte M eat un ouvert  pour 19 Co topologie. 

Cet ouvert  n 'est  pus vide, car, d 'une purr, presque tous les  syst@mcs sym6triques 
(i.e. quel que soit i i l  existe j tel que: ]~=--- f i )  sont compl~tement contrSlables, 
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et d 'autre part,  sur les vari4t4s riemunniennes compactes, les syst~mes ~( conservatifs ~> 
(i.e. tels que chaque ]~ soit conservatif) sont presque tons complStement contrSla- 
bles (voir [6], [7], [9]). 

~Nous allons m~intenan~ supposer que la fonction g qui 6t~it le terme de pertur- 
bation, donc r6put6e petite~ est maintenant  donn6e et non petite; nons pouvons 
cependant 1~ fa.ire appuraitre comme petite si darts le systgme non homog~ne: 

la p~rtie homog~ne: 

d x  ~9 
,~-~ = g(x, u) + ~ .ut t i (x)  

i = 1  

pent ~tre consid~r~e comme gr~nde; ceci sera le cas si nous n'imposons pas de borne 
priori sur les commandes. C'est cette simple idle qui guide le calcul qui v~ suivre. 

III-8. PROPOSITIOn-. - Soit: 

dx 
d-7= Z u j q x ) = f ( x ,  u) 

i=1 

un syst~me semi linSaire homoggne en position g~n6rale, et: 

(x, u) ~ g(x, u) , 

une application continue, localement lipschitzienne par rapport ~ x et bornge. Soit C 
un compact contenu dans l'ensemble A(~Q1, ]) des ~tats aceessibles pour le syst~me 
homoggne par des ~Q~-commandes. I1 existe alors un r4el ~0 tel que pour tout 2 >)~0 
le compact C soit contenn d~ns l'ensemble des ~tats aceessibles dn systSme non 
homog~ne: 

d x  
d--t = g(x, u) + ~ u~]qx) = ](x, ~) + g(x, u), 

i=1 
pour des .Qz-comm~ndes. 

D~0~'STRATI0~ DE LA PROPOSITION III-8. - Comme dans la d~monstration 
de III-6, nous choisissons des inverses locaux: 

~ ( y ) :  [0, t~(y)] -+ Y21B.B. 

De rnSme, nous supposons qu'ils sont dSfinis sur des boules compactes de centre x 
et de rayon Q. Comme pr~c~demment, soient xl, x~, ..., x~ les centres d'un recouvre- 
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merit fini de C par  des boules de rayon moiti6 et soit, enfin, e(C) le plus pet i t  de ces 
demi-rayons. 

5'I~intenant, nous allons remplacer les t2~-commandes Bang Bang ~ ( y )  par  des 
tP~-eommandes Bang Bang en posant:  

• t ~ ( y )  ~,,.~(y)(t)=,~(y)(~), 0 < ~ <  ~ . 

Puisque le syst~me d~fini par ] est homog~ne, on a: 

x ( ~ ! ) ~  (~z~(y), ])= x(t~(y)~ ~[~(y), ]). 

Comme duns la d6monstrat ion de 111-6, soit (~ un ouvert  born6 ontenant  toutes 
les trajectoires du syst~me non pertnrb6 correspondant aux commandes ~l~(y), 
prolong6es par 0 sur ]t~(y), T]. Soit K une constant  de Lipsehitz rulable pour tous 

]es ]~ sur 0 et 2 ,T:  max  fig(x, uIi ; avec les notat ions de II-8, on a: 
x~R~ 
u~R n 

ear toutes les eommandes ~%(y) sont d~finies sur [0, T/2L]; done: 

1 £V 

La  quanti t4 N/pK [exp (pKT)--l] ne d4pend que de ], g et du compact  C, donc 
en prenant  2. assez grand,  la norme:  

Ilx(~, ~ ( y ) ,  ] + g) -~(~,  ~ (y ) ,  ])II 

pent 4tre rendue arbi t ra i rement  petite. A par t i r  de lg, on proc~de comme dans la 
d4monstrat ion de III-6.  

111-9. - I~[ons allons conclure en prouvant  le r4sultat de l ' introduction.  Soient 
clans R ~ deux fonctions: ]1 et ]3. On suit qu'il  existe (voir [6], [7]) des fonctions ]~ 
et ]I a rb i t ra i rement  proches de ]1 et ]3 telles que le syst~me: 

d x  
d-~ = u~li(x) + u~/~(x) + u . ( - t i ( x ) )  + u,(-l~'(x)), 

soit compl~tement contr61able par  des t)l B.B.-commandes. Soit main tenan t  une 
fonction: x-~g(x) d~i}nissant la dynamique d 'un  syst~me en l 'absence de tout  
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contrSle. La  proposi t ion I I I - 8  signifie que pour tou t  compact  C il esiste 20 tel que 

pour tou t  ) ~  ~o le syst~me guidable obtenu en r a jou tan t  £ l '~quation du (~ mouve- 

ment  libre ~: 

dx 
d-~-= g(x) 

la p~rt ie  homog~ne d~finie plus hau t ;  soit:  

dx g(x) + uJ~(x) + u~p(x) + u.(-/~(x)) + u~(-p(x)) 
d-~-  

cont ient  C dans l 'ensemble de ses ~tats accessibles. 

Remerciements. - Ce t rava i l  a ~t~ ~labor4 alors que les deux auteurs  se t rouvaient  

Florence ~ M'Ist i tuto Ulisse Dini ~. Ils remercient  le Professeur Co:~-TI de son 

aimable invi ta t ion qui leur a permis de travail ler  dans d~uss i  ~gr~ables conditions. 

REFERENCES 

[1] G. ARO~SO~, Global controllability and Bang Ban.g steering ]or certain no~dinear systems, 
J. SIAM on Control, 11, No. 4 (1973). 

[2] A. F. FILIePOV, Classical solutions o] diNerential equations with multivalued right.hand 
side, SIAS[ Journal on Control, 15, no. 4 (1967). 

[3] H, It~R~ES, Controllability and the singular problem, J. SIA~ on Control, 2, no. 2 (1965), 
pp. 241-260. 

[4] A. KRI~-EI~, A generalization o] Chow's theorem, and the Bang Bang theorem to nonIi~ear 
system, s, J. SIAM on control, 12, No. 1 (1974). 

[5] E. B. L]~]~ - L. ~ARKUS, Foundations o] optimal control theory, John Wiley and Sons, 
Inc., 1967. 

[6] C. LoBR¥, Controlabilitg des syst~mes non lindaires, SIA~[ Journal on Control, 8, no. 4 
(1970). 

[7] C. LOBRY, Une propridtd gdn~rique des couples de champs de vecteurs, Czechoslovak Ma. 
thematicaI Journal, 22 (97) (1972). 

[8] C. LOBBY, Sur les dtats atteignables par les solutions d'une dquation di]]drentielle multi. 
voque, Publ. Math. Bordeaux, Annie 1, fasc. 5 (1973). 

[9] C. LOBRY, Cont,~vllability o] nonlinear systems on compact maul]old, to appear in SIAM 
Journal on Control. 

[10] D. L. LUKES, Global controllability o] nonlinear systems, SIA:~[ Journal on Control, 10, 
no. 1 (1972). 

[11] PO~T]~YAGI~ and others, Mathematical theory of optimal processes, Interseience Pub- 
lishers (1962). 


