Controlabilité Bang Bang, controlabilité différentiable,
et perturbation des systémes nen linéaires (¥).

Pavor Bruvovsky (Bratislava) - CravupE LoBry (Bordeaux)

Summary. —~ We deseribe a general scheme to obtain controllability results under the action of
special controls (Bang Bang or smooth) or under perturbations. The method works in the
case of linear and nonlinear systems; it uses essentially Browwer fiwed point theorem and
the inequality of Gronwall.

Le but de ce papier est de déerire un procédé systématique permettant de démon-
trer un cerfain nombre de résuitats de controlabilité des systémes guidables. En fait,
ce procédé n’est pas réellement nouveau. Il remonte au moins & la preuve du principe
du maximum (voir [11]) ou encore & la démonstration de certains résultats de con-
tr6labilité de systémes non linéaires (voir [3], [5]).

Nous avons voulu mettre en valeur ce procédé pour deux raisons:

i) deux articles récents [1], [9] sur la perturbation de systémes linéaires ren-
trent exactement dans ce cadre;

ii) grace au lemme II-5 du présent article nous pouvons prouver de nouveaux
résultats sur 1a contrblabilité et les perturbations de systémes non linéaires
généraux.

Le lemme I1-5 évoqué plus haut n’est qu'une conséquence triviale d’un résultat
récent de [4]. En conséquence, nous pouvons dire que ce papier ne contient pas réel-
lement quelque chose de neuf, cependant, nous allons voir que la juxtaposition de
ces résultats connus permet d’obtenir aisément des conclusions significatives. Par
exemple, nous obtenons le résultat suivant:

« Pour tout systéme de la forme:

dz

a;:g(m)—!—ulfl(w)—{—ugfz(x), zeR", s eR, #, €R

il existe des perturbations arbitrairement petites f; et f2 de f* et f* telles que pour
tout compact € de R~ le systéme perturbé:

9@ _ @)+ nf@ + wi@), weRs

dt
(*) Entrata in Redazione il 29 settembre 1973.

7 ~ Annali di Malematica
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soit contrdlable sur € par des commandes de module inférieur & A.; la constante 1,
dépend du compact C».
Ce résultat s’interprete de la facon suivante: supposons que ’équation différen-
tielle:
dx

i g(x)

représente ’équation du mouvement d’un systéme dynamique en I’absence de tout
contrdle, et que 1’équation compléte représente le systéme contrdlé: f1 et f2 repré-
sentent le type de forces qu’il est possible d’appliguer au systéme, les controles u,
ot u, représentent enx Iintensité avec laquelle on applique ces forces. Les forces f!
et f2 étant réalisées 4 ’aide de cerfains dispositifs « fabrigués », il est clair qu’en jouant
sur le procédé de fabrication il est possible de transformer f* et f* en f et /2, pourvu
que ¢ ne soit pas trop grand. Cerésultat affirme donela possibilité de contrdler presque
tous les ssrstémes sur un ensemble compact pourvu que l'on puisse appliquer des
forces suffisamment grandes.

Le plan de cet article est le suivant: le premier paragraphe est consacré & la de-
seription de la méthode que nous proposons, pour bien Pillustrer nous donnons un
résultat sur les perturbations non linéaires des systémes linéaires; ce résultat est
une petite amélioration du théoréme 4 de P’article [1]. Dans le deuxiéme paragraphe,
nous proposons quelques notations sur les systémes non linéaires et nous énoncons
deux lemmes; le deuxiéme de ces lemmes est un exercice facile sur I'inégalité de
Gronwall. Dans le dernier paragraphe, nous démontrons des résultats de deux types;
les premiers sur la possibilité de controler par des contrdles de type spécial (Bang
Bang, différentiables, périodiques, ete.) les seconds sur les perturbations de systémes
non linéaires. Notre proposition IT1-3 peut &tre considérée comme une extension au
cas non linéaire du théoréme 8 de [2].

1. — La méthode.

Les notations curieuses gue nous allons introduire ic iseront justifiées par la suite
lorsque nous les appliquerons aux problémes de contrdle. Pour faciliter le lecture
nous donnons entre parentheéses la signification intuitive.

Soit U un ensemble {(les commandes admissibles), désignons par:

R:. U~ R

une application de U dans BE* (c’est Iapplication qui & la commande % associe la
réponse). Un inverse & droite local sera une application:
Uy O,— T

ot 0, est un voisinage ouvert et borné du point z, et ol application Zo%, de R"
dans lui-méme est ’identité.



PavoL BrRUNOVSKY - CLAUDE LoBRY: Controlabilité Bang Bang, etc. 95

Soit ¢ une application de U dans lui-méme (I’image ¢(U) est 'ensemble des com-
mandes spéciales) et enfin une application:

%: U - R
(qui représente la réponse & un systéme perturbé).

I-1. LEMME. ~ Soit ¢ un compact contenu dans Pintérieur de 'image de #. Sup-
posons qu’en tout point de € Papplication # admette un inverse 4 droite loeal, il
existe alors un réel ¢(c) strictement positif ne dépendant que de C tel que si:

i) pour tout # de C P’application =éoqyoﬂllm est continue;

il) on a la majoration:
[Ropoo(y) —yl<elc); yel
alors 'image de 2 contient C.

DEMONSTRATION. — (’est une conséquence immédiate du théoréme de Brouwer.
Soit un recouvrement fini de € par des boules fermées:

Bz, 0., 1=1,2,..,p
telles que la boule fermée de rayon double:
B(x,, 20,)
80it contenue dans ’ouvert 0., Soit:
e(e) = Min (g1, 02y +.+y 00) -
Pour tout x dans la boule de centre x; et de rayon g, I’application:
yp(y) = o+ y—?z’owo%,(y)

est une application continue (condition i)) définie, par construction du recouvre-
ment, sur les boules, et d’apres la condition ii), nous avons:

vy —w)| <lo—a] + [Fopoe(y) —y| <20:.
L’application ¢ admet done un point fixe y, qui satisfait naturellement:
r= éoqm%mi(yo) .

Ceci prouve que z est dans I’image de éocpo@/ws, le lemme est done prouvé.
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Nous nous proposons maintenant d’illustrer ce lemme en I’appliquant & 1’exemple
suivant de la perturbation d’un systéme linéaire.
Nous considérons le systéme standard:

(1) Z—f:A(t)m—{—B(t)u; reR"; ueRe.

Pour ne pas compliquer sans raison les démonstrations nous supposerons que p =1
et que les applications ¢ — A(f) et ¢t — B() sont continues; la généralisation & p
arbitraire et & des applications localement intégrables est immédiate.

Premiére étape. — Nous appelons U Iensemble des applications %, intégrables
de [0, T] dans R. A toute commande % de U, et & la condition initiale X (0) =0,
correspond une réponse Z(%) définie par la formule classique:

T
*) ) = (1) [ ¢4t By 20yt
0

Supposons le systéme (1) complétement contrblable, done que Z# est surjective: de
la formule ci-dessus nous concluons alors gue ’ensemble:

{¢(T)Of¢—1(t) Baut)di; %e U}

est Pespace tout entier.
Il existe donc n instants:

0<t<t,<..<b;<..<tu<T

tels que les vecteurs:

soient linéairement indépendants. Par suite, on peut choisir « strictement positif
et suffisamment petit de maniere & ce que les intervalles [t;,,4 «] ne se recou-
vrent pas, [t.,f,+ o] soit contenu dans [0, T] et les vecteurs:

tito

Wo=g() [ ¢ ) Rs)ds  i=1,2,...,m
t:
soient indépendants.

(*) Naturellement ¢(f) désigne la résolvante du systéme dx/dt = A(f)x.



Pavor BRUNOVSKY - CLAUDE LoBRrY: Controlabilité Bang Bang, eic. 97

Soit # un élément de R*; & » nous associons 'unique n-uple (£(x), £x(2), ..., E.(@))
défini par:

A z enfin, nous associons la commande %,(x) définie par:

Uo(x)(t) = &;(w) 81 <<+, 1=1,2,...,n

U(2)(t) =0 sinon.
Lapplication ¥z} est, par comstruction, un inverse & droite de Z. On a:
RoUy(x)=u; ze R

Deuziéme étape. — Nous appelons A-commande une commande dont le module
est inférieur & A, une A-commande B. B. une commande dont le module est pour
presque tout ¢t égal 4 A, Nous allons définir une application (p,’; de V’ensemble des
A-commandes continues par morceaux dans Pensemble des A-commandes Bang-
Bang. Soit % une A-commande, continue par morceaux, discontinue aux points:

0=t <ly<<...<h<...<tlp=1T

prenant la valeur «, sur Vintervaille [¢,,7,,;]. Soit 5 un réel de la forme 1/r avec »
entier. On partage I'intervalle [0, T en » intervalles de longueur 1. Cette parti-
tion définit une partition de 'intervalle [t,,¢; 4] en un certain nombre d’intervalles;
soit I un de ces intervalles, Par construction, sur I la commande % vaut u;, avee:

Jug <A .
Nous partageons 'intervalle I en deux intervalles I; et I, tels que:
AULL) -+ (— DUL) = 2.U(T)

(ot I(I), UI,) et I(I) désignent respectivement les longueurs de I,, I, et I) ce qui
est toujours possible. Nousremplageons la commande % par la commande qui vaut + 4
sur I; et — A sur I,; nous procédons ainsi sur chaque intervalle I et 1a commande
¢,’7‘(%) ainsi définie est bien une A-commande B. B. Nous illustrons sur la figure 1
en annexe la eorrespondance %-Npg(%) dans un eas particulier.

Troisiéme étape. — Nous introduisons le gystéme perturbé:

(2) % = A(t)x + B(t)u -+ glt, v, u)
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Fig. 1.

et nous supposons que 'application g est continue, bornée par M, localement lipschit-
zienne par rapport & . Désignons par:

2
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la réponse 4 l'instant 7' (toujours depuis la condition initiale: #(0) =0). De 1’iné-
galité de Gronwall on déduit la majoration:

(3) | (W) — R < M exp [K,, T]

ol la constante K, ne dépend que de I'application f-> A(f).
Nous disposons maintenant de tout ce qu’il faut pour énoncer et prouver la:

I-2. PROPOSITION. — Supposons que le systéme (1) soit complétement contrd-
lable. Soit:

g: RxR*xXR-—R»

(t, w) u) = g(t7 w’ ’M/)

une application continue, bornée, localement lipschitzienne par rapport & ». Pour
tout compact € de B~ il existe un réel 4, tel que le systéme perturbé (2) contienne ¢
dans Pensemble de ses états aceessibles & partir dePorigine par des A,-commandes B. B.
constantes par morceaux.

DEMONSTRATION. — Soit B(0, g) une boule de R” contenant € dans son intérieur;
la restriction & B(0,2p) de 'application %, construite a la « premiére étape » définit
évidemment pour tout point de ¢ un inverse 4 droite local de #. Le lemme I-1 s’ap-
plique done, et dans ce cas, on a naturellement ¢(C) = p. La commande %,(x) est
une K,p-commande continue par moreeaux, ol K, est 2 fois la norme de Yapplica-
tion linéaire:

£ —> (El(w)! 52(37)’ saey En(a}'))

définie & la « premiére étape », done elle appartient au domaine de définition de %Kz@
et par suite, 1a formule:

K0, g
Pn o,

a un sens; il est clair que Papplication ci-dessus est continue, le point i) du lemme I-1
est satisfait. On a maintenant & majorer la guantité:

| Fo 2ot y(m) — |
que nous décomposons en la somme:

| B0 0 ly(w) — RogF2olly(ar) | + |Rog2oy(z) — RoUy(a)] .

7



100 Pavor BRUNOVSKY - CLAUDE LoBrY: Controlabilite Bang Bang, ete.

D’apres la « troisiéme étape » on a la majoration (3):

(3) | ty()) — R0 Uy(w)) | < M exp [y, T]

avee: M = sup {g(t,z, u); {CR; 2c R"; ucR}.

La quantité M exp[K,, 7] ne dépend pas de g, nous pouvons donc toujours sup-
poser que celui-ci a été choisi plus grand gue M exp[K,, T}, ce que nous faisons.
Le rayon ¢ étant maintenant fixé, de la définition de I’application ¢, il est aisé
de se convaincre que:

21@0194?52%@0(3”) — RyoUo(w) H <h(n)

ot la fonetion A{y) tend vers 0 avee %. On choisira done %, tel que:

<.
Comme nous avons:

K. TM - 7L(170)<g + 2

le lemme 8’applique et nous pouvons affirmer que ’image de:

oo,
eontient le compact €. On pose:

A= H,p

et 'énoncé de la proposition n’apparait plus alors que comme une reformulation de
I'inclusion:

Cc é(?”ﬁze(%o(B(O’ 2@)))) :

I-3. REMARQUES. — En supposant sur la ¢ perturbation » g{t, z, ), non plus une
majoration globale mais des conditions de Lipshitz globales, on obtiendrait des iné-
galités d’un type différent de (3) qui conduiraient & des résultats anlogues & ceux
de [1] et [9].

Dans le cas olt {-> B(f) ne serait pas continue, il suffirait d’infroduire & la « deux-
iéme étape » une approximation (au sens de la convergense en moyenne) continue.

Cette proposition est une petite amélioration du théoreme 4 de Particie [1] en
ce sens, que nous affirmons (ce qui découle de la construction) que les A-commandes
B.B. qui permettent de controdler le systéme peuvent etre choisies constantes par mor-
CoqUT .
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II. — Généralités sur les systdmes non linéaires.

Nous commengons par rappeler des notations trés classiques. Un systéme non
linéaire est défini par 'éqnation:

dz

(1) a7

= f(x, ) ; ze R, we R .

Les valeurs du paramétre de controle u appartiennent & une partie £ de Er et une
commande admigsible est une application localement intégrable &4 valeur dans R.

II-1. DEFINiTION. — Une F-commande est une application localement intégrable
d’un intervalle I dans E. Dans la suite nous utiliserons les ensembles:

»
E=1O ={(u1,u2,...,'ltp)ER1’; w;>0; > u = A},

i=1

=0, BB = {(ul, Uy ooy Up) € L3 uie{(}; )}} ,

-E - 'QQZ — U Qv .
oy

Soit:
.10, T1—E

une E-commande. La réponse & cette E-commande:
t—>a(t, %, 1), O0<i<T
est, par définition, la solution du probléme de Cauchy:

d
o= fla, (1)

z{(0y=20.

Cette solution n’est bien définie que si la fonction f satisfait un certain nombre de
conditions de régularité classiques qui, dans eet article, seront toujours entrainées
par des conditions beaucoup plus fortes.

L’ensemble des états accessibles & Vinstant 7 est ensemble de toutes les réponses
possibles aux E-commandes définies sur Pintervalle [0, T1; on le note: A(T, K, f);
cette notation rappelle qu’il $’agit de E-commandes, et que Péquation d’évolution
est définie par f. On a donc:

A(T, B, f) ={a(T, %, {); % LY([0 T, B)}.
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L’ensemble des états accessibles est la réunion pour 7' positif des états accessibles
& Pinstant 7'; on le note A(E, f), done:

A{Ey .f) :TQBA(T, Ea f) .

Nous considérerons des systémes particuliers que nous définissons maintenant.

II-2. DEFINITION. — Un systéme «semi linéaire» (cf. [3]) est un systéme oi le
parametre de contrdle entre de facon linéaire, c’est-a-dire un systéme de la forme:

2 dm.ﬁ. 0 S i .
(2) 7 =M@+ 2wl

i=1
lorsque la function f° est identiquement nulle, on dit que le systéme est « homogéne ».
Dans cette définition nous incluons les conditions suivantes:
i) les applications f*; ¢=0,1, ..., p sont de clasge C%;
ii) les solutions de (2) sont définies pour toutes les valeurs de ¢

Nous allons maintenant définir la notion de systéme semi linéaire homogéne en
position générale. Cette derniére appellation est justifiée par le fait que ¢« presque
tous » les systémes homogénes sont en position générale (voir: [6], [7).

I1-3. DEFINITION. — On dit que le systéme semi linéaire bomogene (3):
dr 2 A
3) G=2uf@);  wek,
i=1

est en position générale si la dimension de 1’espace vectoriel des valeurs au point
des éléments de Palgébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs f* est égale a n,
ce, pour tout » de R~

1I-4. — Nous allons nous intéregser aux systémes semi linéaires homogénes en posi-
tion générale. Soit done:

ar
5= fla, w) = Zﬂ jil®

Nous définissons pour commenecer I’ensemble U comme I'ensemble des £2;-commandes
définies sur un intervalle [0, T]; T e R*. Par abus de notation nous désignons simple-
ent par: # au lien de #: [0, T1 - £;, une telle commande, et nous notons sim-
plement:

RU) = (T, %, ) .
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L’image par ’application Z de ’ensemble U est done par définition ’ensemble A(£2;, )
des états accessibles pour le systéme semi linéaire homogene défini par:

fa, u) = %u:-f’(w) :

Nous allons montrer que Papplication # posséde un inverse & droite local (aun
sens de I) et de plus, nous allons voir que cet inverse & droite local prend ses valeurs
dans Densemble des Q; B.B.-commandes ayant un nombre fini de discontinuites; préci-
ément nous énougons le:

I1-5. LeMME. — Soit un systéme semi linéaire homogéne (3) en position générale.
Pour tout # appartenant & Pintérieur de I’ensemble Z(U) il existe:

i) Une £, B.B.-commande ayant un nombre fini de discontinuités notée: %,
U: 10, T)y—>R";

ii) Une suite 4y, %,, ..., %, d’éléments de P’ensemble {1,2,..., p}.

iti) Un difféomorphisme local au voisinage de x prenant ses valeurs dans:

(10, + o0))m
71 O, (10, + o0) )"
Y —>1@) = (T(y), )y ooy 7Y, .o, THY))

tels que la £, B.B.-commande %,(y) définie par les relations:

USYYE) = (thay Ugy coey Wiy vuny Up)

pour:
i i+l
T+Z?k(y)<t<T+ PRAOE j=0,1,...,n—1
k=0 k=0
To(y) =0
avee: %, =0 sit£4;
u,: ;v Sl 7/3 /l:,'

admette pour réponse:
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Pour démontrer ce lemme nous allons utiliser les deux résultats sulvants:

R, Pour un systéme semi linéaire homogéne 'ensemble A(2,B.B., f) des états
accessibles par des commandes Bang Bang ayant un nombre fini discontinuités
est dense dans I'ensemble des états accessibles par des #;-commandes quel-
conques. Ce résultat est une conséquence de ce que % est 'enveloppe convexe
de £, B.B. On peut en trouver une démonstration dans [3] ou [8].

R, Soit le systéme semi linéaire (3) en position générale. Désignons par:
{t, @) > fi(2)

le groupe & un paramétre de difféomorphismes de R” engendré par le champ
de vecteur f* qui, de par la définition myme d’un systéme semi linéaire, est néces-
sairement complet. Quel que soit » dans R et quel que soit le voisinage 77,
de x il existe deux suites:
7:171:2,...,7:,',...,1.,‘; iie[l,,?,...,p]
0 40 0 0.
080, ey 8y 82 >0

telles que:

i) Papplication de RE* dans E*:
tiytay ooy tar> i 00 fi2o fii(m)
soit difféomorphisme local au voisinage du point:

0,10,y 10
ii) 'image du point:

o 40 0
bistaseees by

appartienne au voisinage 7", du point x.

On peut trouver une démonstration de ce résultat dans [4].

DEMONSTRATION DE LEMME II-5. ~ Commencons par remarquer qu’il n’est pas
restrictif de supposer que A==1 en raison de la relation:

o(T, U, f) = o(T|4, A, [)

toujours satisfaite par les systémes homogénes. Dans ces conditions, si on se donne
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deux suites:
PN Y i;€(1,2,...,p)

ti,bay oy tey  LERT

et si on définit la commande:
q
:[0, Yu|~ 2 BB
F=1

par les relations:

J—1
Uty =1, Ztkgtk<2tk

=1 k=4

alors, par construction:
o St 1) = fiofisonnofite

(toujours parce que le systéme considéré est homogéne).
Le régultat R, appliqué au systéme semi linéaire:

—oﬁ—zzui(—ﬁ(w)), e R"

=1

qui Iui aussi est en position générale nous montre que si ¥7, est un voisinage ouvert
du point « contenu dans Z(U) il existe deux suites:

P PO P i;e[1,2, ..., p]
fiytay ey biy iy tyy 4,0
telles que:
i) Papplication:

tl, t27 aeey tﬂWthﬂO...OfEtnofﬁta(x)
soit un difféomorphisme local an voisinage du point:

0,8, ey 1)
ii) le point:
Yo = ﬁ‘z;°-~°fi—2tg°fi—ltg(x)

appartienne au voisinage 77, du point «.
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Soit ¥7, un voisinage ouvert de y, sur lequel 1'application inverse de:
bigtay ey tn"’f?}tn““oiﬁtﬁfﬁtl(m)

est défine et est de rang maximum, D’aprés le résultat R, il existe une commande
econtinue par morceaux:

%3: [0, Z] - Ql B.B.

dont la réponse appartient & ¥°, N ¥ . Puisque le point 2(T, %,, f) appartient & ¥~
par construction, il existe une suite de réels strictement positifs:

0 0 9
Tis Tayeery Ty
tels que:

w(L, %, f)= fi’.’,;o“.off’irzoﬂi,g(m)
et, d’autre part, application:
tiy by ooy bar> firoLL ofof i (@)
est de rang maximum » au point 73, 73, ..., 75. Del’égalité ci-dessus nous obtenons que

T = ﬂ‘.;o]‘:*gooﬂ”:(w(!, _”2_1, f)) 3
et 'application:
tiytyy ooy tai>fiiof o, of i (2(T, %, 1))
est également de rang maximum au point:

g 0 (1]
T1y Tay -9 Ty

dont I'image est ». Il existe donc un ouvert (¢, contenant x, une application dif-
férentiable:

Y>TY)y Ta()y ooy Tal¥) ; T(y) >0, Ta(y) >0, ..., T.(¥) >0,

définie sur 0, telle que:
fawotiwme--olan@(, 4, 1)) =y .
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De la remarque faite au début de cette démonstration, nous concluons que la £2,B.B.-
commande %,(y) définie par les relations:

Uy (F) = X() 5 O<t<T

j=0,1,...,n—1; U E) = Uiy oy eeny gy oeey Up)

i j+1
si T4+ 2y <t<T+ 3wy
k=90 k=0
To(y) =0
avec: %y =0 $ii=1;

u;,=1 814 =14,

admet pour réponse:
A1) = o(2+ 3w, 4w, f) =

Comme on peut remplacer 1 par 4 ceci prouve le lemme.

II-6. REMARQUE.~ Lelemme précédententraine en particulier que pour un systéme
semi linéaire homogene, Pengemble deg états accessibles par des £2; B.B.-commandes
contient Vintérieur de l'ensemble des états accessibles par des £2;-commandes. Ce
résultat est énoncé dans [4]; nous n’avons fait que reprendre la démonstration de [4]
en explicitant I'inverse & droite local. Nous avons remarqué dans la démonstration
de IT-5 que pour un systéme gemi lindaire homogéne:

2T, U, fy=«(T[A 2, f),
ce qui entraine ’égalité des états accessibles:
Ay, )= A(Qg, )
et par suite, on a les inclusions:

A2, B.B., f)>Int(4(LQ;, 1)) 21>0;
A(2;B.B.,/)oInt(4(Q;,f)) A>0;
A(Q;B.B., f)oInt(4(Q,,f)) 4>0,»>0.

Nous allons maintenant établir une majoration basée sur I'inégalité de Gronwall;
pour cela, nous introduisons le matériel:
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II-7. - Soit un systéme semi linéaire homogéne:
dr 2 .
&= S u.fi(e) = flz, u)
a5

on suppose que sur un ouvert @ de R~ il satisfait les deux conditions:

i) 11 existe une constante K telle que:
@) —fwl<Kije—yl; «c0;y9el;i=1,2,...,p.
ii) Il existe une constante M telle que:

[fiz) < M ; vel; i=1,2,...,p.
Soit:

(2, u) —g(x, u)
une application continue, localement lipschitzienne par rapport & x, satisfaisant:

lgw, w) <N, xzecR* ueRe.

Soit enfin %, une £;-commande dont la réponse x(¢, %,, f) est entiérement contenue
dans 0:

z(t, U, f)e0 o0<t<T.

I1-8. LeMME. — Dans les conditions énoncées en I1I-7, pour foute commande
définie sur [0, 7] on a majoration:

i
la(t, Usy | 4 9) — 2(t, U, 1) I <;prexp [pAK(t— )] H%l(s) — Uy(s) Hds T
N
+ 37 5P (K — 1

pour toute valeur # inférieure on égale & 7, le réel v désignant I’instant ot 1e graphe de:

t>a(t, U, 1+ 9)

quitte Pensemble [0, T1x 0, 1a norme dans 'espace R# des valeurs des commandes
étant la norme du max.
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DEMONSTRATION DU LEMME II-8. — On pose:

6(3) = i{ﬁf)(t, 52/27 i+ g —a(t, U, f)ﬂ .
On a:

| jf 2(, Uy {4 9), %uls)) + 9l0lly Uy [+ 9), Ul5) —f{als, %, 1), 2(s)) ds]
0
[

5(t) < [If(a(s, sy 1+ ), %(s) —F(als, %, T+ 9), 9(6)) | ds

4

4
+ [e6s, 2., 1+ 9), a(5) — 15, 2, 1), %)) | ds

4

+ [lglots, %, £+ 9, Us)) | ds -

¢

Compte tenu des hypothéses faites sur f et g cela conduit a:

1 ((s, Uay + ), Uals)) — 1((5, %a, [+ 9), Uu(3)) | <P M| Us($) — Wi5) |
{'gf(x (8, Uy |+ v), Ui(3) ) — f(x (8, U1 1)y %1(8))I§<)‘3’K6(t);
iﬁv(w(s, Uz, |+ ), 02[2@))3{ <N,

soit:

t t
8(t)< [ApE 8(s)ds + [pM|%(s) —(6) ) ds + [N s,
] i} 0

pour toute valeur de ¢ inférieure & 7. Par un argument classique (cf. par exemple
Coddington-Levinson, I, ex. 1) on déduit de cette inégalité, inégalité annoncée
dans le lemme.

III. — Contrélabilité Bang Bang, différentiable, et perturbation des systémes non
linéaires.

Dans une premiére partie, nous allons étudier 1a possibilité de contréler un systéme
homogéne par des commandes Bang Bang ou différentiables.

Dans une deuxidme partie, nous considérons des petites perturbations d’un systéme
homogéne, et nous verrons que ces dernidres n’affectent pratiquement pas la contro-
labilité, puis nous envisagerons la contrédlabilité des systémes non homogénes en
considérant ces derniers comme des « perturbations» d’un systéme homogéne.

8 —~ Annali di BMatematica
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III-1. ProposiTioN (KRENER [4]). — Pour un systéme semi linéaire homogéne
en position générale, I'ensemble des états accessibles par des £; B.B.-commandes
continues par morceaux contient I'intérieur de I’ensemble des états accessibles par
des ;-commandes, ou encore des £2_;-commandes, soit les inclusions:

A(Q;B.B., f)oInt(4(2, 1),
A(2;B.B., f)oInt(A(Q, f)) -

DEMONSTRATION. ~ Nous n’avons fait que rappeler pour la commodité la re-
marque II-6.

TI1-2. DEPINITION. — Soit une suite diseréte:

tiy Bay oony Bny one
de nombres réels, une suite:
iy Qoyovey Bny oen

de vecteurs de B*. On dit qu’une commande % satisfait les conditions « ponctuelles »
ci-dessus lorsque pour tout entier n on a:

U,) =a, .

Une telle condition n’a naturellement de sens que si on s’intéresse 4 des commandes
continues.

ITI-3. PROPOSITION. — Soit le systéme semi linéaire homogéne:

en position générale. L’ensemble des états accessibles par des 2 ;-commandes dif-
férentiables satisfaisant un nombre fini de conditions ponctuelles:

%(ti):ai, (tiG.QgJ, i:1,2,...,m

contient 'intérieur de ensemble des états accessibles par des £2;-commandes quel-
congques.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION III-3. — Pour simplifier les écritures, nous
allons supposer qu’il n’y a qu'une seule condition ponctuelle & satisfaire, soit par
exemple:

A0y = (3,0,0,0,...,0).
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Pour compact ¢ du lemme I-1, nous choisissons un compact réduit 2 un unique point x
choisi dans Pintérieur de I’ensemble A(L2;, f) des états accessibles par une commande
quelconque. D’aprés le lemme II-5, il existe un inverse local: #, défini sur un voi-
sinage @, du point x; nous pouvons toujours restreindre @, & une boule fermée de
centre ret derayon ¢ L’image par’application 7 (défine dans I’énoncé du lemme I1-5)
de cette bouie ert un compact de (RH)». De ceci, nous pouvons conclure que les com-
mander %,(y) ont leur intervalle de définition contenu dans un intervalle {0, 7] indé-
pendant de y dans 0,, qu’elles ont un nombre fini de discontinuités, disons r, et inter-
valle qui sépare deux discontinuités successives a une longueur minorée par « > 0,
o étant indépendant de y dans @,. Prolongeons la commande %,(y) & l'intervalle

[0, T] par 0. L’application:
(g, 8) > a(t, 2(y), )

définie sur 0,X [0, T'] est continue, son image F donc un compact. Soit @ un ouvert
borné contenant ¥ et £ la distance entre F et le complémentaire de €.

Soit K une constante de lipschitz valable pour tous les f' sur Pouvert ¢, M une
une constante majorant tous les f* sur ¢. Nous sommes en mesure d’appliquer les
deux lemmes, I-1 et II-8.

Nous choisissons le réel positif y de maniére & ce que:

i) u<ie,

ii) TAp M exp [pAKT]u(r + 1)< 3§,

iii) TApM exp [pAK T u(r+ 1)<e(0),
iii) TApM exp [pAKT u(r 4+ 1) <e(0)

ol ¢(0) est le réel défini an lemme [-1.
Nous désignons par:

Pumet R=> 0455 1<n<gp, I<m<y
une application différentiable ayant les propriétés suivantes:

E<T = Prpslt) = (0,0,..., 4, 0,...,0)
e
n-idme place

t> T4 g > Gpua(t) = (0,0,...,4,0,...,0)
[ ——,
m-iéme place

une telle fonetion existe de maniére évidente.

Nous assoeions, pour terminer, & la commande %,(y) 12 commande qo(ﬂllw(y)) définie
ainsi: nous avons vu que la commande #;(y) est une A-commande Bang Bang ayant
exactement r discontinuités; cette O, B.B.-commande est done parfaitement carac-
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térisée par les r instant de discontinuité:

Toy Tiy Tay ooy Tig ooy Ty

Ti— T3>0, t=1,2,...,r
et les » nombres entiers compris entre 0 et p:
TiyBgy eeny br

indiquant la composante de %, (y) qui est égale & 4 sur Vintervalle: [7,_,, 7.}, 7, étant
par définition Pinstant 0. Par définition, la commande ¢(%,(y)) est définie par les
relations ci-dessous:

T0<t< TO—}—,u = 9”(%90(?/))(75) - (pl.il(t)
Toen <<ty = p(UP)E) = L)1) = (0, ..., 4, 0,...,0)

et ieiammnt!
i;-iéme place

U1 u << T = (X)) = L)) = (0, ., 4,0, ..., 0)

L<t<Tiu = Q%)) = @450
T,<? = 99(%3:(?))“) = %w(?/)(t) = (09 reey ‘2*9 09 cery O)

PO —
ir-iéme place

Cette construction est possible pour tout y de ¢ car la constante u satisfait la eon-
dition 1i).
Nous appliquons maintenant le lemme I-1 avee:
R=%X,

soit:
U—>RU) = 2(T, %, ).

L’application:

Y —Ropoll(y) = a(T, p(Z.9)), f)
est clairement continue; majorons:
|[Zopoti(y) —y

80it encore:

“w(Ts (%)), f) — (T, Uy), )] -
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D’aprés le lemme I1-8, on a pour ¢ inférieur & v:

i
[2(t, @@(2(9), 1) — 2(t, 29), 1) | <p M | exp [p2 K (1 5)][9(%aly))(5) — Za9)(s) | ds ,
0

soit, puisque ¢(%.(y)) et %.(y) sont des commandes de 2_; qui différent sur un ensem-
ble de mesure au plus égale & (r+ 1)u

(1) lo(t, ¢(%(), 1) — 0lt, Za®), 1) <2TApM exp [pAETIp(r+ 1),

done, en raison de la condition ii) sur u:

(2, p(20), ) — a(t, Z.9), )| <3E

ce qui montre que, pour tout £ de [0, T] le point: x(t, o(%.y)), f) appartient & 0,
done que 7 =T dans le lemme II1-8, donc Pinégalité (1) est vraie pour i=1T,; la
condition iii) sur p entraine alors:

| Bogott (y)—y | <e(C)

D’aprés le lemme I-1, la proposition est démontrée.

Les propositions I1I-1 et II1-3 sont fausses si on remplace Iensemble des états
accessibles par ensemble des états accessibles & Vinstant T (voir [2] p. 260). Par
contre, on a la:

I111-4. PROPOSITION. — Soif le systéme semi linéaire homogéne:

dr 2 )
G = 2l = fay u

en position générale. L'ensemble des état accessibles par des £, B.B.-commandes
% Vinstant 7 -4-& ou, par des £ 21-commandes différentiables satisfaisant des
conditions ponctuelles, contient l’intérieur de ’ensemble des états accessibles par
des £2;-commandes & Vinstant T, soit:

A(T+ &, 2. B.B., f)> Int{A(T, 24, 71)) .

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION III-4. — On considére 'espace «angmenté »
R" et dans cet espace le systéme:

ax

v
T Fx Z “(X) 5 X = (2, ©py1)
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Ce systéme est également un systéme en position générale,
Désignons par @ la projection canonique:

. +1
7w Rt >R,

(@) Bnyi) >
et par H, le plan de R*tt défini par:
Hp= {(v’”y Bnia)} Tugr= T}'
On a évidemment la relation:
a{A(Q,, F)NHy) = A(T, 2,,f) -
Bi x est un point intérieur de A(Z, £2,,f) le point:
X = (2, T+n),

est un point intérieur de A(L2,, F) dés lors que % est choisi assez petit. A partir de
ce point, il suffit d’appliquer la proposition ITI-1 (resp. I11-3), pour obtenir le résultat.

III-5. — Nous considérons maintenant le probléme de la perturbation d’un systéme
homogéne; nous considérerons ici des commandes ol le paraméftre A est fixé une fois
pour toutes. Le seul résultat que nous proposerons sur cette question est le suivant;
comme il a été remarqué au paragraphe I, d’autres types de ma jorations peuvent
étre envisagés pour la fonction perturbatrice g.

I11-6. PROPOSITION. ~ On considére un systéme semi linéaire homogéne en posi-
tion générale. Pour tout compact C contenu dans I'intérieur de ’ensemble des états
accessibles par des £2;-commandes quelconques, il existe un réel strictement positif
tel que pour toute applieation:

g: R*x R»— R",
continue, localement lipschitzienne par rapport & o satisfaisant Pinégalité:

glo, )< p ; zeR*, ucR?;
Pensemble:

A(*QM f+ g) s
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des états accessibles du systéme:

dx , 2
= = 1@, w) + glw, v Z (z) + g(=, u)

contient le compact C.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IT1-6. —~ Nous choisissons des inverses locaux,
comme ils sont définis dans le lemme II-5.

%:(y): [0, t(y)] — 2. B.B.

On peut toujours supposer que les voisinages 0, sont des boules B(xz, o) compactes
centrées en z. Soient wxy, @, ..., %, les centres d’un recouvrement fini de C par des
boules de rayon moitié et soit ¢(C) le plus petit de ces demi-rayons. Toutes les com-
mandes:

@'m,(y) H yeB(®i, 0:) 3 t=1,2,..., ¢,

ont leur intervalle de définition [0, ¢,(y)] contenu dans un unique intervalle [0, T'7;
nous convenons de prolonger la commande %, (y) au-dela de la borne supérieure de
son intervalle de définition ,(y) par la valeur 0. Chaque point de O est done la réponse
pour le systéme non perturbé, & une commande de la forme:

Uy): [0, T]— £2,B.B.

Par un argument de compacité évident, on voit que toutes les trajectorires du systéme
non perturbé, conduisant & ces points (et correspondant aux commandes particuliéres
ci-dessus) sont contenues dans un méme ouvert borné €. Sait o« > 0 la distance du
complémentaire de ¢ & Pensemble des points situés sur les trajectoires en question.
Soit enfin K une constante de Lipschitz valable pour chaque fonction f¢ sur ’ouvert
borné 0.

D’aprés le lemmme I1-8, on a la majoration:

Hm(% UAY)y ) — @7, Ualy)s |+ 9) i< K?L [exp [pK7A)—1]

oit 7 est comme dans II-8 le premier instant ol le graphe de la solution perturbée
quitte @xJ0, T]. 8i on choisit:

n<ne=§xpKi[exp (pKAT)—1]™"
on 3 alors: v =T, et par suite, puisque #,(y) est inférieur & T, I'inégalité:
¥
Hx(tv(m)y UAY)y f) ”’”(tw(y)y UY), f+ g) ” Q}%}[ [exp (pKﬂ.T) —1]

est valide pour toute commande %, (y).
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Nous allons appliquer le lemnme I-1. Posons:
U = ensemble des £;-commandes définies sur [0, f]; t<T

F: UrsRe
02/;_.;3?(%) :x(ty %7 f) 3

gp: U= U
U U,
,%: U Rn

U > BU) = x(t, X, f - g) .
La premiere condition requise, & savoir que 'application:
o> Bogoll,(y)
soit continue pour chaque w est clairement satisfaite; il reste 4 majorer:
[Fogo.(y) —y]
qui, par construction, est égale a:

lo(ta(y), %), 1+ 9) —2(ty), Zw), 1)) -

Done:

o~ A
\R o oW (y)—yl <K [exp (pKAT)—1],

la proposition découle done de I-1, si:
y<min {n,, e(C) pKA [exp (pKAT)—1]"}.

Remarquons que la proposition précédente est encore valable si le systéme semi
linéaire est défini non plus sur R* mais sur une variété; tous les arguments utilisés
ont toujours été de nature locale lorsqu’ils étaient « différentiels » ou alors pure-
ment topologiques. Ceci nous permet d’énoncer un corollaire:

IIT-7. ComroLraIRE. — L’ensemble des systémes semi linéaires complétement
contrdlables (i.e. dont les états accessibles par des £, B.B.-commandes remplissent
tout I'espace) sur une variété compacte M est un ouvert pour la C, topologie.

Cet ouvert n’est pas vide, car, d’une part, presque tous les systémes symétriques
(i.e. quel que soit ¢ il existe j tel que: f/=—7f?) sont complétement contrdlables,
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et d’autre part, sur les variétés riemanniennes compactes, les systémes « conservatifs »
{i.e. tels que chaque f’ soit conservatif) sont presque tous complétement conirbla-
bles (voir [6], [7], {9]).

Nous allons maintenant supposer que la fonction g qui était le terme de pertur-
bation, done réputée petite, est maintenant donnée et non petite; nous pouvons
cependant la faire apparaitre comme petite si dans le systéme non homogéne:

dz 2 i
= = 0@, u) + 3 ufi(@)
i1
la partie homogene:
D
zuifi(x) s
i=1

peut étre considérée comme grande; ceci sera le eas si nous n’imposons pas de borne
a priori sur les commandes. C’est cette simple idée qui guide le caleul qui va suivre.

II1-8. PROPOSITION. — Soit:

1

de & .
G = 2 wd ) = fl, w)

un systéme semi linéaire homogéne en position générale, ef:

g: R"x R*— R~

(@, u) —>g(@, u),

une application continue, localement lipschitzienne par rapport & z et bornée. Soit €
un compact contenu dans I'ensemble A(£,,f) des états accessibles pour le systéme
homogéne par des Q,-commandes. Il existe alors un réel 4, tel que pour tout i>7,
le compact O soit contenu dans Pensemble des états accessibles du systéme non
homogéne:

dx

y 4
¥ g, w) -{—igluifi(m) = f(x, u) + g{w, u) , pour des {2;-commandes .

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IIT-8. — Comme dans la démonstration
de III-6, nous choisissons des inverses locaux:

UaAy): [0, ta(y)] > 2, B.B.

De méme, nous supposons qu'ils sont définis sur des boules compactes de centre x
et de rayon g. Comme précédemment, soient x,, 4,, ..., @, les centres d’un recouvre-
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ment fini de € par des boules de rayon moitié et soit, enfin, ¢(0) le plus petit de ces
demi-rayons.

Maintenant, nous allons remplacer les £y-commandes Bang Bang %,(y) par des
2,-commandes Bang Bang en posant:

Lanly)(t) = MLoly) (;) o oxug™Y

Puisque le systéme défini par f est homogéne, on a:
t.{1
&x (“-i’yl)a (%ﬂx(y); f) = 'T(tl(y)y UY), f)*

Comme dans la démonstration de III-6, soit ¢ un ouvert borné ontenant toutes
les trajectoires du systéme mnon perturbé correspondant aux commandes %,(y),
prolongées par 0 sur Jf.(y), T]. Soit K une constant de Lipschitz valable pour tous

les fi sur 0 et N = max g, u); avec les notations de II-8, on a:
»eR™
N

T
lo(r, 210, -+ 9) (e, ), )| <3 [exp (r223) -1}

car toutes les commandes #,,(y) sont définies sur [0, T'/1]; done:

S| b

N
!gx(fs %lw(?/)) f -+ g) —x(r, %)v-v(y): f)ﬂ <5 X p*K[GXP (}’KT)—U .

La quantité N/pK [exp (pKT)—1] ne dépend que de f, g et du compact O, done
en prenant A assez grand, la norme:

H.’L‘(‘[, %lx(?/)yf“‘l" g) ww(T: {/lex(y)ﬂ f) U

peut étre rendue arbitrairement petite. A partir de 13, on procéde comme dans la
démonstration de III-6.

I11-9. — Nous allons conclure en prouvant le résultat de l'introduction. Soient
dans R" denx fonctions: f* et f2. On sait qu’il existe (voir [6], [7]) des fonetions f:
et f2 arbitrairement proches de f* et j* telles que le systéme:

%;E: ulj:(ﬁﬁ) -+ %zﬁ(%) -+ ug(‘—-ﬁ(ﬂ?)) T u4(_fz(m)) !

soit complétement contrdlable par des 2, B.B.-commandes. Soit maintenant une
fonction: x —g(x) définissant la dynamique d’un systéme en Vabsence de tout
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contréle. La proposition ITI-8 signifie que pour tout compact C il esiste A, tel que
pour tout A> A, le systéme guidable obtenu en rajoutant & ’équation du « mouve-
ment libre »:

dx
7= 9@

la partie homogene définie plus haut; soit:

3‘?-: g(@) + w1 (@) + wa f2(2) + us(— (@) + u(— (@)

contient € dans Pensemble de ses états accessibles.
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