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Mnohí, ktorí sú len okrajovo oboznámení so súčasnou teóriou obyčajných diferen
ciálnych rovnic, predstavujú si ju ako do seba uzavretú disciplínu, v ktorej závažné 
problémy všeobecného charakteru boli dávno roznesené a v ktorej aktivita sa dnes 
zameriava na studium jednotlivých typov rovnic klasickými metodami, vyvinutými 
v minulom storocí. 

Hoci nemožno poprieť, že velká časť aktivity v obyčajných diferenciálnych rovniciach 
sa skutocne takýmto smerom zameriava, je tento obraz prinajmenej neúplný. Naopak, 
v lone teorie obyčajných diferenciálnych rovnic vyrástlo v poslednej době niekolko 
teorií silné používajúcich metody modernej matematiky a majúce čo povedať aj iným 
matematickým disciplínám. Mojim cielom je vyložiť stručné vývoj jednej z teorií, v ktorej 
sa intenzívně pracovalo v posledných dvoch desaťročiach a ktorej myšlienky majú 
určité širší dosah než len v samotnej teorii obyčajných diferenciálnych rovnic (napr. 
R. THOM sa s pomocou štrukturálnej stability snaží vysvetliť vytváranie foriem v živej 
přírodě, v linguistike aj v Iudskej spoločnosti). 

Diferenciálna rovnica triedy C na M, kde M = Rn alebo M jeC r + 1 varieta dimenzie 
n a r = 1, je daná vektorovým polom na M (v případe M = Rn reprezentovaným funk-
ciouf : Rn -> Rn). Riešením diferenciálnej rovnice, pre ktorú budeme používať symbol 

(R,) * - / ( * ) 

na intervale I rozumieme funkciu cp : I -> M takú, že pre všetky t e I platí d<p(í)/dí = 
=/(?(<))•**) 

Hoci problémy existencie a jednoznačnosti riešení obyčajných diferenciálnych rovnic 
boli už dávno uspokojivo vyriešené, nemožno povedať, že by bolo zřejmé, ako rovnice 
riešiť, ba je vóbec problematické, Čo pod tým třeba vóbec rozumieť. 

Naše předpoklady zaručujú, že každým bodom prechádza jediné riešenie rovnice 
(Rf) (t.j. existuje okolie I bodu t0 a riešenie <p na I také, že <p(t0) = x0). Budeme ďalej 
predpokladať, že každé riešenie sa dá predížiť na celu reálnu os (na čo sú známe dosta-

*) Přednesené na III. konferencii slov. matematikov v decembri 1971 v Jasnej. 
**) Čitatel, ktorý nie je oboznámený s pojmom variety, vystačí zváčša s představou rovnice naR". 

Ak bude nějaké tvrdenie formulované iba pře kompaktně variety, bude obvykle platné pře rovnice 
(R/), uvažované na uzavretej guli G v R", ktorých vektorové pole sa v žiadnom bode hranice dG 
tejto gule nedotýká dG. 
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tocne všeobecné postačujúce podmienky a čo je splněné automaticky, ak M je kompaktrá 
varieta). 

Na problém riešenia diferenciálnej rovnice je možné sa pozerať z dvoch extrémnych 
stanovísk: 

A. Klasický pohlaď. Najdeme „všeobecné riešenie" <p(t9 cl9..., cn), závislé od n 
„lubovolných konstant"; konstanty cí9..., cn potom vypočítáme z případných ďalších 
požiadaviek na riešenie (napr. počiatocná podmienka (p(t0, c1...9 cn) = x0 nám dává na 
určenie cx právě n podmienok). Ak by toto bolo možné, nájdením všeobecného riešenia 
by sme skutočne dostali úplný obraz o riešeniach rovnice. Ako je však všeobecné známe, 
okrem lineárnych rovnic existujú len velmi speciálně triedy rovnic, ktoiých všeobecné 
riešenie sa dá rozumné vyjadriť. 

B. Primitivné prakticistický pohlad. Keďže aj tak je prakticky nemožné poznať neko
nečný počet riešení pre kontinuum hodnot argumenta, spočítáme niektorou zo známých 
numerických metod na počítači tie riešenia v tých hodnotách argumenta, ktoré potře
bujeme. V mnohých prípadoch to skutočne dostačuje. Zastanců tohoto názoru by však 
bolo velmi lahko u mnohých úloh (Často aplikovaného charakteru) priviesť do pomykova, 
keby mal označiť, ktoré je to konkrétné riešenie, ktorého hodnotu třeba vypočítat', 
a v ktorom to má byť bode. 

Najma pri úlohách dynamického charakteru (myslíme tým úlohy, v ktorých t předsta
vuje čas a x okamžitý stav nějakého objektu) sa ukazuje, že to, čo fyzik či iný používatel 
matematiky spravidla potřebuje, sú odpovede kvalitatívneho charakteru, u ktorých ide 
o charakter reakcie objektu na impulzy zvonka (predstavujúce počiatočné podmienky), 
ktorých hodnoty nie sú vopred známe. Jednoznačnost' riešenia v tomto případe zramerá, 
že objekt je deterministický, tj. znalosť stavu systému v nejakom časovom okamžiku 
postačuje na určenie jeho stavu v Iubovolnom časovom okamžiku v budúcnosti i mi
nulosti. 

Představa takéhoto objektu našla svoj odraz v pojme (Cr) dynamického systému, 
ktorý sa definuje ako C zobrazenie cp : R x M -> M (značíme <p(t9 x) = <pt(x)) s nasle-
dujúcimi vlastnosťámi: 

1. q>0 je identita. 

2. Pre každé t e R je cpt difeomorfizmus (t.j. homeomorfizmus, ktorého inverzné zo
brazenie je diferencovatelné). 

3. Pre každé t9 s e R, cpt+s = cpt ° cps. 

Zo základných viet o spojitej a diferencovatelnej závislosti riešenia cd počiatcčrých 
podmienok vyplývá, že každá C diferenciálna rovnica (Rf) generuje C dynamický 
systém takto: q>t(x) je hodnota v t riešenia rovnice (Rf) prechádzajúceho bodom (ř, x). 
Naopak, každý C dynamický systém definuje C"1 diferenciálnu rovnicu. Je hodro si 
povšimnúť, že definícia dynamického systému má zmysel, ak R nahradíme topologickou 
grupou T (samozřejmé, vo všeobecnosti bez požiadavku diferencovatelnosti q> v i). 
Speciálně móžeme za Tvziať grupu celých čísel. Tento případ je zaujímavý aj z hladiska 
diferenciálnych rovnic, ako neskór uvidíme, a hovoří sa mu diskrétny dynamický systém. 
Vďaka podmienke 3 je jednoznačné určený difeomorfizmom (px-
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V ďalšom nebudeme rozlišovat' medzi rovnicou a jej dynamickým systémom. V pří
pade, že budeme nejakú vetu formulovať pre dynamický systém bez toho, že by sme 
zvlášť spomenuli, o aký sa jedná, bude to znamenať, že obdobné tvrdenie platí pre 
diskrétny dynamický systém. 

Orbitou (trajektóriou) bodu x nazýváme množinu {<pt(x) | t e T}. co je vlastně pro-
jekcia grafu riešenia, prechádzajúceho cez bod x, do M. Všimnime si, že z nezávislosti 
rovnice na Čase vyplývá, že nezáleží od toho, v ktorom časovom okamžiku riešenie 
hodnotu x nadobúda. Z toho a z jednoznačnej závislosti riešení na pcčiatočných pod-
mienkach vyplývá, že každým bodom xeM prechádza jediná orbita danej rovnice, 
ktorá móže byť: 

1. bod x, akf(x) = 0 (taký bod nazýváme kritický), 
2. diferencovatolná křivka, ktorá je uzavretá právě vtedy, ak riešenie, prechádzajúce 

bodom x, je periodické. 
Fyzikálně sa interpretujú kritické body ako rovnovážné stavy, kritické body a uzavře

te orbity (ktorým sa niekedy spoločne hovoří kritické elementy) ako ustálené režimy 
systému. 

Sformulujeme teraz dve typické otázky kvalitatívneho charakteru, ktoré bývá potřebné 
pre niektorý dynamický systém zodpovedať: 

1. Aké má dynamický systém ustálené režimy? 
2. Čo sa stane se systémom, ak ho trocha vychýlíme z ustáleného režimu? Vráti sa 

k němu, alebo přejde do iného ustáleného režimu, alebo bude „blúdiť" bez toho, že by 
sa ustálil? 

Ak sa systém pri každom dostatočne malom vychýlení z ustáleného režimu y do něho 
vráti — presnejšie povedané, ak všetky orbity prechádzajúce bodmi dostatočne malého 
okolia y, konvergujú ku y pre t -> oo, y sa nazývá (asymptoticky) stabilným ustáleným 
režimom (orbitou, resp. kritickým bodom). 

Rozoberieme si teraz z hladiska týchto dvoch otázok niekolko jednoduchých prí-
kladov. 

1. a) Harmonický pohyb (elektrický LC-obvod) je popísaný rovnicou y + y = 0; do 
nášho štandardného tvaru přejde substřtúciou xx = y, x2 = ý : x x = x 2, x 2 = — xx. 
Riešenie (<pl(xí9 x2),(p2(xl9 x2)) sa dá explicitně vyjadriť v tvare 

<pl(xí9 X2) = xt cos t + x 2 sin t, <př
2(xl5 x2) = <í>)(xu x2) 

Všetky režimy tejto rovnice sú ustálené (bod 0 je rovnovážná poloha a všetky ostatné 
riešenia sú periodické s periodou 2TÍ). 

1. b) Tlmený harmonický pohyb (LCR-obvod) 

y + lby + y = 0 (x1 = x 2, x 2 = — xt — 2ftx2) , b > 0 

Riešenie pre 0 < b < 1 : y(t) = c~bt[y(0) cos [^(1 - b2) í] + ý(0) sin [^(1 - b2) ť] 
Tento systém má jediný ustálený režim 0, všetky ostatné orbity pre t -> oo k němu 
konvergujú 
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Obr. 2. Obr. 4. 

2. xx = xl9 x2 = — x2. Tento systém má jeden ustálený režim 0; orbity s x1 = 0 
(x2 = 0) konvergujú k němu pre t -> co (t -> — co) 

3. a) * ! = x2, x 2 = — sin xt (rovnica kyvadla). 
Pretože táto rovnica je periodická v xl9 možeme ju chápaťako rovnicu na cylindri, ktorý 
dostaneme stotožnením bodov (xx + fc27r, x2), k celé. Táto rovnica má nekonečné vela 
ustálených režimov, medzi nimi 2 rovnovážné, (0, 0) a (TC, 0). 

3. b) xt = x2,x2 = —sin xt — 2bx29 b > 0 (kyvadlo s tlmením). 
Táto rovnica má už len 2 ustálené režimy — rovnovážné stavy rovnaké ako 4a). Všetky 
ostatné orbity s výnimkou dvoch konvergujú k prvému z nich pre t -> co. 

4. Xi = xl9 x2 — —Xi — fi(xl — 1) xl9\i > 0. (Van der Polova rovnica). 
Táro rovnica má pre všetky \i > 0 2 ustálené režimy: bod xt = x2 = 0, ku ktorému 
všetky orbity vychádzajúce z bodov niekorého jeho okolia konvergujú pre t -> — co 
a jeden periodický režim, ku ktorému všetky orbity s výnimkou nulovej konvergujú 
pre t -> co. 
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Všimnime si, že v príkladoch 3, 4 (nelineárně rovnice) odpovede, ktoré sme uviedli, 
nebolo by možné dostať priamo žiadnou z metod A, B riešenia rovnic. 
Všetky otázky kvalitatívneho charakteru sa dajú zodpovedať, ak je známe rozloženie 
orbit (trajektorií) dynamického systému. Rozklad M na orbity sa nazývá fázovým por-
trétom systému. Fázové portréty rovnic z príkladov 1 — 4 sú po radě na obrázkoch 1—4. 

Čo však znamená poznať rozloženie orbit (tj. fázový portrét) nejakej rovnice? Ináč 

m.o) 

Obr. Зa. 

povedané, kedy považovat' dva fázové portréty za rovnaké? Z hladiska otázok formu
lovaných před príkladmi sme naklonění povedať napr., že rovnice z příkladu lb majú 
kvalitativně rovnaký fázový portrét pre všetky b > 0, alebo že fázový portrét rovnic 
la a 3a sa zhoduje v okolí nuly. Najlepšie vyjadřuje tuto představu zhody pojem topo-
logickej ekvivalencie dynamických systémov. Dynamické systémy <p a ý n a M s a nazývajú 
topologicky ekvivalentné, ak existuje homeomorfizmus h : M -> M zobrazujúci trajek
torie systému q> na trajektorie systému xj/*). 

*) Všimnime si, že v případe diskrétneho dynamického systému z topologickej ekvivalencie 
vyplývá Wt o h = h o tpt. Dóvod, prečo sa splnenie tejto rovnosti nevyžaduje při rovniciach, vysvětlí
me neskor v súvislosti s pojmom štrukturálnej stability. 
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V zmysle uvedenej definície sú napr. rovnice z příkladu lb pre Iubovolné b > 0 
topologicky ekvivalentně. 

Teraz možeme sformulovať, co budeme rozumieťpod kvalitatívnym riešením rovnice: 

C: Nájsť topologická strukturu rovnice, t.j. zaradiť rovnicu do triedy topologickej 
ekvivabncie. 

Definícia topologickej ekvivalencie má svoju lokálnu analógiu: Rovnice (Rf), (Rg) sa 
nazývajú lokálně topologicky ekvivalentně v okolí bodov x resp. y (periodických orbit 
y, d), ak existuje homeomorfizmus okolia Ux bodu x na okolie Uy bodu y (okolia U7 na 
okolie Uó), ktorý zobrazuje časti orbit (Rf) obsiahnuté v UX(UY) na časti orbit obsiahnuté 
v Uy{Uó). Všimnime si, že lokálnu topologickú ekvivalenciu možeme definovat* aj pre 
rovnice na róznych varietách rovnakej dimenzie (a to aj v případe periodickej orbity, čo 
však nie je triviálně). 

Otázka teraz je, či je topologická klasifikácia pre dostatočne širokú triedu rovnic 
zvládnutelná úloha. 

Rozoberieme si najprv problém lokálnej topologickej klasifikácie. 
V tomto směre sú zaujímavé iba kritické body a periodické orbity, pretože v okolí 

nekritického bodu sú všetky diferenciálně rovnice lokálně topologicky ekvivalentně 
"„paralelnému" dynamickému systému q>t(xl9..., xn) = (xt + t, x29..., xn) (ktorý je 
dynamickým systémom rovnice xx = 1, x2 = x 3 = ... = 0). 

V ďalšom budeme potrebovať pojem invariantnej množiny dynamického systému. 
Podmnožina J V c M s a nazývá invariantnou, ak platí q>t(N) C N pre všetky t e T Všim
nime si, že každá orbita je invariantná. 

Za účelom lokálnej klasifikácie diferenciálnych rovnic v okolí kritických bodov po
třebujeme najprv klasifikovať lineárně diferenciálně rovnice. Lineárna diferenciálna 
rovnica na Rn je tvaru (LA) 

x = Ax, 

kde A je lineárny operátor Rn -> Rn, v konkrétné zvolených súradniciach reprezento
vaných n x n maticou. 

Pre daný operátor A sa Rn jednoznačné rozkládá na priamy súčet troch lineárnych 
invariantných podpriestorov (ktoré sú súčasne invariantnými množinami rovnice (LA): 

Rn = LS(A) ® LC(A) ® LU(A), 

kde LS(LC, Lu) je invariantný podpriestor operátora A, prislúchajúci jeho vlastným hod
notám so zápornou (nulovou, kladnou) reálnou casťou. Z explicitného vyjadrenia riešení 
rovnice (LA) vyplývá, že všetky riešenia vychádzajúce z bodov LS(LU) konvergujú k 0 pre 
t -> co (t -• —co). Preto sa LS(LU) nazývá stabilným (nestabilným) podpriestorom rovni-
ce (LA).*) 

Dynamický systém (LA) sa nazývá hyperbolický, ak LC(A) = {0}. Je vcelku zřejmé, že 
skoro všetky dynamické systémy sú hyperbolické v tom zmysle, že ich operátory tvoria 

*) Obdobný rozklad je možné urobit* v případe lineárneho diskrétneho dynamického systému na 
R", kde sa však vlastné hodnoty A rozdelia do troch'tried podía znamienka |A| — 1. 
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otvorenú hustú podmnožinu v priestore všetkých lineárnych operátorov pri obvyklej 
metrike. 

Topologická klasifikácia hyperbolických lineárnych dynamických systémov je velmi 
jednoduchá: dva lineárně dynamické systémy sú topologicky ekvivalentně právě vtedy, 
ak ich stabilné (a teda aj nestabilné) invariantné priestory majú rovnakú dimenziu. 
Lineárně hyperbolické dynamické systémy sa teda rozpadajú na konečný počet tried 
ekvivalencie. 

Uvažujme teraz dve diferenciálně rovnice (Rf) a (Rg) na M s kritickými bodmi x0 

a y0. Zvolme na M lokálně súradnice tak, že x0 aj y0 padnu do ich počiatku. Potom 
rovnice (Rf) a (Rg) možno v týchto súradniciach zapísať v tvare 

(0 x = f(x) = Ax + o(x) ў = g(y) = By + o(y) , 

kde A = dfjdx(0), B = dgjdy(0). Linearizáciou rovnic (1) v bode 0 nazýváme rovnicu 
x = Ax, resp. ý = By. Kritický bod sa nazývá hyperbolický, ak linearizácia rovnic 
v ňom je hyperbolická. 

Lokálnu topologickú klasifikáciu v okolí hyperbolických kritickývh bodov nám 
umožňuje HARTMAN-GROBMANOVA veta (1959): 

Dynamický systém je v okolí svojho hyperbolického kritického bodu lokálně topolo
gicky ekvivalentný so svojou linearizáciou v tomto bode. 

(Obdobná veta platí aj pre periodické body diskrétneho dynamického systému). 
Vďaka tejto vete nám topologická klasifikácia hyperbolických lineárnych dynamických 

systémov dává aj lokálnu topologickú klasifikáciu nelineárnych dynamických systémov 
v okolí kritických bodov. 

Teda například v dimenzii 2 dostáváme iba 3 typy hyperbolických kritických bodov: 
atraktor, sedlo a zdroj (schématicky znázorněné po radě na obr. 5). Poznamenajme, že 
kritický bod 0 v príkladoch lb a 3b je atraktor, v příklade 4 zdroj, kritický bod 0 v pří
klade 2 a bod (71, 0) v príkladoch 3a, b sú sedlá. Kritické body 0 v príkladoch la a 3a nie 
sú hyperbolické. 

Obr. 5. 

Podobný výsledok dostáváme pre lokálnu topologickú klasifikáciu diferenciálnych rov
nic v okolí periodických orbit. Tu sa ku každej orbitě y zostrojí diskrétny dynamický 
systém ý tak, že sa v niektorom bode x0ey vedie transverzálna ploška F dimenzie 
n — 1 k orbitě a pre x e í s a definuje \l/x(x) ako prvý priesečík orbity, prechádzajúcej 
bodom x, s F (všimnime si, že zo spojitej závislosti riešení od poČiatocných podmienok 
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vyplývá, že pre x dostatočne blízké ku y je ij/^x) definované) (pozři obr. 6). i/̂  sa nazývá 
Poincarého zobrazením příslušným ku y. Linearizácia dynamického systému \j/ hrá 
v případe periodickej orbity podobnú úlohu ako linearizácia samotnej rovnice v případe 
kritického bodu: Periodická orbita sa nazývá hyperbolická, ak je diskrétny dynamický 
systém ý hyperbolický v bode x0; dve dynamické systémy sú lokálně topologicky 
ekvivalentné v okolí dvoch svojich periodických orbit právě vtedy, ak majú stabilné 
podpriestory linearizácií k nim příslušných Poincarého zobrazení rovnakú dimenziu 
(poznamenajme, že naše definície nie sú závislé od volby bodu x 0 a plošky F). 

Obг. 6. 

Problém lokálnej topologickej klasifikácie možno teda považovat' za uspokojujúco 
vyriešený: okrem istej triedy „výnimočných" rovnic je možné všetky ostatné zaradiť do 
konečného počtu tried, pričom kritérium pre ich zatriedenie je poměrné jednoduché 
a principiálně vyjádřitelné zo zadanej rovnice. 

Vraťme sa teraz k problému globálnej topologickej klasifikácie. Je zřejmé, že tu sa už 
nemožeme naďalej spoliehaťna linearizáciu ako nástroj. Například existencia izolovanej 
periodickej orbity v příklade 4 je typicky nelineárny zjav, ktorý u lineárnych systemov 
nemá obdoby. Ďalej, skúsenosť z lokálnej topologickej klasifikácie nápověda, že aby 
bolo možné pokúsiť sa o rozumnú topologickú klasifikáciu, je potřebné vylúčiť z nej 
„netypické" zložité případy. Tomuto je možné dať přesný zmysel takto: 

Zavedieme na množině <FrC — diferenciálnych rovnic Whitneyovu C topológiu 
(nebudeme ju tu definovať, poznamenáme iba, že v případe kompaktnej M sa jedná 
o topológiu rovnomernej konvergencie všetkých derivácií do r-tého rádu). Nazveme 
vlastnost' diferenciálnej rovnice generickou, ak ju splňujú všetky rovnice z nejakej pod
množiny II. Baireovej kategorie v M (tj. množiny, ktorá je prienikom spočitatelného 
počtu otvorených hustých podmnožin !Fr). 

Ako zvoliť vlastnost', ktorá by bola generická a taká, že všetky rovnice, ktoré ju splňu
jú, by sa dali topologicky klasifikovat'? Okolo 10 rokov sa viacero matematikov snažilo 
dokázať, že takouto vlastnosťou je štrukturálna stabilita. 

Pojem štrukturálnej stability diferenciálnej rovnice zaviedli v roku 1936 ANDRONOV 
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a PONTRJAGIN. Rovnica sa nazývá strukturálně stabilná, ak všetky rovnice z niektorého 
jej okolia sú s ňou topologicky ekvivalentně. Tento pojem má závažné fyzikálně po-
zadie. Nepřesnosti v dátach o rovnici (ktoré sa vždy vyskytnu) strukturálně stabilnej 
rovnice neovplyvnia jej topologická strukturu, a teda ani kvalitativně uzávěry o nej. 
Niektorí matematici z toho vyvodzujú, že iné ako strukturálně stabilné rovnice nemá 
ani zmysel vyšetřovat'. 

Z príkladov 1 —4 sú všetky strukturálně stabilné s výnimkou príkladov la a 3a (je 
intuitivné zřejmé, že uzavřete orbity v nich je možné lubovolne malou perturbáciou dat 
rovnice „roztrhnúť"). Poznamenajme, že podobné ako pojem topologickej ekvivalencie, 
má aj pojem štrukturálnej stability svoju zrejmú lokálnu analógiu a zeje možné hovoriť 
aj o štrukturálnej stabilitě na nejakej podmnožině M. 

Andronov a Pontrjagin súčasne charakterizovali strukturálně stabilné rovnice na 
dvojrozmernom disku. Aby sme ich výsledok mohli sformulovať, zavedieme tieto pojmy: 

Bod x e M sa nazývá rekurentným bodom dynamického systému, ak ku každému 
okoliu U bodu x a ku každému t0 > 0 existuje také t1 > t0 a t2 < —1 0, že (pti(U) n U 9- </>, 
í = 1,2. M ložinu rekurentných bodov daného systému budeme označovať Q (pozna
menajme, že Q obsahuje všetky kritické body a periodické orbity). 

Nech x0 je hyperbolický bod systému cp, A linearizácia (p v bode x0 a nech 
dim LS(Á) --= m, dim LU(Á) = n — m. Potom body x, pre ktoré q>t(x) -> x0 pre t -> 00 
(t -> — 00) vytvárajú Cr podvarietu Ws(x0) (Wu(x0)) dimenzie m(n — m), ktorá sa v bode 
x0 dotýká priestoru LS(A) (LU(A)). Variety Ws(x0) (Wu(x0)) sa nazývajú stabilná, resp. 
nestabilná varieta bodu x0. 

S pomocou diskrétneho dynamického systému, generovaného Poincarého zobrazením, 
sa obdobné dajú definovať stabilná a nestabilná varieta hyperbolickej periodickej orbity 
(poznamenajme, že súčet ich dimenzií bude n + 1). 

Podrobný dokaž výsledkov Andronova a Pontrjagina uveřejnil až v r. 1952 DE BAGGIS. 
V roku 1960 PEIXOTO rozšířil ich výsledky na Iubovolré kompaktně dvojrozměrné 
variety: 

Nech M je kompaktná varieta dimenzie n = 2. Potom rovnica (Rf) je strukturálně 
stabilná právě vtedy, ak 
(1) Q sa skládá z 

a) konečného počtu kritických bodov, 
b) konečného počtu periodických orbit. 

(2) Všetky kritické body a periodické orbity sú hyperbolické. 
(3) Stabilné a nestabilně variety všetkých kritických bodov a periodických orbit sa pre-
tínajú transverzálně*). 
Ďalej, štruktúrálna stabilita je v dimenzii 2 generická vlastnosť.**) 

*) Pri podmienkach štrukturálnej stability rovnice na dvojrozmernom disku sa požaduje naviac, 
aby orbity rovnice přetínali hranicu disku transverzálně. 

**) Teraz možno vysvetliť, prečo sa od homeornorfizmu v definícii topologickej ekvivalencie nemóže 
žiadať zachovanie parametrizácie. Pretože lubovolne malou perturbáciou rovnice možno zmeniť 
periodu periodickej orbity, nebola by nijaká rovnica majúca izolovánu periodická orbitu struk
turálně stabilná. 
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Podmienka (3) sa v dimenzii 2 redukuje na nasledovnú podmienku: neexistuje orbita 
spájajúca sedlá (pozři příklady 3a, b). Formuláciu vo vete sme zvolili preto, aby malá 
zmysel aj pre vyššie dimenzie. Hovoříme, že dve podvariety M sa pretínajú transverzálně, 
ak v každom ich spoločnom bode súčet ich tangenciálnych priestorov má dimenziu n. 

Táto veta sice nerieši problém topologickej ekvivalencie, ale aspoň vymedzuje gene-
rickú množinu rovnic s poměrné jednoduchými vlastnosťami. 

Do úsilia o rozšírenie výsledkov Andronova, Pontrjagina a Peixota do vyšších dimenzii 
sa zapojil rad matematiko v, analystov i topológov. Centrálnou postavou teorie sa stal 
S. SMALE, ktorý bol za svoje práce na Medzinárodnom kongrese matematikov v Moskvě 
v roku 1966 odměněný Fieldovou medailou. 

Najprv sa podařilo dokázať, že (la), (2) a (3) sú generické vlastnosti v lubovolnej 
dimenzii (KUPKA-SMALE); R. Thom však našiel příklad štrukturálnej stabilnej rovnice 
(Rf) dimenzie 3, ktorej Q = M (z čoho okrem iného vyplývá, že (lb) nie je generická 
vlastnosť v dimenziách > 2). 

Smale našiel příklad strukturálně stabilnej rovnice, ktorej Q málo charakter Cantorovho 
diskontínua. V roku 1965 PUGH však dokázal, že genericky v ŠF1 sú periodické body, t.j. 
body, ktorých orbity sú periodické, husté v Q. 

Úsilie o dokaž generičnosti štrukturálnej stability bolo konečné korunované úspechom 
v r. 1966, ale v negatívnom zmysle. Smale našiel příklad štvorrozmernej variety, na 
ktorej štrukturálna stabilita nie je generická vlastnosť. V r. 1967 Peixoto a Pugh dokázali, 
že na nijakej nekompaktnej varieté dimenzie > 2 štrukturálna stabilita nie je generická. 

Problém globálnej topologickej klasifikácie strukturálně stabilných rovnic ostal nevy
neseny dokonca aj v dimenzii 2. Vyskytli sa sice snahy charakterizovať diferenciálně 
rovnice splňujúce (1), (2), (3) pomocou usměrněného grafu, ktorého vrcholy sú kritické 
elementy (kritické body a periodické orbity) a dva vrcholy sú spojené hranou, ak nesta-
bilná varieta jedného z nich sa přetíná so stabilnou varietou druhého, ukázalo sa však, 
že tento graf pre charakterizáciu topologickej struktury zďaleka nepostačuje. 

Kto by teda od zavedenia pojmu kvalitatívneho riešenia C bol očakával „happy end", 
móže byť sklamaný; takáto situácia je však medzi matematickými teóriami skór pravid-
lom než výnimkou. 

Aktivita v teorii štrukturálnej stability sa ani po tomto Smaleovom výsledku neskon
čila, ba naopak, ešte viac sa rozrástla do šířky. Zo smerov ďalšieho bádania spomenieme 
tri: 

1. Snaha o zoslabenie definície štrukturálnej stability natolko, aby to bola generická 
vlastnosť, avšak tak, aby systémy, ktoré ju majú, vykazovali určitú jednoduchost'. Do-
siahnuté výsledky tu majú skór negativny charakter. 

2. Hladanie rozumných postačujúcich podmienok pre štrukturálnu stabilitu. PALIS 
a Smale dokázali v roku 1969, že na lubovolnej M sú rovnice, vyhovujúce (1), (2), (3) 
strukturálně stabilné. Pretože na lubovolnej varieté takéto rovnice existujú, bolo tým 
dokázané, že na každej varieté existuje aspoň jedna strukturálně stabilná rovnica. Ich 
výsledok zovšeobecnil v roku 1970 ROBBIN na systémy, ktoré nesplňujú (1), avšak ich 
Q splňuje ako celok podmienky, které sú zo vše obecněním (2), (3) a periodické body sú 
husté v Q (čo podlá vyššie citovaného výsledku Pugha je generická vlastnosť pre r = 1). 
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3. Studium strukturálně stabilných rovnic s parametrom a generických bifurkácií 
takýchto rovnic. Študujú sa diferenciálně rovnice závislé od parametra 

{R») x = f(ll> x ) > 

kde parameter \i nadobúda hodnoty v jedno- alebo viac-rozmernej varieté P. V případe 
jednoparametrických rovnic (dim P = 1) sa tu vlastně jedná o studium kriviek rovnic 
v priestore 3F\ Ak pre \i0 je (R^) strukturálně stabilná rovnica, potom pre/i z niektorého 
okolia/i0 sa topologická struktura rovnice (R^) nezmění. Ak však ( I ^ ) nie je strukturálně 
stabilná, najdu sa v lubovolnom okolí /x0 rovnice (R^) s róznymi topologickými struktu
rami. Takejto zmene topologickej struktury sa hovoří bifurkácia. Bifurkáciám sa nedá 
malými perturbáciami parametrickej rovnice vyhnúť, a to ani v případe, že sa uvažuje 
lokálna topologická struktura. Přitom sú (stabilně) možné bifurkácie jednoduché, pri 
ktorých sú bifurkačné hodnoty izolované, ale je tiež možné, že v lubovolne malom okolí 
niektorého bodu fi0 sa topologická struktura rovnice změní nekonečné vela rázy. 

Opáť je možné zaviesť pojem genericity pre parametrické rovnice. Kým generické 
bifurkácie v okolí kritických bodov a periodických orbit možno dobré charakterizovať 
(hoci nie v striktně topologickom zmysle), je globálna představa zatial velmi fragmen-
tárna. 
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