Topologicka klasifikacia
diferencialnych rovnic
a §trukturalna stabilita*)

Pavol Brunovsky, Bratislava

Mnohi, ktori st len okrajovo obozndmeni so stiasnou teériou oby&ajnych diferen-
cidlnych rovnic, predstavuju si ju ako do seba uzavreti disciplinu, v ktorej zavazné
problémy vieobecného charakteru boli ddvno rozrieSené a v ktorej aktivita sa dnes
zameriava na §tudium jednotlivych typov rovnic klasickymi metddami, vyvinutymi
v minulom storod&i.

Hoci nemoZno popriet, Ze velka Cast aktivity v oby&ajnych diferencidlnych rovniciach
sa skuto¢ne takymto smerom zameriava, je tento obraz prinajmenej netiplny. Naopak,
v lone tedrie oby&ajnych diferencidlnych rovnic vyrastlo v poslednej dobe niekolko
teorii silne pouZivajucich metédy modernej matematiky a majtice ¢o povedat aj inym
matematickym disciplinam. Mojim cielom je vyloZit strune vyvoj jednej z tedrii, v ktorej
sa intenzivne pracovalo v poslednych dvoch desafrogiach a ktorej myslienky maju
urdite $ir§i dosah neZ len v samotne;j tedrii oby€ajnych diferencidlnych rovnic (napr.
R. THOM sa s pomocou $trukturdlnej stability snaZi vysvetlit vytvaranie foriem v Zivej
prirode, v linguistike aj v Tudskej spolo&nosti).

Diferenci4lna rovnica triedy C' na M, kde M = R" alebo M jeC"*?! varieta dimenzie
nar 2 1, jedana vektorovym polom na M (v pripade M = R" reprezentovanym funk-
ciou f : R* - R"). Riefenim diferencilnej rovnice, pre ktort budeme pouZivat symbol

(Ry) x = f(x)

na intervale I rozumieme funkciu ¢ : I — M taki, Ze pre vietky t eI plati do(f)/dt =
= f(¢(1))-**)

Hoci problémy existencie a jednoznacénosti rie§eni obycajnych diferencidlnych rovnic
boli uz davno uspokojivo vyrieSené, nemozno povedat, Ze by bolo zrejmé, ako rovnice
riesit, ba je vobec problematické, ¢o pod tym treba vébec rozumief.

NaSe predpoklady zaruduji, Ze kaZzdym bodom prechddza jediné rieSenie rovnice
(Ry) (t.j. existuje okolie I bodu t, a rieSenie ¢ na I také, Ze ¢(t,) = X,). Budeme dalej
predpokladat, Ze ka?dé riedenie sa d4 predfZif na celt realnu os (na &o st zndme dosta-

*) Prednesené na III. konferencii slov. matematikov v decembri 1971 v Jasne;j.

**) Citatel, ktory nie je oboznidmeny s pojmom variety, vysta&i zvi&ia s predstavou rovnice naR".
Ak bude nejaké tvrdenie formulované iba pre kompaktné variety, bude obvykle platné pre rovnice
(Ry), uvaZované na uzavretej guli G v R", ktorych vektorové pole sa v Ziadnom bode hranice 6G
tejto gule nedotyka 9G.
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to¢ne vieobecné postadujice podmienky a o je splnené automaticky, ak M je kompaktna
varieta).

Na problém riefenia diferencialnej rovnice je mozné sa pozerat z dvoch extrémnych
stanovisk:

A. Klasicky pohlad. Najdeme ,,v8eobecné riesenie* @(t, cy, ..., c,,), zavislé od n
,JubovoInych kon§tant*; konstanty c,, ..., ¢, potom vypocitame z pripadnych dalsich
poZiadaviek na rieSenie (napr. po&iatoéna podmienka ¢(ty, ¢;..., ¢,) = xo ndm dava na
uréenie ¢; prave n podmienok). Ak by toto bolo mozné, najdenim vieobecného riesenia
by sme skutoéne dostali {iplny obraz o rieSeniach rovnice. Ako je vSak vieobecne zname,
okrem linedrnych rovnic existuji len veImi $pecidlne triedy rovnic, ktorych vSeobecné
rieSenie sa da rozumne vyjadrit.

B. Primitivne prakticisticky pohlad. KedZe aj tak je prakticky nemozné poznat neko-
neény pocet rieSeni pre kontinuum hodnét argumenta, spocitame niektorou zo znamych
numerickych metdd na pocitadi tie rieSenia v tych hodnotach argumenta, ktoré potre-
bujeme. V mnohych pripadoch to skutoéne dostaduje. Zastancu tohoto nazoru by vsak
bolo veImi fahko u mnohych tloh (&asto aplikovaného charakteru) priviest do pomykova,
keby mal oznadit, ktoré je to konkrétne rieSenie, ktorého hodnotu treba vypoditaf,
a v ktorom to ma byt bode. ‘

Najma pri ilohach dynamického charakteru (myslime tym ulohy, v ktorych ¢ predsta-
vuje &as a x okamZity stav nejakého objektu) sa ukazuje, Ze to, €o fyzik & iny pouZivatel
matematiky spravidla potrebuje, si odpovede kvalitativneho charakteru, u ktorych ide
o charakter reakcie objektu na impulzy zvonka (predstavujice po&iatoéné podmienky),
ktorych hodnoty nie sti vopred zname. Jednozna¢nost riesenia v tomto pripade zramera,
Ze objekt je deterministicky, tj. znalost stavu systému v nejakom &asovom okamziku
postaduje na urdenie jeho stavu v TubovoInom ¢asovom okamZiku v budiicnosti i mi-
nulosti.

Predstava takéhoto objektu nadla svoj odraz v pojme (C') dynamického systému,
ktory sa definuje ako C" zobrazenie ¢ : R X M — M (znadime ¢(t, x) = ¢,(x)) s nasle-
dujicimi vlastnostami:

1. @, je identita.

2. Pre kazdé t e R je ¢, difeomorfizmus (t.j. homeomorfizmus, ktorého inverzné zo-
brazenie je diferencovateIné).

3.Pre kazdé t, s€e R, ¢;45s = @, 0 @s.

Zo zékladnych viet o spojitej a diferencovatelnej zavislosti rieSenia cd poéiatcérych
podmienok vyplyva, Ze kazda C" diferencidlna rovnica (R,) generuje C" dynzmicky
systém takto: ¢,(x) je hodnota v t rieSenia rovnice (R;) prechadzajiiceho bodom (1, x).
Naopak, kaZdy C" dynamicky systém definuje C"~! diferencialnu rovnicu. Je hodro si
povsimnit, Ze definicia dynamického systému ma zmysel, ak R nahradime topologickou
grupou T (samozrejme, vo vieobecnosti bez poZiadavku diferencovatelnosti ¢ v f).
Spscialne mdzeme za T vziat grupu celych &isel. Tento pripad je zaujimavy aj z hladiska
diferencialnych rovnic, ako neskoér uvidime, a hovori sa mu diskrétny dyramicky systém.
Vdaka podmienke 3 je jednoznadne urleny difeomorfizmom ¢;-
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V dalsom nebudeme rozliSovat medzi rovnicou a jej dynamickym systémom. V pri-
pade, Ze budeme nejakt vetu formulovat pre dynamicky systém bez toho, Ze by sme
zvlast spomenuli, o aky sa jedna, bude to znamenaf, Ze obdobné tvrdenie plati pre
diskrétny dynamicky systém.

Orbitou (trajektériou) bodu x nazyvame mmnoZinu {@,(x) | t € T}. &o je vlastne pro-
jekcia grafu rieSenia, prechiddzajuceho cez bod x, do M. V§imnime si, Ze z nezavislosti
rovnice na fase vyplyva, Ze nezaleZi od toho, v ktorom ¢asovom okamZiku rieSenie
hodnotu x nadobiuda. Z toho a z jednozna&nej zavislosti rieSeni na pcéiatoénych pod-
mienkach vyplyva, Zze kazdym bodom x € M prechddza jedind orbita danej rovnice,
ktora méze byt:

1. bod x, ak f(x) = 0 (taky bod nazyvame kriticky),

2. diferencovatolIna krivka, ktora je uzavreta prave vtedy, ak rieSenie, prechédza_]uce
bodom x, je periodické.

Fyzikalne sa interpretuju kritické body ako rovnovazne stavy, kritické body a uzavre-
té orbity (ktorym sa niekedy spolo&ne hovori kritické elementy) ako ustalené rezimy
systému.

Sformulujeme teraz dve typické otazky kvalitativneho charakteru, ktoré byva potrebné
pre niektory dynamicky systém zodpovedat:

1. Aké ma dynamicky systém ustalené rezimy?

2. Co sa stane se systémom, ak ho trocha vychylime z ustdleného reZimu? Vrati sa
k nemu, alebo prejde do iného ustaleného reZimu, alebo bude ,,bludit* bez toho, Ze by
sa ustalil? :

Ak sa systém pri kazdom dostato€ne malom vychyleni z ustaleného reZzimu y do neho
vrati — presnejSie povedané, ak vSetky orbity prechadzajiuce bodmi dostatoéne malého
okolia y, konvergujii ku y pre t - oo, y sa nazyva (asymptoticky) stabilnym ustalenym
rezimom (orbitou, resp. kritickym bodom).

Rozoberieme si teraz z hladiska tychto dvoch otazok niekolko jednoduchych pri-
kladov.

1. a) Harmonicky pohyb (elektricky LC-obvod) je popisany rovnicou j + y = 0; do
nagho $tandardného tvaru prejde substiticiou x; = y,x, = y 1 X; = X5, X, = — X;,.
Riesenie (¢!(x,, x,), 97(xy, x,)) sa d4 explicitne vyjadrit v tvare

@i(x1, X2) = xy cOs t + Xy 8in 1, @F(Xy, X) = ¢i(%y, X3)

Vietky reZimy tejto rovnice su ustalené (bod 0 je rovnovazna poloha a vietky ostatné
rieSenia si periodické s periédou 2r).

1. b) TImeny harmonicky pohyb (LCR-obvod)
j;+2b).7+y=0 (.*1=x2, .*2="‘x1_‘2bx2), b>0
Riedenie pre 0 < b < 1: y(t) = e~ *[y(0) cos [ /(1 — b?) ] + y(0) sin [{/(1 — b?) (]

Tento systém ma jediny ustileny reZim O, vSetky ostatné orbity pre t —» oo k nemu
konverguji
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2. %, = X1, X, = —X,. Tento syst¢ém ma jeden ustdleny reZim 0; orbity s x; = 0
(x, = 0) konverguju k nemu pre t — o (t - — o)
3.a) X; = X,, X, = — sin x, (rovnica kyvadla).

PretoZe tato rovnica je periodicka v x,, moZeme ju chapat ako rovnicu na cylindri, ktory
dostaneme stotoznenim bodov (x; + k2, x,), k celé. Tato rovnica ma nekone&ne vela
ustalenych rezimov, medzi nimi 2 rovnovézne, (0, 0) a (=, 0).

3.b) X, = x,,%, = —sinx; — 2bx,, b > 0 (kyvadlo s tlmenim).
Této rovnica mé uZ len 2 ustalené reZimy — rovnovéazne stavy rovnaké ako 4a). Vietky
ostatné orbity s vynimkou dvoch konverguju k prvému z nich pre t — oo.

4. %, = x5,%, = —x; — p(x3 — 1) x5, 4 > 0. (Van der Polova rovnica).
Téro rovnica ma pre vSetky 4 > 0 2 ustalené rezimy: bod x, = x, = 0, ku ktorému
vietky orbity vychadzajlice z bodov niekorého jeho okolia konverguji pre t - — o
a jeden periodicky reZim, ku ktorému vsetky orbity s vynimkou nulovej konverguji
pre t - 0.
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Vsimnime si, Ze v prikladoch 3, 4 (nelinearne rovnice) odpovede, ktoré sme uviedli,
nebolo by moZné dostat priamo Ziadnou z metéd A, B rieSenia rovnic.
V3ietky otazky kvalitativneho charakteru sa daji zodpovedat, ak je zndme rozloZenie
orbit (trajektérii) dynamického systému. Rozklad M na orbity sa nazyva fizovym por-
trétom systému. Fazové portréty rovnic z prikladov 1 —4 st po rade na obrazkoch 1—4.
Co viak znamena poznaf rozloZenie orbit (tj. fazovy portrét) nejakej rovnice? Inag

7
AN Q’%‘ff\ (1,0

Obr. 3b.

povedané, kedy povazovat dva fazové portréty za rovnaké? Z hladiska otadzok formu-
lovanych pred prikladmi sme nakloneni povedat napr., Ze rovnice z prikladu 1b maji
kvalitativne rovnaky fazovy portrét pre vietky b > 0, alebo Ze fazovy portrét rovnic
la a 3a sa zhoduje v okoli nuly. Najlepsie vyjadruje ttto predstavu zhody pojem topo-
logickej ekvivalencie dynamickych systémov. Dynamické systémy ¢ a y na M sa nazyvaji
topologicky ekvivalentné, ak existuje homeomorfizmus h : M — M zobrazujici trajek-
térie systému ¢ na trajektdrie systému y*).

*) Viimnime si, Ze v pripade diskrétneho dynamického systému z topologickej ekvivalencie
vyplyva ¥, o h = ho ¢,. D6vod, prefo sa splnenie tejto rovnosti nevyZaduje pri rovniciach, vysvetli-
me neskor v suvislosti s pojmom $trukturalnej stability.
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V zmysle uvedenej definicie sii napr. rovnice z prikladu 1b pre IubovoIné b > 0
topologicky ekvivalentné.
Teraz moZeme sformulovat, o budeme rozumiet pod kvalitativhym rieSenim rovnice:

C: Najst topologicku $trukturu rovnice, t.j. zaradif rovnicu do triedy topologickej
ekvivalzncie.

Definicia topologickej ekvivalencie mé svoju lokalnu analégiu: Rovnice (R)), (R,) sa
nazyvajt lokalne topologicky ekvivalentné v okoli bodov x resp. y (periodickych orbit
7, 8), ak existuje homeomorfizmus okolia U, bodu x na okolie U, bodu y (okolia U, na
okolie Uj), ktory zobrazuje &asti orbit (R,) obsiahnuté v U,(U,) na &asti orbit obsiahnuté
v U/ U;). Viimnime si, Ze lokalnu topologicku ekvivalenciu moZeme definovat aj pre
rovnice na rdznych varietach rovnakej dimenzie (a to aj v pripade periodickej orbity, &o
viak nie je trividlne).

Otazka teraz je, ¢i je topologicka klasifikacia pre dostatoéne §iroku triedu rovnic
zvladnuteIn4 tloha.

Rozoberieme si najprv problém lokalnej topologickej klasifikécie.

V tomto smere s zaujimavé iba kritické body a periodické orbity, pretoZe v okoli
nekritického bodu st vietky diferencidlne rovnice lokalne topologicky ekvivalentné

*,paralelnému* dynamickému systému @(xy, ..., X,) = (X; + t, X3, ..., X,) (ktory je
dynamickym systémom rovnice %; = 1,X, = %; = ... = 0).

V daliom budeme potrebovat pojem invariantnej mnoZiny dynamického systému.
PodmnoZina N C M sa nazyva invariantnou, ak plati ,(N) C N pre vietky ¢ € T. Viim-
nime si, Ze kazda orbita je invariantna.

Za ucéelom lokalnej klasifikacie diferencidlnych rovnic v okoli kritickych bodov po-
trebujeme najprv klasifikovat linearne diferencialne rovnice. Linedrna diferencidlna
rovnica na R" je tvaru (L,)

x = Ax,

kde A je linearny operator R” — R", v konkrétne zvolenych stradniciach reprezento-
vanych n x n maticou.

Pre dany operator A sa R" jednoznalne rozklada na priamy sucet troch linearnych
invariantnych podpriestorov (ktoré su sufasne invariantnymi mnoZinami rovnice (L,):

R" = L(4) ® L(A) @ L(A),

kde L(L, L,,) je invariantny podpriestor operatora A, prisluchajuci jeho vlastnym hod-
notam so zapornou (nulovou, kladnou) realnou &astou. Z explicitného vyjadrenia rieSeni
rovnice (L,) vyplyva, Ze vietky rieSenia vychadzajuce z bodov Ly(L,) konverguji k O pre
t - oo (t > — o). Preto sa L(L,) nazyva stabilnym (nestabilnym) podpriestorom rovni-
ce (Ly)*)

Dynamicky systém (L,) sa nazyva hyperbolicky, ak L(A4) = {0}. Je vcelku zrejmé, Ze
skoro vSetky dynamické systémy s hyperbolické v tom zmysle, Ze ich operatory tvoria

*) Obdobny rozklad je moZné urobif v pripade linedrneho diskrétneho dynamického systému na
R", kde sa viak vlastné hodnoty A rozdelia do troch'tried podla znamienka [1| — 1.
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otvorent husti podmnoZinu v priestore vSetkych line4drnych operatorov pri obvyklej
metrike.

Topologicka klasifikacia hyperbolickych linearnych dynamickych systémov je velmi
jednoducha: dva linedrne dynamické systémy su topologicky ekvivalentné prave vtedy,
ak ich stabilné (a teda aj nestabilné) invariantné priestory maji rovnaku dimenziu.
Linearne hyperbolické dynamické systémy sa teda rozpadaji na kone¢ny pocet tried
ekvivalencie.

UvaZujme teraz dve diferencidlne rovnice (R;) a (R,) na M s kritickymi bodmi x,
a yo. Zvolme na M lokélne suradnice tak, Ze x, aj y, padni do ich podiatku. Potom
rovnice (R;) a (R,) moZno v tychto stiradniciach zapisat v tvare

(1) % =f(x) = Ax + o(x) ¥ = g(y) = By + o(y),

kde A = 9f;0x(0), B = dg[dy(0). Linearizaciou rovnic (1) v bode 0 nazyvame rovnicu
X = Ax, resp. y = By. Kriticky bod sa nazyva hyperbolicky, ak linearizicia rovnic
v fiom je hyperbolicka.

Lokalnu topologicku klasifikiciu v okoli hyperbolickych kritickyvh bodov nam
umoziiuje HARTMAN-GROBMANOVA veta (1959):

Dynamicky systém je v okoli svojho hyperbolického kritického bodu lokélne topolo-
gicky ekvivalentny so svojou linearizaciou v tomto bode.

(Obdobna veta plati aj pre periodické body diskrétneho dynamického systému).

Vdaka tejto vete nam topologicka klasifikacia hyperbolickych linearnych dynamickych
systémov dava aj lokalnu topologickt klasifikaciu nelinearnych dynamickych systémov
v okoli kritickych bodov.

Teda napriklad v dimenzii 2 dostdvame iba 3 typy hyperbolickych kritickych bodov:
atraktor, sedlo a zdroj (schématicky znazornené po rade na obr. 5). Poznamenajme, Ze
kriticky bod 0 v prikladoch 1b a 3b je atraktor, v priklade 4 zdroj, kriticky bod 0 v pri-
klade 2 a bod (=, 0) v prikladoch 3a, b su sedlé. Kritické body 0 v prikladoch 1a a 3a nie
st hyperbolické.

Obr. 5. l

Podobny vysledok dostavame pre lokalnu topologickt klasifikaciu diferencidlnychrov-
nic v okoli periodickych orbit. Tu sa ku kazdej orbite y zostroji diskrétny dynamicky
systém  tak, Ze sa v niektorom bode x, € y vedie transverzilna ploska I' dimenzie
n — 1 k orbite a pre x e I' sa definuje ¥,(x) ako prvy prieseik orbity, prechadzajiicej
bodom x, s I' (viimnime si, Ze zo spojitej zavislosti rieSeni od po&iatoénych podmienok
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vyplyva, Ze pre x dostato¢ne blizke ku y je y,(x) definované) (pozri obr. 6). Y, sa nazyva
Poincarého zobrazernim prislusnym ku y. Linearizicia dynamického systému  hra
v pripade periodickej orbity podobnu tilohu ako linearizacia samotnej rovnice v pripade
kritického bodu: Periodicka orbita sa nazyva hyperbolick4, ak je diskrétny dynamicky
systém Y hyperbolicky v bode x,; dve dynamické systémy su lokélne topologicky
ekvivalentné v okoli dvoch svojich periodickych orbit prave vtedy, ak maju stabilné
podpriestory linearizacii k nim prislu§nych Poincarého zobrazeni rovnaku dimenziu
(poznamenajme, Ze nase definicie nie st zavislé od volby bodu x, a plosky I').

Obr. 6.

Problém lokalnej topologickej klasifikicie moZno teda povaZovat za uspokojujiico
vyrieSeny: okrem istej triedy ,,vynimo&nych rovnic je mozné vSetky ostatné zaradit do
koneéného podtu tried, priom kritérium pre ich zatriedenie je pomerne jednoduché
a principialne vyjadriteIné zo zadanej rovnice. .

Vréatfme sa teraz k problému globalnej topologickej klasifikacie. Je zrejmé, Ze tu sa uz
nemoZeme nadalej spoliehat na linearizaciu ako nastroj. Napriklad existencia izolovanej
periodickej orbity v priklade 4 je typicky nelinearny zjav, ktory u linearnych systemov
nemé obdoby. Dalej, sktisenost z lokalnej topologickej klasifikicie napoveda, 7e aby
bolo mozZné pokusit sa o rozumnu topologicku klasifikaciu, je potrebné vylalit z nej
,,netypické zlozité pripady. Tomuto je mozné dat presny zmysel takto:

Zavedieme na mnoZzine #'C" — diferencidlnych rovnic Whitneyovu C" topoldgiu
(nebudeme ju tu definovat, poznamename iba, Ze v pripade kompaktnej M sa jedna
o topoldgiu rovnomernej konvergencie vietkych derivacii do r-tého radu). Nazveme
vlastnost diferencidlnej rovnice generickou, ak ju spliiuju vSetky rovnice z nejakej pod-
mnoziny II. Baireovej kategérie v M (tj. mnoZiny, ktora je prienikom spo&itateIného
pottu otvorenych hustych podmnozin #).

Ako zvolit vlastnost, ktora by bola genericka a taka, Ze vSetky rovnice, ktoré ju spliiu-
j4, by sa dali topologicky klasifikovat? Okolo 10 rokov sa viacero matematikov snaZilo
dokazat, Ze takouto vlastnostou je Strukturalna stabilita.

Pojem $trukturélnej stability diferencidlnej rovnice zaviedli v roku 1936 ANDRONOV
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a PONTRJAGIN. Rovnica sa nazyva Strukturalne stabilna, ak vSetky rovnice z niektorého
jej okolia s s fiou topologicky ekvivalentné. Tento pojem méa zavaziné fyzikalne po-
zadie. Nepresnosti v datach o rovnici (ktoré sa vidy vyskytni) Strukturdlne stabilnej
rovnice neovplyvnia jej topologicku $truktiru, a teda ani kvalitativne uzavery o nej.
Niektori matematici z toho vyvodzuju, Ze iné ako Strukturalne stabilné rovnice nema
ani zmysel vySetrovat.

Z prikladov 1—4 st vietky Strukturélne stabilné s vynimkou prikladov la a 3a (je
intuitivne zrejmé, Ze uzavreté orbity v nich je mozné Tubovolne malou perturbéaciou dat
rovnice ,,roztrhnit*). Poznamenajme, Ze podobne ako pojem topologickej ekvivalencie,
ma aj pojera trukturdlnej stability svoju zrejmu lokédlnu analdgiu a Ze je mozné hovorit
aj o Strukturalnej stabilite na nejakej podmnozZine M.

Andronov a Pontrjagin sucasne charakterizovali Strukturdlne stabilné rovnice na
dvojrozmernom disku. Aby sme ich vysledok mohli sformulovat, zavedieme tieto pojmy:

Bod x € M sa nazyva rekurentnym bodom dynamického systému, ak ku kazdému
okoliuU bodu x a kukazdému t, > O existuje také 1, > toa t, < —to, 2¢ ¢, (U) N U # ¢,
i = 1,2. Mnozinu rekurentnych bodov daného systému budeme oznalovat Q (pozna-
menzajme, 22 Q obsahuje vietky kritické body a periodické orbity).

Nech x, je hyperbolicky bod systému @, A linearizcia ¢ v bode x, a nech
dim Ly(A) == m, dim L,(A) = n — m. Potom body x, pre ktoré ¢(x) — x, pre t - o
(t » — oo) vytvarajiu C" podvarietu Wy(x,) (W,(x,)) dimenzie m(n — m), ktora sa v bode
xo dotyka priestoru Ly(A) (L,(A)). Variety Wi(xo) (W,(xo)) sa nazyvaju stabiln4, resp.
nestabilna varieta bodu x,,.

S pomocou diskrétneho dynamického systému, generovaného Poincarého zobrazenim,
'sa obdobne dajii definovaf stabilna a nestabilna varieta hyperbolickej periodickej orbity
(poznamenajme, Ze stdet ich dimenzii bude n + 1).

Podrobny dokaz vysledkov Andronova a Pontrjagina uverejnil aZ v r. 1952 DE BAGGIS.
V roku 1960 Peixoto rozsiiril ich vysledky na IubovoIré kompaktné dvojrozmerné
variety:

Nech M je kompaktna varieta dimenzie n = 2. Potom rovnica (Rf) je Strukturalne
stabilna prave vtedy, ak
(1) Q sa sklada z

a) kone&ného poétu kritickych bodov,

b) kone&ného poétu periodickych orbit.

(2) Vsetky kritické body a periodické orbity st hyperbolické.

(3) Stabilné a nestabilné variety vietkych kritickych bodov a periodickych orbit sa pre-
tinaju transverzalne*).

Dalej, §trukturalna stabilita je v dimenzii 2 genericka vlastnost.**)

*) Pri podmienkach $trukturdlnej stability rovnice na dvojrozmernom disku sa poZaduje naviac,
aby orbity rovnice pretinali hranicu disku transverzilne.

**) Teraz moZno vysvetlit, pre¢o sa od homeomorfizmu v definicii topologickej ekvivalencie nemoze
ziadat zachovanie parametrizdcie. PretoZe Iubovolne malou perturbiciou rovnice mozno zmenit
periodu periodickej orbity, nebola by nijakd rovnica majica izolovant pzriodicku orbitu $truk-
turdlne stabilna.
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Podmienka (3) sa v dimenzii 2 redukuje na nasledovnii podmienku: neexistuje orbita
spéjajuca sedla (pozri priklady 3a, b). Formulédciu vo vete sme zvolili preto, aby mala
zmysel aj pre vy$8ie dimenzie. Hovorime, Ze dve podvariety M sa pretinaju transverzalre,
ak v kazdom ich spolo¢nom bode sucet ich tangencialnych priestorov mé dimenziu n.

Tato veta sice neriesi problem topologickej ekvivalencie, ale aspofi vymedzuje gene-
rickl mnozZinu rovnic s pomerne jednoduchymi vlastnostami.

Do usilia o rozsirenie vysledkov Andronova, Pontrjagina a Peixota do vysSich dimenzii
sa zapojil rad matematikov, analystov i topolégov. Centralnou postavou tedrie sa stal
S. SMALE, ktory bol za svoje prace na Medzinarodnom kongrese matematikov v Moskve
v roku 1966 odmeneny Fieldovou medailou.

Najprv sa podarilo dokézat, Ze (1a), (2) a (3) st generické vlastnosti v Tubovolnej
dimenzii (KUPKA-SMALE); R. Thom vsak nasiel priklad Strukturalnej stabilnej rovnice
(R,) dimenzie 3, ktorej Q = M (z &oho okrem iného vyplyva, Ze (1b) nie je generické
vlastnost v dimenziach > 2).

Smale nasiel priklad $trukturéine stabilnejrovnice, ktorej Q malo charakter Cantorovho
diskontinua. V roku 1965 PucH viak dokéazal, Ze genericky v #! st periodické body, t.j.
body, ktorych orbity st periodické, husté v Q.

Usilie o dokaz generi¢nosti $trukturalnej stability bolo kone&ne korunované iispechom
v r. 1966, ale v negativnom zmysle. Smale nasiel priklad $tvorrozmerne;j variety, na
ktorej Strukturalna stabilita nie je genericka vlastnost. V r. 1967 Peixoto a Pugh dokazali,
Ze na nijakej nekompaktnej variete dimenzie > 2 Strukturalna stabilita nie je genericka.

Problém globélnej topologickej klasifikacie §trukturalne stabilnych rovnic ostal nevy-
rieSeny dokonca aj v dimenzii 2. Vyskytli sa sice snahy charakterizovat diferenciilne
rovnice spliiujuce (1), (2), (3) pomocou usmerneného grafu, ktorého vrcholy s kritické
elementy (kritické body a periodické orbity) a dva vrcholy su spojené hranou, ak nesta-
bilna varieta jedného z nich sa pretina so stabilnou varietou druhého, ukazalo sa viak,
Ze tento graf pre charakterizaciu topologickej §truktiry zdaleka nepostaduje.

Kto by teda od zavedenia pojmu kvalitativneho rie$enia C bol oakaval ,,happy end*,
moze byt sklamany; takato situacia je v§ak medzi matematickymi tedriami skor pravid-
lom neZ vynimkou.

Aktivita v tedrii Strukturalnej stability sa ani po tomto Smaleovom vysledku neskon-
¢ila, ba naopak, este viac sa rozrastla do Sirky. Zo smerov dalSieho badania spomenieme
tri:

1. Snaha o zoslabenie definicie Strukturalnej stability natolko, aby to bola genericka
vlastnost, avsak tak, aby systémy, ktoré ju maju, vykazovali urditd jednoduchost. Do-
siahnuté vysledky tu maji skor negativny charakter.

2. Hladanie rozumnych postacujticich podmienok pre Strukturdlnu stabilitu. PALIS
a Smale dokazali v roku 1969, 7¢ na Tubovolnej M su rovnice, vyhovujuce (1), (2), (3)
$trukturalne stabilné. PretoZe na ITubovolnej variete takéto rovnice existujii, bolo tym
dokazané, Ze na kaZdej variete existuje aspoii jedna Strukturalne stabilna rovnica. Ich
vysledok zovieobecnil v roku 1970 ROBBIN na systémy, ktoré nespliiujii (1), aviak ich
Q spliiuje ako celok podmienky, které s zovieobecnenim (2), (3) a periodické body su
husté v Q (¢o podIa vysie citovaného vysledku Pugha je genericka vlastnost pre r = 1).
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3. Stidium $trukturalne stabilnych rovnic s parametrom a generickych bifurkécii
takychto rovnic. Studujua sa diferencialne rovnice zavislé od parametra

(Ru) % = f(/r" x) ’

kde parameter u nadobtida hodnoty v jedno- alebo viac-rozmernej variete P. V pripade
jednoparametrickych rovnic (dim P = 1) sa tu vlastne jedna o $tidium kriviek rovnic
v priestore #". Ak pre y, je (R,,) $trukturalne stabilna rovnica, potom pre u z niektorého
okolia y1, sa topologicka §truktura rovnice (R,) nezmeni. Ak viak (R,,) nie je Strukturalne
stabilna, najdu sa v TubovoInom okoli u, rovnice (R,) s rdznymi topologickymi 3trukti-
rami. Takeito zmene topologickej Struktiry sa hovori bifurkacia. Bifurkaciam sa neda
malymi pzrturbaciami parametrickej rovnice vyhnit, a to ani v pripade, Ze sa uvazuje
lokélna topologicka 3truktura. Pritom si (stabilne) mozné bifurkécie jednoduché, pri
ktorych su bifurka&né hodnoty izolované, ale je tieZ mozné, Ze v lubovoIne malom okoli
niektorého bodu yu, sa topologicka §truktura rovnice zmeni nekonefne vela razy.

Opit je moZné zaviest pojem genericity pre parametrické rovnice. Kym generické
bifurkécie v okoli kritickych bodov a periodickych orbit mozno dobre charakterizovat
(hoci nie v striktne topologickom zmysle), je globalna predstava zatial velmi fragmen-
tarna.

Zaverom niekolko citacii, z ktorych je mozno ziskat podrobnejsi prehlad o vysledkoch
tedrie, pripadne citacie dalsich ¢lankov:

[1]1 S. SMALE: Differentiable dynamical systems, Bull. Am. Math. S c. 73 (1967), 747—817

[2] Proc. of Symposia in Pure Math. (Global Analysis), XIV, AMS (1970)

[3] Symposium on Differential Equations and Dynamical Systems, Lecture Notes on Mathematics,
Springer (971

[4] J. W. Ro3BIN: A structural stability theorem, Annals of Mathematics, 94 (1971), 447—493

Ohlédnuti za Pokroky¥*)

OldFich Kowalski, Praha

Vazeni ptatelé,

dovolte mi, abych se ve svém tivodnim pyisp&vku pokusil o zhodnoceni prace, kterou
jsme dosud vykonali a naznalil né€které nové tkoly. B&hem poslednich témé&f tii let
vznikala na pidg€ Jednoty nova koncepce gasopisu Pokroky. Rad bych pfedevsim znovu

*) Zkricené znéni hlavniho referdtu na zasedini redak&ni rady Pokrokt dne 28. bfezna 1973. Na
publikovani referdtu se usnesla redak¢ni rada.
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