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0 MINIMACH A MAXIMACH A 0 ICH HEADANI

PAVOL BRUNOVSKY, Bratislava

I. 0 minimich a maximach

Clovek sa Sasto dostdva do situdcie, v ktorej sa musf rozhodovat. Pred-
metom takéhoto rozhodovania Sasto byva volba nejakého naj. Méze tu ist
o drobné problémy (odtrhntt si najéervensie jabltko), zévaznejsie (ndjst
najkratsie spojenie s Kecerovskych Peklian do Caracasu), aZ po velmi véZne
(vyber najvhodnejsieho partnera pre Zivot). Ucene tomu hovorime, Ze
¢lovek optimalizuje. Casto sa mu pritrafi, Ze musi optimalizovat aj pri
svojej praci. A tu musf riefit Glohy niekedy jednoduché (z 57 éasov dosiahnu-
tych na Velkej cene Slovenska vybrat najkratsi), zloZitejsie (vystrihnat
sako z najmensieho kusa ldtky) a tazké (uréit program letu rakety tak, aby
vyniesla druZicu na obeznu drahu pri minimdlnej spotrebe paliva).

Treba povedat, Ze ¢lovek je v tejto discipline majster. Myslim, Ze vo vaé-
Sine Ginnosti, ktoré élovek dlhsi ¢as robi, jeho postup je velmi blizky opti-
mélnemu. Ako priklad mozno uviest dlohu dopravit elektriku z miesta A
do miesta B po rovnej trati za dany ¢as pri mlmmalne] spotrebe energle
Dnesny matematicky apardt umoznuje spoéitat, Ze optimdlny reZim pri-
pusta iba 4 fazy: maximédlny tah, udrzovanie konstantnej rychlosti, vybeh
a maximéalne brzdenie. A v&imli ste si, ako postupuje vodié¢ elektri¢ky?
Tak isto si myslim, Ze keby sa spoéditalo, ako optimdlne strihat ldtku na
sako, sotva by sa vysledok velmi li&il od toho, ako to krajéiri robia desat-
rodia. (Mimochodom, matematicky popis tejto tlohy by bol daleko od jedno-
duchého!) Na tom nié nemeni ani Statistika rozvodovych stdov, ktors
hovori, Ze, Zial, prave v jednom z najzdvaznejsich rozhodnuti, ktoré Slovek
vo svojom Zivote musf urobit, nie velmi uspieva...

Napriek svojmu majstrovstvu sa élovek casto potrebuje obratit o pomoc
na matematiku, napriklad preto, Ze nemd moznost rozhodnutie opakovat
dostatoéne vela riz, aby sa k optimélnemu priblizil (raketa). Niekedy sa
problém dé formulovat matematicky pomerne lahko (raketa), inokedy
tazsie (strihanie latky) a niekedy to asi prakticky nejde (vyber partnera
pre Zivot — nastastie, predstavte si td bitku o toho najvhodnejsieho!).

Ak si zalistujeme trocha v spomienkach, mozno si spomenieme, Ze jeden
z prvych prikladov toho, ze diferencidlny podet ,na niedo je* sa tykal préve
problému hladania minima, resp. maxima redlnej funkecie redlnej premenne]
Konkrétne, pouzivali sme
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Tvrdenie 1. Nech f: (—o0, 00) > (—o0, o0) je diferencovatelns. Aby
funkecia f nadobtdala v bode # (lokdlny) extrém (t.j. minimum alebo
maximum), musi platit f'(£) = 0. _

Skolskym prikladom pre pouzitie tejto vety je tiloha odstrihntt zo Stvorca
so stranou @ rohy tak, aby sa zo zvysku zlozila Skatula s maximalnym
objemom (obr. 1). Ak si oznadime z dlzku strany odstrihnutého §tvorda
a f(z) objem vzniknutej Skatule, dostdvame

flx) = (@ — 2x)2x = 423 — 4ax? + a?2.

. E— —

=71

Obr. 1

Aby f nadobudala v bode £ maximum, musi platit ' (£) = 0, z éoho do-
stdvame pre uréenie £ rovnicu

1242 — 8af + a2 =0
a jej rieSenim dostdvame dvoch , kandiddtov‘‘ na lokdlne extrémy
# = 1/6a, e = 1/2a.

Lahko sa presvedéime — napriklad tym, Ze spoéitame f(0) (preéo?) — Ze
rieSenim tlohy je #;.

Takychto par prikladov sme si v knizke preéitali, pripadne na cviéeni
preratali a ostal v nds dobry pocit, Ze sme sa presvedéili o uZitoénosti
diferencidlneho poétu a Ze v pripade potreby hravo najdeme extrém funk-
cie — asponl jednej premennej. Ani sme si pritom nestaédili uvedomit, ze
tento a dalsie priklady boli tak starostlivo vybraté, Ze sme mali z pekla
Stastie v tom, Ze:

1. extrém sa nachddzal vnatri uvaZovanej oblasti (v naSom pripade
0 =2 = af2),
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2. lokilny extrém bol sticasne globdlnym extrémom
a najmé, ze :

3. sme poznali analyticky vyraz pre f a rovnica f'(£) = 0 sa dala explicitne
riesit.

Nebolo by treba dlho hladat priklady, ktoré niektora z tychto vlastnosti
nemaju (napriklad trividlna Gloha odrezat z danej palice palicu maximélnej
dizky, pokial pripustime ,,prézdne*“ rezanie, nemé prva vlastnost). Pre

tlohy, o ktorych nevieme vopred, ze maji prvé dve vlastnosti, mézeme
v8ak Tahko na zdklade nasich znalosti sformulovat

Tvrdenie 2. Nech f je diferencovatelnd na intervale [a, b] (rozumieme
tym, ze f ma v bodoch a, b derivaciu sprava, resp. zlava a v kazdom vnu-
tornom bode intervalu obojstrannt derivéciu) a f dosahuje v bode # lokdlne
minimum, potom bud £ =a a f'(a) = 0, alebo £ =05 a f'(b) < 0, alebo
% e (a,b)af(&) = 01).

Tvrdenie 2 problém hladania globdlneho (t. j. nie iba lokdlneho) minima,
samozrejme, uplne neriefi, nemozno ho v8ak povazovat za zbytoéné. Jeho
zmysel spoéiva okrem iného v tom, Ze silne obmedzuje mnoZinu bodov,
v ktorych f moéze nadobtdat minimum. D4 sa dokonca celkom exaktne
dokdzat, %e v istom zmysle pre ,,skoro vSetky‘‘ funkecie je pocet takychto
bodov koneény?2).

Uvazovanim ohranidenf stratila jednoduchd formulécia nutnej podmienky
minima tvrdenia 1 na krése. Matematik mé ovela radsej, ak mo6ze alterna-
tivnu formuldciu so slovami bud, alebo nahradit jednotnou. Treba tu mat
pritom na mysli, Ze formuldcia analégie tvrdenia 1, resp. tvrdenia 2 pre
funkcie viac premennych sa uvazovanim ohraniéeni stane este ovela kom-
plikovanejsou, pretoze tu uz zdaleka nevysta¢ime s intervalmi ako mnozi-
nami, na ktorych sa minimalizuje.

Na pomoc si tu treba vziat jednoducht myslienku z praxe: Ak chceme,
aby niekto nevkroéil do zakdzaného priestoru (v naSom pripade mimo
intervalu [a, b]), tak bud priestor oplotime, alebo budeme za porusenie
zékazu vyberat pokutu. KedZe ndm velmi zalezi na tom, aby nikto zédkaz
neporusil, budeme vyberat pokutu poriadne vysokt; ako matematici mdme
v tomto smere vyhodu v tom, Ze si mézeme dovolit vyberat pokutu ne-
konecnu.

1) Obdobni vetu moZno, samozrejme, sformulovat pre maximum. Pretoze
viak max f = —min (—f), budeme v dalSom hovorit iba o minimdch.

2) PresnejSie, d4 sa dokézat, Ze pri vhodnej, prirodzenym spdsobom zvolenej
topolégii v priestore diferencovatelnych funkecii na koneénom uzavretom
intervale je mnozina funkeii, ktoré uvedent vlastnost nemaji, I. Baireovej
kategérie.
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Inié povedand, interpretujeme f ako ,,cenu’ a namiesto toho, aby sme
sktimali funkeiu f na intervale [a, b], budeme skimat funkeiu f: (— o0, 00) -
- (— o0, 0], definovani takto:

F(2) = (fe) pre @ c[a,h]
»{oo pre @ ¢ [a, b]

Pretoze sme rozsirili priestor obrazov na (— oo, co] musfme povedat, ako
v tomto priestore budeme pocitat. Pre nase ticely ndm staéi definovat

4+ 00=0+x=00, == ©
pre kazdé z € (— o0, o0].

Je teraz zrejmé, %e ak f je funkeia s redlnymi hodnotami na [a, b], f(£) =
= min f(z) vtedy a len vtedy, ak
& e (—o0, ) .
#€la,b]laf(#) = min f(z) (preto?).
z € [a, 0]

S derivaciami, resp. diferencidlmi na takato funkciu zrejme nemodzme
(aj v pripade, Ze f je diferencovatelnd na [a, b], bude mat } nespojitosti
v bodoch a, b). Poméze ndm vSak pojem. subdiferencidlu, ktory sa definuje
podobne ako diferencidl, s tym rozdielom, Ze rovnost v definicii sa nahradi
nerovnostou.

Nech f: (— o0, ) = (—o0, 0], z € (—00, 00) a f(z) < o). Linedrnu
funkciu dy = a dz (reprezentovanu &islom a) budeme nazyvat subdiferen-
cidlom funkcie f v bode z, ak pre kazdu postupnost &, — 0 existuje postup-
nost {wy} takd, Ze f(x + hy) — f(x) = ahy + wqu pre kazdénalim Alw,=

n->
= 0. )
Ekvivalentne mézeme subdiferencidl f v « definovat ako é&islo a také, Ze
plati :
lim inf || f(@ -+ h) — f(&) — ah] = 0.
h->0 '

(dokdazte!). Jedno-jednoznaéné priradenie ¢isel a linedrnych funkeii ndm
umoznuje povazovat subdiferencisl bud za &islo, alebo za linedrnu funkeiu,
podla toho, ako ndm to vyhovuje (pozri [1]).

Pre geometrickut predstavu ndm poslizi dalsia ekvivalentnd definicia:
a je subdiferencidl f v £ vtedy a len vtedy, ak funkecia F(x) = min {f(z),
& + a(x — £)} je diferencovatelnd v £ a plati F'(£) = a. (Nakreslite si graf
funkcie F, ak f(z) = x — 22 sinx a £ = 0!).

Je zrejmé, %e subdiferencidl funkcie v niektorom bode nemusi existovat
a tak isto, Ze takychto subdiferencidlov méze byt viac. Oznadime {f'}(x)
mnozinu subdiferencidlov f v x. Pre dobré pochopenie definicie sa oplati
rozmysliet si, Ze
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— pre f(z) = |2| je {f}z)={f(x)} =signzpre 2 #0 a {f}0)=
= [—1, +1] (obr. 2),
— pre f(r) = —|z| je {f}(x) = —sign x pre z # 0, ale {f'}(0) = @,
— {f'Hzy) = {9'}=,), ak g(x) = f(x) + ax — x,)2, alebo, vieobecnejsie,
ak hm sup |B|1 g2y + B) — flxg + B)| =0, :

—-akfx)—ocprex§O,f(x)=ﬁprex>0, kde o« << f £ o0, potom
{f}(0) = [0, )

a dokézat si to pomocou niektorej z ekvivalentnych definicif.

f

/ F(x)=1x|
\\ //
NN {f}(o)
/// N *
7/ NN
// \\
- Y
Obr. 2

Podaktoré z vlastnosti, ktoré si pozorny &itatel v&imol na prikladoch,
platia vSeobecne a st zhrnuté v tvrdeni 3. :

Tvrdenie 3. Nechf: (—05, 0) = (— 00, o0]. Potom

1. {f'}(=) je uzavrety (pripadne prézdny) interval.

2. Ak f mé derivéciu sprava a zlava v z (oznaéime ich f'+(x), resp. f'~()),
potom {f}x) = [f"~ (), f+(x)] (rozumieme [a, b] = 0, ak b < a).

3. Ak f(x) = oo pre e (xy, xy +¢), € >0 a f~(x) existuje, potom

(I Heo) = [f~(ao), ).

Ako désledok 2. bodu tvrdenia 3 dostdvame, ze {f'}(z) = {f'(2)}, ak f je
diferencovatelnd v bode .

Aby sme dokdzali 1. bod tvrdenia 3, treba ndm ukdzat, Ze {f'}(2) je
interval, t. j. Ze ak %, f§ e{f'} @) a y € [«, f], potom y e{[}() a Ze {f'}(x) je
zhora uzavretd mnozina, t.J. Ze ak ap —> o, ap < a, oy € {f'}(x), potom aj
« € {f'}(z) (uzavretost zdola sa totiz dokazuje tiplne obdobne).
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Nech teda o, § = {f'}(z). Nech h,—>0. Potom existuja postupnosti
{wi}r, také, Ze lim hnlwn =0a

f@ + ha) — fl2) Z tha + @}, =, f.

Polozme wy, = wf, ak by = 0, wy = %, ak h, < 0. Potom zrejme plati
" hlowy—>0aak a <y < 8, potom

flx 4 hn) — f@) = Phn + wn > yhy + wn, ak by =20,
f(x+hn)—f(x)Z“hn+wnZth+wn, ak h, <O,

z éoho vyplyva y € {f'}(x)

Pre d6kaz uzavretosti zhora pouzijeme druht definiciu subdiferencidlu.
Nech oy —> o, ay < a, an €{f'}(z) a predpokladajme o ¢ {f'}(x). Potom
plati .

7 = lim inf |B|"1[f(x + k) — f(x) — ah] << O.
k>0

Z toho vyplyva, Ze existuje lubovolne malé |h| také, ze -

1) R [f@ + b) — f@) — k] <1/27.

Pre dost velké n je 0 = a — oy, < 1/4n, takZe pre kazdé takéto h >0
dostavame z (1) pre n dost velké

R+ B — flw) — okl < Udn + Udn < Uy — b h-Ne — o)
IS + B) — fl&) — ah] < 1/d
(pre 2 << 0 vyplyva poslednd nerovnost z (1) trividlne).
Z toho dostavame pre dost velké n

lim inf 2|71 f(z 4+ &) — f(x) — anh] <O
h—>0 ‘

a to je v spore s predpokladom.

Vzhladom na to, Ze uz vieme, Ze {f'}(z) je interval na to, aby sme dokézali,
ze plati tvrdenie 3.2, sta¢i nam dokazat, ze ak f'—(z) < f'+(x) potom ) e
e{f'}x) a e ak a > f'*+(x), potom « ¢ {f'}(x) (dékazy pre f'~ st opat obdob-
né). Z definicie derivacie sprava, resp. zlava vyplyva

(2) lim B[ flw + B) — flo) — fH@h] =0,
(3) lim B[z + b) — f'~{x) — (@] = 0.
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Ak si uvedomime, Ze pre b << 0 je —f'~(2)h < —f'*(x)h, dostaneme z (3)
lim inf [A|71[f(z + k) — flx) — f"*(2)h] 2 hm b f2 + k) — fl@) —
h -0~ -0-

— f"~(x)h] = 0.
Z toho a z (2) dostédvame
lim inf |- f(x + k) — f(x) — f'*(x)h] = O,
h->0

a teda f'*(x) € {f'}(x)
Ak o« > f'*(z), potom pre k > 0 dost malé dostaneme z (2)
W1 fw + B) — fl) — @] < 12(x — f4(@) = hh-L(a — () —
— 120 — f@)), |
b f@ 4 b) — fl@) — oh] < —1/2(c — f'*(2)),
z ¢oho vyplyva
lim inf (A [f(w + B) — flz) — @h] < 0.

Kedze k dokazu 3. bodu tvrdenia 3 netreba nijakut zvldst nova myslienku
a d4 sa vykonat tou istou technikou ako dokazy prvych dvoch Gasti vety,
prenechava sa, Gitatelovi ako cviéenie.

Co ném déva pojem subdiferencidlu pre formuldciu nutnej podmienky
minima, vidno z tvrdenia 4.

Tvrdenie 4. Ak fi (—o0, ©) > (—0c0, 0] & £ je lokdlne minimum f,
potom 0 € {f'}(x) \
Dokaz je velmi jednoduchy: ak 0 e {f'}(£), potom

lim inf |A|-1[f(£ + B) — f(£)] < O,
h->0 o

¢o je mozné iba tak, Ze v kaidom okoli bodu O existuje » také, Ze
|R|7Lf(£ + B) — f(#)] <O, t.j. fif + k) <f(#), a teda £ nie je lokilne
minimum f.

Je zrejmé, zZe tvrdenie 4 obsahuje tvrdenie 2 v tom zmysle, Ze tvrdenie 2
je dosledkom tvrdenia 4 v pripade, Ze funkecia f z tvrdenia 4 vznikne vlnov-
kovou operéciou z funkcie diferencovatelnej na danom intervale. Vyplyva
to ihned pouzitim 2. a 3. bodu tvrdenia 3 a dokazy opét prenechdvame ako-
cvidenia Citatelovi.

Na zéver tejto Casti urobme si bilanciu toho, ¢o sme zavedenim pojmu
subdiferencidl ziskali. Z hladiska ,,isto‘‘ matematického sme ziskali ne-
sporne dost: podarilo sa ndm sformulovat nutnd podmienku minima, ktord
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okrem toho, Ze je elegantnejSia nez tvrdenie 2, je platnd pre funkcie, na -
ktoré nie st kladené nijaké podmienky regularity (to je v matematickej
analyze pripad velmi neobvykly). Prakticista by zasa povedal, Ze sme sa
dostali z dazda pod odkvap, Ze ndm totiz pojem subdiferencidlu pre samotné
hladanie minima ni¢ neddva: jednoducho mozno subdiferencidl zistit iba
pre diferencovatelné funkcie a pre tie je tvrdenie 4 ekvivalentné tvrdeniu 2.

Nepochybne kus pravdy v tom je. Mozno v8ak tGplne povazovat eleganciu,
vieobecnost a jednoduchost matematickych tvrdeni a tedrif za samoudelni ?
Myslim si, Ze nie. Iste by bolo moZné zaobist sa bez znamienok + a —
a opisovat tieto operacie slovne, ale myslim, Ze dnes sotva niekto pochybuje
o tom, aky prevratny vyznam pre matematiku malo ich zavedenie. Samo-
zrejme, nechcem tym povedat, Ze zavedenie pojmu subdiferencidl moze
znamenat prinos, porovnatelny so zavedenim -+ a —; dokonca by-som
pripustil, Ze azitok, ktory z neho ziskame, nestoji za ndmahu — keby sme
sa mohli obmedzit na funkecie jednej premennej. Vieme viak, Ze s tym
nevystacime, a Ze matematika i ostatné vedy kladd pred nis optimalizaéné
tlohy, ktoré vedu na hladanie extrémov funkeif viac premennych, dokonca
funkeii na vSeobecnejsich priestoroch (raketa!). Tu uZ sa uZitok z pojmu
subdiferencidl prejavuje ovela vypuklejie. Naviac mé pojem subdiferen-
cidlu hlboky vyznam, ktory zatial nem6zme vysvetlit, dostaneme sa viak
k nemu v tretej Casti ¢lanku o kovexifikdcii a dualite.

Pre funkcie n premennych f: E» - (— o0, o) anal6giu tvrdenia 2 predstavuju
tzv. Kuhnove — Tuckerove podlnlenky Nech f, gi : B» - (— 0, ®), ¢ =
=1, ..., m st diferencovatelné a nech z € K je taky bod, %e f(Z) = mm f(ar;),

{x] gi(x) £ 0,4=1,..., m}. Oznadme I(z) = {7 ] gi(x) = O} Predpokla-
da,Jme, Ze vektory dgi(z)? ), % e I(z) st linedrne nez4vislé (tdto podmienku mozno
oslabit, nie v8ak tdplne vypustit). Potom existuju &isla u; = 0, 72 € I(Z) (tzv.
Kuhnove — Tuckerove multiplikdtory) také, Ze

df@) = X widgi (z).

ieI(7)

Ak prijmeme konvenciu f(x) = o pre z ¢ K, je tdto pomerne zloZito formulo-
vang veta obsiahnutd vo vete, ktord znie rovnako ako tvrdenie 4, pritom
subdiferencidl sa definuje doslovne rovnako ako pre funkciu jednej premenne;j.

To je vSetko pekné, mozete povedat, uzndvame, Ze subdiferencidl je
uzitoény, ale ako teda mdme to minimum hladat? O tom nabudtce.

Literatara
[1] Brunovsky P.: Derivdcie a linearizécia. Matematické obzory 2/1972.
Bratislava, ALFA 1972.

3) Rozumieme dg(z)-ako vektor so zlozkami (dg/0x;) (%), j = 1, ..., n.
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