MATEMATICKE OBZORY -9/1976

O MINIMACH A MAXIMACH A O ICH HCADANI

PAVOL BRUNOVSKY, Bratislava

I1. Ako sa mnozia kraliky

Tak teda, ako hladat minima? A ¢o to vobec znamenda?

Hadam netreba nikoho veImi presvedCovat, Ze tlohy, v ktorych minimum
mozZno presne vyrataf, budd skor vynimkou neZ pravidlom. 1 ked sa podari
hodnotu, v ktorej sa minimum dosahuje, vyjadrit formulkou, nemusi to este
znamenat, Ze skutone mozZno minimum presne vypoéltaf — ¢o ak formulka
napriklad obsahuje odmocnmy"

Je teda hddam zrejmé, Ze ni¢ nestratime, ak nidjdeme spOsob, ako minimum
poditat iterativne, s fubovolnou zadanou presnostou’.

-Co viak znameni ,,zadana presnost*? Néjst minimum funkc1e f na intervale
[a, B] (ktory v tejto &asti budeme vZdy predpokladat koneény, €o je v praxi vidy
splnené) s presnostou € méZeme chédpat vo viacerych zmysloch:

(x) ndjst interval [x7, x*] taky, Ze |xt —x;| <& a £e[x], x?*] (kde, podobne ako
v Casti I, znaél £ bod, v ktorom f nadobida minimum na [a, b]);

(xf) najst x, €[a, b] tak, Ze |x, — £| <& a vypoditat f{(x,);

(f) najst x, tak, Ze f(x,)— f(f)<£ a vypocitat f(x,).

Vsetky z nich — a e$te moZno dalSie — maji zmysel a zavisi od konkrétnej
situdcie, ktora z nich je adekvitna.

Pre rieSenie vSetkych tychto Gloh mame ihned naporidzi jednoduchu ,,pasivnu‘
metddu:

AK rie§ime dlohu (x), zvolime k prirodzene tak, Ze A=k (b—a)<e/2,
vypo&itame hodnoty f,=f(x,) v bodoch x,=a+ih, 1=Si=k—1 a polozime

X=X, Xt =2x;,, kde [ je také, Ze f,«— min ﬁ ; ak rieSime dlohu (xf), zvolime &

tak, Ze k- l(b a)<¢ a poloZime x, = x;. A konecne ak riesime dlohu (f), volime
postupne k=27, p=1, 2, ... nidjdeme f; pre [ =/(p) a pokracujeme az dovtedy,
kym fi) = firen) <€/2 (Obr 1).

! Nech sa na miia nehnevaji ,.,computer scientisti“ a S$tatistici, Ze tu abstrahujem od
skutoénosti, Ze jednak zaokrihlovacie chyby po¢itaca a jednak nepresnost vychodiskovych
dat ddvaji na tito presnost medze.
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Obr. 2

Pravda, hibavejsi duch sa nad touto metédou zamysli a bez vi&iej namahy najde
priklad funkcie, pre ktori metdda zlyhd, ako napr. na obr. 2. Skuto¢ne, nemoZe-
me dokdzat, Ze nam pasivna metdda vo vSeobecnosti ddva rieSenia dloh (x) az (f).
Napriek tomu vsak ,,zdravy rozum‘ hovori, Ze priroda nie je aZ takd zlomyselna,
Ze by pri dostatocne jemnom kroku bolo moZné ocakavat situdciu ako na obr. 2
prili§ ¢asto. V numerike sa napriek vyspelosti matematiky treba na zdravy rozum
spoliehat dost Casto — a napodiv tispesne ... A vObec, komu sa nepaci, nech ndjde
lep&iu metodu, ktora by bola tak v§eobecnad ako tito jednoduchd. Zarucujem mu,
Ze ak bude uspesny, sliva ho neminie, lebo takej dosial niet.

Nestélo by za to pisat €lanok, ktory by skoncil takymto tristnym konstatovanim.
Neboli by sme matematici, keby sme sa nesnazili dat zdravému rozumu nejaki
exaktni oporu, napriklad tym, Ze by sme dok4zali opravnenost takejto jednodu-
chej metédy pre funkcie, spliiujice nejaké dodatoéné predpoklady, ktoré, aj ked
ich v praxi nie vZdy m6Zme overit, moZno z roznych pri€in ofakavat za splnené.
Takymi mo6zu byt napriklad ohrani¢enia na deriviciu f a pod. O to ndm tu vSak
nejde a ponechdvame Citatelovi ako uZitoéné cviCenie zamysliet sa nad tym. My sa
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skor zamyslime nad tym, ¢i nie je moZné z vypoctov, ktoré musime pri tejto
jednoduchej metéde urobit, volao usetrit.

Ako sme uz spominali, vo vieobecnosti to nejde. Casto sa viak stdva, Ze funkciu
f, ktorej minimum na [a, b] hfaddme, m6Zeme na [a, b] povaZovat za unimodal-
nu, pod ¢im myslime, Ze f nadobiida na [a, #] svoje minimum v jedinom bode,
nalavo od tohto bodu je klesajica a napravo od neho rastiica. Tak napr. funkcia z
obr. 1 je unimodalna, funkcia z obr. 2 nie.

Hoci trieda unimoddlnych funkcii je dost tzka, moZno casto unimodalitu
predpokladat z fyzikdlnych dovodov, alebo je moZné jednoduchou metédou s
hrubsim krokom z povodne uvazovaného intervalu vymedzit interval, v ktorom je
funkcia unimodalna.

Predpoklad unimodality umoZiiuje podstatne obmedzit poéet bodov, v ktorych
treba f pocitat. Je totiz zrejmé, Ze ak x,<x, a f(x,)<f(x,), potom f nemoze
nadobidat minimum napravo od x, (preco?) a je teda zbytocné napriklad
pokracovat v pasivnej metéde a pocitat hodnoty v bodoch napravo od x,. Tato
ivaha naznaluje, Ze ak si nezvolime vopred pevné body, v ktorych budeme f
pocitat, ale budeme kazdy dal$i bod volif uzZ s vyuZitim informadcie, ziskanej z
predchadzajicich vypoctov, méZeme volaco ziskat.

A tu sa ukazuje matematicky problém: K danému poctu # vypoctov funkcie f a
danému intervalu [a, b] ndjst optimalnu metédu postupnej volby bodov &,
1=k =n s vyuZitim informdécie o § a f(§) 1=i/= k — 1. Ako vidno, optimalizovat
mozno nielen program letu rakety alebo strihanie S$katule, ale aj samotny
optimalizaény algoritmus.

Mohlo by sa zdat, Ze v dobe superrychlych samocinnych poéitacov je smieSne
bavit sa o tom, ¢i vykonat 10 alebo 100 000 vypoctov funkcie f, ved CoZe je to pre
taky pocitac? Napriek tomu, dovody tu sd. Tu, hla, hned tri:

1. ¢as potrebny na vypocet f moZe byt skutone dlhy,

2. nie vzdy ide o pocitanie — hodnoty f méZu byt vysledkom drahych merani,

3. metédy hladania extrémov funkcii viac premennych Casto obsahuji ako
svoju ¢ast hladanie extrému funkcie jednej premennej, ktoré v procese vypoctu
treba vela raz opakovat.

Na podopretie prvych dvoch dévodov uvedieme dva priklady z ,,tvrdej* praxe. Za prvy
vdacim svojej manZelke, za druhy Ing. Brokesovi z Vyskumného tstavu liechovarov a
konzervarni. B

Niektoré pevné latky maji vlastnost, Ze adsorbuji (pohlcuji) niektoré plyny. To sa
vyuZziva napriklad pri filtracii exhaldtov. Adsorpcia plynu v gulovej Castici sa riadi tzv. 11.
Fickovym zdkonom

9 13 ( ac) -0

at rar\%ar
%f(t,0)=0; c(t,r)=c; ¢(0,r)=0

kde c(z, r) znaci koncentriciu adsorbatu (plynu) v mieste s polomerom r a v ase ¢ a ¢, je 5
koncentracia na povrchu gule ; podmienka c(0, ) =0 znadi, Ze na pociatku procesu je vSade
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v guli koncentrécii plynu nulovd. Tzv. difdznu konstantu a vSak treba uréit experimentalne.
Za tym tucelom sa naplni koléna gulovymi Casticami, do kolony sa vhdrna plyn, ktory
obsahuje ako svoju zloZzku adsorbdt v koncentricii ¢, a presnym pristrojom — gravimatom
— sa meria celkové naadsorbované mnozstvo do Casu ¢, M(¢), ktoré sa rovnd mnoZstvu
naadsorbovanému v jednej Castici m(#) ndsobenému poctom Castic v koldéne g, t.j.

M(t)=qm(t)=q J’ 4x cridr. KonStanta a sa teraz hlada tak, aby sa vypocCitané naadsorbo-
vané mnoZstvo M,ft) ¢o najlepsie zhodovalo s nameranym, priCom za kritérium zhody sa voli
T T 7
@)= [ M) - M0 de= [ 1)~ 4qn [ " rar ar
(J 0 0

Uloha teda vedie na hladanie minima funkcie f na intervale [0, ©). K vypoctu kazdej
hodnoty f vSak treba numericky vyrieSit parcidlnu diferencidlnu rovnicu, €o nie je ani pre
pocita¢ celkom $pas>.

V druhom priklade ide o odlievanie membran pre reverznid osmézu, jednym z ukazovate-
Tov kvality ktorej je permeabilita (priepustnost). T4 zdvisi od rychlosti odlievania, av§ak nik
dnes nevie pre tito zivislost udat kvantitativny vztah. Cize ostdva jedind moZnost, ak chceme
permeabilitu maximalizovat : volit rozli¢né odlievacie Easy a merat vysledni permeabilitu.

Aby sme mohli ilohu optimalizdcie optimalizaénej metody presne formulovat,
musime sa rozhodnit pre niektord z dloh (x), (xf) a (f). Zvolime si dlohu (xf),
pretoZe pre iu je rie$enie najkrajSie. Skiste si rozmysliet, ako je to's dlohami (x),
(f). Vysledky vasich dvah si moZete skonfrontoval s [2].

Oznaéme %(a, b) mnozinu unimodéinych funkcii na intervale [a, b]. Metédou
n-krokovej postupnej minimalizicie &, je dand postupnostou funkcii &} =
Ex(a,b,&,....8_1, M, ..., M_1) s hodnotami v [a, b], pomocou ktorych sa
hodnoty &7 uréuji rekurentnym predpisom

&r=&x(a, b, &1, ..., &1, f(ED), - (7))
k=1, ..,n.

Ulohou je ndjst taki metédu &, (optimélnu), aby pre kazdy interval [a, b] a
kaZdia ind metédu @, platilo

3 N £l << T ¢ £
| (B2, min 81— £1= max minlé: - 4] |
kde &2, & st po rade uréené metédami @,, &, (aj v dalsom budeme bez dalicho
dohovoru oznacovat body, vypocitané niektorou metédou rovnakymi znakmi, ako
samotni metédu — napr. @%, a¥).

Pre n =1 je zrejmé, Ze optimélna metéda &, musi bodom a, b priradovat stred
intervalu [a, b], t. j. £&1=(a + b). Pri lubovolnej inej volbe bodu &! je totiz vzdy
moZné ndjst funkciu f takd, Ze |E1 — £|>1(b —a) (ak &i>1(a+ b),je to f(x)=x,V
opa¢nom pripade f(x)= —x). '

2 Uloha je tu trocha zjednodusend a na rieSenie uvedénej rovnice je k dispozicii slusne
konvergentny rad. V skutoénosti  zdvisi od ¢ a vtedy sa rovnica stiva nelinedrnou, ¢im sa jej
rieSenie skomplikuje. '
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Aj pre n =2 je rieSenie llohy [ahké : znalost funkcie v jednom bode ndm ni¢im
neprispieva pre lokalizovanie jej minima (dokaZte!), preto je zrejmé, Ze volba &2
bude nezivisla od hodnoty, f(£2). Obdobnou iivahou ako pre n=1 zistime, Ze
musime volit £2, £? tak, aby delili interval [a, b] na tretiny (t.j. musi byt
£,=a+1i(b—a), §,=a+3(b—a), kde £ =min {&, &}, y,=max {&, £23})

Mylil by sa vsak, kto by si myslel, Ze pre n =3 je najvyhodnejsie delit [a, ] na
Stvrtiny ; ak totiZ pozndme hodnoty f v dvoch bodoch, vieme uZ ziZit interval, na
ktorom f méze minimum dosahovat.

Skiiste teraz uhddnut, ako riesit ulohu pre n =3! Ak ste hadali, Ze treba prvé
dva body &2, &2 volit tak, aby mensi z nich bol bodom y, metody &, pre interval
[a, max {&2, éz}] a sicasne va&i z nich bodom £, metédy &, pre interval
[min (&, £}, b], hadali ste spriavne (nakreslite si to a uréite, v akom pomere
musia body &2, £ delit interval [a, b], aby mali uvedené vlastnosti).

Dokazovat to zatial nebudeme, pretoZe ukaZeme, Ze toto pravidlo je ¢astou
‘vieobecného pravidla, podla ktorého sa bude riadit volba bodov &2 a ktoré
pomenujeme pravidlo .

Aby sme ho mohli formulovat pre vieobecné n, k, v§imneme si najprv, Ze ak
poznidme hodnoty &7, ..., £z €[a, b] a f(&}), f(&3), ..., f(E}), pre lokalizovanie
minima funkcie f z toho m6Zeme vytaZit ni€ viac a ni¢ menej nez to, Ze f nadobida
minimum na intervale [a,, b,], kde a,, b, st najbliZii zIava, resp. sprava z bodov

a, b, &, ..., & k bodu &7 takému, ie.f( 3)=f§.is‘}‘f(§7)~3 To znamend, Ze
. A i

‘pokraovanie kaZzdého procesu postupnej n-krokovej minimalizicie @, na [a, b]
spo¢iva v n — k + 1-krokovej postupnej minimalizdcii na [a,, b,] so zadanym
prvym bodom 5;;, ktory oznadime 77: Z toho ihned vyplyva, Ze 7., je jedn¥m
-z bodov 1k, Eisi. Z toho dalej dostdvame

_' A ak f(y.,)>f(x)
e beod={ 3 21} T 20 )

kde X = mm {nln Ek+1} Y, =max {nk’ Ek+l}

Pravidlo sv teraz moZno formulovat nasledovne: .

AKk [a,, b,] je interval, lokalizujici minimum po k-tom kroku metédy @P,,
potom body 7,, &2, , si totoZné (nie nutne po rade) s prvymi dvoma bodmi met6dy
®,_, ., pre interval [a,, b,].

Speciilne pripady pre n =1, 2, ako aj celkova symetria dlohy vzhladom na stred
intervalu [a, b] nds tieZ opraviiuju ocakdvat, Ze pre TubovoIné n a Tubovolny
interval [a, b] si &2 a &1 symetrické podla bodu (a + b). Z (1), pravidia @ a tejto
symetrie moZeme uZ zratat diZky intervalov [d,, 8,]. Ak totiZ oznadime t=1j, —d,
£, =min {#,, fis.}, ¥, =max {7, ..}, potom z pravidla & najprv vyplyva

b, —d,=21 )

3 Tu i v dalom nechdvame bokom v praxi sa nevyskytujici pripad, Ze by hodnota f vysla
rovnaka v rozliénych bodoch a prenechivame ¢itatelovi rozmysliet si tito moZnost.
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Obr. 3
Z (1) a symetrie vyplyva
bys1= epr = — 4 =5k — %,
£ —a,=b—-7y
z ¢oho dalej dostavame
b =6, =b_,—%_ +E_,—d_ =
=b,~ 4+ b~ duy @ -

(nakreslite si obrazok!), pretoze [d,., b,,,] musi byt jednym z intervalov
(4., £] [P, b.], alebo im symetrickych podIa (4, + ,), resp. X%, + B,). Teda, ak
ozna¢ime F,=1, F,=1a

6/: —4.=F,_, T 4)
dostavame z (2) a (3)
F.=F+F_, pre k=1, 3

&o znamend, Ze dizky intervalov [d,, 6,] brané v opaénom poradi a merané dizkou
polovice posledného z nich, =1, —d, tvoria stari zndmu Fibonacciho postup-
nost, ktora je obvykle jednym z prvych troch prikladov postupnosti, s ktorymi sa
¢lovek na hodinach matematiky stretne a ktorou Leonardo z Pisy, zvany Fibonac-
ci, uz v 13. storoci popisoval proces mnoZenia kralikov. :

PretoZe pre n-krokovi metédu &, je b —a = b, — 4, =F,,,7, dostadvame z toho
|&r — #|=t=F,!},(b —a). Teda, ak mame zarutit, aby sme na konci procesu
poznali hodnotu f v bode, ktory je od bodu £ vzdialeny o nie viac ako &, musime
volit n tak, aby F,},(b—a)<e, t.j. aby F,,,>¢e'(b—a). 3

Ako bude vlastne vyzerat postupné hladanie podla Fibonacciho metédy @,,
vyvodime teraz z (1) a (4), z ktorych vyplyva
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b-a=b-d,=F,,71,
$—a=b-%=b~d,=Fz
z ¢oho
(b—=2)/(b—-a)= (y,—a)/(b a)=F,/F,,,
(£ —a)/(b—a)=(b-3)/(b-a)=1—-(§,—a)/(b—a)=
=1- F/F;H-l ( n+1 Et)/F;l-O-l:F;l—l/F:l-H
Teda body £,, —y, treba volit tak, aby usecky [a, £,], [a, b] boli v pomere
F,_,:F,,, a bod y, s nim symetrlcky, ak f(£))>f(y,), zvolime [4,, b,]=[a, y,],
#%,= £,, v opaénom pripade [4,, 6,] =[%,, b)], i, = ¥,. V kazdom pripade teda bude
platit bud (#,— 4,)/(b,—d,)=F,_,/F,, alebo (b,—%,)/(b,—d,)=F, ,/F,. Vo
vSeobecnosti v k-tom kroku (k=n—1) budeme mat interval [[ak, k] a bod
i, €[4, b ] taky, Ze bud (f.—4)/(b,—4)=F, ,.,/F, ., alebo
b, ~ )/(5 —4,) = F,_,.,/F,_,., Doplnime tento bod symetrickym na dvojicu
%, J, a poloZime [4,,,, 5“1] =[d;, Vil, flerr =%, ak f(£)<f(F.) a [4,,1s 5k+l] =

[£, b, le.y=P. v opatnom pripade. Pre k=n bude pre bod 7, platit"

(4, — 4,)/(b, —a,) = F,/F,=1/2, a teda #, bude stredom tsecky [4,, B,]. Ovela
jednoduchSie a prehladnejSie nez tymto slovnym popisom moZno metédu @b,
popisat pomocou blokovej schémy, obvyklej v programovani (obr. 4).

Tymto sme vlastne uz ukézali, Ze je moZné skonstruovat metédu, vyhovujiicu
pravidlu . Zostdva nam este dokizat, 7¢ metéda @, je skutoéne optimdilna
n-krokova metéda postupného hfadania minima ; sii¢asne dokaZeme, Ze je jedina.

Doékaz urobime indukciou. Pre n =1 je tvrdenie zrejme pravdivé ; predpokla-
dajme, zZe ]C pravdivé aj pre 1=k<n.

Metéda &, dava pre Tubovolni funkciu |, — £| = (b — a)/F,,+l Vsimnime si, Ze
rovnost sa dosahuje okrem iného pre monoténne funkcie f — ak totiz napriklad f
je rastica, zrejme 4, =a pre vietky 1=k=n, £=a, a preto f,—£=#H,—a=
=fjn —dx = (b —a)/F,+i.. UkdZeme, Ze k Tubovolnej inej metéde D* existuje
funkcia, pre ktord |fi% — #|> (b — a)/F.+1, ¢im bude dokizané jednak e @, je
optimdlna, jednak Ze je jedina.

Z indukéného predpokladu vyplyva, Ze nie je moZné, aby sa @* zhodovala s &,
vo volbe prvych dvoch bodov (ovplyviiujicich a,*, b,*), ale liSila sa od b v
d’aléich krokoch. Musi sa teda @* li§it od &, vo volbe prvych dvoch bodov

=min {&}, &3}, YI =max {&}, §3}. Predpokladajme x%#%, (pripad y}+y, je
symetrlcky) Ak x*< £, potom pre klesajicu funkciu f bude [a¥, b*]=[x*, b], a
teda b% —a% < b — %, ; pretoze podla indukéného predpokladu @* musi pokraco-
vat ako Fibonacciho metéda &,_, na [a%, b%], ktor4 pre zvoleni funkciu f déva
|n,—%| = (b3—a%)/F,>(b-%)/F, = (b—a)F,/(FF,.) = (b—a)/F,,Z
Z |4, — £|/(b — @), ©* nemdze byt optimalna.

Ak x*¥> %, zvolme f rasticu na [a, b]. Potom bude zrejme [a¥%, b3]=][a, y*] a

[a%, b%]=[a, x*], alebo [a%*, b*]=[a, &3*] podIa toho, & zvolime &2* < £, alebo -

35

a



ZACIATOK

Citay
a,b,n
N |
00(6‘0) F::: — X
b"-—.y
1-—.-*
"
VYPOCET
Lix),t(y)
| \c
l L <tty) e
dno y.n‘l
ty)—~lep
X-—."l g
,(X)-.f‘? y —-x
y—b 1(y)—~I(x)
G‘b-l’—.y
X ey
Hy)—=t(x) : |
_acboy—x v¥POCET
. 1 (y)
VYPOCET
t (%) v ;
’ k<n |_nie : 3
— 1 ruaé
i dno - m, ""Z) )
‘ ke 1=k
———J - /KONIEC

Obr. 4



2* > x*. V kazdom pripade v§ak bude b,—a,=x*—a>% —a=F,_|/F, ., (b—a).
S pomocou indukéného predpokladu dostaneme opit |n* — £| > (b —a)/F,,,, &im
-je dokaz ukonceny.
Spocitajme si teraz, o mdZeme usetrit pomocou metédy @, oproti pasivnej
metdde pre unimodélnu funkciu. Pomocou formulky

| B

ktor4 je znama pre Fibonacciho ¢isla (pozri [3]), si méZeme Iahko spocitat, Ze kym
pre presnost £ =107 (b —a) potrebujeme pri pouZiti pasivnej met6dy spocitat
hodnoty f v 999 bodoch, pri pouziti metédy @&, sa ich pocet zredukuje na 13.

Formulka (6) mé eité aj iny vyznam. Pretoze 1/2|1—V5|<1, moZno z nej
Tahko vycitat, Ze plati

lim|F, —z,|=0 @)

kde z, = (1/V5) (1/2) (1 +V5)". Jednoduchym vypoctom sa mdzeme presvedgit,
Ze mame eSte aj to Stastie, Ze naviac ma postupnost {z,} spoloéni s {F,} aj
vlastnost (5), t. j. Ze plati z,_, + z, = z,,, pre n>1. To ale znamena, Ze ju méZeme
pouzit na vytvorenie metédy postupného hladania @+ podobne ako {F,}, t. j. tak,
Ze polozime xi=a+(z,.,/z,,)(b—a), yi=a+b—xi=a+(1-z,_,/z.,)
(b—a) = a+(z,/z,,)) (b—a). Proti {F,} ma vSak postupnost {z,} ti vihodu, Ze
je geometrickd, ¢o znamend, %e z,/z,_,=1/2(1+V5) nezavisi od n, a preto
nezavisle od poctu krokov metddy a od toho, v ktorom kroku sme, delime interval,
lokalizujici minimum v rovnakom pomere (preto ani v oznaeni metody -
neindikujeme pocet jej krokov). Asymptoticka rovnost (7) ndm zaruuje, Ze pre
velké n metéda @ nebude ovela horsia ako &,, pricom poéitanie podla nej je
ovela pohodlnejsie. Naviac, netreba dopredu vediet pocet krokov, ktoré chceme
urobit, a preto sa vyhodne pouZiva pre rieSenie ulohy (f).

Metbde @: sa tiez hovori metdda zlatého rezu, pretoze z =2(1+ V5)- je uz zo
staroveku zndme ako pomer, v ktorom treba tisecku rozdelit na dve cCasti tak, aby
pomer dizky asecky k dizke jej via¢Sej Casti bol rovnaky ako pomer dfZky vicsej
¢asti k dfzke mensSej a ktory bol vyznamny v starovekej estetike.

Metédy @, a & nie si zdaleka jediné, s ktorymi mozZno postupne hladat
minimum unimodélnych funkcii. Napriklad, viaceré metddy si vypracované pre
pripad, Ze moZno fahko zistovat derivaciu funkcie f. Nam tu viak neSlo o prehfad
metéd minimalizicie, za ktorym Citatel mozZe siahnut do [2].

.. Tym sme konecne skoncili s vypoétom toho, o ¢o ndm tu neslo. O ¢o ndm tu teda
§lo, alebo, pre¢o sme sa tu podrobne prive zaoberali Fibonacciho metédou?
Pretoze sa da z nej vyvodit niekolko pouceni. Po prvé, Ze aj v tych zdanlivo
najprimitivnejsich dlohéch sa da kade€o uZito€ného a zaujimavého vydumat. Po
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druhé, Ze sa pritom Casto objavia celkom neocakdvané suvislosti. A po tretie,
metoda postupného hladania je dobrym prikladom objektu, ktorého popis a
analyza sa velmi neSikovne formalizuji v obvyklom matematickom jazyku. V
tomto smere moZeme dakovat lTudom od pocitacov, zZe vytvorllx symbolxku a aparat
(pozri napr. blokovi schému na obr. 4), ktoré si pre takéto ucely ovela
vyhodnejsie.
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