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Bifurkácie 
negradientnych dynamických systémov 

Pavol Brunovský, Milan Medvěd, Bratislava 

1. Ovod 

Úvodom tohto článku, ktorý pojednává o teorii singularit diferenciálnych rovnic a ich 
parametrických deformáciach, spomeňme teóriu singularit funkcií závislých na para-
metroch, resp. Thomovu teóriu katastrof. Táto teória totiž už vošla do povedomia mate-
matikov a vďaka sérii pěkných článkov [19, 20, 21, 34] si o nej mali možnosť urobiť 
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dobrý obraz aj čitatelia Pokrokov. Či už má na tom zásluhu atraktívny názov „kata­
strofa" alebo nie, popularita tejto teorie dokonce presiahla hranice matematiky a stala 
sa akousi „módnou" matematickou teóriou. To samozřejmé neuberá nič na híbke a kráse 
matematického podkladu teorie katastrof. 

Ako to už bývá, vlnu nadšenia vystriedala vlna kritiky, predovšetkým aplikácií 
teorie katastrof [30, 32]. Našim cielom nie je pripojiť sa týmto článkom k polemike 
okolo teorie katastrof a tým rozmnožiť už aj tak dosť bohatú literaturu o nej. Aj keď 
sú jeho východzím miestom dva předměty kritiky teorie katastrof, článok je v prevažnej 
miere matematický a iba málo sa dotýká jej filozofickej interpretácie. 

Čo sú tie dva předměty kritiky? Thomova teória singularit funkcií klasifikuje typické 
funkcie závislé od (nie viac ako štyroch) parametrov do tried ekvivalencie (ktorých je 7). 
Týmto funkciam zodpovedajú gradientné dynamické systémy závislé od parametrov. 
Ich dynamické vlastnosti určujú vlastnosti procesu definovaného v teorii katastrof 
prostredníctvom týchto funkcií. Poznamenajme, že gradientný dynamický systém je 
definovaný diferenciálnou rovnicou (vektorovým polom) 

áxját = f(x), 

kde f je gradientom nejakej funkcie, t.j. f(x) = — VF(x). Funkcia F sa v teorii katastrof 
nazývá potenciálovou funkciou. Nuž a prvý předmět kritiky je, že u vačšiny interpretácií 
niet vlastně přesvědčivých dóvodov predpokladať, že systém je gradientný a nie je jasné 
čo má byť onou potenciálovou funkciou. A druhý je, že pojem stability, ktorý sa v teorii 
singularit funkcií používá, nezodpovedá intuícii a nie je ekvivalentný s ovela prirodze-
nejším pojmom štrukturálnej stability, zavedenej Andronovom a Pontrjaginom roku 
1936. 

Nebudeme tu rozoberať otázku, či je spomínaná kritika oprávněná. Miesto toho má 
náš článok dať představu o tom, nakolko sa dá vybudovať teória příbuzná Thomovej 
teorii bez předpokladu gradientnosti a s pojmom štrukturálnej stability ako základom 
klasifikácie singularit, alebo ako sa v tejto teorii hovoří, bifurkácií. Podobné ako v Tho­
movej teorii singularit sa nebudeme snažiť o klasifikáciu všetkých možných bifurkácií, 
ale iba o klasifikáciu množiny generických bifurkácií, ktorá sa dostane vylúčením výni-
močných, „patologických" prípadov. 

Práce Morseove a Whitneyove o teorii singularit funkcií a zobrazení priviedli R. Tho-
ma na myšlienku generickej klasifikácie zobrazení, ktorú neskór S. Smale aplikoval na 
teóriu dynamických systémov (bližšie o úspechoch a neúspechoch tejto teorie sa možno 
dočítať aj v článku [6]). Pojmy štrukturálna stabilita a generická vlastnost' možno použiť 
aj na klasifikáciu iných objektov. Vo všeobecnosti ak S je topologicky priestor, s je 
relácia ekvivalencie na 5, potom prvok x e S s a nazývá strukturálně stabilný (vzhladom 
k e), ak existuje také jeho okolie O(x), že každé y e 0(x) je v e-relácii s x. Vlastnosť P 
prvkov množiny 5 sa nazývá generická, ak množina prvkov z S majúcich vlastnosť P ob­
sahuje reziduálnu množinu, t.j. množinu, ktorá je spočitatelným prienikom otvorených, 
hustých podmnožin množiny S. Například, ak S je Banachov priestor, je každá rezi-
duálna podmnožina v S hustá v 5. Teda kým štrukturálna stabilita znamená stabilitu 
vzhladom na aproximácie, generičnosť vlastnosti P znamená, že „skoro všetky" prvky 
z S majú vlastnosť P. Dvoma konkretizáciami tejto schémy sú spomínaný Andronovov 
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a Pontrjaginov pojem štrukturálnej stability, resp. Thomov pojem stability. Tieto pojmy 
vychádzajú z rozličných (neekvivalentných) definícií ekvivalencie. 

2. Lokálna struktura toku vektorového póla v okolí kritického bodu 

Časti tohoto odseku sa prekrývajú s článkami [6], [21]; v prvom z nich možno nájsf 
aj motivácie viacerých základných pojmov kvalitatívnej teorie diferenciálnych rovnic. 

Vektorové pole F (VP) triedy Cr na Cr+1-variete M dimenzie n je Cr-zobrazenie, ktoré 
zobrazí každý bod x e M do bodu z tangenciálneho priestoru TXM k varieté M v bode x. 
Teda F: M -> IJ TXM, F(x) e TXM pre každé xeM. 

xeM 

V snahe nekomplikovat' výklad, budeme často předpokládat' M = Rn, V tomto případe 
je vektorové pole F v tvare F(x) = (x, /(x)), x e Rn, kde / : Rn -> Rn a definuje dife-
renciálnu rovnicu (DR) 

(1) x = / ( x ) . 

Vektorové pole F na Rn sa nazývá gradientné, ak existuje Cr+1 funkcia g : Rn -> R 
taká, ž e / = -Vg, t.j.f(x) = -dg(x)jdxi. 

Teraz si zavedieme niektoré základné pojmy z teorie vektorových polí. Integrálna 
křivka vektorového póla F prechádzajúca bodom x e M = Rn je Cr-krivka a : I -> M 
(I c R je otvorený interval, 0 e I), pre ktorú je a(0) = x a d(t) = (cc(t), da(t)/dt) = 
= F(a(t)) = (oc(t), f(z(t)) (a : I -> TM, d(t) e Tx(t)M). Křivka a je teda daná riešením 
diferenciálnej rovnice (1) so začiatočnou podmienkou a(0) = x. Budeme předpokládat', 
že pre každé x e M je I = R. Potom množina všetkých integrálnych kriviek vektorového 
póla F definuje Cr-zobrazenie cp : R x M -> M (jeho hodnoty budeme značit' cp(t, x), ale-
bo cpt(x)), ktoré má tieto vlastnosti: 1. cpt : M -> M je Cr-difeomorfizmus pre všetky 
t e M, 2. cp0 : M -> M je identita, 3. Pre každé t, seR platí cpt+s = cpt o cps. Zobrazenie cp 
sa nazývá dynamický systém alebo tok vektorového póla F, resp. tok diferenciálnej 
rovnice (1). Množina y = yx = {cpt(x) : t e R} sa nazývá trajektória diferenciálnej 
rovnice (orbita) vektorového póla F prechádzajúca bodom x. Trajektória yx sa nazývá 
periodická (uzavretá) s periodou T, ak t -> cpt(x) je periodické zobrazenie s peri­
odou T. 

Pri lokálnej klasifikácii DR sa študujú okolia kritických bodov (rovnovážných stavov) 
a uzavretých orbit. Bod x 0 e M sa nazývá kritický, ak cpt(x0) = x 0 pre všetky t eR, 
čo nastává právě vtedy, ak/(x 0) = 0. Kritický bod x 0 sa nazývá stabilný, ak lim cpt(x) = 

t-+oo 

= x0 pre x z okolia x0. Uzavretá orbita y sa nazývá stabilná, ak množina co-limitných 
bodov trajektorie každého bodu y z okolia y je rovná y. Bod x nazýváme olimitným 
bodom trajektorie bodu y, ak existuje postupnost' tk -> co taká, že lim cptk(y) = x. Kri­
tický bod a uzavretá orbita sa nazývajú nestabilné, ak nie sú stabilné. 

Všimnime si, že gradientný dynamický systém nepripúšťa periodické trajektorie. 
Totiž z / = — Vg vyplývá 

(dg(9(t, x))/dí),-0 = Va(x)/(x) = - | | / (x) | | 2 , 
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čo značí, že funkcia / ostro klesá pozdíž trajektorie, pokial x nie je kritickým bodom. 
V dósledku toho sa trajektória nikdy nemóže vrátiť do východzieho bodu (ba ani do 
jeho dostatočne malého okolia), a to je právě skutočnosť, vďaka ktorej sú gradientné 
systémy výrazné jednoduchšie. 

Najskór sa budeme zaujímať o lokálnu klasifikáciu vektorových polí v okoliach 
kritických bodov. Nech Fr = Fr(r = oo) je množina všetkých C-vektorových polí 
na Rn s kritickým bodom x0 = 0. Budeme předpokládat', že r je dostatočne velké. 
Uvažujme Fr ako topologický priestor s tzv. slabou C-topológiou, čo je vlastně topo-
lógia bodovej konvergencie všetkých derivácií do rádu r, ktorá je rovnoměrná na každom 
kompakte (pozři [10], [16], [21]). V priestore s touto topológiou je každá reziduálna 
podmnožina v Fr hustá v Fr. 

Vektorové polia Fí9 F2e Fr sa nazývajú ekvivalentně v O, ak existuje okolie U 
bodu O také, že F^ = F2\v. Triedu ekvivalentných vektorových polí v O, reprezento­
vánu vektorovým polom F nazýváme zárodok vektorového póla F v bode O SL značíme ju 
F. Množinu všetkých takých zárodkov značíme Gr. 

Predchádzajúca definícia sa týkala len vektorového póla, resp. právej strany DR (1) 
a je známa z teorie o zobrazeniach (pozři [21]). V nasledujúcej definícii sa berie do úvahy 
už aj tok VP. Zárodky Fí9 F2e Gr sa nazývajú orbitálně C°-ekvilanentné, ak pre ich 
reprezentácie platí: Existujú okolia U a V bodu O e Rn a homeomorfizmus h :U -> V 
taký, že ak x e U a <"foft](

x) ^ U P r e nějaké t > 0, potom existuje ť > 0 také, že 
K^ío.-iv*)) = ^ío,í](^(x)) (<PFl> (PFl s u t o ^y P r e Fi> r e s P - Fi)- Vektorové polia, resp. 
diferenciálně rovnice sa nazývajú (orbitálně C°)-ekvivalentné, ak sú orbitálně C°-ekvi-
valentné ich zárodky. 

Ak F e Gr má lokálnu súradnicovú reprezentáciu F(x) = (x, f(x)), potom príslušnú 
DR (1) možno v okolí počiatku písať v tvare 

(2) x = f(x) = Ax + h(x) , 

kde A = D/(0) — diferenciál zobrazenia/v bode 0, h(x) = o(||x||). Vo vhodné vole­
ných súradniciach je A = diag (A~, A°, A+), kde vlastné čísla matice A~(A°, A+) sú 
vlavo (na, vpravo) od imaginárnej osi. Ak L~, L°, L+ sú zodpovedajúce invariantně 
podpriestory, potom Rn = L+ © L° © L+. 

Množina L <= Rn sa nazývá invariantná vzhladom na tok DR (1), ak q>t(L) c L pre 
všetky t e R. Priestory LT, L°, L+ sú invariantně vzhladom na tok cpA linearizácie DR (2) 

(3) x = Ax . 

Priestor L~ (L+) sa nazývá stabilný (nestabilný). Tento názov je vyjádřením vlastnosti 
toku na L~ (L+): Ak x e L~ (L+), potom cpA(x) -> 0 pre t -> oo (t -> — oo). Priestor L° 
sa nazývá centrálny; tok cpA na L° može byť vo všeobecnosti dosť komplikovaný (pozři 
[2]). Například, ak n = 2 móžu nastať tieto případy (Xlt2 sú vlastné čísla matice A) 

1. dim L~ = 2 4. dim L~ = dim L° = 1 
2. dim L+ = 2 5. dim L+ = dim L° = 1 
3. dim L~ = dim L+ = 1 6. dim L° = 2 

(K tomu pozři obr. 1 — 6 na následujúcích stránkách.) 
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Obr. 

Obr. 

stabilný uzol 
(Xx < 0, X2 < 0) 

nestabilný uzol 
(X± >0,X2> 0) 

stabilný fokus 
(X12 = co1 d= ico2, co! < 0) 

nestabilný fokus 
(A12 = COj ± ico2, co! > 0) 

Obr. 3. 

Sedlo (X1 < 0, X2 > 0) 

Obг. 4 

0 £ ^ - Һ 4 

Я̂  < 0, X2 = 0 
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-0-

Obr. 5 
„! > 0, Л2 = 0 

-0-

Obr. 6. Centrum. 

(A 1 > 2 = ±ico, a> 4= 

V súradniciach, v ktorých je A = diag (A , A°, A+), móžeme DR (2) písať v tvare 
systému rovnic 

(4) x_ = _4~x_ + h_(x) , x 0 = A°x0 + h0(x), x+ = A+x+ + h+(x), 

kde x = (x_, x0, x+). 
Nasledujúca veta hovoří, že vplyvom nelineárnych členov v rovnici (2) sa invariantně 

priestory nezničia, iba se deformuj ú. 
Veta o invariantnych varietách ([1, Veta 27. 1]). Akfe Cr, 17 L°, L+ sú invariantně 

podpriestory matic A~, A°, A+, potom existujú C~1-variety W~ (stabilná), W° 
(centrálna), W+ (nestabilná) také, ze 17 (L°, L+) sa dotýká variety W~ (W°, W+) 
v bode 0 a platí: 

(1) pre každé x e W~ (W+) je lim <pt(x) = 0 (t -» — co) 
(2) lokálně v okolí bodu 0 sú variety W~, W°, W+ dané zobrazeniami triedy Cr_1 

W~ = {(x_, x0, x+) : x+ = v~(x_), x0 = w"(x_)} , 
W+ = {(x_, x0, x+) : x_ = v+(x+), x0 = w+(x+)} , 
W° = {(x_, x0, x+) : x_ = v(x0), x+ = w(x0)} . 

Kým v případe L° = {0} je situácia poměrné jednoduchá, případ L° =j= {0} je ovela 
zložitejší. Nasledujúca veta hovoří, že pre topologickú klasifikáciu toku DR (2) je roz-
hodujúce jeho správanie na centrálnej varieté. 

Veta o redukcii na centrálnu varietu ([33, Veta 1]). Ak W~, W°, W+ sú invariantně 
variety diferenciálně] rovnice (4), potom existuje zobrazenie g0 = g0(x0) také, že 
DR (4) je lokálně orbitálně C°-ekvivalentná s DR (5) 

(5 ) x_ = -x_ , (5°) x0 = A°x0 + g0(x0) , (5+) x+ = x+ 

(go(^o) = ^oWxo)5 ^o? w(*o))). 
PodTa vety o redukcii, DR (4) sa rozpadá na tri nezávislé rovnice, z ktorých (5~) 

a (5+) majú zřejmé topologické struktury trajektorií, no DR (5°) móže byť velmi kompli-
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kovaná. Je samozřejmé, že zložitosť systému (5) rastie s dimenziou x0. V případe DR 
závislých na parametroch sa nutné střetneme s DR tvaru (5) s dim L° — 1, genericky je 
však dim L° = dimenzia parametra. Veta o redukcii na centrálnu varietu má teda pre 
klasifikáciu DR závislých na parametroch podobný význam ako veta o redukcii z Tho-
movej teorie ([21]). 

V zmysle definície štrukturálnej stability z úvodu, DR (l) je (lokálně) C°-štrukturálne 
stabilná, ak existuje také okolie U(f) zobrazeniaf v slabej Cr-topológii, že pre TubovoTné 
g e U(f) je diferenciálna rovnica ý = g(y) (lokálně) orbitálně C°-ekvivalentná s DR (l). 
Analogicky možno definovat' (lokálnu) orbitálnu C°-štrukturálnu stabilitu v okolí 
uzavretej orbity. 

Kritický bod x0 sa nazývá hyperbolický, ak L° = {0}. V uvedenom příklade lineárnych 
diferenciálnych rovnic pre n = 2 je x0 = 0 hyperbolický kritický bod len v prípadoch 
1., 2., 3. 

Bezprostředným dósledkom vety o redukcii je 

Veta. Diferenciálna rovnica (\)je lokálně C°-strukturálně stabilná v okolí kritického 
bodu x0 právě vtedy, ak bod x0 je hyperbolický. 

Veta (K-S, I)*). Existuje otvorená hustá podmnožina FH a rr(\ = r = co) taká, 
ze ak f e FH potom x0 = O je hyperbolický kritický bod diferenciálnej rovnice (1), 
tj. vlastnost' byť hyperbolický je generická vlastnost'v priestore Fr (pozři [1, Veta 30.1]). 

D ó s l e d o k . Lokálna C°-strukturálna stabilita (vzhtadom ku kritickým bodom) je 
generická vlastnost'v priestore Fr (l = r = co). 

P o z n á m k y : (l) Dósledok vo všeobecnosti neplatí pre globálnu C°-štrukturálnu 
stabilitu. 

(2) Veta neplatí pre C1-štrukturálnu stabilitu (ani v F1, pozři [4, 
Hlava 3]). 

3. Parametrické rozvinutia vektorového póla a generické bifurkácie kritických bodov 

Teraz sa budeme zaoberať parametrizovanými vektorovými poliami (PVP), resp. 
parametrizovanými DR (PDR). Ak dimenzia parametra je k, hovoříme tiež o k-para-
metrických systémoch VP, resp. DR. 

Zobrazenie F : M x P -> TM (P je varieta dimenzie k) také, že pre každé fie P 
je F^ : M -> TM (F(x) = F(x, ji), xeM) vektorové pole na M, sa nazývá parametri­
zované VP (k-parametrický systém VP). V případe M = Rn, P = Rk je F(x, p) = (x, 
g(x, p)), (x, p) e Rn x Rk, a teda toto zobrazenie definuje k-parametrický systém dife­
renciálnych rovnic 

(6) x = g(x, ji). 

Keďže nám pojde o lokálnu klasifikáciu PVP, budeme sa zaoberať parametrizovanou 

*) Časť vety Kupku—Smalea. 
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diferenciálnou rovnicou (6), pričom budeme predpokladať, že bod x0 = 0 je kritický 
bod diferenciálnej rovnice pre JJL = fi0 = 0. Bod (x0, pi0) budeme nazývat kritickým 
bodom parametrizovanej diferenciálnej rovnice (6). 

Označme Hn = Hr(k) (1 = r = oo) množinu všetkých Cr parametrizovaných diferen-
ciálnych rovnic tvaru (6) s dim ji = k, so slabou Cr-topológiou. Analogicky ako v pří­
pade DR, móžeme definovať zárodok v O aj pre PDR. Množinu takýchto zárodkov 
budeme označovat' G„(k). 

A\ F e rn, potom zárodok i? e Gn(k) s reprezentáciou y : U -> Fr takou, že ^ ( 0 ) = 
= F (kde U je okolie bodu 0 e Rk), sa nazývá k-parametrické rozvinutie (unfolding) 
zárodku F. Okolie U sa nazývá báza rozvinutia. 

Aby sme mohli definovať ekvivalenciu rozvinutí, definujme najskór (lokálnu C°) ekvi-
valenciu parametrizovaných diferenciálnych rovnic. Dve rozvinutia budu po.om ekvi­
valentně vtedy, ak ich reprezentácie budu ekvivalentně ako PDR. 

Dve PDR definované na okoliach bodu (0, 0) e Rn x Rk sa nazývajú lokálně 
C°-ekvivalentné v bode (0, 0), ak existujú okolia Vl9 V2 bodu 0 v Rn, Ul9 U2 bodu 0 
v Rk a homoemorfizmus h : \x x U1 -> V2 x U2, zobrazujúci roviny konstantnosti 
parametra na roviny konstantnosti parametra tak, že trajektorie prvej diferenciálnej 
rovnice vo V! s pevnou hodnotou parametra v Ut sa zobrazia na trajektorie druhej dife­
renciálnej rovnice vo V2 so zodpovedajúcou hodnotou parametra v U2. 

V tejto definícii je velmi dóležité to, že okolia Vl9 V2 sú dané rovnoměrné vzhladom 
na parameter. Ďalej si všimnime, že ak ide o gradientne systémy, nie je táto definícia 
totožná s definíciou ekvivalencie potenciálových funkcií, ktoré ich definujú, používanou 
v teorii singularit funkcií. Aj keď u jednoduchých singularit sú tieto ekvivalencie ekvi­
valentně, nemusí to tak byť u zložitejších ([11], [12]). 

Nech ty je rozvinutie vektorového póla F e Fr s bázou U c Rk. Zobrazenie xj/ : W -> 
-• U, kde Wje okolie 0 v Rl, \j/(0) = 0, definuje nové rozvinutie \j/*ty9 definované ako 
zárodok PVP f o f Ak \j/ je triedy C , hovoříme že rozvinutie \j/*ty je Cr-indukované 
z rozvinutia 'V. 

Rozvinutie ty vektorového póla F e Tr
n sa nazývá (topologicky orbitálně) verzálne, ak 

každé rozvinutie vektorového póla F je lokálně C° topologicky ekvivalentně rozvinutiu 
C°-indukovanému z ty. 

Bod fi0 e Rk sa nazývá bifurkačný pre PDR g e Hn (tj. PDR tvaru (6)), ak pre lubo-
volne malé okolie U bodu /z0 existuje také \ieU, že DR x = g(x, fi0) a ý = g(x,jj) 
nie sú orbitálně C°-ekvivalentné v žiadnom okolí bodu 0. Bifurkačný diagram kritických 
bodov danej PDR g e Hnv okolí bodu 0 je množina všetkých jej bifurkačných bodov. 
Změna topologickej struktury trajektorií (triedy C°-ekvivalencie) pri zmene parametra 
sa nazývá bifurkácia. 

Ako dósledok vety o lokálnej štrukturálnej stabilitě a vety (K-S, I) dostáváme, že pre 
pevné zvolenu hodnotu parametra fi0 móžeme Iubovolne malou změnou zodpovedajúcej 
rovnice dosiahnuť, aby táto hodnota nebola bifurkačnou. Vo všeobecnosti však nie je 
možné to urobiť tak, aby žiadna z hodnot parametra nebola bifurkačnou. Například, 
ak pre jednorozmernú diferenciálnu rovnicu pre fi = fi1 je lineárna časť rovnice rovná 
— x a pre \i = /*2 > /*i je rovná +x, potom pre Iubovolne malú aproximáciu danej 
PDR existuje n e \jil9 /i2] také, že zodpovedajúca DR má nulovú lineárnu časť, tj. je 
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bifurkačná hodnota PDR (aproximácie). Prirodzené je teda položiťsi otázku, analogická 
otázke, na ktorú v případe gradientnych DR zodpovedá Thomova teória singularit: 
S akými typmi nehyperbolických kritických bodov, resp. s akými strukturami trajektorií 
v ich okoliach sa móžeme genericky stretnúť pre rózne dimenzie stavových priestorov 
a priestorov parametrov. Táto otázka je formulovaná globálně čo do parametra, avšak 
podobné ako v teorii singularit funkcií, dostaneme na ňu odpověď, ak pre každé fc, n 
najdeme generickú množinu zárodkov fc-parametrických systémov diferenciálnych 
rovnic s kritickým bodom (0, 0), ktorú dokážeme klasifikovat' do konečného počtu 
tried ekvivalencie. Naviac sa samozřejmé budeme snažiť nájsť verzálne diferenciálně 
rovnice v každej triede a pomocou nej bifurkačné diagramy zodpovedajúcich bifurkácií. 
Skór než pristúpime k týmto otázkám, sformulujme si vetu o invariantnych varietách 
a vetu o redukcii pre PDR. Pre tento účel móžeme PDR chápať ako (fc + n)-rozmernú 
DR (fc = dim jti) so stavovou premennou z = (x, fi), ktorú dostaneme tak, že k rovnici 
(6) přidáme rovnicu jx = 0, teda 

(7) ž=§(z), 

kde §(z) = (0, 0, ..., 0, g(z)) (počet núl = dim n). Ak i 0 = (x0, n0) = (0, 0) je kritický 
bod PDR (6), potom ž0 je kritický bod DR (7). Vo vhodné zvolených súradniciach je 
B = D£(0) = diag (B~, B°, B+), B° = diag (0, B°) (0 je nulová matica typu fc x fc), 
B~,B°,B+ majú tie isté vlastnosti ako matice A~, A°, A+ zo systému (4) a tak móžeme 
DR (7) vyjadriť v okolí bodu ž0 = (0,0) v tvare systému (8) z_ = £~z_ + g-(z), 
z0 = B°z0 + g0(z), z+ = B+z+ + g+(z), kde z = (z_, z0, z+) , tj. PDR (6) má v okolí 
bodu (x0, fi0) = (0, 0) tvar systému 

(9) x_ = B~x. + H_(x, n), x0 = B°x0 + H0(x, ii), x+= B+x+ + H+ (x, fi), 
kde x = (x_, x0, x+ ) . 

Veta o rozšíření invariantnych variet na parametrizované diferenciálně rovnice. Nech 
geCr,(x0, fi0) = (0, 0) je kritický bod PDR (6) a W~, W°, W+ sú invariantně 
variety DR x = g(x, 0) J kritickom bode x0 = 0. Potom existujú Cr~1-variety V~ 
(stabilná), V° (centrálna), V+ (nestabilná) také, že V~ (V°, V+) sa dotýká variety 
L~ x Rk (L° x Rk, L+ x Rk) (předpokládáme fieRk)a platí: 

(1) pre každé (x, fi) e V~ (V+)je lim <pt(x, n) = 0 (t -• — co), 
(2) lokálně v okolí bodu (0, 0) e Rn x Rr sú variety V~, V°, V+dané Cr~1-zobra-

zeniami 

V" = {(x_, x0, x + , ii) : x+ = v~(x_, ii), x0 = w~(x_, ii)}, 
V+ = {(x_, x0, x + , ji) : x_ = v + (x+, IÍ), x 0 = w + (x + , n)}, 
V° = {(x_, x0, x + , IÍ) : x_ = v(x0, IÍ), x+ = w(x0 IÍ)} 

V^o = W± V°]fl=0 = W°. dim V" = dim LT + fc, dim V° = dim L° + fc, 
dim V+ = dim L+ + fc. 

Veta o redukcii na centrálnu varietu pre parametrizované diferenciálně rovnice. Afc 
V~, V°, V4" 5u invariantně variety PDR (9), potom existuje Cr~1-zobrazenie G0 = 
= G0(X0,IÍ) také, že PDR (9) je lokálně C°-ekvivalentná s PDR 
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(10) x_ = — x_ , x 0 = B°x0 + G0(x0, /i) , x = x . 

D ó s l e d o k 1. Dve PDR sú lokálně C°-ekvivalentně, ak sú lokálně C°-ekvivalentně ich 
redukcie na centrálnu varietu a ich stabilně (a tým aj nestabilně) variety majú rovnaké 
dimenzie. 

D ó s l e d o k 2. PDR je verzálna právě vtedy, ak jej redukcia na centrálnu varietu 
je verzálna. 

Následuj úca veta ukazuje, ake typy lineárnych častí jednoparametrických systémov 
DR sa genericky vyskytujú. 

Veta (o singularitách kritických bodov kodimenzie 1). Existuje otvorená hustá pod­
množina Jťx <= Hr

n(l) taká, že pre PDR z Jťx nastává jeden z nasledujúcich prípadov: 

(1) L° = {0}, t.j. kritický bod (0, 0) j e hyperbolický, 
(2) dim L° = 1, vtedy má matica B jedno vlastně číslo X = 0 násobnosti 1 a ostatně 

vlastně čísla s nenulovou reálnou častou (předpokládáme, že PDR je v tvare (9)), 
(3) dim L° = 2, vtedy má matica B (a teda B°) dvojicu rýdzo imaginárnych vlastných 

čísel a ostatně vlastně čísla s nenulovou reálnou častou. 

Veta vyplývá zo skutočnosti, že matice linearizácií DR, ktoré nespíňajú ani jednu 
z podmienok (1), (2), (3), teda napr. majú viacnásobné vlastné číslo 0, tvoria v priestore 
všetkých matic daných rozmerov algebraickú varietu (množinu spoločných nulových 
bodov konečného počtu polynomov) kodimenzie 2. Použitím Whitneyovej vety o roz­
klade algebraickej variety na diferencovatelné variety ([18, Kap. 5]) a Thomovej vety 
0 tranzverzalite ([10, Veta 4.9], [16, Veta 2.1]) možno z toho vyvodiť, že malými změna­
mi křivky v priestore matic sa tejto varieté možno vyhnúť. 

Vďaka vete o redukcii, móžeme teda studium generických bifurkácií jednoparametric­
kých systémov DR redukovať, bez ohladu na dimenziu stavového priestoru, na dimenziu 
1 alebo 2. 

Možno dokázat' existenciu takej otvorenej hustej podmnožiny žť2 <= 2tf l9 že PDR 
z 3ť2 je lokálně (v okolí kritického bodu (x0, fi0) = (0, 0)) C°-ekvivalentná jednému 
z nasledujúcich typov PDR ([3], [4, Hlava 6, § 33], [23], [24], [25]): 

(I) X- = —x_,x+ = x + 

(ak L° = {0}). 

(II) x 0 = x% + /x(II°), x. 
kde dim x 0 = 1 
(ak dim L° = 1). 

— x 

(ІIІ) x_ = —x 
z = z(i + ji + bzz) (III1)-komplexná reprezentácia, 
kde z = xx + ix2, S = + 1 , 
*i = H*i — x2 + bxx(x\ + x 2 ) , (III2)-reálna reprezentácia 
x2 = xx + ^x2 + <5x2(xi + x2) 
(ak dim L° = 2). 

Naviac zárodky PVP reprezentované týmito typmi PVP sú verzálne ([4], [33]). 
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Ako vyzerajú trajektorie PDR(I)—(III) v okolí kritického bodu a bifurkačnej hodnoty 
parametra? 

(I) Každej hodnotě parametra zodpovedá tá istá DR, ktorej kritický bod (x°, x°) = 
= (0, 0) je hyperbolický. Případ dim x_ = dim x + = 1 (sedlo) sme už rozoberali. 

(II) Kritické body PDR (II) ležia na podvariete x_ = 0, x + = 0. Redukcia na cen-
trálnu varietu je rovnica (II0), a preto si stačí všimnúf bifurkácie tejto rovnice 
v okolí kritického bodu (x0, fi0) = (0, 0). Množina kritických bodov DR (II 0) 
je parabola (Obr. 7). 

Ak například x = (x_, x 0 ) e R 2 , t.j. L+ = {0}, d imL = 1, dostáváme bifur-
káciu znázorněnu na obr. 8. 

Obг. 8. 

u>0 

žiaden kritický bod 

(III) Ak z = Q e i d, potom PDR (lili) móžeme v súradniciach (Q, S) písať v tvare 

д = i. 
(ПIз) 

(IП4) 
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Pre studium topologickej struktury trajektorií je dóležitá len DR (III3) (& má len význam 
parametra při parametrizácii trajektorií). 

Rovnica (IH3) má pre fid < 0 dva nezáporné kritické body Kt = 0 — zodpovedá 
mu kritický bod (0, 0) PDR (III2), K2 = \l(-nj$) — zodpovedá mu uzavretá orbita 
y = {(x^r), x2(ř)) : Xi(r) + x2(ř) = -n\8, -00 < t < 00} DR (III2). Trajektória 
splynie pri \i -+0 s kritickým bodom (0, 0). Táto bifurkácia sa v literatuře nazývá Hopfo-
va bifurkácia (v knihe Arnolda [4] Poincaré-Andronovova bifurkácia). Ako vyzerajú 
trajektorie v tomto případe? Třeba rozlišit* dva případy: 

( a ) < 5 = - l 
(b) 5= +1 

Struktury trajektorií systémov (I), (II) sú známe z Thomovej teorie singularit, vysky­
tuj ú sa totiž u jednoparametrických systémov gradientnych diferenciálnych rovnic. 
Typ (I) zodpovedá singularitě kodimenzie 0, typ (II) singularitě kodimenzie 1 — množina 
kritických bodov tvoří záhyb (fold). Všimnime si, že verzálny zárodok (II) je gradientným 
vektorovým polom verzálneho (v terminologii [21] univerzálneho) zárodku foldu 

g(x, n) = x3
0 + nx0 + 1 / 2 I K ) 2 - 1/2 I ( x f ) 2 , 

kde x+, xf sú zložky vektorov x+, resp. x"\ Pretože pri Hopfovej bifurkácii vzniká 
periodická trajektória, nemóže tento úkaz vzniknúť pre gradientné DR. Bezprostředné 
to vidno aj z toho, že matica linearizácie gradientnej DR je hessiánom funkcie, ktorej 
gradientom je vektor pravých stráň DR a preto nemóže mať imaginárně vlastné čísla. 

Akaje interpretácia Hopfovej bifurkácie? 

(a) Superkritická bifurkácia. Vyjdime zo stabilného kritického bodu (x0, fi0) = (0, 0). 
Pre fi > 0 DR stráca stabilitu v prospěch stabilnej uzavretej trajektorie a vznikajú 

Obr. 9. 

( J < 0 

stabilný fokus 

u = o 

stabilný fokus 

n > o 

nestabilný fokus + 
-f uzavretá stabilná 
trajektória 
(limitný cyklus) 

tzv. samobudené kmity. Amplituda stabilnej trajektorie je malá, a preto sa tiež 
hovoří o mákkej rezonancii. 

(b) Subkritická bifurkácia. Pri záporných hodnotách parametra blízkých k 0 je sice 

85 



kritický bod stabilný, ale jeho atrakčná oblasť (t.j. množina bodov, z ktorých tra­
jektorie k němu konvergujú pre t -> co) je velmi malá. Po strate stability ihneď 
nastávajú oscilácie s velkou amplitudou, a preto sa tiež hovoří o tvrdej rezonancii. 

Obr. 10. 

^ < 0 *-=o p > 0 

stabilný fokus + nestabilný fokus nestabilný fokus 
+ uzavretá nestabilná 
trajektória 

Bifurkácie obidvoch typov možno pozorovat' pri elektrických a mechanických osci-
láciach. V poslednej době sa objavujú pokusy modelovať pomocou nich přechod lami-
nárneho prúdenia k turbulentnému a vznik periodických ustálených stavov chemických 
reakcií (Belousovova-Žabotinského reakcia [17], [35]). 

Lokálně generické bifurkácie v okoliach jednoparametrických systémov DR máme 
teda opísané. Pre dvojparametrické (tým skór pre viacparametrické) systémy DR je 
už otázka generických bifurkácií o vela zložitejšia, o čom svědčí už aj následuj úca veta. 

Veta (o singularitách kritických bodov kodimenzie 2) ([3], [4]). Existuje otvorená 
hustá podmnožina 3ť3 a Hn(2) (r _ 4) taká, ze pre PDR z Jť\ nastává jeden z nasle-
dujúcich prípadov: 

(l)prípady (l) —(3) z vety o singularitách kritických bodov kodimenzie 1; 
(2) matica B (předpokládáme, že PDR je v tvare (9)) má vlastně čísla 

(a) X1 = 0 násobnosti 2 a ostatně s nenulovou reálnou častou, 
(b) Xi = 0 násobnosti 1, X22) = + ico, OJ 4= 0 a ostatně s nenulovou reálnou častou. 
(c) ^1,2 = — i^i* ^3,4 = _iw2> w l 5 co2 4= 0, OJ1 #= o>2 a ostatně s nenulovou reálnou 

častou, 
(d) Xlj2 = +ico, co 4= 0, ostatně s nenulovou reálnou častou a ešte s dalším typom 

singularity, napr. 

ž = z(ico + fii + \i2zž + z2ž2) , Z E C , 

(e) X1 — 0 násobnosti 1, ostatně s nenulovou reálnou častou a ešte s dalším typom 
singularity, napr. 

x = ±x3 + jlvX + \i2 , x e R . 

P o z n á m k a 1. Spomínané dodatočné singularity sú také, že pre nějaké prirodzené 
číslo r, r-jet zárodku zodpovedajúceho příslušnému PVP tranzverzálne přetíná určitú al-
gebraickú podvarietu kodimenzie 2 v priestore r-jetov (definíciu r-jetu pozři v [21]). 
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Poznámka 2. Verzálne systémy DR so singularitami typu (b), (c), (d) nie sú zatiaí 
nájdené a ani problém generických bifurkácií nie je pre tieto případy rozriešený. 

P o z n á m k a 3. Z uvedených typov (a) —(e) sa u parametrizovaných gradientnych DR 
móže vyskytnut' iba typ (e), ktorý zosdpovedá singularitě typu cusp. 

Všimnime si bližšie případ singularity (a). V dósledku vety o redukcii možno problém 
zredukovat' na dvojrozměrný. Bogdanov [5] ukázal, že existuje otvorená hustá podmno­
žina množiny dvojparametrických systémov DR v rovině taká, že ak PDR z tejto mno­
žiny má kritický bod typu (a), potom je C°-ekvivalentný systému 

(ц) Xi — X-j 

*2 = Џl + ^2*1 + Xi ± X i* 2 , 

pričom tento systém je verzálny. Bifurkačný diagram a bifurkácie systému (11) v okolí 
počiatku sú znázorněné na obr. 11. 

Generické bifurkácie v okoliach kritických bodov so singularitami kodimenzie 3 
sú ešte v stádiu výskumov. 

Obr. 11. 
Bifurkácia kritického 
bodu systému (11) 

I - s 

4. Generické bifurkácie uzavretých trajektorií 

Ako sme ukázali v predchádzajúcom odseku, pri Hopfovvej bifurkácii móže kritický 
bod stratiť stabilitu v prospěch uzavretej trajektorie. Inak povedané, konštantný ustá­
lený stav móže pri zmene parametra prejsť v periodický ustálený režim. Je prirodzené 
ísť v analýze bifurkácií ďalej a pýtať sa, čo sa móže ďalej stať so stabilným ustáleným 
režimom, teda aké generické bifurkácie sú možné pre uzavřete trajektorie. 

Aby sme tuto otázku mohli skúmať, potřebovali by sme precizně definovat' pojmy 
lokálnej C°-ekvivalencie a lokálnej štrukturálnej stability v okolí uzavretých trajektorií. 
Keďže tieto pojmy sú analogické zodpovedajúcim pojmom pre kritické body, nebudeme 
to nanovo robit'. 
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Ak y je uzavretá trajektória DR (1), x 0 e y a F je (n — l)-rozmerná podvarieta v Rn, 
prechádzajúca bodom x 0 a tranzverzálna ku y v bode x 0 (tj. (x 0 ,/(x 0 )) $ T^T), potom 
je pre dosť malé okolie U bodu x 0 definované zobrazenie P : F n U -> F, ktoré bodu x 
priraďuje prvý priesečík trajektorie cez bod x s F. Zobrazenie P je difeomorfizmus 
F n 17 na P(F n U) s pevným bodom x 0 a nazývá sa Poincarého zobrazenie [6]. 

Každý difeomorfizmus P nejakej variety F na seba generuje diskrétny dynamický 
systém q>, ktorý je na rozdiel od jeho spojitej verzie — toku definovaný iba pre celé t, 
a, to predpisom cpt(x) = Př(x) (kde Př ke ř-tá iterácia zobrazenia P). Diskrétny dynamický 
systém zrejme spíňa tie isté tri základné vlastnosti toku s tým rozdielom, že t, s berieme 
z množiny celých čísel. Móžeme preň analogicky ako pre tok definovať pojmy orbity, or-
bitálnej C°-ekvivalencie, štrukturálnej stability a ich lokálnych verzií. Okrem pevných 
bodov (ktoré zodpovedajú kritickým bodom tokov) nás však zaujímajú aj periodické 
body zobrazenia. Bod x sa nazývá k-periodickým bodom zobrazenia P, ak P*(x) = x, ale 
Pn(x) * x pre 0 < j < k. 

Pre pevné a periodické body diskrétnych dynamických systémov platia aj vety o in-
varientnych varietách, analogické větám pre spojité dynamické systémy. Ak totiž bod 
x 0 je pevným bodom difeomorfizmu P, potom vo vhodných súradniciach je x 0 = 0 
a zobrazenie P má lokálnu reprezentáciu 

(12) P(x) = Ax + g(x), 

kde A = DP(0), g(x) = o(||x||) a A = diag (A~, A°, A+), matica A~(A°, A+) má všetky 
vlastné čísla s absolutnou hodnotou < 1 ( = 1, >1). Ak Rn = L~ © L° © L+ je zodpo-
vedajúci rozklad na invariantné podpriestory, potom invariantné variety W~ (stabilná), 
W° (centrálna) a W+ (nestabilná) sa dotýkajú po radě podpriestorov L~, L°. L+ a dyna­
mický systém má na nich analogické vlastnosti ako v spojitom případe. V rovnakom 
znění ako pre toky možno definovať hyperbolický pevný (a periodický) bod, platí veta 
o redukcii a analógia vety (K-S, I), ktorú označíme (K-S, II). 

Všetky spomínané pojmy a vety o difeomorfizme, resp. o ním generovanom dyna-
mickom systéme, majú lokálny charakter, apreto nestrácajú platnosť ani pre Poincarého 
zobrazenie, hoci toto zobrazenie nedefinuje dynamický systém (pretože nie je definované 
na celom F a nezobrazuje vo všeobecnosti F n U na seba). Pomocou něho móžeme 
definovať stabilnú, centrálnu a nestabilnú varietu trajektorie y ako variety zaplněné 
trajektóriami vychádzajúcimi z bodov zodpovedajúcich variet jej Poincarého zobrazenia. 
Poincarého zobrazenie úplné určuje kvalitativně vlastnosti toku v okolí uzavretej traje­
ktorie, t.j. dva toky sú lokálně orbitálně C°-ekvivalentné právě vtedy, ak sú lokálně 
orbitálně C°-ekvivalentné ich Poincarého zobrazenia. 

Z uvedeného vyplývá, že studium lokálnych kvalitatívnych vlastností a bifurkácií 
toku v okoliach uzavretých trajektorií móžeme redukovat' na studium lokálnych kvalita­
tívnych vlastností a bifurkácií diskrétnych dynamických systémov v okoliach ich 
pevných bodov. Parametrizovanému toku bude zodpovedať prirodzeným spósobom 
definované parametrizované Poincarého zobrazenie, a teda parametrizovaný diskrétny 
dynamický systém s pevným bodom. 

Označme Kr
n(k) množinu parametrizovaných C-difeomorfizmov na Rn s priestorom 

parametrov Rk a pevným bodom (0r 0) (teda P e Kr
n(k) značí, že P : Rn x Rk -> Rn 
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je Cr-zobrazenie také, že P(0, 0) = O a pre \i e Rk je P(*, p) difeomorfizmus Rn -> Rn). 
Zavedieme do tejto množiny slabú C-topológiu a analogicky ako pre množinu Hn(k) 
definujeme pojmy zárodku, fc-parametrického rozvinutia difeomorfizmu, indukovaného 
a verzálneho rozvinutia. Potom platí 

Veta (o singularitách pevných bodov kodimenzie 1). Existuje reziduálna pod­
množina ďx c Kn(l) taká, ze pre P z ďt nastává jeden z nasledujúcich prípadov: 

(0) L° = {0}, t.j. pevný bod (0, 0) je hyperbolický, 
(i) dim L° = 1, matica A z (12) má vlastně číslo X = 1 násobnosti 1 a ostatně vlastně 

čísla mimo jednotkovej kružnice S1, 
(2) dimL 0 = 1, matica A má vlastně číslo X = — 1 násobnosti 1 a ostatně vlastně 

čísla mimo S1, 
(3) dim L° = 2, matica A má dvojicu komplexně združených vlastných čísel, ktoré 

nie sú odmocninami zla ostatně vlastně čísla mimo S1. 

V dósledku vety o redukcii možno teda studium generických bifurkácií difeomorfizmov 
v okoliach pevných bodov kodimenzie 1 redukovať na difeomorfizmy s n ^ 2 . 

Podobné ako pre PDR sa dá ukázať, že existuje ďalšia reziduálna podmnožina 
j f 0 cz jfx taká, že pre každé P e Jť0, ktorého pevný bod nie je hyperbolický, je jeho 
redukci a na W° lokálně C°-ekvivalentná jednému zo zobrazení: 

(1) P°(x, fi) = x + x2 + /z (v případe (1) vety), 

(II) P°(x, fi) = (ii - 1) x ± x3 (v případe (2) vety), 

(III) P°(x, fi) = z(X(fi) + a |z | 2 + 0(|z|2)) — v komplexnej reprezentácii, kde z = 
= xx + ix2, x = (x l 9 x 2), \X(0)\ = 1, ale X(0) nie je odmocninou z 1, 
(d|A(^)|/d^)A1=0 =1= 0, Re a 4= 0 (v případe (3) vety). 

Zobrazenia (I), (II) sú verzálne, avšak v případe (III) polynomické verzálne zobra-
zenie neexistuje. Případ (I) zodpovedá případu (II) pre kritické body DR, pre \i < 0 
dostáváme v okolí 0 dva pevné body x = ± ^ — \i (jeden stabilný a jeden nestabilný), 
ktoré pri \i = 0 splynu a pre \i> 0 zaniknu (obr. 7). Případ (II) nemá pri kritických 
bodoch analógiu. Pevný bod tu existuje pre ji kladné i záporné, avšak (pri znamienku + 
před x3) pre \JL < 0 existujú v okolí 0 dva 2-periodické body x = + yj — \i, ktoré pre 
J.L = 0 splynu s pevným bodom x = 0 (obr. 12). 

Případ (III) zodpovedá Hopfovej bifurkácii (niekedy sa aj označuje ako Hopfova 
bifurkácia pre difeomorfizmy). Dá sa dokázať, že sa tu od pevného bodu x = 0 odštiepi 
invariantna kružnica ([28]). 

Vraťme sa teraz k bifurkáciam uzavretých trajektorií PDR. Keďže generickým bi-
furkáciam Poincarého zobrazení zodpovedajú generické bifurkácie uzavretých trajektorií 
definujúcich tieto zobrazenia ([25], [26]), dostaneme o nich obraz tak, že si znázorníme 
trajektorie pevných a periodických bodov Poincarého zobrazenia a jeho invariantnych 
podmnožin. 

V případe (I) dostáváme pre JJ. < 0 dve uzavřete trajektorie (zodpovedajúce dvoma 
pevným bodom), ktorých periody pre \i -> 0 sa približujú a ktoré pre jti > 0 zaniknu 
(obr. 13). 
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Obr. 12. 
Bifurkácia pevného bodu 
zobrazenia typu (II) 

Obr. 13. 
Bifurkácie uzavretej trajektorie 
s Poincarého zobrazením typu (I) 

ц<0 L i > 0 

V případe (II) zodpovedá 2-periodickému bodu trajektória, ktorá sa uzavrie až po 
dvoch obehoch, teda jej perioda pri \i -* 0 konverguje k dvojnásobku periody trajektorie 
bodu x = 0, s ktorou splynie (Obr. 14). 

Případ (III) zodpovedá Hopfovej bifurkácii kritického bodu. Tak, ako sa od kritického 
bodu pri Hopfovej bifurkácii odštiepi uzavretá trajektória, odštiepi sa od pevného bodu 
Poincarého zobrazenia invariantná kružnica a trajektorie vychádzajúce z bodov in-
variantnej kružnice vytvoria invariantny torus T2 toku DR (Obr. 15), ktorý obkolesuje 
uzavretú trajektóriu y vychádzajúcu z bodu x = 0. 

Bifurkácii typu (III) sa věnujme trocha podrobnejšie. Jej dokladné vyšetrenie vyžaduje 
už znalost' globálnej struktury trajektorií DR na tóře. Invariantom topologickej klasi-
fikácie takýchto rovnic je tzv. rotačné číslo ([13]), ktoré (zhruba povedané) představuje 
priemerný počet otočení trajektorie okolo pozdížnej osi tóru na jeden oběh okolo osi sy­
metrie (toto číslo je pre všetky trajektorie rovnaké). Ak je rotačné číslo racionálně, rovné 
p/q, potom má DR uzavřete trajektorie, ktoré sa uzavru po q obehoch, ak je iracionálně, 
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y1-stabilná 
s periodou T 

72-nestabilná 
s periodou blízkou 
k2T 

7-stabilná y-stabilná T -stabilný 
y-nestabilná 

P<0 M ł*0 

Obr. 14. 

u>0 

potom každá trajektória je hustá podmnožina tóru, Ak torus vznikne bifurkáciou z uza-
vretej trajektorie, potom rotačně číslo konverguje pre \i -> 0 k (iracionálnej) hodnotě 
((1/2TU) ln A(0)). Dá sa dokázat', že rotačné číslo je spojitou funkciou parametra a že 
genericky je v Iubovolne malom okolí bodu \i = 0 nekonštantnou funkciou /L. Musí 
teda prechádzať cez nekonečný počet racionálnych čísel s Iubovolne velkým q. To značí, 
že v okolí bodu JÁ = 0 sa objavuje nekonečné vela sekundárných bifurkácií, pri ktorých 
vznikajú a zanikajú uzavřete trajektorie Iubovolne vysokej periody ([9]). Tento jav dal 
podnět k pokusom modelovat' pomocou tejto bifurkácie vznik turbulencie ([27]). 
Využitím nedávných hlbokých výsledkov M. Hermana [13] sa ďalej dá ukázať, že pre 
každú pevnú hodnotu 2(0) existuje dokonca nekonečné vela topologicky neekvivalent-
ných zobrazení typu (III). Preto ani nie je možné nájsť verzálnu formu pre zobrazenie 
typu (III). 

5. Závěr 

Našim článkom sme sa snažili ukázať, že pre negradientné systémy existuje teória, 
analogická teorii katastrof gradientných dynamických systémov, ktorá je však daleko 
od úplnosti. Přítomnost' periodických ustálených režimov u negradientných systémov 
a skutočnosť, že stabilné rovnovážné stavy takýchto systémov móžu pri zmene parametra 
prechádzať v periodické, ba aj v zložitejšie ustálené stavy (invariantně tóry) obohacuje 
množinu generických bifurkácií natolko, že už u jednoparametrických systémoch 
dostáváme nekonečný počet topologických typov generických bifurkácií. Zložitosť 
bifurkácie periodickej trajektorie do invariantneho tóru nasvědčuje tomu, že pre ne­
gradientné systémy nebude možné nikdy vybudovat' tak pekne uzavretú teóriu ako pre 
gradientné. Táto bifurkácia, ako aj Bogdanovova bifurkácia, ktorú sme uviedli ako pří­
klad generickej dvojparametrickej bifurkácie, ukazuje, že pri štúdiu lokálnych bifurkácií 
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sa nemožno vyhnúť studiu globálnych bifurkácií spravidla nižšej kodimenzie. V Bogda-
novovej bifurkácii je to napr. bifurkácia, ktorá vzniká pri přechode cez čiaru P (obr. 11). 

To nás privádza k studiu globálnej struktury trajektorií a globálnych bifurkácií, 
v ktorom sa už dosiahol rad hlbokých a zaujímavých výsledkov. Spomeňme len to, 
že sa v globálnej teorii móžu vyskytnúť ešte zložitejšie ustálené stavy, než s ktorými sme 
sa střetli v našom článku. Sú to objekty, na ktorých sa systém chová v istom zmysle 
„náhodné". Správanie systému na nich sa označuje termínom chaos (ktorý má svoju 
presnú definíciu) a spomínané objekty sa nazývajú „strange attractors". V poslednom 
čase sa im věnuje velká pozornost'. 

Povodně sme mali v úmysle zahrnúť do nášho článku aj nějaké prvky globálnej teorie 
dynamických systémov. Keďže sme však chceli mať výklad lokálnej teorie ako tak úplný, 
článok sa nám rozrástol do takých rozmerov, že na globálnu teóriu nebolo ani pomysle-
nia. Hádám by sa jej hodilo venovať samostatný článok. 
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Logika od A do G 
Návrh matematikova mechanického pomocníka 
volně zpracovaný tvůrčím matematikem 

Paul R. Halmos, Santa Barbara, USA 

Co je a co není logika 

Původně „logika" znamenalo totéž co „zákony myšlení" a logikové studovali předmět 
ve víře, že mohou objevit lepší způsoby myšlení a jistější způsob, jak se vyhnout omylům, 
než znali jejich předchůdci, a ve víře, že tomuto umění mohou naučit lidstvo. Zkušenost 
však ukázala, že je to marná práce. Normální, zdravá lidská bytost má vrozeny všechny 
„zákony myšlení", které kdy kdo nalezl, a nezbývá nic, co by logikové člověka mohli 

PAUL R. HALMOS: Logic from A to G. A sketch for a mathematician's mechanical helper, flippantly 
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