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Bifurkacie
negradientnych dynamickych systémov

Pavol Brunovsky, Milan Medved, Bratislava

1. Uvod

Uvodom tohto &lanku, ktory pojednava o tedrii singularit diferencialnych rovnic a ich
parametrickych deformaéciach, spomerime tedriu singularit funkcii zavislych na para-
metroch, resp. Thomovu tedriu katastrof. Tato tedria totiZ uz vosla do povedomia mate-
matikov a vdaka sérii peknych ¢lankov [19, 20, 21, 34] si o nej mali moZnost urobif
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dobry obraz aj ¢&itatelia Pokrokov. Ci uZ ma 'lna tom zésluhu atraktivny nazov ,kata-
strofa* alebo nie, popularita tejto teorie dokonce presiahla hranice matematiky a stala
sa akousi ,,médnou* matematickou teériou. To samozrejme neubera ni¢ na hibke a krase
matematického podkladu tedrie katastrof.

Ako to uZ byva, vinu nad¥enia vystriedala vlna kritiky, predovietkym aplikécii
teérie katastréf [30, 32]. Nasim ciefom nie je pripojit sa tymto &lankom k polemike
okolo teodrie katastrof a tym rozmnoZif uz aj tak dost bohatu literatiru o nej. Aj ked
st jeho vychodzim miestom dva predmety kritiky tedrie katastrof, ¢lanok je v prevazZnej
miere matematicky a iba malo sa dotyka jej filozofickej interpretacie.

Co su tie dva predmety kritiky? Thomova tedria singularit funkcii klasifikuje typické
funkcie zavislé od (nie viac ako Styroch) parametrov do tried ekvivalencie (ktorych je 7).
Tymto funkciam zodpovedaju gradientné dynamické systémy zdvislé od parametrov.
Ich dynamické vlastnosti uruju vlastnosti procesu definovaného v tedrii katastrof
prostrednictvom tychto funkcii. Poznamenajme, Ze¢ gradientny dynamicky systém je
definovany diferencidlnou rovnicou (vektorovym polom)

dx/dt = f(x),

kde f je gradientom nejakej funkcie, t.j. f(x) = —VF(x). Funkcia F sa v teérii katastrof
nazyva potencidlovou funkciou. NuZ a prvy predmet kritiky je, Ze u vacSiny interpretacii
niet vlastne presved¢ivych dovodov predpokladat, Ze systém je gradientny a nie je jasné
<o m4 byt onou potencidlovou funkciou. A druhy je, Ze pojem stability, ktory sa v tedrii
singularit funkcii pouZiva, nezodpovedd intuicii a nie je ekvivalentny s ovela prirodze-
nej§im pojmom Strukturdlnej stability, zavedenej Andronovom a Pontrjaginom roku
1936.

Nebudeme tu rozoberat otdzku, ¢i je spominand kritika oprdvnend. Miesto toho ma
na$ ¢lanok daf predstavu o tom, nakolko sa d4 vybudovat tedria pribuznd Thomovej
tedrii bez predpokladu gradientnosti a s pojmom Strukturdlnej stability ako zékladom
klasifikdcie singularit, alebo ako sa v tejto teérii hovori, bifurkacii. Podobne ako v Tho-
movej tedrii singularit sa nebudeme snazif o klasifikaciu vSetkych moZnych bifurkécii,
ale iba o klasifikaciu mnoZiny generickych bifurkdcii, ktora sa dostane vylucenim vyni-
modnych, ,,patologickych** pripadov.

Price Morseove a Whitneyove o tedrii singularit funkcii a zobrazeni priviedli R. Tho-
ma na myslienku generickej klasifikacie zobrazeni, ktorti neskdr S. Smale aplikoval na
te6riu dynamickych systémov (blizSie o ispechoch a neuspechoch tejto tedrie sa mozno
dogitat aj v &lanku [6]). Pojmy Strukturalna stabilita a generickd vlastnost moZno pouzit
aj na klasifikdciu inych objektov. Vo vSeobecnosti ak S je topologicky priestor, ¢ je
reldcia ekvivalencie na S, potom prvok x € S sa nazyva 3trukturalne stabilny (vzhladom
k ¢), ak existuje také jeho okolie O(x), Ze kazdé y € O(x) je v e-relacii s x. Vlastnost P
prvkov mnoziny S sa nazyva generickd, ak mnoZina prvkov z S majucich vlastnost P ob-
sahuje rezidudlnu mnoZinu, t.j. mnoZinu, ktoré je spoditateInym prienikom otvorenych,
hustych podmnoZzin mnoZiny S. Napriklad, ak S je Banachov priestor, je kazda rezi-
-dudlna podmnoZzina v S hustd v S. Teda kym S$trukturdlna stabilita znamena stabilitu
vzhladom na aproximdcie, generi€nost vlastnosti P znamend, Ze ,,skoro vietky* prvky
z S maju vlastnost P. Dvoma konkretizdciami tejto schémy sti spominany Andronovov
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a Pontrjaginov pojem $trukturilnej stability, resp. Thomov pojem stability. Tieto pojmy
vychddzaju z rozliénych (neekvivalentnych) definicii ekvivalencie.

2. Lokalna Struktira toku vektorového pola v okoli kritického bodu

Casti tohoto odseku sa prekryvaju s ¢ldnkami [6], [21]; v prvom z nich moZno najst
aj motivacie viacerych zdkladnych pojmov kvalitativnej tedrie diferencidlnych rovnic.

Vektorové pole F (VP) triedy C" na C"*'-variete M dimenzie n je C"-zobrazenie, ktoré
zobrazi kazdy bod x € M do bodu z tangencidlneho priestoru T, M k variete M v bode x.
Teda F: M - (J TM, F(x) € T,M pre kazdé x € M.

xeM
V snahe nekomplikovat vyklad, budeme Casto predpokladat M = R”, V tomto pripade

je vektorové pole F v tvare F(x) = (x, f(x)), x e R", kde f : R® > R" a definuje dife-
rencidlnu rovnicu (DR)

1) X =f(x).

Vektorové pole F na R" sa nazyva gradientné, ak existuje C'*! funkcia g : R® - R
takd, 7e f = —Vg, t.j. f(x) = ~dg(x)]ox,.

Teraz si zavedieme niektoré zakladné pojmy z tedrie vektorovych poli. Integralna
krivka vektorového pola F prechadzajuca bodom xe M = R" je C"-krivka a : 1 - M
(I = R je otvoreny interval, 0 eI), pre ktord je a(0) = x a a(r) = («(1), da(t)/dr) =
= F(«(t)) = («(t), f((2)) (& : 1 - TM, 0(t) € TyM). Krivka o je teda dana rieSenim
diferencidlnej rovnice (1) so zagiato¢nou podmienkou «(0) = x. Budeme predpokladat,
Ze pre kazdé x € M je I = R. Potom mnoZina vSetkych integralnych kriviek vektorového
pola F definuje C™-zobrazenie ¢ : R x M — M (jeho hodnoty budeme znag&it ¢(t, x), ale-
bo ¢,(x)), ktoré md tieto vlastnosti: 1. ¢, : M - M je C'-difeomorfizmus pre vietky
teM,2. ¢, : M - M je identita, 3. Pre kazdé ¢, se R plati ¢,, , = ¢, o ¢ . Zobrazenie ¢
sa nazyva dynamicky systém alebo tok vektorového pola F, resp. tok diferencidlnej
rovnice (1). MnoZina y =y, = {@(x):te R} sa nazyva trajektoria diferencidlnej
rovnice (orbita) vektorového pola F prechddzajiica bodom x. Trajektéria y, sa nazyva
periodickd (uzavretd) s periodou T, ak t — ¢,(x) je periodické zobrazenie s peri-
6dou T.

Pri lokdlnej klasifikdcii DR sa §tuduji okolia kritickych bodov (rovnovéaznych stavov)
a uzavretych orbit. Bod x, € M sa nazyva kriticky, ak ¢,(x,) = x, pre vietky ¢ €R,
%o nastéava prave vtedy, ak f(x,) = 0. Kriticky bod x, sa nazyva stabilny, ak lim ¢(x) =

t—

= X, pre x z okolia x,. Uzavreta orbita y sa nazyva stabilnd, ak mnozina w-limitnych
bodov trajektorie kazdého bodu y z okolia y je rovnd y. Bod x nazyvame w-limitnym
bodom trajektorie bodu y, ak existuje postupnost #, — oo takd, Ze lim ¢, (y) = x. Kri-
ticky bod a uzavretd orbita sa nazyvaju nestabilné, ak nie su stabilné.

Vsimnime si, Ze gradientny dynamicky systém nepriptsta periodické trajektorie.
TotiZ z f = —Vg vyplyva

(dg(e(t, x))/de)e=0 = Vo(x) f(x) = = [/(x)]*,
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&o znadi, 7e funkcia f ostro klesa pozdiz trajektorie, pokial x nie je kritickym bodom.
V désledku toho sa trajektoria nikdy neméZe vratit do vychodzieho bodu (ba ani do
jeho dostatone malého okolia), a to je prave skuto&nost, vdaka ktorej si gradientné
systémy vyrazne jednoduchsie.

Najskor sa budeme zaujimat o lokalnu klasifikdciu vektorovych poli v okoliach
kritickych bodov. Nech I" = I'j(r < ) je mnoZina vietkych C'-vektorovych poli
na R" s kritickym bodom x, = 0. Budeme predpokladat, Ze r je dostatotne velké.
Uvazujme I'" ako topologicky priestor s tzv. slabou C’-topolédgiou, €o je vlastne topo-
l6gia bodovej konvergencie vietkych derivacii do radu r, ktor4 je rovnomerna na kazdom
kompakte (pozri [10], [16], [21]). V priestore s touto topolégiou je kazd4 rezidualna
podmnoZina v I'" hustd v I".

Vektorové polia F,, F, e I'" sa nazyvaji ekvivalentné v O, ak existuje okolie U
bodu O také, ze F,|, = F 2|U. Triedu ekvivalentnych vektorovych poli v O, reprezento-
vanu vektorovym polom F nazyvame zarodok vektorového pola F v bode O a znacime ju
F. Mnozinu vSetkych takych zdrodkov znacime G;.

Predchadzajuca definicia sa tykala len vektorového pola, resp. pravej strany DR (1)
a je zndma z tedrie o zobrazeniach (pozri [21]). V nasledujucej definicii sa berie do ivahy
u? aj tok VP. Zirodky F;, F, € G, sa nazyvaji orbitdlne C°-ekvilanentné, ak pre ich
reprezentacie plati: Existuju okolia U a ¥V bodu O € R* a homeomorfizmus h: U - V
taky, Ze ak xe U a ¢f¢ (x) = U pre nejaké t > 0, potom existuje #' > 0 také, Ze
h(ofs, u(x)) = ofe o(h(x)) (7!, ¢ st toky pre Fy, resp. F,). Vektorové polia, resp.
diferencialne rovnice sa nazyvaju (orbitilne C°)-ekvivalentné, ak st orbitilne C°-ekvi-
valentné ich zdrodky.

Ak F € G} ma lokalnu stradnicovi reprezenticiu F(x) = (x, f(x)), potom prisluint
DR (1) mozno v okoli podiatku pisat v tvare

(2) % = f(x) = Ax + h(x),

kde 4 = Df(0) — diferencial zobrazenia f v bode 0, h(x) = o(||x|). Vo vhodne vole-
nych suradniciach je 4 = diag (4™, 4° A"), kde vlastné &isla matice A~(4°, A*) st
vlavo (na, vpravo) od imaginarnej osi. Ak L™, I°, L* st zodpovedajuce invariantne
podpriestory, potom R" = L' @ I° @ L*.

Mnozina L < R" sa nazyva invariantna vzhladom na tok DR (1), ak ¢,(L) = Lpre
vietky t € R. Priestory L™, [°, L* st invariantne vzhladom na tok ¢“ linearizécie DR (2)

3) %= Ax.

Priestor L™ (L") sa nazyva stabilny (nestabilny). Tento nzov je vyjadrenim vlastnosti
toku na L~ (L*): Ak x e L™ (L"), potom ¢7(x) - 0 pre t - oo (t > — o0). Priestor
sa nazyva centrdlny; tok ¢* na I’ moZe byt vo vieobecnosti dost komplikovany (pozri
[2]). Napriklad, ak n = 2 mdZu nastaf tieto pripady (4, , st vlastné &isla matice A)

1.dimL =2 4. dmL” =dmI° =1
2.dim Lt =2 5.dimLt =dimI° =1
3.dimL” =dimL' =1 6. dim I° =2

(K tomu pozri obr. 1—6 na nasledujicich strankéch.)
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Obr. 5 Obr. 6. Centrum.
Ay >0,1,=0 (44,2 = +iw, © +0)

V suradniciach, v ktorych je A = diag(4~, A%, 4*), mdéZeme DR (2) pisat v tvare
systému rovnic

(4) J'C_ = A_x_ + h_(x) s x.o = onO + ho(x) ) )'C+ = A+X+ + h+(x) s

kde x = (x_, x, X4).

Nasledujuica veta hovori, Ze vplyvom nelinedrnych &lenov v rovnici (2) sa invariantne
priestory neznicia, iba se deformuju.

Veta o invariantnych varietdch ([1, Veta 27. 1]). Ak fe C", L™ I?, L* su invariantne
podpriestory matic A~, A°, A", potom existuji C"~*-variety W~ (stabilnd), W°
(centrdlna), W* (nestabilnd) také, e L~ (L°, L") sa dotyka variety W~ (W°, W*)
v bode 0 a plati:

(1) pre kazdé xe W~ (W) je lim ¢,(x) = 0 (t > —0)
(2) lokdlne v okoli bodu 0 si variety W=, W, W* dané zobrazeniami triedy C"~*

W™= {(x_, xo, x4) : x4 = 07 (x_), xo = w(x_)},
WH = {(x-, X0, x4) 1 x_ = v¥(x,), xo = wH(x,)},
WO = {(x-, X0, X4+) : Xx_ = v(Xo), x4 = W(Xo)} -

Kym v pripade L’ = {0} je situicia pomerne jednoduch4, pripad L° + {0} je ovela
zloZitej§i. Nasledujuca veta hovori, Ze pre topologicku klasifikiciu toku DR (2) je roz-
hodujtce jeho spravanie na centrilnej variete.

Veta o redukcii na centralnu varietu ([33, Veta 1]). Ak W=, W°, W* sit invariantne
variety diferencidlnej rovnice (4), potom existuje zobrazenie g, = go(x,) také, Ze
DR (4) je lokdlne orbitdlne C°-ekvivalentnd s DR (5)

(5‘) X_ = —x_ > (50) 5('0 = onO + go(xo), (5+) J.C+ = x+

(90(x0) = ho(v(xo) Xo, W(x0)))-
Podla vety o redukcii, DR (4) sa rozpadd na tri nezévislé rovnice, z ktorych (57)
a (5%) maju zrejmé topologické Struktury trajektorii, no DR (5°) méZe byt velmi kompli-
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kovana. Je samozrejmé, Ze zloZitost systému (5) rastie s dimenziou x,. V pripade DR
z4vislych na parametroch sa nutne stretneme s DR tvaru (5) s dim I’ = 1, genericky je
viak dim I° < dimenzia parametra. Veta o redukcii na centrdlnu varietu ma teda pre
klasifikiciu DR zavislych na parametroch podobny vyznam ako veta o redukcii z Tho-
movej tedrie ([21]).

V zmysle definicie Strukturélnej stability z ivodu, DR (1) je (lokélne) C°-3trukturdlne
stabilna, ak existuje také okolie U(f) zobrazenia f v slabej C"-topolégii, Ze pre [ubovoIné
g € U(f) je diferencialna rovnica y = g(y) (lokélne) orbitdlne C%ekvivalentnd s DR (1).
Analogicky moZno definovat (lokdlnu) orbitalnu C°-Strukturdlnu stabilitu v okoli
uzavretej orbity.

Kriticky bod x, sa nazyva hyperbolicky, ak L’ = {0}. V uvedenom priklade linedrnych
diferencidlnych rovnic pre n = 2 je x, = 0 hyperbolicky kriticky bod len v pripadoch
1,2, 3.

Bezprostrednym ddsledkom vety o redukcii je

Veta. Diferencidlna rovnica (1) je lokdlne C°-Strukturdlne stabilnd v okoli kritického
bodu x, prdve vtedy, ak bod x, je hyperbolicky.

Veta (K-S, I)*). Existuje otvorend hustd podmnoZina I'y = I'(1 £ r £ ) takd,
%e ak fe I'y potom x, = O je hyperbolicky kriticky bod diferencidlnej rovnice (1),
tj. vlastnost byt hyperbolicky je generickd vlastnost v priestore I'" (pozri [ 1, Veta 30.1]).

Désledok. Lokdlna C°-Strukturdlna stabilita (vzhladom ku kritickym bodom) je
generickd vlastnost v priestore I'" (1 <r < o)

Poznamky: (1) Dasledok vo vSeobecnosti neplati pre globdlnu CC-trukturdlnu
stabilitu.
(2) Veta neplati pre C'-3trukturdlnu stabilitu (ani v I'', pozri [4,
Hlava 3]).

3. Parametrické rozvinutia vektorového pola a generické bifurkicie kritickych bodov

Teraz sa budeme zaoberaf parametrizovanymi vektorovymi poliami (PVP), resp.
parametrizovanymi DR (PDR). Ak dimenzia parametra je k, hovorime tieZ o k-para-
metrickych systémoch VP, resp. DR.

Zobrazenie F : M x P —» TM (P je varieta dimenzie k) také, e pre kazdé ue P
je F,: M - TM (F(x) = F(x, p), x € M) vektorové pole na M, sa nazyva parametri-
zované VP (k-parametricky systém VP). V pripade M = R", P = R* je F(x, p) = (x,
g(x, 1)), (x, p) € R x R, a teda toto zobrazenie definuje k-parametricky systém dife-
rencialnych rovnic

(6) X =g(x, p.

KedZe nam pdjde o lokdlnu klasifikaciu PVP, budeme sa zaoberaf parametrizovanou

*) Cast vety Kupku— Smalea.
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diferencidlnou rovnicou (6), priom budeme predpokladat, ¥e bod x, = 0 je kriticky
bod diferencidlnej rovnice pre u = o, = 0. Bod (xo, ;40) budeme nazyvat kritickym
bodom parametrizovanej diferencilnej rovnice (6).

Oznatme Hj, = H}(k) (1 < r < o0) mnoZinu vietkych C" parametrizovanych diferen-
cidlnych rovnic tvaru (6) s dim u = k, so slabou C'-topolégiou. Analogicky ako v pri-
pade DR, mdéZeme definovat zdrodok v O aj pre PDR. MnoZinu takychto zdrodkov
budeme oznalovat G(k).

AX F e I';, potom zarodok ¥ € G}(k) s reprezentéciou ¥" : U — I'; takou, Ze ¥/(0) =
= F (kde U je okolie bodu 0 € R¥), sa nazyva k-parametrické rozvinutie (unfolding)
zarodku F. Okolie U sa nazyva baza rozvinutia.

Aby sme mohli definovat ekvivalenciu rozvinuti, definujme najskér (lokalnu C°) ekvi-
valenciu parametrizovanych diferencidlnych rovnic. Dve rozvinutia budu po.om ekvi-
valentné vtedy, ak ich reprezentacie buda ekvivalentné ako PDR.

Dve PDR definované na okoliach bodu (0, 0)e R* x R* sa nazyvaju lokdlne
CP-ekvivalentné v bode (0, 0), ak existuji okolia V;, ¥, bodu 0v R", Uy, U, bodu 0
v R¥ a homoemorfizmus b : ¥, x U; - V, x U,, zobrazujuci roviny konStantnosti
parametra na roviny konstantnosti parametra tak, Ze trajektorie prvej diferencidlnej
rovnice vo V; s pevnou hodnotou parametra v U, sa zobrazia na trajektorie druhej dife-
rencialnej rovnice vo V, so zodpovedajlicou hodnotou parametra v U,.

V tejto definicii je veImi ddleZité to, Ze okolia Vi, V, su dané rovnomerne vzhladom
na parameter. Dalej si viimnime, Ze ak ide o gradientne systémy, nie je tato definicia
totozna s definiciou ekvivalencie potencialovych funkcii, ktoré ich definuju, pouZivanou
v tedrii singularit funkcii. Aj ked u jednoduchych singularit su tieto ekvivalencie ekvi-
valentné, nemusi to tak byt u zloZitejsich ([11], [12]).

Nech 7" je rozvinutie vektorového pola F € I, s bazou U < R*. Zobrazenie y : W —
— U, kde W je okolie 0 v R, y/(0) = 0, definuje nové rozvinutie y*¥", definované ako
zarodok PVP ¥ o . Ak ¥ je triedy C", hovorime Ze rozvinutie y*¥" je C™-indukované
z rozvinutia 7.

Rozvinutie ¥ vektorového pola F e I'; sa nazyva (topologicky orbitélne) verzalne, ak
kaZdé rozvinutie vektorového pola F je lokalne C° topologicky ekvivalentné rozvinutiu
CC-indukovanému z 7.

Bod p, € R* sa nazyva bifurkatny pre PDR g € H, (tj. PDR tvaru (6)), ak pre Tubo-
volne malé okolie U bodu p, existuje také pue U, Ze DR x = g(x, o) a y = g(x,n)
nie st orbitalne C%-ekvivalentné v Ziadnom okoli bodu 0. Bifurkaény diagram kritickych
bodov danej PDR g € H’, v okoli bodu 0 je mnoZina vSetkych jej bifurkacnych bodov.
Zmena topologickej Struktury trajektérii (triedy C%-ekvivalencie) pri zmene parametra
sa nazyva bifurkécia.

Ako dbsledok vety o lokalnej $trukturdlnej stabilite a vety (K-S, I) dostdvame, Ze pre
pevne zvolent hodnotu parametra pu, mdZeme Tubovolne malou zmenou zodpovedajcej
rovnice dosiahnut, aby tdto hodnota nebola bifurkaénou. Vo vieobecnosti viak nie je
moZné to urobit tak, aby Yiadna z hodnét parametra nebola bifurkanou. Napriklad,
ak pre jednorozmernu diferencidlnu rovnicu pre u = u, je linedrna Cast rovnice rovna
—Xx a pre u = f2 > Ky je rovnd +x, potom pre Iubovolne mali aproximiciu danej
PDR existuje 4 € (215 ,uz] také, Ze zodpovedajica DR ma nulovu linedrnu Cast, tj. je
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bifurkacna hodnota PDR (aproximécie). Prirodzené je teda poloZit si otdzku, analogicku
otdzke, na ktori v pripade gradientnych DR zodpovedd Thomova tedria singularit:
S akymi typmi nehyperbolickych kritickych bodov, resp. s akymi $truktirami trajektorii
v ich okoliach sa mdzZeme genericky stretnit pre rdzne dimenzie stavovych priestorov
a priestorov parametrov. Tato otdzka je formulovana globalne ¢o do parametra, avSak
podobne ako v tedrii singularit funkcii, dostaneme na 1fiu odpoved, ak pre kazdé k, n
nijdeme genericki mnoZinu zarodkov k-parametrickych systémov diferencialnych
rovnic s kritickym bodom (0, 0), ktor dokadZeme klasifikovat do kone¢ného pottu
tried ekvivalencie. Naviac sa samozrejme budeme snaZif najst verzdlne diferencidlne
rovnice v kaZdej triede a pomocou nej bifurkaéné diagramy zodpovedajucich bifurkacii.
Skoér neZ pristipime k tymto otdzkam, sformulujme si vetu o invariantnych varietich
a vetu o redukcii pre PDR. Pre tento ugel mdéZeme PDR chapat ako (k + n)-rozmernt
DR (k = dim u) sO stavovou premennou z = (x, u), ktoru dostaneme tak, Ze k rovnici
(6) priddme rovnicu i = 0, teda

() 2= 4(2),

kde g(z) = (0,0, ..., 0, g(z)) (pocet nil = dim ). Ak 2, = (xo, o) = (0, 0) je kriticky
bod PDR (6), potom 2, je kriticky bod DR (7). Vo vhodne zvolenych siiradniciach je
B = Dg(0) = diag (B~, B%, B*), B° = diag (0, B°) (0 je nulova matica typu k x k),
B~, B°, B* maju tie isté vlastnosti ako matice 47, A%, A* zo systému (4) a tak mdZeme
DR (7) vyjadrit v okoli bodu 2, = (0,0) v tvare systému (8) z_ = B"z_ + g_(2),
2o = B%2y + go(2), 2, = B*z, + g,(2), kde z = (z_, z,, z,), tj. PDR (6) m4 v okoli
bodu (xo, o) = (0, 0) tvar systému

(9) %-=B"x_ + H_(x,pn), %, =B%%, + Ho(x,p), X, =B*x, + H,(x,p),
kde x = (x_, xo, X,,).

Veta o rozdireni invariantnych variet na parametrizované diferencialne rovnice. Nech
g€ C",(xo, o) = (0, 0) je kritickp bod PDR (6) a W=, W°, W™ si invariantne
variety DR % = g(x,0) J kritickom bode x, = 0. Potom existuji C"~*-variety V"~
(stabilnd), V° (centrdlna), V* (nestabilnd) také, ze V™ (V°, V') sa dotyka variety
L™ x R* (I’ x R, L* x R*)(predpokladdme p € R*) a plati:

(1) pre kazdé (x, p) e V™ (V*) je lim ¢ (x, p) = 0 (t > —0),
(2) lokdlne v okoli bodu (0, 0) € R* x R" si variety V™, V°, V*dané C"~'-zobra-
zeniami

V™ o= {(x=, %0, X ) X, = 07 (x_, 1), xo = w(x_, )},

V= {(x-, x0, X, ) : x_ = v¥(x,, 1), xo = w(x,, )},

VO = {(x_, X, X o, pt) : x_ = v(Xo, p), x, = w(xo )}

Vim0 = W5 VO, o =W dim V™ =dim L™ + k,dim V° = dim L° + k,
dim V* = dim L* + k.

Veta o redukcii na centrdlnu varietu pre parametrizované diferencialne rovnice. Ak
V™, V% V* su invariantne variety PDR (9), potom existuje C'~'-zobrazenie G, =
= Go(xo, 1) také, Ze PDR (9) je lokdlne C®-ekvivalentnd s PDR
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(10) X_ = —x_, Xo=B%, + Gy(xo,pt), X=x.

Dosledok 1. Dve PDR sii lokdlne C%-ekvivalentné, ak sii lokdlne C°-ekvivalentné ich

redukcie na centrdlnu varietu a ich stabilné (a tym aj nestabilné) variety maji rovnaké
dimenzie.

Ddsledok 2. PDR je verzdlna prdve vtedy, ak jej redukcia na centrdlnu varietu
je verzdlna.

Nasledujica veta ukazuje, ake typy linedrnych casti jednoparametrickych systémov
DR sa genericky vyskytuju.

Veta (o singularitdch kritickych bodov kodimenzie 1). Existuje otvorend hustd pod-
mnoZina #, < H,(1) takd, Ze pre PDR z # nastdva jeden z nasledujucich pripadov:

(1) L° = {0}, t.j. kriticky bod (0, 0) je hyperbolicky,

(2) dim I’ = 1, vtedy md matica B jedno vlastné ¢islo A = 0 ndsobnosti 1 a ostatné
vlastné ¢isla s nenulovou redlnou castou (predpokladdme, ze PDR je v tvare (9)),

(3) dim I = 2, vtedy md matica B (a teda B®) dvojicu rydzo imagindrnych vlastnych
¢isel a ostatné vlastné Cisla s nenulovou redlnou castou.

Veta vyplyva zo skutocnosti, e matice linearizicii DR, ktoré nespliiaji ani jednu
z podmienok (1), (2), (3), teda napr. maju viacnasobné vlastné &islo 0, tvoria v priestore
vietkych matic danych rozmerov algebraicku varietu (mnoZinu spolo¢nych nulovych
bodov kone&ného pottu polynomov) kodimenzie 2. PouZitim Whitneyovej vety o roz-
klade algebraickej variety na diferencovatelné variety ([18, Kap. 5]) a Thomovej vety
o tranzverzalite ([ 10, Veta 4.9], [16, Veta 2.1]) moZno z toho vyvodit, Ze malymi zmena-
mi krivky v priestore matic sa tejto variete mozno vyhnit.

Vdaka vete o redukcii, mézeme teda Studium generickych bifurkécii jednoparametric-
kych systémov DR redukovat, bez ohladu na dimenziu stavového priestoru, na dimenziu
1 alebo 2.

Mozno dokézat existenciu takej otvorenej hustej podmnoZiny #, < #,, Ze PDR
z H#, je lokdlne (v okoli kritického bodu (x,, go) = (0, 0)) C%-ekvivalentnd jednému
z nasledujucich typov PDR ([3], [4, Hlava 6, § 33], [23], [24], [25]):

(I x-=—-x_,%, =x,
(ak L2 = {0}).
(1) %o = x5 + p(I°), %_ = —x_, X, =x,
kde dim x, = 1
(ak dim I = 1).
() %_. = —x_,x, =x,,
z=z(i + p + 6z2) (I11,)-komplexna reprezenticia,
kde z = x; + ix,, 6 = *1,
Xy = pxy — X, + 6x,(x3 + x3), (I11,)-redlna reprezentacia

X, = X; + uxy + 0xy(x] + x3)
(ak dim I? = 2).

Naviac zdrodky PVP reprezentované tymito typmi PVP si verzélne ([4], [33]).
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Ako vyzeraji trajektorie PDR (I)— (III) v okoli kritického bodu a bifurkagnej hodnoty
parametra?

()  Kadej hodnote parametra zodpoveda té istd DR, ktorej kriticky bod (x2, x3) =
= (0, 0) je hyperbolicky. Pripad dim x_ = dim x, = 1 (sedlo) sme uZ rozoberali.

(I1)  Kritické body PDR (II) leZia na podvariete x_ = 0, x, = 0. Redukcia na cen-
tralnu varietu je rovnica (II°), a preto si stadi v§imnut bifurkécie tejto rovnice
v okoli kritického bodu (x,, #o) = (0, 0). MnoZina kritickych bodov DR (II°)
je parabola (Obr. 7).

Obr. 7.

X
\4>\( Fold.
—O0—<

Ak napriklad x = (x_, xo) € R? t.j. L* = {0}, dim L™ = 1, dostdvame bifur-
kéciu zndzornenud na obr. 8.

\ Obr. 8.
N >7
T /
pu<0 H=0 u>0
uzol-sedlo sedlo-uzol Ziaden kriticky bod

(IIT) Ak z = g €', potom PDR (III,) mdZeme v stradniciach (g, 9) pisaf v tvare

p = o(u + 807, (11L;)
§=1. (I11,)

84



Pre §tidium topologicke;j truktiry trajektérii je dolezita len DR (III5) (3 m4 len vyznam
parametra pri parametrizacii trajektorii).

Rovnica (II1;) méd pre pud < 0 dva nezdporné kritické body K, = 0 — zodpoveda
mu kriticky bod (0, 0) PDR (IIL,), K, = \/(—p/6) — zodpovedd mu uzavretd orbita
y = {(x.(t), xx(t)) : x3(t) + x3(f) = —pf5, —o0 <t < oo} DR (III,). Trajektéria
splynie pri g —0 s kritickym bodom (0, 0). T4to bifurkdcia sa v literatiire nazyva Hopfo-
va bifurkdcia (v knihe Arnolda [4] Poincaré-Andronovova bifurkécia). Ako vyzeraji
trajektorie v tomto pripade? Treba rozliit dva pripady:

() 6 = -1
(b) 6 = +1

Struktiry trajektérii systémov (I), (II) st zndme z Thomovej tedrie singularit, vysky-
tuji sa totiZ u jednoparametrickych systémov gradientnych diferencidlnych rovnic.
Typ (I) zodpoveda singularite kodimenzie 0, typ (II) singularite kodimenzie 1 — mnoZina
kritickych bodov tvori zdhyb (fold). Viimnime si, Ze verzalny zirodok (II) je gradientnym
vektorovym polom verzilneho (v terminolégii [21] univerzilneho) zédrodku foldu

g(x, 1) = x5 + pxo + 12 Y(x)* — 12 Y(x7)?,

kde x;, x; su zlozky vektorov x*, resp. x~. PretoZe pri Hopfovej bifurkécii vznikd

periodickd trajektoria, nemdZe tento ukaz vzniknidf pre gradientné DR. Bezprostredne

to vidno aj z toho, Ze matica linearizicie gradientnej DR je hessidnom funkcie, ktorej

gradientom je vektor pravych strdn DR a preto nemdZe mat imagindrne vlastné ¢isla.
AKk4 je interpretacia Hopfovej bifurkécie?

(a) Superkriticka bifurkécia. Vyjdime zo stabilného kritického bodu (xo, po) = (0, 0).
Pre u > 0 DR straca stabilitu v prospech stabilnej uzavretej trajektdrie a vznikaju

Obr. 9.
p<0 u=0 us0
stabilny fokus stabilny fokus nestabilny fokus +
-+ uzavretd stabilnd
trajektéria

(limitny cyklus)

tzv. samobudené kmity. Amplituda stabilnej trajektorie je mald, a preto sa tieZ
hovori o mékkej rezonancii.
(b) Subkritick4 bifurkdcia. Pri zdpornych hodnotich parametra blizkych k 0 je sice
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kriticky bod stabilny, ale jeho atrakéna oblasf (t.j. mnoZina bodov, z ktorych tra-
jektérie k nemu konverguji pre ¢t — o) je velmi mald. Po strate stability ihned
nastavaju oscilacie s velkou amplitidou, a preto sa tieZ hovori o tvrdej rezonancii.

Obr. 10.

H<0 u=0 ¥>0
stabilny fokus + nestabilny fokus nestabilny fokus
<+ uzavreta nestabilna
trajektoria

Bifurkacie obidvoch typov moZno pozorovat pri elektrickych a mechanickych osci-
laciach. V poslednej dobe sa objavujii pokusy modelovat pomocou nich prechod lami-
narneho pridenia k turbulentnému a vznik periodickych ustalenych stavov chemickych
reakcii (Belousovova-Zabotinského reakcia [17], [35]).

Lokalne generické bifurkacie v okoliach jednoparametrickych systémov DR médme
teda opisané. Pre dvojparametrické (t}'/m skér pre viacparametrické) systémy DR je
uz otazka generickych bifurkacii ovela zloZitej§ia, o Com sved&i uz aj nasledujiica veta.

Veta (o singularitdch kritickych bodov kodimenzie 2) ([3], [4]). Existuje otvorend
hustd podmnoZina #3 < H}(2) (r 2 4) takd, Ze pre PDR z # 5 nastdva jeden z nasle-
dujucich pripadov:

(1)pripady (1)—(3) z vety o singularitdch kritickych bodov kodimenzie 1;
(2) matica B (predpokladdame, Ze PDR je v tvare (9)) md vlastné cisla

(@) 2, = 0 ndsobnosti 2 a ostatné s nenulovou redlnou castou,

(b) A; = O ndsobnosti 1, A, 3 = *iw, @ + 0 a ostatné s nenulovou redlnou castou.

(¢) Ay, = Fiwy, A3 4 = tiw,, 0y, , + 0, w; + w, a ostatné s nenulovou redlnou
fastou,

(d) ;. = tiw, © * 0, ostatné s nenulovou redlnou castou a este s dalsim typom
singularity, napr.

z = z(io + p, + p,zz + z?z%), zeC,
(e) Ay = 0 ndsobnosti 1, ostatné s nenulovou redlnou castou a este s dalsim typom
singularity, napr.
X=+x*+pux+p,, xeR.

Poznamka 1. Spominané dodatoCné singularity su také, Ze pre nejaké prirodzené
¢islo r, r-jet zarodku zodpovedajuceho prislusnému PVP tranzverzalne pretina urditu al-
gebraicku podvarietu kodimenzie 2 v priestore r-jetov (definiciu r-jetu pozri v [21]).
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Pozndmka 2. Verzalne systémy DR so singularitami typu (b), (o), (d) nie st zatial
najdené a ani problém generickych bifurkacii nie je pre tieto pripady rozrieseny.

Pozndmka 3. Z uvedenych typov (a)—(e) sa u parametrizovanych gradientnych DR
moZe vyskytnut iba typ (e), ktory zosdpoved4 singularite typu cusp.

Viimnime si bliZie pripad singularity (a). V dosledku vety o redukcii moZno problém
zredukovat na dvojrozmerny. Bogdanov [5] ukézal, Ze existuje otvorend hustd podmno-
Zina mnoZziny dvojparametrickych systémov DR v rovine taka, Ze ak PDR z tejto mno-
Ziny m4 kriticky bod typu (a), potom je C°-ekvivalentny systému

(11) 561 = X3,
Xy = Py + poxy + X7 £ X%,

priCom tento systém je verzalny. Bifurkaény diagram a bifurkacie systému (11) v okoli
pocdiatku si zndzornené na obr. 11,

Generické bifurkacie v okoliach kritickych bodov so singularitami kodimenzie 3
su este v §tadiu vyskumov.

O.br. 11.' o \P
Bl kit /\/< 4 =
22\ N\ S
D
/é \@_/\< \\<< ) \<<<
P _ /e,
/\Q N B

/R

4. Generické bifurkdcie uzavretych trajektorii

Ako sme ukézali v predchadzajicom odseku, pri Hopfovvej bifurkacii méze kriticky
bod stratit stabilitu v prospech uzavretej trajektorie. Inak povedané, konStantny usta-
leny stav méZe pri zmene parametra prejst v periodicky ustdleny reZim. Je prirodzené
ist v analyze bifurkacii dalej a pytat sa, Co sa mdZe dalej stat so stabilnym ustdlenym
rezimom, teda aké generické bifurkacie si mozné pre uzavreté trajektorie.

Aby sme tto otdzku mohli skumat, potrebovali by sme precizne definovat pojmy
lokalnej C°-ekvivalencie a lokélnej Strukturdlnej stability v okoli uzavretych trajektorii.
KedZe tieto pojmy su analogické zodpovedajiicim pojmom pre kritické body, nebudeme
to nanovo robit.
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Ak y je uzavretd trajektdria DR (1), xo €y a I' je (n — 1)-rozmernd podvarieta v R",
prechidzajiica bodom x, a tranzverzalna ku y v bode x, (tj. (xo, f(xo)) ¢ Ty, I'), potom
je pre dost malé okolie U bodu x, definované zobrazenie P : I' n U — I', ktoré bodu x
priraduje prvy priese¢ik trajektérie cez bod x s I'. Zobrazenie P je difeomorfizmus
I' nUna P(I' n U) s pevaym bodom x, a nazyva sa Poincarého zobrazenie [6].

KaZdy difeomorfizmus P nejakej variety I' na seba generuje diskrétny dynamicky
systém ¢, ktory je na rozdiel od jeho spojitej verzie — toku definovany iba pre celé ¢,
a to predpisom ¢,(x) = P'(x) (kde P* ke t-td iterdcia zobrazenia P). Diskrétny dynamicky
systém zrejme spiiia tie isté tri zikladné vlastnosti toku s tym rozdielom, e t, s berieme
z mnoziny celych isel. MéZeme preii analogicky ako pre tok definovat pojmy orbity, or-
bitalnej C°-ekvivalencie, Strukturilnej stability a ich lokdlnych verzii. Okrem pevnych
bodov (ktoré zodpovedaju kritickym bodom tokov) nds viak zaujimaju aj periodické
body zobrazenia. Bod x sa nazyva k-periodickym bodom zobrazenia P, ak P¥(x) = x, ale
PY(x)+ xpre 0 < j < k.

Pre pevné a periodické body diskrétnych dynamickych systémov platia aj vety o in-
varientnych varietach, analogické vetam pre spojité dynamické systémy. Ak totiZ bod
Xo je pevnym bodom difeomorfizmu P, potom vo vhodnych siradniciach je x, = 0
a zobrazenie P mé lokalnu reprezenticiu

(12) P(x) = Ax + g(x),

kde A = DP(0), g(x) = o(|x|)a A = diag (4™, A%, A*), matica 47(4° A*) ma vietky
vlastné &isla s absolutnou hodnotou <1 (=1, >1). Ak R" = L~ @ [’ @ L* je zodpo-
vedajuci rozklad na invariantné podpriestory, potom invariantné variety W~ (stabilné),
W (centralna) a W* (nestabilnd) sa dotykaju po rade podpriestorov L™, I°. L* a dyna-
micky systém mda na nich analogické vlastnosti ako v spojitom pripade. V rovnakom
zneni ako pre toky moZno definovat hyperbolicky pevny (a periodicky) bod, plati veta
o redukcii a analdgia vety (K-S, I), ktort oznagime (K-S, II).

Vsetky spominané pojmy a vety o difeomorfizme, resp. o nim generovanom dyna-
mickom systéme, maju lokalny charakter, a preto nestracaji platnost ani pre Poincarého
zobrazenie, hoci toto zobrazenie nedefinuje dynamicky systém (pretoZe nie je definované
na celom I' a nezobrazuje vo vieobecnosti I' N U na seba). Pomocou neho méZeme
definovat stabilnu, centrdlnu a nestabilni varietu trajektérie y ako variety zaplnené
trajektoriami vychadzajiicimi z bodov zodpovedajucich variet jej Poincarého zobrazenia.
Poincarého zobrazenie Uplne uréuje kvalitativne vlastnosti toku v okoli uzavretej traje-
ktérie, t.j. dva toky st lokdlne orbitdlne C°-ekvivalentné prave vtedy, ak st lokalne
orbitalne C°-ekvivalentné ich Poincarého zobrazenia.

Z uvedeného vyplyva, Ze $tidium lokdlnych kvalitativnych vlastnosti a bifurkdcii
toku v okoliach uzavretych trajektorii moéZeme redukovat na $tudium lokdlnych kvalita-
tivnych vlastnosti a bifurkacii diskrétnych dynamickych systémov v okoliach ich
pevnych bodov. Parametrizovanému toku bude zodpovedat prirodzenym spdsobom
definované parametrizované Poincarého zobrazenie, a teda parametrizovany diskrétny
dynamicky systém s pevnym bodom.

Ozname Kj(k) mnoZinu parametrizovanych C'-difeomorfizmov na R" s priestorom
parametrov R* a pevnym bodom (0,0) (teda P e K/(k) znali, Z¢ P:R" x R* > R"
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je C’-zobrazenie také, e P(0,0) = 0 a pre u € R* je P(+, p) difeomorfizmus R* — R").
Zavedieme do tejto mnoZiny slabti C'-topolégiu a analogicky ako pre mnoZinu Hj(k)
definujeme pojmy zdrodku, k-parametrického rozvinutia difeomorfizmu, indukovaného
a verzalneho rozvinutia. Potom plati

Veta (o singularitich pevnych bodov kodimenzie 1). Existuje rezidudlna pod-
mnoZina Ay < Kj(1) takd, %e pre P z Xy nastdva jeden z nasledujicich pripadov:

(0) I? = {0}, t.j. pevny bod (0, 0) je hyperbolickyp,

(1) dim I = 1, matica A z (12) md vlastné &islo A = 1 ndsobnosti 1 a ostatné vlastné
¢isla mimo jednotkovej kruZnice S*,

(2) dim I° = 1, matica A md vlastné ¢islo A = —1 ndsobnosti 1 a ostatné vlastné
éisla mimo S1,

(3) dim I° = 2, matica A md dvojicu komplexne zdruZenych vlastnych Cisel, ktoré
nie stt odmocninami z 1 a ostatné vlastné ¢isla mimo S*.

V désledku vety o redukcii moZno teda §tudium generickych bifurkécii difeomorfizmov
v okoliach pevnych bodov kodimenzie 1 redukovaf na difeomorfizmy s n < 2.

Podobne ako pre PDR sa di ukdzaf, Ze existuje dalSia rezidudlna podmnoZina
Ao = A, takd, Ze pre kazdé P e Xy, ktorého pevny bod nie je hyperbolicky, je jeho
redukci a na W° lokdlne C°-ekvivalentn4 jednému zo zobrazeni:

(I)  P°x,u) = x + x* + p (v pripade (1) vety),

(Im)  P°(x, ) = (u — 1) x + x* (v pripade (2) vety),

(Im)  P%x, p) = z(A(p) + a|z|*> + o(|z|*)) — v komplexnej reprezenticii, kde z =
= X; + ix;, x = (x4, %,), [A0)] =1, ale A(0) nie je odmocninou z 1,
(d|A(w)]/dr)u=0 *+ 0, Re a = O (v pripade (3) vety).

Zobrazenia (I), (II) st verzalne, aviak v pripade (III) polynomické verzilne zobra-
zenie neexistuje. Pripad (I) zodpovedd pripadu (II) pre kritické body DR, pre u < 0
dostavame v okoli 0 dva pevné body x = + \/ — p (jeden stabilny a jeden nestabilny),
ktoré pri u = 0 splynd a pre u > 0 zaniknd (obr. 7). Pripad (II) nemé pri kritickych
bodoch analdgiu. Pevny bod tu existuje pre u kladné i zdporné, aviak (pri znamienku +
pred x?) pre u < 0 existuji v okoli 0 dva 2-periodické body x = + \/ — u, ktoré pre
u = 0 splynu s pevnym bodom x = 0 (obr. 12).

Pripad (III) zodpovedd Hopfovej bifurkécii (niekedy sa aj oznaluje ako Hopfova
bifurkdcia pre difeomorfizmy). D4 sa dokézat, Ze sa tu od pevného bodu x = 0 odstiepi
invariantna kruZnica ([28]).

Vratme sa teraz k bifurkdciam uzavretych trajektdérii PDR. KedZe generickym bi-
furkdciam Poincarého zobrazeni zodpovedaju generické bifurkécie uzavretych trajektorii
definujucich tieto zobrazenia ([25], [26]), dostaneme o nich obraz tak, Ze si zndzornime
trajektorie pevnych a periodickych bodov Poincarého zobrazenia a jeho invariantnych
podmnoZin.

V pripade (I) dostdvame pre u < 0 dve uzavreté trajektérie (zodpovedajice dvoma
pevnym bodom), ktorych periédy pre u — O sa priblizuju a ktoré pre p > O zaniknu
(obr. 13).
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xJ Obr. 12.
Bifurkécia pevného bodu
zobrazenia typu (II)

Obr. 13.
Bifurkdacie uzavretej trajektorie
s Poincarého zobrazenim typu (I)

© ®e

u=0 u>0

V pripade (II) zodpoveda 2-periodickému bodu trajektdria, ktord sa uzavrie aZ po
dvoch obehoch, teda jej peridda pri u — 0 konverguje k dvojndsobku periddy trajektorie
bodu x = 0, s ktorou splynie (Obr. 14).

Pripad (I1I) zodpoved4 Hopfovej bifurkécii kritického bodu. Tak, ako sa od kritického
bodu pri Hopfovej bifurkécii odStiepi uzavretd trajektoria, odstiepi sa od pevného bodu
Poincarého zobrazenia invariantna kruZnica a trajektorie vychddzajice z bodov in-
variantnej kruZnice vytvoria invariantny térus T2 toku DR (Obr. 15), ktory obkolesuje
uzavretu trajektériu y vychadzajicu z bodu x = 0.

Bifurkdcii typu (III) sa venujme trocha podrobnzjsie. Jej dokladné vy3etrenie vyZzaduje
uz znalost globdlnej §truktiry trajekt6rii DR na tére. Invariantom topologickej klasi-
fikdcie takychto rovnic je tzv. rota¢né &islo ([13]), ktoré (zhruba povedané) predstavuje
priemerny po&et otodeni trajektorie okolo pozdiznej osi téru na jeden obeh okolo osi sy-
metrie (toto Cislo je pre vietky trajektorie rovnaké). Ak je rotaéné Cislo raciondlne, rovné
P[4, potom md DR uzavreté trajektdrie, ktoré sa uzavra po g obehoch, ak je iraciondlne,
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potom kaZzda trajektoria je husta podmnozZina téru. Ak tdrus vznikne bifurkaciou z uza-
vretej trajektorie, potom rotadné &islo konverguje pre p — 0 k (iracionélnej) hodnote
((1/2mi) In 2(0)). D4 sa dokazat, Ze rotacné &islo je spojitou funkciou parametra a Ze
genericky je v Tubovolne malom okoli bodu u = 0 nekonstantnou funkciou u. Musi
teda prechddzat cez nekoneény pocet racionalnych &isel s fTubovolne velkym g. To znadi,
Ze v okoli bodu u = 0 sa objavuje nekoneéne vela sekundarnych bifurkacii, pri ktorych
vznikajl a zanikaju uzavreté trajektérie Tubovolne vysokej periody ([9]). Tento jav dal
podnet k pokusom modelovat pomocou tejto bifurkdcie vznik turbulencie ([27]).
VyuZiiim neddvnych hlbokych vysledkov M. Hermana [13] sa dalej d4 ukdzat, Ze pre
kazdu pevna hodnotu A(0) existuje dokonca nekone&ne vela topologicky neekvivalent-
nych zobrazeni typu (III). Preto ani nie je moZné najst verzélnu formu pre zobrazenie
typu (III).

5. Zaver

Nasim ¢lankom sme sa snazili ukazat, Ze pre negradientné systémy existuje tedria,
analogicka tedrii katastrof gradientnych dynamickych systémov, ktord je viak daleko
od tuplnosti. Pritomnost periodickych ustdlenych reZimov u negradientnych systémov
a skutocnost, Ze stabilné rovnovazne stavy takychto syst¢émov mdzu pri zmene parametra
prechadzat v periodické, ba aj v zloZitejsie ustdlené stavy (invariantne téry) obohacuje
mnozinu generickych bifurkdcii natolko, Ze uZ u jednoparametrickych systémoch
dostavame nekoneény pocet topologickych typov generickych bifurkacii. ZloZitost
bifurkdcie periodickej trajektérie do invariantneho téru nasvedéuje tomu, Ze pre ne-
gradientné systémy nebude mozné nikdy vybudovat tak pekne uzavretu tedriu ako pre
gradientné. Tato bifurkdcia, ako aj Bogdanovova bifurkécia, ktorti sme uviedli ako pri-
klad generickej dvojparametrickej bifurkécie, ukazuje, Ze pri §tudiu lokalnych bifurkicii
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sa nemozno vyhnif §tidiu globalnych bifurkacii spravidla nizSej kodimenzie. V Bogda-
novovej bifurkacii je to napr. bifurkdcia, ktord vznikd pri prechode cez &iaru P (obr. 11).

To nés prividza k S$tadiu globalnej Struktury trajektorii a globdlnych bifurkécii,
v ktorom sa uz dosiahol rad hlbokych a zaujimavych vysledkov. Spomefime len to,
Ze sa v globalnej tedrii mozu vyskytnut este zloZitejSie ustdlené stavy, neZ s ktorymi sme
sa stretli v na§om ¢lanku. Su to objekty, na ktorych sa systém chovi v istom zmysle
,,ndhodne‘. Spravanie systému na nich sa oznafuje terminom chaos (ktor)" ma svoju
presnt definiciu) a spominané objekty sa nazyvaju ,,strange attractors‘. V poslednom
Case sa im venuje velkd pozornost.

P6vodne sme mali v imysle zahrnif do nasho ¢lanku aj nejaké prvky globalnej tedrie
dynamickych systémov. KedZe sme vSak chceli mat vyklad lokalnej tedrie ako tak tiplny,
¢lanok sa nam rozrastol do takych rozmerov, Ze na globalnu teériu nebolo ani pomysle-
nia. Hddam by sa jej hodilo venovat samostatny ¢lanok.
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Logika od A do G

Navrh matematikova mechanického pomocnika
volné zpracovany tvir¢im matematikem

Paul R. Halmos, Santa Barbara, USA

Co je a co neni logika

Pavodné ,,logika‘“ znamenalo totéz co ,,zakony mysleni* a logikové studovali pfedmét
ve vife, Ze mohou objevit lepsi zptisoby mysleni a jist&jsi zplisob, jak se vyhnout omylim,
nez znali jejich pfedchiidci, a ve vife, Ze tomuto uméni mohou naudit lidstvo. Zkusenost
viak ukézala, Ze je to marnd prace. Normdlni, zdrava lidskd bytost ma vrozeny vSechny
,,zakony mysleni, které kdy kdo nalezl, a nezbyva nic, co by logikové ¢lovéka mohli

PAauL R. HALMos: Logic from A to G. A sketch for a mathematician’s mechanical helper, flippantly
annotated by a working mathematician. Mathematic Magazine Vol. 50. No. 1. January 1977, pp.
5—11.
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