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Na to, Ze sa na strankach Matematickych obzorov objavuji clanky
s vyznamnymi pismenami ako nadpismi, sme si uz zvykli. Dosial to vzdy
boli stari zndmi, ktori uZ maji za sebou nejaké to storocie tspesného
déinkovania v matematike. Ani nejaké to exotické &, by nas asi velmi
neprekvapilo. Ale 8 ? Co to m4 byt ? Este tak, keby pri iom bolo &, to by
mohlo mat nieco spolo¢ného so zdkladmi matematickej analyzy...

Lenze z toho nebude ni¢, pretoZze naSe & mé presne definovani
hodnotu, a to 4,6692016091029... Nemozno sa ¢udovat, ak vam toto Cislo
ni¢ nehovori. Ved po prvy raz sa objavilo na strankach Journal of
Statistical Physics a7 v roku 1978. Ze &o ma spoloéného s takymi
velikinmi v matematike, ako si s alebo e¢? Nuz to, Ze je to tzv.
univerzilna konstanta. Nie je to asi presne matematicky definovatelny
pojem. Mysli sa tym to, Ze ono Cislo vyjadruje nejaki vlastnost objektov
nejakej triedy, ktora je pre vSetky objekty tejto triedy rovnaka (napriklad
7t vyjadruje pomer obsahu pravouhlého $tvoruholnika a elipsy, ktord ma
dizky jeho stran ako dizky svojich osi, a to pre vietky $tvoruholniky).

Co vyjadruje 8, ned4 sa tak Tahko vyjadrit jednou vetou. Ani sa dnes
neda povedat, aky bude jeho vyznam. Sotva vSak bude taky ako vyznam
¢ e — inak by miidri Tudia uZ ddvno boli nai prisli. Ale také zlozité to zas
nie je, preto asi stoji za to pohovorit o iom aj v Matematickych obzoroch
— ved univerzilne konStanty sa nenachddzaji len tak kazdy tyzded.
Navyse, mdme ti vyhodu, Ze sa tykaji objektu, na ktorom ndm J. Smital
v poslednom zvizku Matematickych obzorov predviedol, comu sa
v matematike hovori chaos.

Re¢ teda bude o triede spojitych zobrazeni intervalu [0, 1] do seba,
zavislych od redlneho parametru A typu

f(x)=Ag(x), Osx<l, (6]
- ktorého vyznacnym reprezentantom je zobrazenie
f(x)=Ax(1—-x), O0sx<l1, 0sA <4, )
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teda zobrazenie (1), v ktorom

g(x)=x(1-x).

Takmer vsetko, ¢o potrebujeme, bolo o tomto zobrazeni povedané
v [1]. Nebudeme sa teda opakovat a znova rozoberat ekologické
a matematické motivicie ndSho zaujmu o postupnosti {x,}, definované
rekurentne predpisom

Xn+1=f(x), n=0. 3)
Pripomenme si iba, Ze piSeme
Xn = fn (X()), (4)

Ze pevnym bodom funkcie f nazyvame bod x taky, Ze f(x) = x a p-cyklom,
Ze sa nazyva postupnost navzajom rozlinych bodov xo, X1, ..., X,—1 takych,
Ze plati (3) pre 0sn<p-—2 a f(x,-1) = Xo.

A este jednu délezitd vec si zopakujeme z [1] — Ze totiZ pre zobrazenie
(2) existuje rastica postupnost {A;} hodnét parametra A takd, Ze pri
A = A, sa od pevného bodu x, =1—1/A odstiepi 2-cyklus, z neho sa pri
A = A; odstiepi 4-cyklus atd. vSeobecne pri A = A, sa od 2'-cyklu odstiepi
21*1-cykius.

Ruénym poditanim sa da zistit, Ze A; =3, ale na dobrom po¢itadi vedia
Sikovni Tudia spocitat s velkou presnostou aj dalSie ¢leny postupnosti.
A s nimi, samozrejme, aj Cisla &; = (A: — Ai-1)/(Ai+1 — A)). Spodéital si ich
americky fyzik M. Feigenbaum a zistil, Ze pre rastice i sa priblizuji
k dislu 4,6692016091029... Toto ¢islo oznail 6 a tym sa zaslizl
o kvetnatny nadpis tohto ¢lidnku.

To by vsak eSte nebolo ni¢ zvlastneho, ved civilizovanad postupnost by
limitu mat mala. Ale Feigenbaum [2] zadal podla rovnakého receptu
pocitat postupnost {&,} pre iné zobrazenia f, nez (2), ktorych definujice
zobrazenie g ma analogické vlastnosti ako zobrazenie g(x)=x(1-—x).
Analogické v tom, Ze

1. g(0)=g(1)=0, g(x)>0 pre 0<x<1,

2. g je spojite diferencovatelnd,

3. g mi jediné maximum X, v ktorom mé druha derivaciu,

4. f je ostro rastiica na [0, £] a ostro klesajiica na [%, 1].

Vedelo sa uz predtym, Ze pre takéto g existuje rastiica postupnost
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hodnét {A;} s analogickymi vlastnostami ako pre (2). Prekvapenim v§ak
bolo, Ze Feigenbaumove numerické experimenty nasvedcovali tomu, Ze
pre IubovoIni funkciu g s vlastnostami 1—4 sa ¢isla &; priblizuji k Cislu,
ktoré sa na velky pocet miest zhoduje s Cislom 6. Nielen to, ale
Feigenbaum dal aj netrividlne vysvetlenie, preo by postupnosti {§;}
mali pre kaZdu funkciu g spliiajicu 1—4 konvergovat a pre¢o by ich limita
mala byt nezavisld od g.

To vysvetlenie nie je vobec jednoduché, ani elementirne a operuje sa
v nom s akousi transformiciou funkcii, pri ktorej sa objavi dalSia
univerzidlna konstanta, a to o =2,50290787550957... Pokiisme sa aspon
v hrubych ¢értich naznadcit, aka je to transformacia a ako sa pomocou nej
definuje a.

Vratme sa ku konkrétnemu zobrazeniu (2). V§imnime si grafy funkcii
fa na obr. 3 z [1]. Je zrejmé, Ze medzi 3 a 3.5 musi byt hodnota A =B,
taka, Ze v pravom krajnom priese¢niku v grafu funkcie f%, s diagonidlou ma
f%, maximum, a teda vodorovnd dotyénicu, t.j. (f3,)’ (v)=0. PretoZe
(fa) (x) =fa(fa(x)) fa(x) a fa(v)#0, musi byt fz(fs(v))=0 a teda

u=fs(v)=1/2 (obr. 1). Netreba uZz hidam dodivaf, e u, v tvoria
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2-cyklus pre A = B,. Na kalkulacke bez velkej ndmahy mdZeme spocitat,
ze B;=3.23 a v=0.81.

Vsimnime si teraz $tvorec na obr. 1 s lavym spodnym vrcholom (u, u)
a pravym hornym vrcholom (v, v). Nie je tazké sa presvedcit, Ze pri
aplikdcii zobrazenia fs, z neho nevyboéime (t. j. plati fs,([u, v]) = ([u, v]).

Prejdime teraz k zobrazeniu f4. Podobne ako pre f3 sa v intervale (A,
Aj3) najde bod B, taky, Zze u,=1/2 je bodom 4-cyklu uo, ui, u, us; s po-
mocou kalkulacky sa m6Zeme presvedcit, ze B,=~3.50 a Ze graf funkcie fs,
vyzera ako na obr. 2. V§imnime si §tvorec na obr. 2 s vrcholmi (uo, us) a
(uz, uz). Opidt plati 13,([uz, uo]) =[us, uo] a, éo je dolezitejsie, ak Stvorec
preklopime podla juhovychodno-severozipadnej diagonaly, roztiahneme
jeho strany linedrne tak, aby sa zhodovali so stranami $tvorceka na obr. 1
a vyslednym S$tvoréekom prekryjeme $tvoréek na obr. 1, krivka, ktord
vznikne z grafu funkcie f%,, sa bude silne ponaSat na tisek grafu funkcie fz,
(obr. 3). Nie je tazko sa presved¢if, Ze spominana krivka je grafom
funkcie

o(x)=0:(172-f3,(1/12— a7 (x — 1/2))) +1/2
kde
o= (v —u)/(uo— uz).

Oznaéme T,, transformiciu, ktorou sme z funkcie fg,|[u,, uo] dostali
funkciu ¢@. Analogicky, ako sme definovali B; pre fi a B, pre f4, mOZeme
definovat aj B; € (A;, A1) pre f3*" pre lubovoIné i >2. Dalej mozeme
analogicky definovat ¢isla ¢; a transforméicie T,,. Feigenbaum opit na
zaklade numerickych experimentov priSiel k zaveru, Ze Cisla a; pre i— ®
konverguju k ¢islu a a Ze funkcie T, T,, ... T,f3 konverguji k funkcii
fa.|[u, v] a svoj zaver aj zd6vodnil. '

Pravda, Feigenbaumove zd6vodnenia, aj ked boli hlboké, neboli este
dokazmi na dneSnej drovni poziadaviek v matematike. A tak sa do veci
pustilo viacero schopnych hldv a dnes su uZ prakticky vSetky Feigenbau-
move objavy exaktne dokazané [3, 4]. Je zaujimavé, Ze autor [3] si pri
dokaze pomohol aj pocitacom. Zaujimavé aj preto, Ze sa vedd diskusie
o tom, ¢i takéto dokazy uznavat. Nedavno sme sa stretli s touto otazkou
v stivislosti s vyrieSenim problému Styroch farieb, kde sa poéita¢ pouzil na
preskiimanie sice teoretickymi tivahami redukovaného, ale predsa eSte
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velmi rozsiahleho po¢tu moZnosti. V naSom pripade sa pocita¢ pouzil
inak : bolo treba robit odhady pre nekoneéné rady. To sa robilo podita-
¢om, priCom sa sicasne kontrolovali zaokrihlovacie chyby. Ako hovori
autor, spominané operacie by sa dali urobit za niekolko dni aj rucne, ak by
sa niekomu chcelo. Nuz, neviem ako vis, ale mna takyto dokaz plne
uspokojuje.

Dokazy viac-menej vychadzaji z Feigenbaumovych myslienok a sotva
ich tu mozno ¢o i len naznacit. VyuzZivaji totiZ aparat tedrie hladkych
dynamickych systémov — modernej discipliny na hranici analyzy
a topoldgie, ktory bol vyvinuty tak v poslednych dvoch desatrociach.

Naco nds teda autor balamuti, ked nevie to, o zacal, povedat do
konca ? Nuz, tito otdzku som si polozil aj ja — ale nakoniec som c¢lanok
predsa len dokoncil. Dévod : vidi sa mi, Ze objav ¢ohosi, ¢o sa da vyjadrit
jednym-jedinkym &islom, je Cosi vzrusSujiceho. Predsa len vzruSujicej-
Siecho, neZ to, Ze vo Vete 17.5 na 2 strany mozZno predpoklad
7 s formuldciou na 1/2 strany nahradit predpokladom 7’ na 1 stranu.
Posolstvo teda znie: aj u takého deda, akym je dnes uZ matematickd
analyza, mozno nijst dobrodruzstvo. A Ze aj zlozZité teérie moZu nieco
vypovedat o jednoduchych objektoch.
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