Ako rieSif algebraické rovnice
pomocou rovnic diferencidlnych

Pavol Brunovsky, Pavol Meravy, Bratislava

CoZe je to za nezmysel rieit jednoduchsie rovnice pomocou zloZitejiich? Neundhlime
sa viak a poc¢kajme s definitivnym zdverom na koniec pribehu. Pribehu, ktory je pou¢ny
a nepostrdda prekvapujuce zvraty.

Zagnime teda pekne po poriadku — ked uZ nie od Adama, tak aspoii od starych
Egyptanov. Oni sa totiZ podla naSich vedomosti prvi zacali systematickejSie zaoberat
vedou & skdr umenim, ako riefit rovnice. Co pod tym presne rozumief, nad tym si
vtedy hddam hlavu velmi neldmali — pre nich bolo toto umenie v podstate sihrnom
navodov ako jednotlivé druhy rovnic riefit.

PouZivanim a zdokonalovanim tychto ndvodov sa postupne vyhranili triedy rovnic,
pre ktoré existovali ndvody zarudujice ich rozrieenie a také pre ktoré existujiice navody
nemuseli byt vZdy tspe$né. Od Cias Galoisa vieme, Ze ked sa ndm nedari vyjadrit rie§enie
konec¢nou formulkou z dét rovnic (¢o je vlastne veImi jednoduchym navodom na riege-
nie), nemusi to byt znakom naZej hliposti, ale mdZe to byt v povahe veci. Ba o viac,
s vynimkou sustav linearnych a e$te zopar typov dalSich rovnic to spravidla v povahe
veci je. Prinajmenej od tych (ias je teda zrejmé, Ze treba rozliSovat medzi vedomosfou
o tom, Ze rieSenie existuje a schopnosfou ho néjst. Odréaza sa to aj v nduke o rovniciach,
v ktorej moZno sledovat dva smery. V prvom ide o to matematicky preciznym, hoci aj
nekonstruktivnym, spdsobom dokazat existenciu alebo neexistenciu rieSenia, pripadne
odhadmit podet rieSeni. V druhom ide o to navrhnif metédu, hoci aj presne matema-
ticky nezddvodnenu, ako rie$enie priblizne vypogitat. Vychddzajtic z analégii s pristupmi
réznych $kol starovekej matematiky nazveme prvy smer gréckym a druhy babyl6nskym.

Velmi prirodzend myglienka, ktora sa asi najprv (zhruba zagiatkom nasho storocia)
objavila v svojej gréckej verzii je tato: K rovnici, ktorej rieSenie nepozname, si vytvorime
pomocni rovnicu rovnakého typu, ktorej rieSenie poznime. Ked budeme postupne
deformovat pomocnii rovnicu do rovnice pdvodnej, je nddej, Ze nds tomu zodpovedajiica
deformécia (zmena) rieSenia pomocnej rovnice privedie k hladanému rie3eniu tej pévod-
nej.

V tejto myslienke je vela veci, ktoré treba spresnit, a to: o znamena ,,rovnica rovnakého
typu‘, ,,deformovat‘, ,,privedie*‘.... Obmedzime sa pritom na rovnice o koneénom poéte
redlnych alebo komplexnych nezndmych. Nech teda F: R" » R" (alebo C* — C") je
spojité zobrazenie. Pojde ndm o rieSenie rovnice

(1) F(x)=0.

Pre uréitost budeme predbeZne hovorit o rovniciach v R", aviak vetky tvahy su rovnako
platné pre C". Za pomocni rovnicu mdZeme vziat IuvoboInd rovnicu
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@ G(x) =0,

kde G: R® - R" je spojité zobrazenie, ktorého vietky nulové body (t.j. rieSenia rovnice
(2)) poznéme; napr.
G(x)=x—a,

kde a € R" je dané. Deforméciou G do F alebo, ako budeme dalej hovorif, homotépiou
F a G budeme rozumiet spojité zobrazenie H: R* x [0, 1] — R*® také, Ze

H(x,0) = G(x),
H(x,1) = F(x).
Mbze to byt napriklad
H(x,t) = t F(x) +  — ) G(x).

Poznamendvame, Ze ,,homotopickd premennd‘* t je redlna aj pre pripad komplexného
zobrazenia F. Co znaéi ,,privedie*‘, o tom by bolo treba pohovorit obsirnejSie. Kedze H
z4visi spojite od t, intuitivne si mdZeme predstavit, Ze rieSenia rovnice

(3) H(x,1) =0

budii leZat na (homotopickych) krivkach, vychddzajicich zo (zndmych) rieSeni rovnice
(2) pre t = 0 a kongiacich v rieSeniach rovnice (1) pre t = 1.

Otézkou babylénskeho typu je teraz: ako je moZné krivku rieSeni rovnice (3) za&inaju-
cu v t = 0 sledovat; otdzkou gréckeho typu je: kedy je moZné tito intuitivnu my3lienku
néjdenia rieSenia rovnice (1) matematicky zddvodnit.

Grécky pristup

Historicky je grécky pristup star$i, pretoZe jeho korene siahaji aZ k Brouwerovi,
ktory v r. 1912 [1] publikoval svoju zndmu vetu o pevnom bode (spojité zobrazenie F
konvexnej kompaktnej mnoZiny K do seba md pevny bod). Pévodnd myslienka jeho
dokazu sa zakladala na jeho teérii simplexovych aproximdcii spojitych zobrazeni
a pojme ,,globdlneho** stupiia definovanom v duchu kombinatorickej topoldgie. Brouwe-
rove vysledky boli motivaciou burlivého rozvoja teérie (Brouwerovho) stupiia, ktora
bola neskdr alternativne systematicky vybudovand analytickymi metédami (Nagumo
1951 [2]), resp. pomocou integralu (Heinz 1959 [3]). Podla [4] bol Heinz prvy, kto
urobil dokaz Brouwerovej vety o pevnom bode s pouZitim homot6pie H(x, t) = x —
— t F(x) (pozri tieZ [6, str. 161, 163]). Na rozdiel od Kroneckerovho lokélneho pristupu
k stupfiu ako indexu izolovaného rieSenia rovnice (1) [6], ide v teérii Brouwerovho
stupiia o globdlny pristup, ktory by sme mohli intuitivne opisat takto: Pre dané spojite
diferencovatelné zobrazenie F: U — R" (kde otvorend mnoZina U obsahuje uzaver
clK otvorenej ohranidenej mnoZiny K < R") vyjadruje stupeii zobrazenia F na mnoZine K
v hodnote y (z oboru hodndt R") po&et rie¥eni rovnice F(x) = y v K so zretefom na
ich ,,orientciu‘‘.

Presnej$ia definicia vyZaduje niekoIko oznadeni. Nech Ny je mnoZina vietkych singu-
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larnych bodov zobrazenia F, t.j. mnoZina tych x e U, Ze Jacobiho matica DF(x) je
singuldrna. Hodnotu y € R" nazveme singuldrnou, ak existuje singulirny bod x zobraze-
nia F taky, Ze plati F(x) = y. V opatnom pripade (t.j. ak pre vietky x € F~(y) plati,
%e DF(x) je reguldrna) hovorime, Ze hodnota y je regulérna.

Ak y ¢ F(0K U Np), t.j. y nepatri do obrazu hranice 8K mnoZiny K a nie je singuldrnou
hodnotou, potom
€)] deg(F, K, y) = 2‘ sign det DF(x) .

xeF = 1(y)

Podla Sardovej vety [14] je mnoZina reguldrnych hodndt zobrazenia hustd (a naviac
plnej miery v R"), a teda ku kaZdej (aj singuldrnej) hodnote y existuje postupnost
reguldrnych hodnét y,, ktoré konvergujiit k y. KedZe sa d4 dokazat, Ze ku kaZdému
y ¢ F(0K) a pre kaZdu postupnost regularnych hodnét y, ¢ F(0K U N) konvergujicu
ku y je stupeii deg (F, K, y,) od urgitého indexu k, po&niic konitantny, mdZeme pomo-
cou (4) definovat stupefi spojite diferencovateIného zobrazenia pre vietky y ¢ F(0K).
Roziirenie pojmu stupiia zobrazenia F na mnoZine K v hodnote y aj pre spojité zobra-
zenia na cl K je zaloZené na rovnomernej aproximdcii (s Tubovolnou presnostou) spoji-
tého zobrazenia definovaného na kompakte cl K spojite diferencovatelnym zobrazenim
definovanym na R". Takymto sposobom mdZeme stupeil zobrazenia povaZovat za de-
finovany pre spojité zobrazenia F: ¢l K — R"a pre hodnoty y ¢ F(aK). Teraz spomenieme
struéne najdoleZitejSie vlastnosti vyuZivané v gréckom pristupe:
— pre dané K, y je stupeii jednoznaéne ureny spravanim sa zobrazenia F na hranici

0K: Nech y ¢ F(aK), kde F, G su spojité zobrazenia cl K —» R". Ak

max| F(x) — G(x)]

je dostatoéne malé, potom deg(F, K, y) = deg(G, K, y),

— ak deg(F,K, y) + 0, potom existuje riefenic x € K rovnice F(x) =y (ak viak
deg (F, K, y) = 0, mdZ%e mat eSte rovnica F(x) = y rieSenie; napr. rovnaky podet
rieSeni s kladnym a zipornym znamenkom determinantu DF(x)),

— homotopické invariancia stupfia: ak H:clK x [0,1 ] —» R" je spojité zobrazenie
ay¢ H(K x [0, 1]), potom deg (H(., #), K, y) je konStantnd funkcia pre t € [0, 1].
Z4kladna idea existenénych ddokazov pomocou tedrie stupiia je nasledovnd: Pdvodnd

rovnicu (1) spojit homotépiou s takou rovnicou, o ktorej vieme uk4zat, Ze m4 nenulovy

stupeii. Potom pouZitim homotopickej invariancie stupiia méd nenulovy stupei aj rovni-
ca (1), a teda existuje riefenie. Viimnime si, Ze tito idea dokazu ned4va nivod, ako
rieSenie ndjst. Preto tedria stupiia ¢asto sliZila ako typicky priklad nekon3truktivnosti.

Babyl6nsky pristup

Babyl6nskym protip6lom tedrie stupiia si numerické met6dy, ktoré maji vela nazvov:
metdda vneseného parametra, kontinuaéna metéda, Davidenkova metéda (continuation
method, imbedding method). Tieto numerické met6dy (nazvime ich spologne kontinua-
né) st zaloZené na predpoklade, 2¢ H~!(0) je mnoZina tvoren4 z kriviek, ktoré nés,
vyjdic zo zndmeho riefenia rovnice (2), privedd k hladanému rieSeniu rovnice (1).
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Kontinuacné metédy vychadzaji z toho, Ze numerika ma vypracovany bohaty register
ginnych metéd (nazvime ich lok4lnymi) ako zo zatiatonej (nedostato&nej) aproximécie
rieSenia ziskat jeho dostato¢ne presnti aproximaciu (ako priklad spomefime iba Newto-
novu metédu). Pdvodny babylénsky ndvod teda znie: pre postupnost hodnét 0 =
=ty <t <...<t, = 1potitaj rekurentne pouZitim vhodnej lokdlnej met6dy rieSenia
x* rovnice

5 H(x,t) =0,

priom x*~! shiZi ako zagiatotnd aproximdcia rieenia rovnice (5). (Poznamenavame,
Ze hodnoty t, nemusia byf vopred dané, ale mézu byt volené v priebehu vypoctu).

PodIa [7] bol Lahaye (1934) jednym z priekopnikov takéhoto pristupu k rieSeniu
rovnice (1) (hfadal dokonca niekolko riefeni). Nasledovali potom dalsi, napr. Ficken
(1951). Davidenkovi (1953) sa pripisuje myslienka interpreticie homotopickej krivky
ako trajektorie zaGiatoénej ulohy pre sustavu oby&ajnych diferencidlnych rovnic

dx -

©) = — —[D.H(x(0), 9] DH(x). )
x(0) =a,

kde a je zname riesenie rovnice (2). Klopfenstein (1961) bol pravdepodobne prvy, kto
nahradil za¢iato¢nu ulohu (6) pre uréenie homotopickej krivky tlohou bez explicitnej
parametrizicie homotopickou premennou t. V [10] vychédza z predpokladu, Ze homo-
topicka krivka je parametrizovand premennou s (s mdZe ozna¢ovat napriklad dizku
homotopickej krivky od bodu (a, 0)), a teda

(3) H(x(s), t(s)) = 0 pre vietky seJ = [0, 5)

pricom samozrejme (x(0), {0)) = (a, 0). Diferencovanim (3') podla s dostava potom
zatiato¢n1 ulohu

™ D.H(x(s), z(s))j_’s‘ + D,H(x(s), t(s))j—: ~0

(x(0), {0)) = (4, 0),

ktorej trajektériou je homotopick4 krivka zadinajica v (a, 0). Za&iatoén tloha (6) je
vlastne ¥pecidlnym pripadom zaciato&nej ilohy (7) (pre s = t a DH(x(s), (s)) reguldrne).
Viimnime si, Ze ak 0 je reguldrna hodnota zobrazenia H v oblasti ¢t < 1, vtedy implicitna
diferencidlna rovnica v (7) uréuje jednoznagne dotykovy vektor k homotopickej krivke
v bode (x(s), #(s)) aZ na skaldrny nasobok. Jeho dizku mdZeme volif ako jednotkovii (€o
zodpovedé parametrizacii dizkou krivky), orienticia je uréend orientdciou v zadiatod-
nom bode a pozZiadavkou spojitosti vektorového pola.

U nés sa pouZitim homotopickych metéd zaoberali napr. M. Kubigek a kol. [15].

Heuristika tychto postupov tkvie v tom, Ze nikde nie je zarucené, Ze sa s bodmi
(x*, ;) dostaneme aZ k bodu (x, 1) z mnoZiny H~*(0) (x* pre niektoré #, nemusi existovat,
resp. trajektorie zagiato&nych tloh (6), (7) nemusia pretinaf nadrovinu ¢ = 1). Skuto¢ne
nie je taZké predstavit si situdcie, za ktorych tento pristup zlyha — tak ako napokon
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kaZda z numerickych met6d. Na rozdiel od mnohych inych metéd viak u kontinuacnej
met6dy neboli zndme doneddvna nijaké rozumné podmienky, za ktorych by bolo doka-
zané, Ze aspoii teoreticky vedie k cielu.

Syntéza pristupov

Mame tu teda dve vyustenia tej istej mySlienky: prvé do matematicky precizneho
vysledku, ktory neddva navod na poéitanie, a druhé do heuristického ndvodu na pocita-
nie, ktory postrada oddvodnenie. MoZno ich nejako dat pod jeden klobik?

Nebola by matematika matematikou, a my by sme ¢lanok nepisali, keby sa klobik
nebol nasiel. Vol4 sa tedria transverzality a naSiel sa nedavno v dost dalekej krajine —
v diferencidlnej topoldgii. Pre¢o sa naSiel aZz tak neskoro? Dovod je jednoduchy —
predtym proste nebol. Ved tedria transverzality sa zacala rodif aZ v 50. rokoch a kym sa
matematici nauéili, na &o vietko mdZe byt dobra, nejaky ten roéik ubehol.

Vlastne z tedrie transverzality treba iba mdlo — pojem reguldrnej hodnoty a ,,para-
metricku‘‘ Sardovu vetu [13, str. 48], [14, str. 108]. Regularnou nazyvame taku hodnotu
y € R" zobrazenia g: R™ — R" (m = n), Ze pre vietky x € g~'(y) ma matica Dg(x) plnt
hodnost n; ak y nie je regularnou hodnotou, tak ju nazyvame singuldrnou hodnotou
zobrazenia g. VSimnime si, Ze pre n = m je tato definicia v sulade s definiciou regularnej
hodnoty z predchddzajicej kapitoly.

Parametrickd Sardova veta: Nech M <« R™,U < R°siotvorenéag: M x U —» R"
je C', kde r > max {0, m—n}. Ak y € R" je reguldrnou hodnotou zobrazenia g, potom

U= {ueU|y jeregulirnou hodnotou zobrazenia g(.,u): M — R"}
jerezidudlna (a teda hustd) v U a U \ U md nulovii (s-rozmerni) Lebesgueovu mieru.

Poznamenajme, Ze rezidualnou podmnoZinou U rozumieme mnoZinu, ktord je
prienikom spotitateIného poétu otvorenych hustych podmnoZin U. Ak nejaka vlastnost
plati pre rezidualnu podmnoZinu U, budeme v dal§om hovorit, Ze plati genericky v U.

Ti, ktori sleduji vyvoj globdlnej analyzy, by mohli namietat, Ze Sardova veta bola
aspoii o desaf rokov skor ako tedria transverzality. To je pravda, aviak jej parametricka
verzia (s ktorou Sard uZ nema ni¢ spoloéného) bola in§pirovand aZ teériou transverzality.
Aj ked to pre nas nie je dolezité, poznamenajme, Ze predpoklad na rad diferencovatel-
nosti r sa nedé oslabit.

Jednoduchym, ale pre nas dolezitym dosledkom vety o implicitnej funkcii je, Ze ak y je
reguldrnou hodnotou g, potom g ~*(y) je C" podvarieta M dimenzie m— n. Specilne: ak
m = n + 1, potom ka’d4 komponenta stvislosti g~*(y) je hladka krivka, ktord sa
nevetvi ani nepretina s nijakou z komponent suivislosti, teda je homeomorfnd bud
kruZnici, alebo otvorenému intervalu.

Parcidlne zobrazenie pri fixovanej premennej x zobrazenia g: (x, y) + g(x, y) budeme
znatit g, (t.j. g,: y + g(x, y)) a analogicky budeme znagit aj diferencial (Jacobiho maticu)
zobrazenia g vzhladom na ¢ast premennych x, a to takto: D,g. Zna&iac pri tom bez
indexu Uplny diferencidl, méZeme teda pisat D,g = Dg,.
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Co ndm hovori parametrickd Sardova veta pre homot6pie? UvaZujme homotSpiu
(® H(x,t,a)=tF(x) + (1 - 1) (x — a),

kde a € R" je parameter a predpokladajme, Ze F je C2. H je zobrazenie z R***! do R".
Zrejme plati hod DH = hod D,H = hod (1 — t) E, = n, pre t < 1 a IubovoIné x, a.
To inak povedané znadi, Ze Iubovolny bod z R", a teda aj 0, je reguldrnou hodnotou
zobrazenia H v oblasti ¢t < 1. Z parametrickej Sardovej vety teda dostdvame nasledujicu
vetu:

Veta 1. Nech F je C? a nech H je dand formulou (8). Potom genericky v mnoZine
parametrov a je mnoZina rieSenf rovnice H,(x, t) = O v oblasti t < 1 jednorozmernou
varietou.

Prvy raz sa tato my3lienka objavila v praci [ 12] (autorov Chow, Mallet-Paret a Yorke).

KedZe doplnok rezidudlnej mnoZiny (v U = R") mé n-rozmernt Lebesgueovu mieru
rovnu nule, plynie z vety 1: Ak si ndhodne zvolime parameter a, mdZeme si byt isti (t.j.
s pravdepodobnosfou 1), Ze zvoleny parameter je ,,dobry‘‘ v tom zmysle, Ze rieSenia
rovnice H,(x, ) = 0 budu pre t < 1 leZaf na hladkych krivkdch, ktoré sa nepretinaju.

Pre numeriku tu teda ¢osi mdme: pri dobrom parametri vychddza z bodu a skutocne
krivka riefeni, ktord sa mdZeme lokdlnymi metédami pokusit sledovat. Dovedie nds
krivka k rieSeniu rovnice (1)? Nie je tazké si predstavit, e nemusi, napriklad preto, Ze
unikne do nekonetna alebo Ze sa vrati spat (obr. 1).

Si to skuto¢ne vietky ,,zIé‘ moZnosti pre homoté6piu (8)? Odpoved déva nasledujiica

veta, ktord je jednoduchou modifikdciou vety 2.4 z [12].

J D
— o

0 10t

obr. 1. Co vietko sa mdZe staf s krivkami rieSeni.
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Veta 2. Nech su splnené podmienky vety 1. Predpokladajme naviac, Ze pre nejaké a,
existuje r > ||ao| také, Ze pre |x| =r a 0 <t £ 1 je H,(x,1) % 0. Potom existuje
okolie U bodu a, a v fiom rezidudlna mnoZina U < U takd, %e bodom (x, t) = (a, 0)
(pre a € O) prechddza hladkd krivka T rieSeni rovnice (3) v oblasti [x]| <7 t<1,
ktorej uzdver cl I' obsahuje bod (X, 1) taky, fe F(X) = 0.

VolIne teda moZno povedat, Ze krivka I' nés ,,dovedie‘‘ do bodu X, ktory je rieSenim
rovnice (1).

Tak, a to je ten klobik! Podmienky vety st presne tie, ktoré zabezpe&uji invariantnost
stuptia vzhladom na ¢ (pri€om deg (x — a, [x| < r,0) = 1) a vlastnost krivky I'" byt
diferencovateInou podvarietou oblasti ¢ < 1, je postatujicou pre ndvrh Géinnych nu-
merickych metdd jej sledovania. Jediné, o sme museli pridat, je diferencovateInost.
Vdaka nej veta 2 ddva stupiiu konstruktivny aspekt a si¢asne zddvodnenie heuristickym
kontinuaénym metédam.

Nad&rtnime hlavnu myslienku dokazu vety 2. Existuje také okolie U bodu a,, Ze pre
ka¥dé aeU z ||x| =r, 0 <t <1 vyplyva H(x,1t,a) + 0. Podla vety 1 je mnoZina
,,dobrych*‘ hodnot parametra a rezidudlna v U. Ak parameter a vyberieme z tejto mnoZi-
ny, potom (podTa vety 1) bodom (a, 0) prechddza krivka I rieSeni rovnice H,(x, t) = 0.
Sledujme ¢o sa s fiou bude diat pre ¢t > 0. Tato krivka je zrejme podmnoZinou mnoZiny

={(x, )| |x]| <0 =t <1}aTInint Q je podvarietou int @, = {(x, t) | x| <

< r,0 <t < 1}. KedZe D H(a, 0, a) = E (jednotkova matica), tak podIa vety o impli-
citnej funkcii dostdvame, Ze v bode (a, 0) sa krivka I" nevetvi a nepretina so Ziadnou
gastou mnoziny H '(0). To viak znadi, Ze varieta I' N int Q, je homeomorfna otvorené-
mu intervalu. Sucasne je uzavretou podmnoZinou int Q,, a teda nemdZe ostat v oblasti
0<t<a, |x| <r pre nijaké « < 1. Cez hranicu |x| = r vyjst nemdZe, pretoZe
H(x, t,a) % 0 pre ||x|| = r. Cez hranicu ¢ = 0 vyjst nemdZe, lebo pre ¢t = 0 m4 homo-
tépia (8) len jediny bod v H; '(0) a v fiom sa I nevetvi. Krivka nem4 teda inti moZnost
ako vyjst z oblasti 0 < t < a, ||x| < r cez hranicu t = «. PretoZe a < 1 je Iubovolné,
musi byt prienik ¢l I'n {(x, f) | t = 1, | x| < r} neprézdny. Zo spojitosti H plynie, Ze
pre kazdé (%,1)zcl I'n {(x,7) |t = 1, |x| < r} je splnené F(X) = 0.

Chybou krasy vety 2 je, Ze nevyluuje moZnost oscilacie krivky I' pre t — 1, a teda
Z nej nevyplyva, Ze I’ musi mat pre ¢t — 1 limitu. To skuto¢ne vo vieobecnosti nevieme
dokdzat. Stadi viak naviac predpokladat, Ze H je analytické zobrazenie a to ndm staci
nato,abyclI'n {t = 1} bola jednobodovd mnoZina. Dokaz si odpustime, lebo vyuZiva
tedriu semianalytickych mnoZin a do tej sa pu§tat by na tento ¢ldnok bolo predsa len
privela.

Je zaujimavé, Ze homotopicky pristup umoZiiuje este aj dnes, v Case ked tedria stupiia
je uZ relativne uzavretd disciplina, dokdzat scasti kon$truktivne zaujimavé existenéné
tvrdenia. Hidam najznédmejSou vetou hovoriacou o existencii rieSeni sistavy F(x) =
na guli x| < rje

Veta 3. Nech F:K < R® - R" je spojité zebrazenie a K = {|x| < r}. Ak pre vsetky
Ix| = r plati
{F(x), x> 20,

tak v K existuje aspori jedno rieSenie sustavy F(x) = 0.
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Podla [6, str. 16] tvrdenie tohoto typu bolo pdvodne formulované (pre Hilbertov
priestor) v [19]. V [6, str. 163] je pomocou Leray-Schauderovej vety v R® dok4zand
vieobecnejia

Veta 4. Nech K je otvorend ohranitend mnoZina v R" a predpokladajme, %e F: cl1K <
< R" - R" je spojité zobrazenie spliajiice

(F(x),x -x% 20
pre nejaké xo a vietky x € 0K. Potom F(x) = 0 ma rieSenie v cl K.

V [20] bolo pre ¥pecidlne mnoZiny K (dané kone&nym po&tom nerovnosti, ktoré
spliaju uréitd podmienku regularity) dokdzané pomocou tzv. bariérovej homot6pie
tvrdenie, ktoré pre pripad K = {x | |x| < r} m4 slabsie predpoklady neZ vety 3, 4.

Veta 5. [20]. Nech K = {x | ||x| < r} a F:K » R" je spojité zobrazenie. Ak pre
vetky ||x| = r plati
(3AeR; F(x) = Ax) = (F(x),x) 2 0,

potom F(x) = 0 md aspori jedno rieSenie X v K.

Numericka realizdcia

Zag¢nime terminologickou poznémkou: Pre jednoparametrické (t € R') metédy zalo-
Zené na deformacii trividlnej ulohy do rieSenej netrividlnej pouZivame ndzov homotopické
metddy na zdoraznenie kvalitativneho rozdielu od globalne heuristickych a len lokédlne
rigoréznych postupov sledovania zavislosti rieSenia na parametri kontinudcie. Nume-
ricki homotopicki metédu chipeme preto ako metédu zaloZenu jednak na lokélnej
analyze (umoZiiujucej konstruovaf numerické metédy na sledovanie homotopickych
kriviek), jednak na globalnej analyze otdzok sivisiacich s dokazom jej konvergencie
(t.j. existenciou bodu (X, 1) v uzdvere homotopickej krivky).

Pre numericky vypocet nam veta 2 teda vravi toto: Ak si splnené jej podmienky a do-
kdZeme krivku I' numericky s dostatoénou presnostou sledovat, dostaneme sa do Iu-
bovoIne malého okolia rie¥enia rovnice F(x) = 0. Ak presnost aproximicie riefenia
obdrZana z numerického sledovania krivky nestaci, je potom e$te moZné ziskana aproxi-
maciu dalej upresiiovat vhodnou lokdlnou metédou.

Zostava teda povedat, ako krivku I' sledovat. RozliSujeme tieto dve skupiny nume-
rickych algoritmov pouZivanych na sledovanie homotopickych kriviek:

1. simplexové algoritmy

— su zaloZené na pouZiti po Castiach linedrnej aproximacie Hp; homotépie H a predsta-
vuji vlastne sledovanie (po &astiach linedrnej) krivky H3/(0), ktord je (po &astiach
linedrnou) aproximéciou diferencovateInej krivky H~'(0).

2. kontinua¢né algoritmy

— (napr. [11, 17, 18]) st zaloZené na interpreticii homotopickej krivky ako trajektorie
vhodnej zadiato¢nej tlohy pre siistavu obyc&ajnych diferencidlnych rovnic, napr. (6),

(7).
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Historicky sa skumali skdr simplexové algoritmy a z velmi obsiahlej literatiry spome-
nieme len niektoré &asto citované, resp. prehfadové prace Eaves [30], Scarf [5], Todd
[31], Aligower, Georg [4].

Moderné kontinuaéné algoritmy st zaloZené na Klopfensteinovej myslienke impli-
citnej parametrizdcie homotopickej krivky. Na tomto mieste povaZujeme za uZitocné
objasnif vz4djomny vzfah kontinua¥nych algoritmov a numerickych met6d rieSenia
zaciatodnych tloh. Kontinua¢ny algoritmus mdZeme povaZovaf za algoritmus riefenia
Specidlnej zadiatoénej tlohy, a to v nasledujicom zmysle: Rie3enie (homotopické krivka)
spliia nielen zadiatoént tilohu (7), ale naviac aj sistavu rovnic

H(x(s), (s)) = 0 pre vetky s.

To sa premieta v tejto zdkladnej §truktx’1rc:'kontinua<“:n)"ch algoritmov:

0. krok: k = 0, (x*, ) = (a, 0), s, = O (inicializécia vypoctu), h, > O (velkost kroku
v numerickej metéde rieSenia za&iato¢nej iilohy).

1. krok: (%, %) = P(x*, t, ..., X* 7"t 41, ) (2 je nejaky explicitny vzorec — pre-
diktor — pre ziskanie aproximacie (%, ;) bodu (x(s; + hy), f(s + h;)) homoto-
pickej krivky pomocou r uZ vypogitanych bodov na homotopickej krivke.)

2. krok: (x**1, 1, 1) je rieSenie (nelinedrnej) sistavy

(9) H(x3 t) =0,

N(x,?) =0,
kde funkcia N: R" x R — R spliia tilohu normalizacie (uréuje jednozna¢ne bod
na krivke H™'(0)). Sustava (9) sa rieli oby&ajne Newtonovou alebo kvazi-

Newtonovou metédou (napr. [17]), pritom zagiato&nd aproximécia je prediko-
vany bod (%, 7). Efektivnymi volbami normalizacie st

N(x, 1) = <wh (x, £) — (Z5, 8)>,
N(x, 1) = |[(x, ) = (=" t)|* — (m)*,
kde w* je jednotkovy vektor spifiajiici linedrnu homogénnu stistavu DH(X*,
f) w* = 0a (.,.) je zvydajny skaldrny sidin (v redlnom obore).
3. krok: Ak #**! < 1, tak pokraduj krokom 1. pre k = k + 1.
Ak ¢#*! = 1, tak mame aproximéciu (x**?, 1) koncového bodu homotopickej
krivky.
Ak **1 > 1, tak mbZeme interpoldciou ziskat aproximéciu (z, 1) koncového
bodu homotopickej krivky.

Ako riefif polynomické rovnice pomocou rovnic diferencidlnych

V doteraj8ich ivahach sme sa venovali len otdzke, ako néjst jedno rieSenie sistavy
rovnic. Casto by sme viak radi vedeli viac — a to néjst vietky rieSenia (pre sustavu n
rovnic o n nezndmych si to genericky iba izolované rieenia). Pokial sa na tiito niro¢nej-
§iu dlohu pozerdme z vypoétového hladiska, mdZe mat tdto dloha pozitivne rie¥enie iba
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v pripade, Ze rieSeni je kone¢ne vela. Odhadnut pocet rieSeni rovnice nie je vo vieobec-
nosti tak jednoduché. Najtastie je v3ak ¥iroka trieda rovnic, u ktorych to (s jednym
hatikom) ide, a to su rovnice polynomické.

Kazdy poznéd fundamentédlnu vetu algebry, podla ktorej polyném n-tého stupiia ma
najviac n rdznych korefiov. Menej je uZ zndma Bézoutova veta, ktord hovori o potte
rieSeni systému polynomickych rovnic: Ak P:C" — C" je zobrazenie, ktorého k-td
zloka P, je polynom stupria d, a ak sustava

(10) P(x) =0

md len izolované rieSenia, potom je ich najviac
D=d1.d2...d"= Hdk'
k=1

Hned si v8imnime, Ze pre jednu rovnicu to suhlasi s fundamentdlnou vetou algebry.
Polynom jednej premennej stupiia d ma prave d korefiov so zretelom na ich ndsobnosti.
Analogicky, v pripade polynomickej sustavy sa d4 definovat urdity algebraicky pojem
ndsobnosti pre homogenizovani sustavu (10) a vtedy plati, Ze pocet izolovanych riefeni
vrdtane ndsobnosti je prave D. Zdodraziiujeme v3ak, Ze tieto presné pocty rieSeni platia
len pre komplexny obor (v redlnom obore sii to vo vieobecnosti iba horné ohranigenia).
To je jeden z hlavnych dévodov, ktory je v povahe veci a ktory nds nuti pri analyze
rieSeni polynomickych rovnic (a teda aj pri ich hladani) uvaZovat o polynomickej siistave
v komplexnom obore (t.j. s komplexnymi nezndmymi a komplexnymi koeficientami),
¢o budeme v dal§om predpokladat.

Ale predo zrazu privlastok ,,izolovanych*“? Nie je to azda tak, Ze ak polynomické
zobrazenie ma neizolovany nulovy bod, potom je identicky nulové? V tom je prave ten
hégik: pre skalarny pripad (funkciu P: C - C) to plati a pre vektorovy pripad (zobraze-
nie P: C" —» C", n > 1) uZ nie. MnoZina rieSeni viacrozmernej polynomickej rovnice
(polynomickej suistavy) sa nazyva algebraickd varieta a vo vieobecnosti je kone&nym
zjednotenim pldch rozli¢nej dimenzie (<n pre P nie identicky rovné nule).

Prizname sa, Ze o Bézoutovej vete ani jeden z nds donedavna vdbec nevedel. Vidi sa
ndm teraz priam neuveritelnym, Ze tak zdkladna veta Gplne vypadla nielen z vysoko-
Skolskych kurzov algebry, ale nemohli sme ju (pre n > 2) najst ani v novsich knihdch
o algebre. Napokon nds zachrénilo iba starucké vydanie Van der Waerdenovej algebry
z1. 1934, 1937. Pre n = 2 je veta dokdzana v [32].

Ale vrafme sa k veci. Ako uvidime, polynomickymi rovnicami sa oplati zaoberaf eSte
aj z iného ddvodu: v tomto pripade sa totiZ moZno zbavif neprijemného a taZko overi-
teIného predpokladu z vety 2. Hlavny ucel tohoto predpokladu je zabezpecit, aby mno-
%ina H; '(0) bola ohranien4. Pre polynomické sistavy (10) nahradime tento predpoklad
nasledovnou konstrukciou: VyuZitim §tandardnej homogenizacie kaZdej zloZky P zobra-
zenia P
(11) By(x, x0) = x% . P, (i‘l e ."_>

X0 Xo
t.j.
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(11) 1+’,‘(x, Xo) = Y ¢ x5 ... xn , xhe~ el
0+ c;eC, || = oy + ... + @), prevedieme pdvodnu sistavu (10) na sistavu

(12) P(x,%0) = 0.

MnoZinu 1+"1(0) mdZeme povaZovat za podmnoZinu n-rozmerného komplexného pro-
jektivneho priestoru CP", pretoZe s kazdym rieSenim (x, xo) sistavy (12) su aj vietky
body komplexnej priamky L(x, xo) = {(Ax, Ax,) | A € C} rieSeniami sustavy (12).
Poznamendvame, Ze opisanou homogeniziciou sme vo vieobecnosti roz§irili mnoZinu
rieSeni pdvodne;j sustavy (10). RieSenia x sustavy (10) su totiZ v jednozna&nej koreSpon-
dencii s komplexnymi priamkami L(x, 1) rieSeni sustavy (12). Sustava (12) mdZe mat
aj komplexné priamky L(x, 0) rieSeni, ktorym nezodpovedaji Ziadne rieSenia sistavy
(10). Tymto ,,dodanym* rieSeniam sustavy (12) (t.j. (x, xo) € I+"'1(0), pre ktoré x, = 0)
budeme hovorif nevlastné rieSenia. Pre zddraznenie budeme hovorif rieSeniam sistavy
(10) vlastné riedenia. Je zrejmé, Ze ak kazd4 rovnica v (10) je homogénna, tak vietky
rieSenia (10) si aj nevlastnymi rieSeniami (zodpoved4 im komplexnd priamka rieSenf

+
L(x, 0) v P~*(0)). Z homogenity P viak plynie, Ze ak P(x) = 0,tak L(x) = {ix | Ae C} =
< P~%(0),t.j.nevlastné rieenie siistavy (10) nie je izolované v C". Preto v dalSom budeme
hovorit o izolovanych rieSeniach polynomicke;j ststavy (10) v tomto zmysle: UvaZujme

+
o komplexnej priamke I(x, x,) = P~*(0) ako o bode z CP". Ak je tento bod izolovany
+
(v topolégii CP") v P~(0) = CP", tak hovorime, Ze rieSenie x sustavy (10) je izolované.

y +
V topolégii priestoru’ C*** to znadi, Ze ku kazdému 0 # (x, x,) € P~*(0) existuje také
okolie O(x, x,) = C**1, Ze plati

L(x, %o) 1 O(x, x5) = P~1(0) " O(x, xq) .

Co sa viak stane, ak stistava (10) m4 aj neizolované riefenia? Plati vtedy odhad z Bé-
zoutovej vety? Tu ndm prichddza na pomoc tedria semialgebraickych mnoZin. PodIa nej
(Whiteyho veta [13, str. 100]) je algebraickd varieta koneénym zjednotenim stvislych
hladkych podvariet. Z toho v¥ak plynie, Ze je konedny poéet komponent sivislosti mno-

+
Ziny rieSeni P~ *(0) sustavy (12), a teda aj kone¢ny pocet izolovanych rieSeni sustavy (10).
Naviac je podla [22] aj vo vieobecnom pripade (t.j. ak existuji aj neizolované rieSenia)

pocet komponent algebraickej variety ;"1(0) (uvaZovanej ako podmnoZziny CP") ohra-
ni¢eny Bézoutovym ¢&islom D, a teda izolovanych rieSeni polynomickej sustavy je vidy
najviac D.

Jednym z prvych, kto si uvedomil moZnost hladat v¥etky rieSenia polynomickej stistavy
rovnic pouZitim homotopického pristupu, bol Drexler [23]. Touto otdzkou sa aj pre
trochu vieobecnejSiu triedu sistav (tzv. polynomicky dominovatelnych) zaoberali
Garcia a Zangwill [24]. Ich pristup vSak znamenal v polynomickom pripade sledovat
viac neZ D homotopickych kriviek. Ideu parametrickych homotépii z [12] pouZili autori
Chow, Mallet-Paret a Yorke aj na tento problém [25], priom sledovali uZ prave D ho-
motopickych kriviek. Neskor zjednodusil tvar homotépie z [25] so zachovanim jej
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prednosti Li [26]. V3etky tieto pristupy sa zaoberali rieSenim pdvodne;j ulohy (10), t.j.
ulohy v C". To malo za nésledok, Ze sa nemohli vyhnif situécii, ked niektoré z homoto-
pickych kriviek ,,uniknii do nekone¢na‘“ (t.j. |x(t)| = co pre ¢ > 1). To nastdva vtedy,
ak sustava (10) md nevlastné rielenie. Je zrejmé, Ze prinajmenej z numerického hladiska
je to neprijemné, pretoZe pri zvitSovani normy |x(t)[ je treba sa rozhodnut, &i pocitat
dalej (ak homotopick4 krivka vedie k rieSeniu s velkou normou), alebo & sledovanie
homotopickej krivky ukongit (ak sme na divergujicej krivke). Tento problém sa riesi
v [27] prave pomocou homogenizécie, ktord ,,zrovnoprdviiuje‘* vlastné a nevlastné
rieSenia a umoZiiuje definovat tzv. ohrani¢eni homotépiu.

Hlavnd my3lienka homotopickej metédy na rieSenie sustavy (10) je tato: Zostrojit
parametricki homotépiu, napr. podla [26]

H:C"x [0,1] x C* > C",
kde

(13) Hyx,t,a,b) = (1 — t)(@xf* — by) + tPx) (k=1,...,n)

(0 # a, b e C" st parametre homotdpie). Analogicky ako pri rieeni sustav v redlnom
obore z parametrickej Sardovej vety plynie pre skoro vietky hodnoty parametrov
(a, b) e C*", 7¢ H_;(0) je varietou (redlnej) dimenzie 1 v oblasti t < 1. Z tedrie semi-
analytickych, resp. semialgebraickych mnoZin v§ak navyse plynie, Ze mnoZina vhodnych
parametrov (a, b) je otvorena a hustd. Pre vhodni voIbu parametrov (a, b) je H; ;(0)
tvorend v oblasti t < 1z prave D komponent stvislosti (kriviek). PozdiZ nich homotopic-
kd premennd t monoténne vzrastd. Krivky st diferencovateIné a vedi z bodov tvaru
(¥1» -+ > Yn» 0) (kde y, je TubovoIny z d, koretiov rovnice (H, ,); (x, 0) = 0) z nadroviny
t = 0k rieSeniam sustavy (10). V pripade, Ze krivka vedie k nevlastnému rieSeniu, vlastne
homotopicka krivka v uréitom zmysle diverguje.
Homogeniziciou homotdpie (13)

Hk(x! Xo0s t,a, b) = (1 - t) (akx:k - bkxf)k) + t;k(x’ xO)

(k = 1, ..., n) dosiahneme, Ze H, ,(0) je sice varietou redlnej dimenzie 3, ale poet kom-
ponent v oblasti (x, x,) % 0 ostdva nezmeneny. NavySe vieme v kaZdej komponente
definovat homotopick krivku (x(1), xo(t), £) vediicu z bodu (y, 1, 0)/]|(», 1)|| do nejakého
bodu (z, zo, 1), ktord pritom leZi v kompaktnej mnoZine {(x, xo, ) | [(x, xo)[| = 1,
0 < t < 1}. Nevlastnym rieSeniam Z zodpovedéa koncovy bod v L(Z, 0) x {1}, vlastnym
rieSeniam Z koncovy bod v Iz, zo) x {1}, kde Z = (1/z,) z.

Poznamendvame, 7¢ homotopické krivky st v tomto pristupe definované pomocou
vhodnej zadiatoénej tlohy pre sustavu diferencidlnych rovnic (podrobnosti méZe &itatel
néjst napr. v [27], [29]).

Slovo na zéver

Vrdtme sa k otdzke, ktorou sme zacali,a s odpovedou, na ktori sme itatelovi odporu-
&ili vy&kat. Odpoved nech si d4 &itatel sém, napovieme mu viak dalSou otdzkou: Ako
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in4¢ neZ sledovanim homotopickych kriviek (pomocou numerického rie¥enia diferen-
cidlnej rovnice) néjst vietky rieSenia systému polynomickych rovnic?

Na mieste je samozrejme otdzka, &i ide o teoreticki numericki metodu, alebo, &i
pomocou nej niekto niekedy aj nie€o spocital. NuZ, na svete je program, ktory skuto&ne
potita a vie vietky izolované riefenia systému polynomickych rovnic néjst [27]. Treba
si samozrejme uvedomif, Ze s poétom rovnic a najma s ich stupfiom pod&et rie$eni velmi
rychle rastie, a preto u systémov vacSieho rozsahu extrémne rasti naroky na vypo&tovy
Zas (nie viak na pamit!), ktory sa uZ u pomerne malych systémov stiva limitujicim
faktorom pouZiteInosti.

Ako to uZ v numerike byva, vela moZno niekedy udetrif vyuZitim $pecifiky ulohy.
V pripade polynomickych rovnic st to symetrie, ktoré umoziiuji néjst vietky riefenia
sledovanim &asto vyrazne menSieho poctu kriviek. Napriklad: V [29] sme riesili sustavu
n = 6 rovnic, pritom rovnice boli stupfia d; = 3 (k = 1, ...,6). Tato sistava mdZe
mat najviac D = 3% = 729 rdéznych izolovanych rieSeni. VyuZitim symetrie stadilo sle-
dovat 115 homotopickych kriviek na néjdenie vSetkych 729 rie$eni (o je wspora asi
83 proti postupu bez vyuZitia symetrie).

Vidime teda, Ze homotopicky pristup umoZiiuje kon$truovat numerické metédy na
rieSenie zloZitych nelinedrnych uloh. Nie st to viak len polynomické ststavy. V literatire
sa uvadza Uspe¥né pouZitie homotopickych metéd na rieSenie roznych inych uloh (napr.
parametrické okrajové tlohy, ilohy matematického programovania a.i.). Podla [25],
[28] sa homotopickymi metédami podarilo vyrie$if nicktoré dovtedy numericky ne-
vyrieSiteIné ulohy (napr. parametrickd okrajova uloha o pohybe vznésadla).

Vo vieobecnosti viak moZno pouZitie homotopickych metdd na rie$enie konkrétnych
uloh charakterizovat takto:
~ pouZitie homotopickych metdd je vo vieobecnosti menej efektivne ako pouZitie inych

(priamych, resp. lokélne rychlo konvergujiicich) metéd (ak také existuji),

— poutzitie homotopickych met6d je viak niekedy tspe$né, aj ked ostatné met6dy zly-
hali.

Vi&ina uspe$nych aplikicii homotopickych metdd tkvie v ich pouZiti na rielenie
takych uloh, ktoré je moZné previest na rieSenie sustavy rovnic (obyZajne nelinedrnych).

Ako ukazuje prave priklad vyuZitia symetrii pri rieSeni systémov polynomickych rov-
nic, netreba sa uspokojit s relativne malou efektivnostou homotopickych numerickych
metéd. Pre rézne konkrétne typy uloh moZno totiZ vhodnou volbou homotépie do-
siahnut znainé zvySenie efektivnosti. To isté moZno povedat aj o volbe numerickej
metddy na sledovanie homotopickych kriviek. Na definitivne zavery o efektivnosti homo-
topickych metdd treba viak pockat aZ dovtedy, ked objem prace investovanej do ich
zdokonalovania bude porovnateIny s pracou vynaloZenou na zefektivnenie zauZivanych
metéd.
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Z my$lenek obsaZenych ve spise Vitruvia ,,Deset knih o architektufe‘‘ z 1. stol. pFed n. 1.

KdyZ sokratovsky filozof Aristippos byl pfi
ztroskotadni lodi vyvrZen na rhodské pobieZi
a zpozoroval tam geometrické obrazce, zvolal
pry na své pruvodce: ,,Budme dobré mysli!
VZdyt vidim stopy lidi!** A pak ihned pospiSil
do mésta Rhodu, odebral se pfimo do gymnazia,
disputoval tam o filozofii a byl obdarovan tolika
dary, Ze mohl nejen sebe zaopatfit, ale i spoleéni-
kum poskytnout o¥aceni a ostatni Zivotni potie-
by. KdyZ se potom jeho pruvod¢i chtéli vratit
do vlasti a ptali se ho, co maji vytidit doma,
uloZil jim, aby vytFidili, Ze se ma détem opatfovati
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takové jm&ni a cestovné, je% i pti ztroskotani
lodi muZe zaroveini s nimi plavat a zachranit se,

... Nemén¥ Theofrastos zesiluje onu my$len~
ku, Ze lidé by méli byt vedeni k tomu, aby byli
spife vzdélani, neZ aby se spoléhali na penizc.

... Epikuros pak pravi ne nepodobn#: $t¥sténa
pry moudrym lidem ptid&luje mélo, zato viak to,
co je nejvétsi a nezbytné, tj. fidit se myslivym
duchem a rozumem. Tak se vyjadrili i mnozi jini
filozofové. ...
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